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OZET

Anahtar kelimeler: Fuzzy climle, Mandelbar climlesi, Mandelbrot ctimlesi

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismima ayrilmistir. Ikinci
boliimde Julia ctimlesi, Julia ciimlesinin yoriingeleri, Mandelbrot ciimlesi, Mandelbar
climlesi, genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri ve genellestirilmis Mandelbar
ciimlelerine iliskin temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde fuzzy
climleler, fuzzy reel sayilar, fuzzy karmasik sayilar ve fuzzy topolojik uzaylarin temel
tanim ve teoremleri tanitilmistir. Bunlara ek olarak, herhangi fuzzy ciimlenin bir fuzzy
say1 olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ifade edilmistir.

Dordiincii ve besinci boliim bu tez calismasinin orijinal kisimlarini olusturmaktadir.
Dérdiincii bolimiin giris kisminda fuzzy Mandelbrot climlesi igin yeni bir tanim
verilmistir. Bu yeni tanimin literatiirdeki mevcut tanimin yetersizligini nasil ortadan
kaldirdigi hem gorsel hem de cebirsel olarak agik¢a ifade edilmistir. Ayrica fuzzy
Mandelbrot ciimlesinin olusum asamalar1 farkli iterasyon adimlar igin ayr1 ayri
incelenmistir. Yeni tanimlanan fuzzy Mandelbrot ciimlesinin topolojik 6zellikleri
arastirilmistir. Bu boliimiin ikinci alt boliimiinde ise fuzzy Mandelbar ciimlesi
tanitilmig, geometrik, cebirsel ve topolojik agidan incelenmistir. Bu climlenin fuzzy
Mandelbrot ciimlesiyle olan benzerlikleri ve farkliliklar: da arastirilmigtir.

Besinci boliimde tez ¢alismasinin temel hedefi dogrultusunda, dérdiincii boliimde elde
edilen yeni bilgiler géz oOniine alinarak genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ve
genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimleleri tanitilmistir. Sahip olduklar: 6zellikler ile
ilgili temel tanim ve teoremler ifade edilerek ilgili algoritmalar verilmistir. Bu
climlelerin detayli gorselleri de sunulmustur. Sonug olarak, elde edilen veriler ile
gelecekte yapilacak olan yeni arastirmalara yonelik onerilerde bulunulmustur.



GENERALIZED FUZZY MANDELBROT SETS

SUMMARY

Keywords: Fuzzy set, Mandelbar set, Mandelbrot set

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, the basic definitions and theorems related to the Julia set, the
orbits of the Julia set, Mandelbrot set, Mandelbar set, the generalized Mandelbrot
sets, and the generalized Mandelbar sets are given. In the third chapter, the basic
definitions and theorems of fuzzy sets, fuzzy real numbers, fuzzy complex numbers,
and fuzzy topological spaces are introduced. In addition to these, the necessary and
sufficient conditions are expressed for any fuzzy set to be a fuzzy number.

The fourth and fifth chapters constitute the original parts of this thesis. In the
introduction part of the fourth chapter, a new definition is given for the fuzzy
Mandelbrot set. It is expressed both visually and algebraically in detail how this new
definition removes the inadequacy of the existing definition in the literature. In
addition, the formation stages of the fuzzy Mandelbrot set are examined separately
for different iteration steps. The topological properties of the newly defined fuzzy
Mandelbrot set are investigated. In the second subsection of this section, the fuzzy
Mandelbar set is introduced and analyzed from geometric, algebraic, and topological
aspects. The similarities and differences between this set and the fuzzy Mandelbrot
set are also investigated.

In the fifth chapter, in accordance with the main purpose of this thesis, the
generalized fuzzy Mandelbrot and generalized fuzzy Mandelbar sets are introduced
under consideration of the new information acquired in the fourth chapter. By stating
the basic definitions and theorems related to their properties and the relevant
algorithms are given. Detailed images of these sets are also presented. Consequently,
suggestions are expressed for new research to be done in the future with the obtained
data.

Xi



BOLUM 1. GIRIS

Matematik bilimi ile ger¢ek diinya problemlerinin birbirinden ayr1 diisliniilmesi
imkansizdir. Dolayisiyla matematiksel keskinlikle agiklanamayan durumlar icin de
matematigin kendini gelistirmesi ve yeni teorilerin insa edilmesi kag¢inilmazdir.
Yaklasik olarak M.O. 400 yillarinda klasik mantikta bir 6nermenin sadece “dogru”
veya “yanlis” olma degerlerine sahip olmasi durumunun yerine gegebilecek ilk
sOylem Heraclitus tarafindan “Bir durum ayni anda dogru olma degerine sahip
olmakla birlikte dogru olmama degerine de sahip olabilir” seklinde ifade edilmistir.
Bu sdylemle birlikte matematigin miikemmel keskinligi torpiilenmis ve bulanik
gercek hayat problemlerini matematiksel olarak ifade edebilme arastirma sorusu
olarak glindeme gelmistir. Bu soruya bir drnek vermek icin giinliik hayatimizda
karsilagtigimiz bir durum ele alinsin. Bir odanin kapisinin kapalt olma durumu “1”
dogruluk degeri ile kapinin ardina kadar acik olma durumu ise “0” dogruluk degeri
ile ifade edilirse kapinin biraz aralik olmasi durumu i¢in hangi dogruluk degeri
kullanabilir? Kap1 tamamen kapali olmadigindan “1” dogruluk degerine sahip
olamaz, bununla birlikte ardina kadar agik olmadigindan “0” dogruluk degerine de
sahip degildir. Bu durumu klasik mantik ile formiile etmek miimkiin degildir. 19.
yiizyllda Alman matematik¢i Georg Cantor (1845-1918) tarafindan gelistirilen klasik
climle teorisine gore ise bir eleman bir climleye ya aittir ya da ait degildir. Bunlarin
disindaki durumlar formiile edilememektedir ve Cantor’un climle teorisi bir anlamda
klasik mantigin ilkelerine dayanmaktadir. Sonug olarak klasik ciimle teorisi bulanik

durumlari ifade etmek i¢in uygun degildir.

Iste bu noktada, klasik ciimle teorisine alternatif olarak 1965 yilinda Lotfi A. Zadeh
[1] tarafindan iiyelik fonksiyonunun tanitilmasiyla fuzzy (bulanik) ciimle teorisi igin
caligmalar baslamistir. Bir fuzzy cilimle, her nesneye bir iiyelik derecesi (0 ile 1

arasinda deger alan bir sayi) atayan bir lyelik fonksiyonu ile karakterize



edilmektedir. Bu durum yukarida verilen kapi 6rnegi i¢in yorumlanirsa odanin
kapisinin “acik, agiga ¢ok yakin aralikly,..., aralikly,..., kapaliya ¢ok yakin aralikls,

kapali” gibi konumlari i¢in formiile etmek amaciyla kapinin tamamen agik oldugu

durumda kapiyla ¢akisik bir eksenle yaptigi acilari [0,72'/ 2] araligindan secerek

[0,1] araligina giden bir iiyelik fonksiyonu tanimlanabilir ve boylece kapinin her bir

pozisyonuna karsilik bir dogruluk degeri verilebilir. Goriildiigi tizere fuzzy yaklagim
ile matematik i¢in belirsiz olan durumlar da sayisal olarak ifade edilerek,
Olciilebilecek hale doniisiirler. Bu yaklagimin saglayacagi faydalardan biri de,
bilgisayarlara artik insan gibi diisiinebilme ve insan gibi hissedebilme icgiidiisii
kazandirmaktir. Hatta gegmis yasam tecriibelerimiz ve yeteneklerimiz makinelere
aktarilip bu bilgilerden maksimum verim alinabilir. Bu yaklagimin hayata gectigi
yerlerden biri de Japonya’daki Sendai metrosudur. Bu metronun teknolojik
altyapisinda fuzzy ciimle teorisi kullanilarak kalkis ve duruslarin goreceli
diizgiinliiglinliin hesaba katilmasi ile kusursuza yakin hareket etmesi saglanmistir.
Boylece ayaktaki yolcular dahi hareketten etkilenmemektedir. Hatta ayaktaki

yolcular higbir yere tutunmadan kahvelerini rahatlikla yudumlayabilmektedir.

Fuzzy ciimle ve fuzzy mantik teorilerinin insasinda Zadeh’in [1-5] makaleleri ve
Yager’in [6] makalesi temel kabul edilmektedir. Climle teorisinde yeni bir ¢igir agan
Zadeh’in [1] makalesi, ¢ok sayida bilim insan1 arasinda muazzam bir ilgi uyandirmis
ve farkli yeni yaklagimlarin da dogmasi i¢in ilham kaynagi olmustur. Fuzzy climle
teorisinin temel kavramlarinin literatiire kazandirilmasinin ardindan, Bé&hounek,
Cintula, Kandel, Kosko ve Tamir gibi birgok arastirmaci bu kavramlar igin
aksiyomatik bir ¢erceve olusturmustur [7-12]. Mizumoto ve Tanaka iyelik
fonksiyonu tiizerindeki islemleri tanitmiglardir [13]. Diger taraftan, fuzzy sayilar
tizerinde islemler 1978 ve 1980 yillarinda Dubois ve Prade tarafindan [14, 15]
makalelerinde calisilmistir. Ayrica 1978 yilinda Nguyen tarafindan [16]’da fuzzy
reel sayilar ele alinmigtir. Bununla birlikte 1994 yilinda Gahler ve Géhler [17]de

fuzzy sayilar tlizerine ¢aligmislardir.

Bu siiregte fuzzy topoloji tlizerine temel kavramlar 1988 yilinda Eklund ve Géhler

tarafindan [18, 19]’da, fuzzy sayilar ve sistemler lizerine islemler ve defuzzy



sayilarin topolojik Ozellikleri de 1983 ve 1986 yillarinda Goetschel ve Voxman
tarafindan [20, 21]’de tanmitilmistir. 1987 yilinda Buckley [22] ve [23] makalelerinde
fuzzy karmasik ciimleler fikrini ortaya atmustir. Ayrica Buckley fuzzy sayilar
teorisinin genellestirilmesi lizerine ¢alisirken, Tamir de CFL (karmasik fuzzy
mantik) ve CFS (karmasik fuzzy ciimle) teorilerini insa ederek fuzzy ciimle teorisi ve
fuzzy mantigin genellestirilmesi ile ilgilenmistir [10-12]. Bu siirecte fuzzy
cimlelerin bir¢ok uygulamasi ile bir yandan teknolojik ilerlemeler siirerken bir
yandan da fuzzy ciimleler {izerine teorik diisiinceler Goguen [24], Brown [25] ve De

Luca, Termini [26] gibi birgok bilim insani tarafindan gelistiriimeye devam etmistir.

Sonug olarak giiniimiizde belirsiz kosullar altinda, bulaniklastirmanin bir¢ok alanda
farkli teorik veya pratik problemleri analiz etmek i¢in kullanildig1 bilinmektedir ve
popiiler alanlardan biri olan fraktal kuramindaki uygulamalari da [23, 27-29]

calismalarinda mevcuttur.

Diger taraftan fraktallar, iterasyonlar sonucu olusturulan dinamik sistemlerin
goriintiileridir ve karmasik dinamikler de karmasik diizlemde tanimli doniisiimlerin
iterasyonlari ile olusan sonuglar1 incelemektedir. Karmagsik dinamik sistemler tarihte
iki kisa periyotta yogun bir sekilde ele alinmistir. Temellerinin 19. yiizyilin
sonlarmda ve 20. yiizyilin baslarinda atildigi bilinmektedir. ilk periyot igerisinde
Leau, Schroder, Koenings, Bottcher gibi matematikgiler iterasyonlar altinda
karmasik fonksiyonlarin belli davranislar ile ilgilenmislerdir. Calismalar1 oncelikli
olarak sabit nokta etrafindaki iterasyonlarin davraniglarina odaklanmistir. Bu kokli

calisma alaninin temeli kabul edilen eser ise Devaney’in [30] tez ¢alismasidir.

Karmasik dinamiklerin arastirilmasi siirecinde 1918-1920 yillar1 arasinda iki Fransiz
matematikg¢i Julia ve Fatou’nun onciiliiglinde carpici bir gelisme meydana gelmistir.
Julia ve Fatou, sadece belli dinamiksel davranislar yerine daha evrensel bir goriise
varmiglar ve sabit noktalarin disinda da olduk¢a farkli dinamik davranislar
kesfetmiglerdir [31-33]. Douady ve Hubbard, kuadratik polinomlarin parametreler

diizlemi {izerine ¢alismalar yaparak kuadratik dinamiklerin miimkiin olan tiim



cesitlerini siiflandirmis ve Douady tavsani olarak anilan bir ciimle kesfetmislerdir
[34-36].

Bu alanda ilk baglarda el yordamiyla c¢izilen grafikler, cok smirli ve dar agidan
cizilmistir. Bu nedenle i¢lerindeki muhtesem hazine bu siirecte gizli kalmistir. Ancak
dinamik sistemlerin gelisiminde ikinci biiyiik periyodu baslatan, 1980’lerde karmagik
dinamikleri kesfetmek i¢in bilgisayar grafiklerini ilk kullanan kisi Benoit Mandelbrot
olmustur. Mandelbrot bir giin Hendrik S. Houthakker tarafindan yonetilen bir
Harvard seminerine konugmaci olarak davet edilmis ve Seminerde sunmak istedigi
finans diyagraminin neredeyse bire bir aynisinin tahtada ¢izilmis bir halde
durdugunu goérmesinin verdigi saskinlikla beraber yeni kesfetmis oldugu bir
diyagramin nasil olur da burada ¢izilmis halde durdugu gercegini etrafina sormasiyla
ogrenmistir. Bu diyagram Mandelbrot’tan 6nce pamuk fiyatlari iizerine aragtirma
yapan aragtirmacilarin ¢izimidir ve diyagramdaki isimler, tarihler, degerler silindigi
zaman geriye kalan inisli ¢ikish grafikler giinliik, aylik, yillik olarak biitiiniiyle ele
alinirsa ziinde aymidir ve esit derecede kivrimli yapiya sahiplerdir. Iste bu noktada
ortaya ¢ikan durumun grafiksel yansimasi fraktallardir. Sonug olarak, diyagramlarin
matematiksel ifadeleri aynidir. Bu gelisme Benoit Mandelbrot’un fraktal geometrinin
Oncusii olarak anilmasi ile sonu¢lanmistir. Giiniimiizde temel olarak iki adet fraktal
iiretim yontemi bulunmaktadir. Bu araglardan biri yinelenen fonksiyon sistemi (IFS)
iken digeri ise kacis zamani algoritmast (ETA)’dir. Fraktallar1 tanimlamanin
dogrudan yolu yinelenen fonksiyon sistemi (IFS) olmasina ragmen parametreleri
kolayca hesaplanamayan karmagsik fraktal gorlntiilerinin ¢izdirilmesi i¢in kagis

zamani algoritmasi (ETA) daha kullanishdir.

Benoit Mandelbrot’a ithaf edilerek Douady tarafindan Mandelbrot ciimlesi olarak
adlandiran ciimlenin kesfi, bircok matematik¢iyt bu alanda yeni arastirmalar
yapmaya yonlendirmistir. Ciinkii Mandelbrot climlesi i¢inde bircok kaotik durumu
icerse de matematiksel ifadesi itibar1 ile oldukga basittir. Lyubich, McMullen ve
Milnor gibi bilim insanlart Mandelbrot ciimlesinin dinamik yapis1 {izerine
aragtirmalar yaparken Shishikura, Mandelbrot ve Julia ctimlelerinin boyutlarini

incelemis, Yoccoz ise yerel baglantililik {izerine yogunlasmistir [37-44]. Ayrica



Mandelbrot climlesinin bircok farkli 6zelligi uzun siire arastirmacilarin ilgi odagi

olmustur [30, 34-36, 45-59].

Crowe, Hasson, Rippon ve Strain-Clark, Mandelbrot climlesini bagka bir agidan
ancak ayni metodolojiyi kullanarak incelemis ve merak uyandiran bir akrabasi olan
Mandelbar ciimlesini kesfetmislerdir [60]. Bu calismada Mandelbrot ciimlesiyle
bicimsel bir benzerlik i¢inde degerlendirme yapilarak noktalardan ziyade yaylar
boyunca gatallanmalara sahip oldugu gosterilen bu yap1 igin Mandelbar adi ilk olarak
Crowe ve aragtirmact arkadaslart tarafindan verilmistir [60]. Ancak bu kesfe yakin
bir zamanda Milnor tarafindan “Tricorn” adi verilen ve anti-holomorfik polinomlar
ile tanimlanan ctimle i¢in baglantililik 6zelligi 6nemli bir rol oynamaktadir [63].
Tricorn, Mandelbrot ciimlesinde goriilmeyen kiibik baglantililik odaginin birkag
temel Ozelligine sahiptir. Bu oOzellikler, tek periyotlu hiperbolik bilesenlerinin
siirlariyla ve Ozellikle yari-uyumlu olarak esdeger parabolik Julia ciimleleriyle
ilgilidir. Mandelbrot cilimlesi hakkindaki meshur ispatlanamamis “Mandelbrot
ciimlesi yerel baglantilidir” varsayimin aksine “Tricorn yerel baglantili ve hatta yayla
baglantili degildir” goriisii Winters [61], Lavaurs [62] ve Milnor [63]’un ¢alismalari
arasinda bir varsayimdan ibarettir. Ancak [64] ve [65]’de Tricorn ciimlesinin
baglantili oldugunun kanitlar1 mevcuttur. Ayrica Mandelbrot ciimlesine paralel
olarak Tricorn ciimlesinin kendisi de, kritik noktanin tek periyotlu parametrelerinin
yakininda kendisinin kii¢iik kopyalar1 gibi goriinebilecek benzerlerini icermektedir.

Winters [61], Mandelbar climlesinin sinirinin diizgiin bir yay igerdigini gostermistir.

Mandelbar climlesi, karmagsik diizlemin kompakt bir alt ciimlesi oldugundan
Mandelbrot ciimlesiyle pek ¢ok benzerligi vardir. Mandelbrot ciimlesi gibi,

Mandelbar climlesi de kompakttir ve 2 yarigapli merkezil ¢ember icerisinde

kalmaktadir. Dahasi, reel eksene gore simetrik olmasinin yani sira [—2, %} araligiyla

kesigime sahip olmasi itibar1 ile Mandelbrot ciimlesiyle benzerdir. Bu 6zelliklere ek
olarak orijin etrafinda 27 /3 donme simetrisine sahip olmas1 Mandelbar ciimlesinin

farkliligidir.



Goreceli olarak yakin oldugu diigiiniilen tarihlerde de Mandelbrot ciimlesinin

genellestirilme adimlar1 atilmaya baslanmistir. k pozitif tamsay1 olmak iizere M*
genellestirilmis  Mandelbrot  (Multibrot) ciimlesinin  periyodik  y0riingesini
hesaplayabilmek adina bir polinom yontemi Huang tarafindan hazirlanmistir [66].
Ayn1 zamanlarda Gujar ve Dhurandhar k gergel sayist i¢in ve Shirriff k karmasik
sayis1 igin tanimli M* ciimlesinin fraktal yapisim incelemistir [50, 67, 68]. Genel
olarak bu konu tizerine arastirma yapan bilim insanlar1 yasadiklari donemin
bilgisayarlarinin sundugu grafik programlariin gelismislik diizeylerine bagli olarak
birbirinden farkli k sayilari icin ortaya ¢tkan M* ciimlelerinin dinamik ézelliklerini
matematiksel analiz kullanarak arastirmak zorunda kalmistir. Ancak teknolojinin
smirlari astigi milenyum cagi ile birlikte bilgisayar grafik tasarim programlariin
gelismesi, M* ciimlesinin de ayrmntili gizimlerini sunarak daha detayli bicimde
arastirilmasina olanak vermistir. Bu alanda g¢alisan arastirmacilar arasinda Wang,
M¥ ciimlesinin kagis zamanl1 bolen periyodik noktalarini incelerken, Noah da k ¢ift
tamsayist icin M* ciimlesinin yarigapin1 hesaplamustir [69, 70]. Bu kesiflere ek

olarak, Andreadis M* ciimlesine sayisal bir yaklasim hesab1 gelistirmis ve Singh,

genel fraktallar i¢in yeni bir iterasyon yaklasimi ortaya ¢ikarmustir [71, 72].

Bu tez ¢alismasinda da karmagik diizlemin fraktal alt ctimleleri olan genellestirilmis
Mandelbrot ve Mandelbar ciimlelerinin, fuzzy ciimle kuraminin sagladigi yeni bakis
acistyla incelenmesi hedeflenmektedir. Daha agik bir deyisle, bu tez ¢alismasinin
bilim insanlarinin yogun ilgi odagi olan fraktallara ait olmayan noktalarin da
ciimlelere ait olmaya ne kadar yakin olduklarimi belirleyen tiyelik dereceleri ile
birlikte ele alinmasmin bu kaotik yapilarin matematiksel ve gorsel acidan

anlasilmasina katki saglayacag diistiniilmektedir.



BOLUM 2. MANDELBROT CUMLESI VE GENELLESTIRILMIS
MANDELBROT CUMLELERI

2.1. Julia Ciimlesi

Herhangi a,beR igin V-1=i olmak ilizere z=a+ib sayisina bir karmagik sayi
denir ve karmagik sayilar ciimlesi C ile gosterilir. Bir z karmasik sayisinin reel

kismi a ve sanal kismi b ise a=Re(z) ve b=|m(z) ile gosterilir. z=a+ib

karmagik sayisinin |z|=+/a’+b* ile gosterilen mutlak degeri (a,b) vektériiniin

Oklidyen uzakhgidir. Karmasik sayilar ciimlesi iizerinde tanimli doniisiimlerin
tekrarlamasi ile olusan karmasik dinamik sistemler, 20. ylizyilin baslarinda Pierre

Fatou [34, 35] ve Gaston Julia [33] ¢alismalar1 dnciiliigiinde popiiler olan nispeten

yeni bir ¢alisma alanidir. Ozellikle f, (Z) = 7% +C karmasik kuadratik polinomunun

davranigini ayrintili bir sekilde inceleyen [30, 46, 47, 73, 74] ¢alismalarindaki temel

tanim, teorem ve ispatlar bu boliimde 6zetlenmektedir.

(C=(Cu{00}, genisletilmis karmasik diizlemi gostermek tizere f:C—C

fonksiyonu altinda bir z, sayisinin yoriingesi

seklindeki say1 dizisidir. Burada f" ile f fonksiyonunun n. iterasyonu temsil edilir
yani fonksiyon kendisiyle n defa bileske islemine girer. z, noktasi yoriingenin
¢ekirdegi olarak adlandirilir. Her bir z, € C noktas: i¢in say1 dizisinin davranisi
incelenir. Ozellikle n sonsuza gittiginde dizinin 1raksak ya da yakinsak olmasiyla

ilgilenilir [51]. {z,}”, karmasik say1 dizisi sonsuza yaklasiyor ise limz, =co yani
=! n—oo



herhangi r>0 olmak iizere ¥n>N igin |z,|>r olacak sekilde bir N €N sayisi
vardir. Dolayisiyla tiim z, degerleri yeterince biiyiik n degerleri i¢in r yarigapli bir
actk yuvarin disinda bulunur. 7z, degerlerinin bir dogru veya egri boyunca
yaklasmasi gerekmez. Sadece mutlak degerleri biiyir. n>2, a, =0 ve
a, ..., a, 8, katsayilar1 karmagik sayilar olmak iizere n. dereceden bir polinom
f(z)=a,2"+a,,2"" +..+82+a, olsun. Bu sekildeki f fonksiyonu yardimiyla

olusan Julia ctimlesi
J(f):a{z‘ N — oo iken f“(z)—>oo}

olarak tanimlanir. Béylece Julia ciimlesi, yineleme fonksiyonu altinda sonsuza kagan
Z noktalar1 ciimlesinin siiridir. Julia ciimlesi adimi Fransiz matematik¢i Gaston

Julia’dan alir.

2

Julia ciimlesinin en basit érnegi f(z)=2* i¢in olusur. Burada f”(z):z(zn) ile

gosterilir. Boylece n—oo iken f" (Z)—)oo olmasi i¢in gerek ve yeter sart |Z| >1

olmasidir. Dolayisiyla Julia climlesinin sinirt {Z‘ 7| :l} olan orijin merkezli birim
cemberdir. Bu 6zel Julia ciimlesi bir fraktal olmamasina ragmen Julia ciimleleri
genellikle birer fraktaldir. Ancak f(z):z2 fonksiyonunun orijin merkezli birim

cembere kisitlanmasi kaotik bir davranis sergiler. Ozellikle f fonksiyonunun

iterasyonlar altinda sinirli kalan yoriingelerin ciimlesi
K(f):{z‘ n — oo iken f”(z)%w}

olarak tanimlanir ve doldurulmus Julia ciimlesi olarak adlandirilir [75]. Doldurulmus
Julia climlesi, gercek Julia ciimlesinin sadece sinirinin aksine yoriingeleri
sikistirllmis  noktalardan olusur. Julia climleleri ikinci dereceden ozel

fonksiyonlardir. €, karmasik sayilar climlesinde bir sabit olmak iizere iterasyon



fonksiyonu fC(Z):ZZ+C olarak tanimli f_ ile olusturulan Julia ciimlesi yatay

eksene gore simetriktir. Asagidaki teoremden de goriilecegi gibi,

C| <2 olmasi

durumunda, f, yinelemesi ile elde edilen degerlerin normu 2 sonucuna hig ulasmaz,

aksi halde yoriingelerin sonsuza kagacagi kesin olacagindan iterasyon islemi

sonlandirilir.

Teorem 2.1.1. |c|< 2 verilsin. zeC ve n=12,3,... igin z, = f"(z) olsun. |z, |>2

z,

olacak sekilde bir n, varsa limz, = yani { f (Z)}Oc | yoriingesi sonsuza kagar ve z
n=:

n—oo

noktas1 J ( fc) Julia cimlesinin elemani degildir [74].

Ispat. |z|>2 olsun.

f.(2)]=[2*+¢

>[22|-[e

5 sayis1 |[c|=2-25 esitligini saglasn. [2,00) aralig1 iizerinde ¢(X):X—H reel
X

degerli fonksiyonun tiirevi dikkate alinirsa ¢(X) > ¢(2) olur ve

- et - vo)

oldugunu goérmek kolaydir. Boylece

f(2)2 (o),

2(2)|2(1+6):|1, (2) = (1+ ) |2

c
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esitsizlikleri elde edilir. Boyle devam edilerek yineleme fonksiyonu

c

fr (z)‘ >(1+0)"|z|
olarak bulunur ve n biiyiidiik¢e bu ifade sonsuza yaklasir.

Ornek 2.1.1. c=i olmak iizere f,(z)=2°+i yineleme fonksiyonu altinda z=0

noktasinin yoriingesi

f°(0)=0
f(0)=i
f2(0)=—1+i
f2(0)=-i
f(0)=—1+i
olup {0, I, =141, —i, —1+1, —i,...} dizisinin sinirl oldugu agiktir. Ayrica C=1 igin

olusan Julia ciimlesi baglantilidir.

Sekil 2.1. ¢ =1 igin Julia ciimlesi [41]
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Ornek 2.1.2. ¢=-1 olmak iizere f (Z) =7% -1 yineleme fonksiyonu altinda z=0

noktasinin yoriingesi

£2(0)=0
£1(0)=-1
£2(0)=0
£2(0)=-1
£4(0)=0

olup {O, -1,0,-10, -1, } dizisinin sinirli oldugu agiktir ve € =-1 igin olusan Julia

climlesi baglantilidir.

Sekil 2.2. ¢=-1 igin Julia ciimlesi [76]

2.1.1. Julia ciimlesinin yoriingeleri

z, J ( f) Julia ciimlesinin bir noktas1 ve f (Z) bir polinom olsun. f° (Z) =27 ise Z

noktasina periyodik nokta denir ve periyodu p ile gosterilir. A ile gosterilen

( fP )’ (Z) tiirev degerine bagli olarak Z periyodik noktasina

i. =0 ise asir1 ¢eken periyodik nokta,
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ii. |ﬂ| <1 ise ¢geken periyodik nokta,
Ii. |/1| =1 ise nétr periyodik nokta,

iv. |4|>1 ise iten periyodik nokta adi verilir.

Bir periyotlu bir periyodik nokta f fonksiyonunun sabit noktasi olarak adlandirilir.

Yani f(z)=zise f fonksiyonunun sabit noktas: Z olur [74].
W noktasi ¢eken veya asir1 geken bir sabit nokta ise W i¢in ¢ekim havzasi
A(W):{z eC|n—oiken f”(z)—>w}

olarak tanmimlanir [8]. Ayrica o noktasi bu yolla siniflandirilabilir. Karmagik

degisken teorisinde herhangi z€C igin z =0 denklemi saglanir. Baz1 r >0 igin
(0 0]

sonsuzun bir komsulugu oo U { zeC ‘ |Z| > r} climlesi olarak tanimlanur.

Sonsuzun W komsulugunda tanimlanan karmagsik bir f fonksiyonunun dinamik

davranisi, Z noktasinin 1 ile degistirilmesi, f (Z) fonksiyonunun da
z

ile degistirilmesi ve f fonksiyonunun sonsuzdaki davramsinin 0 noktasindaki F

fonksiyonunun davranisina aktarilmasi asagidaki diyagramda gosterilmistir.

f

w — C
1yl ey
C F C
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Eger F fonksiyonunun ¢eken periyodik bir noktas1 0 ise f fonksiyonunun ¢eken

periyodik noktast co olur.
Ornegin, f(z)=2"+c ise

1 z° oy 22
F(2)= f(l/z) 1+c-2? ve F (Z)_<1+C.22)2

olmak tizere Z=0 noktasinda O degerine sahiptir. f (Z) = 7% +C iterasyonunun asiri

¢eken sabit noktas1 oo olur.

Teorem 2.1.1.1. f, n>2 dereceli bir polinom olsun. J( f) Julia ciimlesi asagidaki

Ozelliklere sahiptir.

i. J ( f), oo noktasi da dahil olmak iizere f fonksiyonunun her ¢eken sabit noktasi

i¢in ¢ekim havzasinin smiridir.

ii. Her iten periyodik nokta J(f) ciimlesinin elemanidir ve J(f), f

fonksiyonunun biitiin iten periyodik noktalarinin kapanigidir.
ii. weJ(f) ve (f")il(w):{z e(C‘ fr (Z):W} olmak iizere 6( f ")_1(W)
n=1

climlesinin kapanisi J ( f ) Julia ciimlesidir [74].

Dahasi, C karmasik diizlemindeki en fazla bir W noktasi haricinde J(f) Julia

cumlesi

3(f)=lim G{(H"))_l(w)}

N—w0 _p

sartin1 saglar.
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Birinci 6zellik, bir polinomun Julia cimlesi i¢in daha dnce verilen
J(f)=0{z|n—>wiken £ (z)— o] 2.1)

tanimin1 igerir. Bunun nedeni, +oo noktasmin ¢eken sabit bir noktas1 olmasidir. Ozel
olarak f, (Z) = 7%+ durumu icin gosterilmisti. ften periyodik noktalarin yogunlugu

hakkindaki ikinci 6zellik, siklikla Julia ciimlesinin tanimi olarak alinir. Birinci
0zellik her zaman gecerli degil iken ikinci 6zellik polinomlardan daha fazlasi i¢in
gecerlidir. Ikinci &zellik bir kaotik dinamik sistem igin gereksinimlerden biri olan
periyodik noktalarin yogunlugunu gecerli kilar. Ugiincii 6zellik ve (2.1) denklemi

siklikla Julia cimlesinin grafiksel temsillerini hesaplamak i¢in kullanilir.

Boliim basindaki f (Z) = 7% 6rnegine devam edilirse, sonlu diizlemde z=0 ve =1

olmak tizere iki adet sabit nokta vardir. Ayrica oo noktasi da bir sabit noktadir. 0 ve
oo noktalar1 asir1 ¢eken ve z =1 iten noktadir. z=0 ve z=o0 i¢in ¢ekim havzalari,

sirasiyla
A(0)={z||z| <1

A(0) = {z I >1}
seklindedir. Birinci 6zellige gore
J(2°)=0A(0)=0A(x)

esitligi elde edilir. z2" =z denklemini saglayan z noktalar1 p=1,2,3,... derecelerinin

periyodik noktalaridir. Z#0 olmasi durumunda ise z>* =1 olur. Bu durumda

biitlin noktalar birim ¢ember {izerinde yatar ve ¢evresine esit olarak yerlesir.
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‘(fp)'(z)‘ﬂ

oldugundan sifirdan farkli periyodik noktalarin hepsi iten noktadir ve bu noktalarin
koleksiyonu birim ¢emberin yogun bir alt climlesini olusturur. Bu f(Z) =7 bzel
se¢imi i¢in ikinci durumu dogrular. C karmasik diizlemindeki W=0 durumu hari¢
tutularak W noktasinin geriye kalan yoriingeleri birim ¢embere yani J (22)

climlesine doniistir.

2.2. Mandelbrot Ciimlesi

Julia ciimlelerinin iki farkl tiirii vardir. fC(Z): z? +C iterasyonu icin olusan her
Julia ciimlesi ya baglantili ya da tamamen baglantisizdir. Ayrica bu tiirlerin
goriinimleri de birbirinden farklidir. Baglantili olanlarin bazilari fraktal yapida olan
basit baglantili egrilerdir dyle ki O<|C| <% esitsizligi saglanir. Dahas1 C=-1 i¢in
olusan basit kapali egri olmayan baglantili Julia climleleri de vardir. Diger taraftan
tamamen baglantisiz Julia climleleri Cantor tozu Ozelligine sahiptir. Bu boliimde
tanitacagimiz Mandelbrot ciimlesi, z°+C igin olusan Julia ciimlesinin iki tiirii i¢in
bir yer bulucu olarak gorev yapar. Mandelbrot ciimlesindeki her bir nokta, J ( fc)

Julia climlesinin baglantili oldugu bir ¢ degerini temsil eder. Bu durumla alakali

olarak asagidaki sekil verilmistir.
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Sekil 2.3. Mandelbrot ciimlesi i¢indeki bazi Julia ctimleleri [77]

Mandelbrot climlesinden segilen € degerlerinin olusturdugu Julia climleleri baglantili
iken Mandelbrot ciimlesinin digindan segilenlerin olusturdugu Julia climleleri ise
baglantisizdir. Baglantisiz Julia ciimleleri “toz” olarak adlandirilir ve hangi

¢oziinlirliikte gortlintiilendigine bakilmaksizin ayr1 ayr1 noktalardan olusur.

Tanmm 2.2.1. fC(Z):ZZ+C iterasyon fonksiyonu olmak tizere 0 noktasinin

olusturdugu dizinin sinirli oldugu biitiin ¢ € C noktalarinin cimlesi

o0

M = {C eC ‘ { fc(") (O)} Sm1r11d1r}

n=0

olarak gosterilir ve Mandelbrot ciimlesi olarak adlandirilir [74].

Bu tanima denk olarak

M ={CE(C| n— o iken f(" (0)7400}
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2
climlesi verilir. Bu denkligi gorebilmek igin IimZ +e

Z—© VA

=00 olduguna dikkat etmek

gerekir. Boylece |Z| >R olacak sekilde bir R>0 sayis1 vardir 6yle ki bu durum

f. (Z)‘ > 2-|Z| oldugunu gosterir. Baz1 n, noktalari i¢in

c

i (2)>2" R

elde edilir ve bu durumun bir sonucu olarak f." (0) > oldugu goriliir.

Iterasyon sayisina bagl olarak Mandelbrot ciimlesinin sekilleri asagidaki gibidir.

Sekil 2.4. Iterasyon adim sayisina bagli olarak Mandelbrot ciimlesi sekilleri
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- % % =

n=13 n=14 n=15 n=20
Sekil 2.4. (Devami)

Yoriingelerin siirlt ya da sinirsiz olmasina karar verebilmek i¢in asagidaki teorem

verilir.

Teorem 2.2.1. Eger |C|>2 ve |Z|2|C| ise z noktasinin ydriingesi sonsuza kagar.

Ozellikle ¢ noktast M ciimlesinin eleman1 degildir [74].

Ispat. 5 >0 olmak iizere |C| =2+0 olsun. O halde

f(2)]=|2* +¢|
S
2[2f" - I
=[z|-(|z-1)
>[2]-(|¢[-1)

>|2]-(1+5)

oldugu gbriiliir. Ozellikle ‘ f. (Z)‘ > |C| iken bu sonuca iterasyon adimlar1 uygulanirsa

e

c

f. (z)‘-(1+5) >z|-(1+ 5)2 :

|17 (2) 2 2] (1+0)
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elde edilir. Bdylece, n—> o iken f'(z)—o0 olur. Ayrica f,(0)=c oldugundan ve
C noktasinin yoriingesi sonsuza kagtigindan dolay1 sifir noktasinin yoriingesi de

sonsuza kagar. Teorem 2.2.1. géz Oniine alinirsa sadece |C| <2 olan ¢ noktalarinin
kontrol edilmesi gerekir ve |C|<2 icin ortaya ¢ikan ydriinge dizisinde norm

degerinin agildi1g1 bir durum varsa o ydriinge sonsuza kagar ve séz konusu nokta M
ciimlesine ait degildir. C=-2 noktas1 ise Mandelbrot ciimlesinin elemanidir ancak

bu 6zellige sahip norm degeri 2 olan tek noktasidir.

Lemma 2.2.1. Orijin merkezli ve % yarigapli S, (O) cemberi icindeki biitiin

4

noktalar Mandelbrot climlesi tarafindan kapsanir [74].

iterasyonu altinda 0

C

ispat. Varsayalim ki ceS, (0), yani |C|S% olsun. f
4

noktasinin yoriingesi,
2 2 2 2 2 2
0,c,c +c,(c +c) +c, (c +c) +ch o +c,...

dizisidir. f_ iterasyonu altinda 0 noktasinin yoriingesinin smirli  oldugunu

C

gostermek i¢in tiimevarim uygulayalim.
1
[ (0)f=[el<%

2
f2 (O)‘ :‘ f. (C)‘:‘CZ +C‘S‘CZ‘+|0|§(%) +%<%,

Herhangi r dogal sayst igin | f (0)‘ <% oldugunu kabul edelim.
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fcr+1 (O)‘ _

(1 (0)=

(12 ()f +d|<

fwmrqqu+_:_

c

elde edilir. Su halde f, iterasyonu altinda 0 noktasinin yoriingesi sinirlidir. Boylece

ceM bulunur.

Lemma 2.2.2. M Mandelbrot ciimlesi sinirlidir [74].
Ispat.

£ (0)=el.

(0)

f.(c)= ‘cz + c‘ > ‘cz‘ ~le|=lc|-(|c[-1)

oldugu biliniyor. |C|>2 icin 5:|C|—l>1 olmak tizere |f, (C)‘2|C|-5 bulunur. Bu

sekilde

2(0)=

fo(f, (c))‘ >|f,(c)[-5 2[c|- 67

elde edilir. Kabul edelim ki bazi meN sayilari i¢in ‘fcm (O)‘2|C|-5m’1 olsun. O

halde

fcm+1 (O)‘ _

£ (17(0))2] £ (0)- 0 2 e]- 5™

fr (O)‘ >|c|-6" sonucuna ulasthir.

oldugu goriiliir. Timevarim ilkesine gore |T,

Boylece |C|>2 i¢in f_ iterasyonu altinda 0 noktasinin yoriingesi sonsuza iraksar.

Dolayisiyla c¢ M olur.

Bu durum Mandelbrot ciimlesinin tamaminin merkezi orijinde olan 2 yarigapl bir

cember tarafindan kapsandigini gosterir. Sonug olarak Mandelbrot ciimlesi sinirlidir.
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Lemma 2.2.3. Mandelbrot ciimlesi kompakttir [78].

Ispat. K= {Z € (C‘ |Z| < 2} olmak tiizere Mandelbrot climlesi her neN i¢in

M = %1 fnfl(K) seklinde yazilabilir. fn_l(K) climlesi kapal1 ve sinirhidir. Boylece

Mandelbrot climlesi kompakt ciimleler ailesinin kesisimi olarak bulunur. Dolayisiyla

Mandelbrot ciimlesi kompakttir.

Douady ve Hubbard, Mandelbrot cilimlesinin baglantili oldugunu [34, 35]
calismalarinda gostermistir.  Mandelbrot ciimlesinin tiimleyeninden dairenin
tiimleyenine direkt olarak bir Riemann doniisiimii tanimlayarak yaptiklari analitik bir
ispat vardir. Ancak Kahn, Mandelbrot ciimlesinin baglantili oldugunun topolojik bir

ispatini vermistir.

Lemma 2.2.4. Mandelbrot ciimlesi baglantilidir [79].

Ispat. Vn>1 icin P, (C) =f (O) olsun. R>2 sayisin1 transandantal say1 segelim ve

R yarigapli (agik) daire Dy ve sinir1 C, olsun. X C ciimlesinin kapamgmi X ile

gostermek lizere
_Zp(B
M =P*(Dx)

ciimlesi kompakt ctimlelerin i¢ ige bir kesisim ctimlesidir. Dolayisiyla ¥Yn>1 igin
Pt ( [_)R) ciimlesinin baglantili oldugunu gostermek yeterlidir. Bu yiizden baz1 n>1

n

dogal sayilar1 i¢in Pn_l(ljR) ciimlesinin baglantili oldugunu varsayalim. 0eU

olacak sekilde P ( [_)R) ciimlesinin bir bileseni U olsun. 1<k <n igin
0¢PR (U) (2.2)

oldugu [54]’de kanitlanmistir. Ancak P, dallanmis bir ortiidiir. Boylece P, (U ) =Dy

n

olur ki bu iddia ile ¢elisir. Sonug olarak Mandelbrot climlesi baglantilidir.
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Lemma 2.2.5. Mandelbrot ciimlesi reel eksene gore simetriktir [74].
Ispat. Karmasik diizlemin herhangi bir alt ciimlesinin reel eksene gore simetrik
olmasi igin gerek ve yeter sart bu climlenin her bir elemaninin esleniginin de bu

ciimleye ait olmasidir. 1k olarak
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elde edilir.

Ayrica ceM ise {

70 (0)

olur. Sonug olarak M ciimlesi reel eksene gore simetriktir.

' (0)

o0
} dizisi smirhdir.
n=1

f(0) =

} dizisi simirlidir. Yani CTe M
n=1

fl (0)‘ oldugundan

C

}w dizisi de smurhdir. O halde {

n=1

Lemma 2.2.6. M Mandelbrot ciimlesinin reel eksenle kesisimi {—2,%} kapal1

araligidir, yani RN M = [—2,%} dir [80, 96].

Ispat. f, iterasyonu altinda 0 noktasinin ydriingesi {O,—2, 2,2, 2,...} siirh dizi

oldugundan —2€ M bulunur. Ayrica Lemma 2.2.1.’e gore, Mandelbrot ciimlesi

orijin merkezli ve 2 yaricapli cember tarafindan kapsandigindan —2’den daha kiigiik

M ciimlesine ait higbir reel say1 yoktur. ¢ > % olmak iizere herhangi bir ne N i¢in

£7(0)- £7(0)= (£ (0))- £7(0)

elde edilir. Boylece YneN igin f"*(0)> f(0) ise n—oo iken f(0)—>co olur.

Bu durum c¢M oldugunu gosterir. f_ iterasyon fonksiyonunun sabit noktasi

Cc

f.(z)=z,yani z2—z+c=0 ile verilir. Bu denklem ¢dziliirse
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elde edilir.

Ayrica —2<c<0 igin 1<+1-4c<3 olup -1<z,<0 ve 1<z,<2 olmasi

Oe [Zl, 22] oldugunu gosterir. Bu durumda

f?[z.2,]=f.[c.2,]<[c.2,]

bulunur. f, iterasyonu altinda 0 noktasinin yoriingesinin smirli olduguna dikkat

Cc
- et 1 .. 1 1 e
edilirse ce M oldugu goriilir. 0<c< 2 icin 0<z < > ve > <z, <1 esitsizlikleri

saglanir. Bu durumda ise
f.[0.2,]=[c,2,]<[0.7,]

olmak tizere f, iterasyonu altinda 0 noktasinin yoriingesi yine sinirli oldugundan

ceM elde edilir.

Sonug olarak RNM = [—2,%} oldugu goriiliir.

Sekil 2.5. Mandelbrot ciimlesinin gévdesi ve kafasi
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2.3. Mandelbar Ciimlesi

Bu boéliimde, Mandelbrot ciimlesinin ilgi ¢ekici bir akrabasi olan Mandelbar ciimlesi
tanitilarak Mandelbrot ciimlesine benzeyen ve ayrilan yonleri ifade edilecektir. Bu
climlenin Mandelbar veya Tricorn climlesi olarak literatiirde yer almasiin sebebi
ayni zaman dilimleri icerisinde Crowe [60] ve Milnor [63] tarafindan ayri ayri
calisilmis olmasidir. Bu boliimde literatiirdeki kronolojik siralamada ilk siray1 alan

Mandelbar ciimlesi isimlendirmesi kullanilacaktir.

Tanm 2.3.1. fC(Z)=72+C iterasyon fonksiyonu olmak {izere biitin ceC

noktalariin ciimlesi
Mg ={CECC| n— oo iken f" (0)7400}

olarak gosterilir ve Mandelbar ciimlesi olarak adlandirilir [60].

Sekil 2.6. Mandelbar ciimlesi [60].

Mandelbrot ciimlesinde oldugu gibi Mg, ciimlesi de kompakttir ve 2 yarigaph

merkezil cember igerisinde yer alir. Ayrica Sekil 2.6.’dan da goriildiigi izere, Mg,

climlesi Mandelbrot ciimlesinde oldugu gibi reel eksenle kesisimi [—2,%} kapali
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araligidir ve reel eksene gore simetriktir. Olagan dis1 bir sekilde Mg,, cilimlesi,

Mandelbrot ctimlesinden farkli bir simetri 6zelligine daha sahiptir.

Teorem 2.3.1. Mg,, cilimlesi, orijin etrafinda 277 /3 radyan agisi altinda bir donme

simetrisine sahiptir [60].

(27ri/3

ispat. w=e®"¥ olsun. O halde W* =w ve boylece ¢ ve Z€C i¢in

fue (W-2)=w- f,(2)
oldugu goriiliir. Tiimevarim yontemine gore ¢ ve Z € C sayilari igin
fue (W-2)=w- £ (2)

bulunur. Dolayistyla f,(0) dizisi basit olarak f;"(0) dizisinin 0 etrafinda 27/3

radyan acilik bir doniisiidiir. Bu durum ispat1 tamamlar.

B 1L -

19426 T

Sekil 2.7. Mandelbar ile Mandelbrot ciimle grafikleri ve sirasiyla yakin goriiniimleri [60].
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Teorem 2.3.2. Mg,z ciimlesi kompakttir ve {CEC‘ |C|32} ciimlesi iginde kalir
[60].
Ispat. Mg, = {C € (C‘ |C| < 2} oldugunu ispatlamak i¢in |C| > 2 oldugunu varsayalim

£ (c)‘ -

ve n — oo iken

fr (O)‘ — o oldugunu gosterelim.

>

c

AT() 2.3)

£1°(0)) = ‘( 2 (0)) +

esitsizliginden dolay1 n=1,2,... igin tiimevarima gore |f.' (O)‘ > |C| oldugu sonucuna

ulasilir. Boylece, n=1,2,... i¢in «, = fC“(O)/c‘ ise o, >1 bulunur. (2.3) denklemine

gore n=12,... icin

an +1

> 20, -1 (2.4)
olur. O halde istenildigi gibi N — oo iken ¢, — o oldugu sonucuna ulasilir.

Simdi ise

Mgar Q{C‘

2(0)<2n=012..}

oldugu ispatlanirsa Mandelbar ciimlesinin kompakt olma 6zelligi kolaylikla goriiliir.

f (0)‘>2 ise @, = fc”(O)/c‘>1 olur.

Eger ceMyg,z ve bazi n sayilar igin

Bununla birlikte |C|S2 olmasinin yaninda (2.4) denklemine gére Nn—oo iken

fJ‘(O)‘—)oo oldugu goriillir. Bu durum CceMyg,; ile celisir. Boylece ispat

tamamlanir.
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Lemma 2.3.1. K, ={c||f(0)|<2,n=0,12,..) ciimleleri, {ceC||c|<2] cimlesi

iginde kalir [60].

Ispat. (2.1) denkleminden dolay i¢ ige gegmis sirali ciimlelerdir. |c|>2 oldugundan
K, :{c‘ ‘62+c‘32}g{c‘ |c|32}: K,
ifadesinden yola ¢ikarak
[c® +c|=[c?|-[c|=[c|-(jc]-1) > 2

esitsizligine ulasilir. n=12,.. i¢gin K, <K, oldugunu goérmek igin |C|32 ve

n+l =

fl (0)‘ > 2 esitsizlikleri dikkate alinirsa

C

sonucuna ulasilir.

Sekil 2.8. K|, ciimleleri [60].
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2.4. Genellestirilmis Mandelbrot Ciimleleri

Teknolojinin gelisimi ile birlikte Mandelbrot ctimlelerinin grafik ¢izimleri de daha
net ve keskin hatlara sahip olmasina ragmen degisimi sadece bu durumla smirl
kalmamigtir. Mandelbrot ciimlesinin topolojik ve cebirsel dzelliklerini arastirmak
derin bir ¢alisma konusudur, dahasi bu ciimleyi arastirmanin ve gelistirmenin farkli
bir yolunun ise genellestirmek oldugu konusunda bilim insanlar1 fikir birligine
varmis olacaklar ki bu amagla yapilmig literatiirde pek ¢ok galisma mevcuttur. Basta
Olivier-Parisé¢ ve Rochon [57], Riedl [81], Wang ve Song [82] gibi bilim insanlar1
iterasyon baslangic adiminda karmasik sayilar ile baglamak yerine bi-karmasik

sayilar, tri-karmasik sayilar, quadri-karmasik sayilar veya hiper-karmasik sayilari
tercih ederek genellestirme yolunu takip etmistir. Yani Z, —)(Zn_l)2 +C iterasyon

adimlar1 uygulanirken z ve € karmasik sayilar1 yerine bahsi gegen sayilari
kullanmiglardir. Ancak bu yontemin kullanilmasindan 6nce akillara diisen ilk soru
kuadratik iterasyon fonksiyonunun kuvvetinin degistirilmesinin Mandelbrot ciimlesi
grafiklerinde hangi degisimlere sebep olacagidir. Bu diislincenin ilk uygulamalari ise

grafik tizerine olmustur [56].

K ¢ 18 n o
Sekil 2.9. Genellestirilmis Mandelbrot ciimlesinin farkli kuvvet gosterimleri: a) 1.76, b) 1.8, ¢) 1.88, d) 1.92,

e) 1.96,f) 2, g) 2.04, h) 2.08, i) 2.12, j) 2.16, k) 2.24, 1) 2.32, m) 2.6, n) 2.64, 0) 3 [56].
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Boylece kuvveti artirmanin ana kardiyod sayisinin artimmma neden oldugu
goriilmistiir. Sonug olarak bu yeni ciimlelere ilk olarak genellestirilmis Mandelbrot
ad1 [34] tarafindan verilmistir. Daha sonrasinda da Avila [83], Kahn, Lyubich ve
Shen, Baribeau ve Ransford [84], Bridy ve Pérez [85], Schleicher [86], Dhurandhar,
Bhavsar ve Gujar [48-50, 67], Dominik, Sabyasachi ve Schleicher [87], McMullen
[40] gibi bilim insanlar1 da iterasyon fonksiyonunun kuvvetinin degisimini

kullanarak genellestirilmis Mandelbrot ctimlesi tizerine ¢alismislardir.

Tamm 24.1. f,(z)=z"+c p>2, peN iterasyon fonksiyonu ile birlikte

z=0+0i, ¢ eC olmak iizere

MP = {C € (C‘ { f(:)’c)}; Smlrh}

climlesine genellestirilmis Mandelbrot climlesi veya Multibrot ciimlesi adi verilir

[56]. Burada p =2 segilirse klasik Mandelbrot ciimlesi elde edilir. Ayrica iis olarak

negatif veya rasyonel sayilar secilerek farkli genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri de

tanimlanabilir.

z, %(anl)p+c iterasyonunda P dogal sayisinin 6zel segimleri sonucu olusan

genellestirilmis Mandelbrot climlelerinin grafikleri Sekil 2.10.’da verilmistir.
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p=10 p=15 p=30 p =100

Sekil 2.10. Genellestirilmis Mandelbrot climleleri

Lemma 2.4.1. p>2 tamsayl olmak iizere |C|p_1 >2 olsun. Ym=>1 dogal sayilari

igin | 0, (0)‘ >|c|- (|C| i —1)m_1 saglanir [57].

Ispat. m=1 icin f(p’c)(O):|C|:|C|‘(|C|p_1 —1)1l yazilabilir. Kabul edelim ki k>1

icin dogru olsun. kK +1 i¢in

2|1t (0) [

P
1550 =15 0) +e
esitsizligi vardir. Tlimevarima gore ve |C|pf1 > 2 oldugundan

‘ 1E(TJ?) (0)‘ > |c|p .“C|p—l _]_‘p(k—n i
> |c|p .“C|p71 _]-‘(kl) _|C|-“C|p71 _]-‘(kl)

2o -1

elde edilir. Boylece k+1 igin esitsizlik saglanir. Dolayisiyla Ym>1 dogal sayilari

i¢in esitsizlik saglanir. Sonug olarak ispat tamamlanir.
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Teorem 2.4.1. Her ¢ e M® karmasik sayisi i¢in |C| < 2Y(p ) saglanir [57].

C| > 2/ olacak sekilde bir ce MP karmasik sayisi var

Ispat. Varsayalim ki,

olsun. O halde [c|”" >2 olur. Lemma 2.4.1."¢ gére Ym>1 icin

m-1

£ (0) 2[el- (1" 1)

saglanir. Oyleyse m—> o0 iken [c| P! _1>1 oldugundan

fioo) (0)‘ sonsuza gider.

Boylece {f(",;yc) (0)}00 dizisi smirh degildir, dolayisiyla Tanim 2.4.1.’¢ gore cg M

n=1

elde edilir.

Lemma 24.2. p>2 olmak {izere |C|32ﬂ(p71) ve O0>0 olmak {izere

f(g,c)(O)‘:ZU(p—l).Fé' olacak sekilde n=1 tamsayisi var olsun. Vm=1 igin

f e (O)‘ > V(P 4 (2 p)m -0 saglanir [57].

(p.c)
fioe) (0)‘ .

Ispat. m=1 icin f(';yc) (O)‘—|C| elde edilir. Hipoteze gore

(5 0] 21 <o 20

olmasina karsin

i—o\_I

(zll(p—l) +5)p ZZ”:[DJZF‘Q S

bulunur. Bu durumda
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(247 +5) P U 5 op(p) | g s V(P
=2 (24)+2ps
> 2Y(P Y 4 2ps

elde edilir. Boylece

f(?f)(o)\ZZ”(p‘MZpé bulunur ve m=1 icin esitsizlik

saglanir.

Simdi, varsayalim ki K >1 igin esitsizlik dogru olsun. k +1 igin

f(n+k+1 (0)‘ >

n+ P
p.c) f(pck) (O)‘ _|C|

olup buradan

n+ P - P

f(p,:)(o)‘ _|C|2(2U(pl)+(2p)k'5) _|C|
> PP 4 2p.(2p) -5 -2V
>2"P Y 4 (2p) "5

oldugu gorilir. Sonug olarak herhangi M =1 dogal sayist i¢in esitsizlik saglanir.

Teorem 2.4.2. VmeN icin

f(rg‘c)(O)‘SZU(pfl) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

c € M P olmasidir [57].

Ispat. Oncelikle, ce M " olsun. Teorem 2.4.1.’e gére |C| < 2Y(r Y gecerlidir. Kabul

edelim ki

f(';yc)(O)‘ > 2V Glacak sekilde bir n>1 sayis1 var olsun. Yani 6 >0

olmak {izere ‘f(':m) (O)‘ =201 4 § olsun. Lemma 2.4.2.°ye gére Ym=>1 icin

p.c)

fom (0) =2 +(2p)"-5
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bulunur. Oyleyse 2p>1 oldugundan M—>oo iken ‘f(r;fcr;(O)‘—wo elde edilir.

Boylece ¢ ¢ M P oldugu goriiliir ki bu bir geligkidir.

Ayrica Vm2>1 dogal sayisi i¢in {f(%‘c)(o)}wl dizisi 2YY  tarafindan
' m=

siirlandirildigindan ¢ e M P olmasi durumu genellestirilmis Mandelbrot climlesinin

taniminin dogrudan bir sonucudur.

Genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri (p —1) —kat donme simetrisine gore degismez

kalir. Yani We C ve wP™ =1 olmak iizere MP =w-M?P esitligi saglanir [88].

Lemma 2.4.3. c¢=|c|-€* ve p>2 tamsay: olmak iizere ce M® olsun. Herhangi

keZ igin
i[@cﬁ-&;ij
C =[c]-et "

noktas1t M P ciimlesinin elemamdir [57].

Ispat. Varsayalim ki ce M? olsun. Vm>1 icin

2k
1

m _ 4 opl m
e (0)=€ 154 (0)
ifadesine tiimevarim uygulayalim. 1k olarak, birinci tiimevarim adiminda

2kz 2k

o (0)=C =|C|'ei[ i e?tc

p.Cy

elde edilir. Simdi, M >1 tamsayisi igin varsayim dogru olsun. O halde
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2 (0)=(17,(0)) +,
o) (15(0) rel¥
| 2kx

_ gitkr ,e'[ﬁ] ( f(rgvc) (0))p +e{%j e

-

bulunur. Dahasi, Teorem 2.4.2.°ye gore VmeN igin

f(';c) (O)‘ < 2" oldugu

gorilir. Boylece, VmeN igin ‘f(rgyck)(O)‘:‘f(';c)(O)‘ oldugundan ceMP® elde

edilir.
2.5. Genellestirilmis Mandelbar Ciimleleri

Mandelbar ve Tricorn ciimlelerinin ortaya c¢ikis hikayesinin etkisi bu yapilarin
genellestirilmesi ile devam etmis olup her iki ciimleyi de calismis olan bilim
insanlarmin bu ciimlelere genellestirilmis Mandelbar ciimlesi ve Multicorn climlesi

adin1 vermelerine neden olmustur.

Tamm 251 f, (z)=2"+Cc p>2, peN iterasyon fonksiyonu ile birlikte

z=0+0i, c eC olmak iizere

P k1%
Mg = {C € (C‘ { f(pyc)}kzl Slmrh}
climlesine genellestirilmis Mandelbar climlesi veya Multicorn ciimlesi denir. Burada

p=2 segilirse klasik Mandelbar climlesi elde edilir. Ayrica {is olarak negatif veya

kesirli degerler segilerek farkli genellestirilmis Mandelbar ciimleleri de elde edilir
[46].
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—\P . 5 ) . .
Z, —)(Zn_l) +C iterasyonunda P dogal sayisinin 6zel segimleri sonucu olusan

genellestirilmis Mandelbar ciimlelerinin grafikleri Sekil 2.11.’de verilmistir.

p=10 p=15 p=30 p =100

Sekil 2.11. Genellestirilmis Mandelbar ciimleleri

Her bir kar tanesi benzeri genellestirilmis Mandelbar ciimlesinin merkezinden gecen

simetri  cizgileri vardir. Dolayisiyla donme simetrilerinin  varligi  acikga
goriilmektedir. M§,, bir 272'/(p+l) radyan agiyla dondiiriiliirse orijinal MJ,,

climlesine karsilik gelir.

Simdi MJ,; ctmlesinin izometrilerini bulmak igin f:C—>C fonksiyonunu

kullanalim. ceC i¢in z,=0 baslangic noktas: ile birlikte N>0 olmak tizere

z,,=f (Z)+c iterasyon fonksiyonunun dizisi {z,} olur.

Ayrica siirekli bir S:C — C fonksiyonunu ele alalim. s fonksiyonunun tim zeC

ve C € C noktalar1 i¢in

f(s(z))+s(c)=s(f(z)+c)
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dontisimii yinelemeli olarak f iterasyon fonksiyonu ile yer degistirir. Boylelikle,
orijin etrafinda sabit bir nokta ile birlikte yinelenen degismeli homeomorfizmalar

M} climlesini degismez birakir.

Teorem 2.5.1. s fonksiyonu f ve S(O):O ile yinelemeli olarak yer degistirirse,
S(M)QM olur. Ayrica S bir homeomorfizma olmasi durumunda S(M)zM
saglanir [89].

Ispat. ce M igin ¢ noktasmin iterasyon dizisi {Zn} ve S(C) noktasinin iterasyon
dizisi {w,} olsun. s(0)=0 ve f(s(z))+s(c)=s(f(z)+¢) oldugundan dolay:

basit bir tiimevarim ile W, :S(Zn) gosterilir. S fonksiyonu siirekli ve {Zn} sinirl

oldugundan, {Wn} dizisi de sinirli olmalidir. Boylece, S(C) e M elde edilir.

Ayrica S fonksiyonu bir homeomorfizma ise {Zn} simirlidir ancak ve ancak {Wn}

dizisi de sinirhidir. Dolayisiyla, C€ M olmasi i¢in gerek ve yeter sart S(C)e M

olmasidir.

Bu genel teoreme gore Mandelbar climlesinin izometrileri hakkinda iki sonug ortaya

cikar.

Sonug 2.5.1. Reel eksene gore yansima, M, ciimlesinin bir izometrisidir [89].
Ispat. S(Z) =7 olarak tanimlansin. Boylece S(O) =0 olur ve agik bir sekilde S bir

homeomorfizmadir. Dahasi,
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oldugundan Teorem 2.5.1.’e gore S(M AR ) =MJ elde edilir. s fonksiyonu uzakligi

korudugundan dolayt M}, ciimlesi i¢in bir izometridir.

Sonug¢ 2.5.2. p+1 mertebesinin orijin etrafindaki donmeleri Mj,; ciimlesinin
izometrileridir [89].

27ilk

Ispat. a=¢e olmak tizere s fonksiyonu S(Z) =a-Z donmesi olarak tanimlansin.

Acik bir sekilde S homeomorfizm ve S(O) =0 olur. Boylece,
(ﬁ)p +a-c=a-(z°+c)

degisim ozelligi ortaya cikar. Bu yiizden aP=a, yani aP" =1 oldugu
gosterilmelidir. Tekrardan, dondiirmelerin mesafeleri koruduguna dikkat edilirse,

S ( M ) =M, esitliginin M}, ciimlesinin izometrileri olduklari anlamina gelir.



BOLUM 3. FUZZY CUMLELER, FUZZY REEL VE KARMASIK
SAYILAR, FUZZY TOPOLOJI

3.1. Fuzzy Ciimleler

Klasik ciimle teorisi bir varlik bir ciimlenin “liyesidir” ya da “lyesi degildir” temeli
lizerine insa edilmistir. Bu ciimle teorisindeki varliklarin herhangi iyi tanimh
“ctimle” i¢in bir eleman olmak ile olmamak arasinda agikar, tam ve keskin bir ayrim
vardir. Diger bir ifadeyle, “Bu varlik bu climlenin elemani m1?” sorusuna karsilik
“evet” ya da “hayir” cevabi verilir. Hem belirgin hem de olasiliksal durumlar igin bu
dogrudur. Olasilik ve istatistikte “Bir varligin bu ciimlenin eleman: olma yiizdesi

nedir?” sorusuna karsilik verilecek bir cevap “% 90 olmasina ragmen nihai sonug
“Varhigin, climlenin elemani olup olmamasidir”. Bu cevap “% 90 olasilikla
elemanidir” oldugunu gosterirken “% 10 olasilikla elamani degildir” oldugunu

gosterir. Bu yiizden, pek ¢ok gercek diinya uygulama problemi klasik ciimle teorisi

yardimiyla modellenemez.

Lotfi A. Zadeh tarafindan 1965°te ilk defa tanitilan temel fuzzy climle kavrami,
gercek diinyamizda bulunan dogal olaylar1 matematiksel olarak ele almak ve fuzzy
matematigin yeni dallarini olusturmak i¢in bir temel saglamaktadir. Nesneler uzayi

X olmak tizere, X uzaymnin genel terimi X ile gosterilsin. X uzaymdaki bir A

fuzzy ctimlesi, X ’deki her bir noktayi [0,1] kapali araligindaki bir reel sayiya
karsilik getiren 1z, (X) uyelik fonksiyonu ile karakterize edilir oyle ki 2, (X) degeri,

X € A noktasinin “liyelik derecesini” gostermektedir. Boylece 1, (X) 1 degerine ne

kadar yakin olursa X e A noktasinin tiyelik derecesi o kadar yiiksek olur. Georg
Cantor’un ortaya koydugu klasik ciimle teorisine gére bir A cilimlesinin iiyelik

fonksiyonu yalnizca 0 ve 1 derecelerini alabilir dyle ki sirasiyla x¢ A ve xe A
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olur. Asagida [1]’de literatiire kazandirilan fuzzy climle kavramini ve fuzzy ctimleler

tizerindeki temel kavramlar1 ve iglemleri sirasiyla incelenmistir.

Tamm 3.1.1. Ac X ve u,: X —[0,1] iiyelik fonksiyonu olmak iizere

A:{(x,yA(x))| X e X}

ciimlesine fuzzy ciimle denir. X uzaymndaki biitiin fuzzy ciimlelerin ailesi (X ) ile

gosterilir [1].
Tamim 3.1.2. Vxe X igin ,uA(X) =0 ise Ac X fuzzy ciimlesi bostur [1].

Tanmm 3.1.3. A B c X fuzzy ciimleleri birbirine esit (yani A= B) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart VX e X igin 4, (X) =l (X) olmasidir [1].

Tamm 3.1.4. Ac X fuzzy ciimlesinin timleyeni A’ ile gosterilmek iizere Vx e X

icin tiyelik fonksiyonu g, (X)=1— X) seklinde tanimlanir [1].
Ha Ha

Tamm 3.1.5. Ac X fuzzy cimlesi B < X fuzzy ciimlesi tarafindan kapsanir (denk

olarak, Ac X fuzzy ciimlesi Bc X fuzzy ciimlesinin alt ciimlesidir) olmasi i¢in

gerek ve yeter sart VX e X icin g, (X) <l (X) olmasidir [1].

Tamm 3.1.6. A Bc X fuzzy ciimlelerinin iiyelik fonksiyonlari sirasiyla s, ve g4
olmak iizere C = AU B bilesim ciimlesi yine bir fuzzy ciimledir 6yle ki VX e X i¢in
tyelik fonksiyonu 4 (X) = T&X[#A (X),,uB (X)] veya Kkisaca pi. =,V U

seklindedir [1].

Not 3.1.1. U islemi bilesim dzelligine sahiptir, yani (AUB)UC=AU(BUC)

saglanir [1].
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Lemma 3.1.1. A Bc X fuzzy ciimlelerinin bilesimi hem A hem de B ciimlesini
kapsayan en kiigiik ciimledir [1].
Ispat. Tanim 3.1.6.’ya gore Vx e X igin

[/UA /‘B( )] :UA(X)’

[/UA IUB( )] Ha (X)

oldugundan C = AUB ciimlesi hem A hem de B fuzzy ciimlelerini kapsar. Ayrica
hem A hem de B fuzzy ctimlelerini kapsayan herhangi bir D fuzzy ciimlesi alinsin.
O halde Vxe X igin

oldugundan
Hp ( >max|::uA B(X)]:ﬂc (X)
bulunur. Bu ise C < D oldugunu gosterir.

Tamm 3.1.7. A/ Bc X fuzzy ciimlelerinin iiyelik fonksiyonlari sirastyla 2, Ve
olmak iizere C = AN B kesisim climlesi yine bir fuzzy ciimledir dyle ki Vx e X igin
iyelik  fonksiyonu ,uc( mln[,uA ,uB( )] veya kisaca  fi = Uy A U

seklindedir [1].

Lemma 3.1.2. A/ Bc X fuzzy ciimlelerinin kesisimi hem A hem de B ciimlesi

tarafindan kapsanan en biiyiik cimledir [1].

Ispat. Tanim 3.1.7.’ye gore Vx e X igin
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min[ 22, (x), 445 (%) ] < a2 (x) ve min[ g, (x), 415 (%) ] < 5 (%)

oldugundan C=AnNB ciimlesi hem A hem de B fuzzy ciimleleri tarafindan
kapsanir. Ayrica hem A hem de B fuzzy ctimleleri tarafindan kapsanan herhangi bir

D fuzzy ciimlesi alinsin. O halde Vx € X igin
Ho (X) < 11 (X) Ve 115 (X) < 15 (X)
oldugundan
Ho (X) <m|n[yA g (X)]= 1 (%)
bulunur. Bu ise D < C oldugunu gosterir.
Tamim 3.1.8. ANB bos climle ise A ve B fuzzy ciimleleri ayriktir [1].

Not 3.1.2. M islemi bilesim 6zelligine sahiptir. Yani (ANB)NC=An(BNC)

saglanir [1].

Ornek 3.1.1. X :{Xl,X ,X3} evrensel climlesi tizerinde tanimli fuzzy ciimleleri
={(%,0.9),(x,,0.6),(%;,0.2)} ve B={(x,0.3),(x,,0.8),(x,0.3)} olsun. Bu

takdirde, kesisim, birlesim, tiimleyen ciimleleri sirasiyla;

ANB={(%,0.3),(x,,0.6),(x,,0.2)},

AUB ={(x,0.9),(x,,0.8),(x,,0.3)},

A ={(%,0.1),(x,,0.4),(x;,0.8)}
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olacaktir.

R reel sayilardaki iki fuzzy climlenin bilesimi ve kesisimi Sekil 3.1. ile
gosterilmektedir. Bilesim isleminin tyelik fonksiyonu 1 ve 2 egrileri yardimiyla,

kesisim igleminin tiyelik fonksiyonu 3 ve 4 egrileri yardimiyla gosterilmektedir.

Hylx) gl x)
3

A

v

Sekil 3.1. Reel sayilardaki iki fuzzy ciimlenin bilesimi ve kesisimi [1]

Asagida verilen iki tanim birbirine denktir.

Tamm 3.1.9. A fuzzy ciimlesi konvekstir ancak ve ancak (0,1] arahigindaki her

icin A" = {X‘ ,uA(X) > a} seklinde tanimlanan A” ciimleleri konvekstir [1].

Tamm 3.1.10. A fuzzy ciimlesi konvekstir ancak ve ancak Vx,X,€X ve

VA€[01] igin g1, [ A% +(1—Ax,) [Zmin] s, (%), 25 (%) ] dir [1].
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i, [/'_.r1+|1—x'_ |x:]

#y(x;)

Sekil 3.2. Reel sayilardaki konveks ve konveks olmayan fuzzy ctimleler [1]

Tamm 3.1.11. A fuzzy ciimlesinin destek ciimlesi supp(A):{XE X ‘ HA(X)>0}

olarak tanimlhidir [1].

Tamm 3.1.12. ae[O,l] olmak iizere A fuzzy ciimlesinin sirasiyla o —Kkesiti ve
kesin o —kesiti, A” ={X€X ‘ ,uA(x)Za} ve A ={XEX ‘ ,uA(x)>a} ile

gosterilir [1].

Tamm 3.1.13. A fuzzy ciimle olmak iizere 3x, € X i¢in ,uA(XO)zl ise A fuzzy

ctimlesi normaldir [1].

Lemma 3.1.3. Sirasiyla v ve A sembolleri max ve min operatorlerini temsil etmek

tizere iiyelik fonksiyonu,
Hp < Hps
Hp S Mgy Mg S g = iy = Mg,
Ha S Mgy Mg < e = Hp < e,

HaN Ha = Hps
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Fip A g = fys
HAN Hly = Hg Ny,
Fip Al = Hg Ay,

(£a N g )™ e = pip v (1 v 1),
VRN NN (7INS )
IINNVRTS NN
IINAVINNSES'N
Foa At v 1 ) = (1 A g )V (4 A 1),
pa N (g A1) = (1 Y g )NV 1),

Mz = Hp

Hp N Hy = Hp N Hgs

Ha N Heg = Hp NV Hgs

v 0= g1y,

My NL=
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Uy v1=1,
U, ~N0=0,
Ha NV g #1,

Ha A g #0
esitliklerini saglar [13].
3.2. Fuzzy Reel Say1

Fuzzy sayilar, klasik gercek sayilar ciimlesinin bir genellestirmesi olarak ya da bazi
ek ozelliklere sahip bir reel sayr dogrusunun bir fuzzy alt ciimlesi olarak ifade
edilebilir. Baz1 yazarlar pozitif ve negatif olmayan fuzzy sayilar arasinda ayrim
yapmadiklarindan dolay1 literatiirde fuzzy sayilar1 tanimlamada bazi eksiklikler
vardir. Ancak fuzzy sayilar, belirgin olmayan bilgilerin hem islenmesinde hem de
kullaniminda ¢ok 6nemli bir role sahiptir ve hesaplamalarinin yapilmasinda biiyiik
kolaylik saglar. Boylece, fuzzy sayilarin tanimlanmasi ile birlikte fuzzy analiz ve

fuzzy diferansiyel denklemlerin de temeli atilmistir.

Tammm 3.2.1. Asagidaki 6zellikleri saglayan R iizerindeki A fuzzy ciimlesine bir

fuzzy reel say1 denir;

i. A fuzzy ctimlesi normaldir, yani yA(X) =1 olacak sekilde Ix € R vardir,

ii. A fuzzy ciimlesi konvekstir, yani VxyeX ve VAe[01] icin
Ha [ﬂx + (1— ﬂy)] >min [,uA (X) 7N ( y)] olmalidir,

i, g, :]R—)[O,l] tiyelik fonksiyonu IR iizerinde iist yari-siireklidir, yani Ve >0

icin 36 >0 sayist vardir dyle ki |X - y| <o iken u, (X) — U ( y) < & olmaldir,



47

iv. u,:R—>[01] iiyelik fonksiyonu kompakt bir sekilde desteklidir. Yani A

climlesinin kapanigini cl (A) ile gostermek tizere Cl {X eR ‘ yN (X) > O} kompakttir.

Fuzzy reel sayilarin uzayr F~ (R) ile gosterilmek iizere Ae F (R) "dir [17].

Ornek 3.2.1. Her bir r eR igin T bir fuzzy reel sayidir dyle ki

1 ,t=r

/u]R(t):{O T

seklinde tanimlidir [17].

Ornek 3.2.2. A fuzzy ciimle olsun ve g, : R —)[0,1] tiyelik fonksiyonu,

0 , X<0
x> ,0<x<1

(2—x)3 1<x<2
0 ,x=2

IUA(X):

seklinde verilsin. Boylece A cilimlesi bir fuzzy sayidir [90].

1.0
0.9 —
0.8 —
0.7 ;
0.8 ;

S 0.5

0.4 —| /
i s "

0.3 - / \
oz ~— A

] | |
0.1 | |

i - -

0.0

T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Sekil 3.3. p (X) iiyelik fonksiyonu grafigi [90].
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Ornek 3.2.3. B fuzzy ciimle olsun ve sz R —)[0,1] tiyelik fonksiyonu,

0 ,x<0
x* ,0<x<1
Hs (X)= 1,1<x<15

(25-x)’,15<x<25
0,x>25

seklinde verilsin. Boylece B ciimlesi bir fuzzy sayidir [90].

1.0 |
I \
b 1 |
0.9 — | |
| |
0.8 —| | |
| |
: |
: :
05— / | |
/ | | i
1 ! | | \
0.4 — / | |
/ | | \
3 —| / | |
/’ M,
/ | | K
0.2 — V4 | |
| |
0.1 : :
— 1 | ~—
0.0 = T +—— 1 T = !
o0 o5 1.0 1.5 2.0 25

Sekil 3.4. g (X) tiyelik fonksiyonu grafigi [90].

Tamm 3.2.2. ABeF (R) ve VX Y,ZeRR igin,
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3.3. Fuzzy Karmasik Sayi

Yillar boyunca Zadeh ve onu takip eden diger arastirmacilar, fuzzy ciimleler ve fuzzy
mantik teorisini ileriye tasimak icin ugras verdiler. Bu girisimlerden birkagi olarak
tip-2 fuzzy ctimleler, fuzzy karmasik sayilar ve Z —sayilar en dnemlileri arasindadir.
Teorinin 6nemli genellestirmelerinden karmasik fuzzy mantik ve fuzzy karmagsik
ciimle kavramlari, tip-1 veya tip-2 fuzzy ciimleler araciligiyla kolayca formiile

edilemeyen karmasik olaylarla ilgili kontrol ve degerlendirme i¢in temel teskil eder.
Tamm 3.3.1. Z sayis1 fuzzy karmasik sayidir ancak ve ancak

iou;:C —>[0,1] tiyelik fonksiyonu siireklidir,

ii. 0<a<1 igin 2% = {Z € (C‘ yre (Z) > a’} climlesi acik, sinirli, baglantili ve basit
baglantilidir,

iii. Z' = {Z € (C‘ yrs (Z) :1} ctimlesi bostan farkli, kompakt, yayla baglantili ve basit

baglantilidir.

Fuzzy karmasik sayilarin uzay1 .7-"*(@) olmak tizere Z 6.7-"*(@) ile gosterilir [22,
91].

Tamim 3.3.2. Karmasik sayilar ciimlesi C ve fuzzy karmasik sayilar cimlesi C

olsun. f:CxC—C olarak verilen herhangi bir doniisiim f(21,22)=W seklinde

tanimlansin. Genisleme ilkesini kullanarak, f :CxC — C diyelim.

[1(z,2,)=min {ﬂzl (Zl)’“z“2 (Zz)}

olmak tlizere

yw(w):sup{H(zl,zz)‘ f(zl,zz):w}
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ise f (Zl,Zz)zvv olur.
Burada

i f(z.2,)=2,+2,ise W=2,+7,,

i. f(z2,2,)=22,ise W=27,,

i, f (Zl, Zz): 2,—2, ise —Z says1 igin iiyelik fonksiyonu e (Z) = L (—Z) olarak
tanimlanirsa W = 21 —ZZ = Zl +(—ZZ),

. Z . = .. . .
iv. f (zl,zz)zz—l ise Z™ sayisi igin iiyelik fonksiyonu s, (z) =, (Z’l) olarak
2

tanimlanirsa W = 2L =Z Z* elde edilir [22, 91].

N1| 2
-

2

Tamm 3.3.3. Fuzzy karmasik Z sayisinm eslenigi Z* sayisinin iiyelik fonksiyonu

Hs- (Z) = Uy (7) ile tammlanmaktadir 6yle ki z =Xx+1y Karmagik sayisinin eslenigi

7 =x—iy dir [22, 91].

Tamm 3.3.4. Fuzzy karmasik Z sayisinin modiilii ‘Z‘ sayisinin iiyelik fonksiyonu

s (1) =50 a1 (2) |2 =)
ile tanimlanmaktadir 6yle ki r, z=X+1y karmasik sayisinin modiliidiir [22, 91].

3.4. Fuzzy Topolojik Uzay

[1]°de tanitilan fuzzy ciimle kavrami, klasik topoloji kavramlariin fuzzy topolojik
uzaylara genellestirilmesi i¢cin uygun bir olanak saglar. Boylelikle fuzzy topoloji

tanimuiyla birlikte fuzzy ctimleler tizerine bir topolojik yap1 insa edilir.
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Tanmim 3.4.1. Asagidaki kosullart saglayan X uzayindaki fuzzy ciimlelerin bir T

ailesine bir fuzzy topoloji denir dyle ki

. G, XeT,
ii. ABeT ise AnBeT,

lii. Her iel i¢in A €T ise UIA eT saglanir [92].

T fuzzy topoloji olmak iizere (X ,T) ikilisine fuzzy topolojik uzay denir. T ’nin her

bir liyesine T —agik fuzzy ctimlesi denir. Bir fuzzy ciimlesi T —kapalidir ancak ve
ancak tlimleyeni T —agiktir. Ayrik olmayan fuzzy topoloji sadece & ve X fuzzy
ciimlelerini kapsarken, ayrik topoloji biitiin fuzzy ctimlelerini kapsar. W < T olmasi
icin gerek ve yeter sart W fuzzy topolojisinin T fuzzy topolojisinden daha kaba
olmasidir [92].

Tanim 3.4.2. (X,T) fuzzy topolojik uzaymndaki bir U fuzzy ciimlesi bir A fuzzy

climlesinin komsulugudur ancak ve ancak Ac O cU olacak sekilde bir O fuzzy

acik ctimlesi vardir [92].

Bir noktanin komsulugu yerine bir fuzzy ciimlenin komsulugu dikkate alindigindan

dolay1 yukaridaki tanim bir sekilde siradan komsuluk tanimindan ayrilmaktadir.

Teorem 3.4.1. Bir A fuzzy ciimlesi T —agiktir ancak ve ancak A tarafindan
kapsanan her bir B fuzzy ciimlesi i¢in A, B ’nin bir komsulugudur [92].

Ispat. Yeterlilik sart: agiktir. Gereklilik sarti incelendiginde Ac A oldugundan
Ac O c A olacak sekilde bir O fuzzy agik climlesi vardir. Boylece A=0 ve A

ctimlesi T —agiktir.

Bir fuzzy ciimlenin komsuluk sistemi fuzzy climlenin biitiin komsuluklarinin

ailesidir.
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bir

fonksiyon olsun. s (y) tiyelik fonksiyonu ile birlikte B<Y fuzzy ciimlesi igin f

altinda B climlesinin ters goriintiisii ffl(B), X ciimlesinde bir fuzzy ciimledir dyle

ki Vxe X igin tiyelik fonksiyonu s, ., (®) (X) = Uy ( f (X)) seklinde tanimlanir [92].

Aksine, ,uA(X) tiyelik fonksiyonu ile birlikte Ac X fuzzy ciimlesi i¢in f altinda

A climlesinin goriintiisii f( A), Y ciimlesinde bir fuzzy ciimledir 6yle ki VyeY

icin iiyelik fonksiyonu

sup pu(2), F7(y)#@
luf(A)(y): =f0) )
0 , 7 (y)=0

olmak iizere f (y) = {X ‘ f (X) = y} ile gosterilir.

Teorem 3.4.2. Bostan farkli iki ciimle X ve Y olmak iizere, f:X —Y

fonksiyon olsun. O halde;

i. Herhangi B Y fuzzy ciimlesi igin f‘l(B'):(f‘l(B))’,

ii. Herhangi Ac X fuzzy ciimlesi i¢in f(A’)D(f(A))',

iii. Herhangi B,,B, <Y fuzzy ciimleleri i¢in B, =B, ise f™(B)c f™(B,),
iv. Herhangi A, A, = X fuzzy ciimleleri i¢in A = A, ise f(A)c f(A),

v. Herhangi B Y fuzzy ciimlesi igin B> f (f7(B)),

vi. Herhangi Ac X fuzzy ciimlesi igin Ac f*(f (A)),

bir

vii. f, X den Y ’ye bir fonksiyon ve g, Y den Z ’ye bir fonksiyon olsun. f ve g

fonksiyonlarmm bilesimi go f olmak iizere herhangi C = Z fuzzy ciimlesi i¢in

(gof)"(C)= f(g™(C)) seklindedir [92].
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ispat.

I. Her xe X igin

Hiaey (%)= ( f (X)) =1-ts5 (f (X)) =1t (X)=p

elde edilir.

ii. Her y €Y igin f ‘1(y) bostan farkli ise

Hiwy ()= sup (m(2))= sup (1-p0(2))=1- inf (u,(2))

zefY(y) zefY(y) zef(y)

ve
Ay (V) =1ty (V) =1 sp (2(2))
oldugundan dolayt
My (V)2 400 (Y)
elde edilir.

iii. Her xeX icin yf_l(Bl)(x)zuBl(f(x)) ve /,zf_l(Bz)(x):sz(f(x)) olur.
Dolayisiyla her xe X i¢in B, < B, oldugundan ,uf,l(Bl)(X)Syf,l(Bz)(X) bulunur.
Boylece f(B,)c f™(B,) elde edilir.

Iv. /uf(Ai)(y): sup (,upl(z)> ve ,uf(AQ)(y): sup (,uAZ(Z)) olur. Dolayisiyla her

zet(y) zef(y)

yeY i¢in A cA oldugundan ,uf(Al)(y)S,uf(Az)(y) bulunur.  Boylece

f(A)c f(A) elde edilir.
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V. f‘l(y) bostan farkli ise ,uf<f_1(8))(y):o olur. Boylece her X,yeY igin
uf(f,l(B))(y)SyB(y) elde edilir.

vi. Her xeX igin qu1(f(A))(X):#f(A)(f(X)):zefs‘}i?(x))(ﬂA(z))ZﬂA(X) elde
edilir.

vii. Her xe X igin

'u(gof)’l(C)(X)=“C (g o f (X)):ﬂc (g(f (X))) :'ug’l(c)f (X):'uf’l(g’l(c))(x)

elde edilir.



BOLUM 4. FUZZY MANDELBROT VE FUZZY MANDELBAR
CUMLELERI

Fraktallar farkli 6lgeklerde ayn1 karmasik desenlere sahip olan ve keyfi olarak kiigiik
Olceklerde de benzer karmasik durumlart gorsellestirmeye devam eden matematiksel
yapilardir. Fraktallarin pek ¢ogu matematiksel olarak basit formlarda ifade edilebilir
ancak fraktal formiillerinin basit ve matematiksel yapisinin diizenli olmasina karsin,
olusturduklart muhtesem gorsel sdlen sadece bilimsel agidan degil, sanatsal agidan da

etkileyici kabul edilmektedir ve bazilari halen gizemini korumaktadir.

Bu fraktallar igerisinde en ¢ok ilgi ¢eken ve kesfedildigi giinden bu yana popiilerligi
giinden giine artan Mandelbrot ciimlesi, f, (Z) =7°+c iterasyon fonksiyonunun

yinelenmesi sonucu ortaya c¢ikan dizide z=0+0i baslangi¢c noktasi ile birlikte
yoriingesi sonsuza iraksamayan tiim C karmasik sayilarindan olugsmaktadir. Bu basit
formiil hayranlik uyandiran bir karmasiklik iiretmektedir. Mandelbrot cilimlesi,
sonsuz tekrarlama adimlarinin uygulanmasindan kaynaklanan dizi davraniglarinin bir
sonucudur. Birinci iterasyon adimi sonucunda olusan ciimlenin sekli, r =2 yarigapl
ve orijin merkezli dairedir. Sonraki adimlarda bu merkezil daire daralir ve iterasyon
sonsuz defa tekrarlandiginda Mandelbrot ciimlesi seklini alir. Iterasyon
fonksiyonunun yinelenmesi esnasinda, secilen noktanin davranigini belirlemek igin

geri besleme dongiisiiniin maksimum sayida, ornegin N defa calismasi gerekir.

n—oo iken

£l (0)‘ >2 esitsizligini saglayan noktalar bu iterasyon altinda sonsuza

raksayacaktir ancak farkli hizlarla iraksiyor olmalar1 dikkate degerdir. Bu nedenle,
Mandelbrot ciimlesinden farkli hizlarla sonsuza 1raksayan elemanlarin durumlarinin

kademeli olarak degerlendirilip degerlendirilemeyecegi sorusu ortaya ¢ikmaktadir.

Boyle bir sorunun cevabi igin bagvurulacak olan bulaniklagtirmanin bir¢ok farkli

alanda ¢esitli teorik veya pratik problemlerin analizinde kullanildig1 bilinmektedir.
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Degisen kaotik dinamik modellerin agiklanmasinda da fuzzy (bulanik) ciimle
teorisine bagvurulmaktadir [1-5]. Fuzzy climle teorisi yaklagimi, ciimleye ait olma

durumunu derecelendirerek daha zengin bir bakis agis1 sunmaktadir.
4.1. Fuzzy Mandelbrot Ciimlesi

Literatiirde fuzzy ciimle teorisi yardimiyla karmasik sayilar ciimlesinin elemanlarinin
Mandelbrot climlesine aitlik durumunu belirlenmesini hedefleyen [27] numarali
calisma mevcuttur. Ancak bu caligmadaki yetersizlik asagida agiklanmaktadir.
Dolayisiyla tez calismamizin bu alt boliimiinde yeni bir iiyelik fonksiyonu

tanimlanacak ve mevcut liyelik fonksiyonu ile karsilastirilacaktir.

[27]’de Mandelbrot ciimlesini i¢ine alan bir L bdlgesindeki C parametrelerini
belirlemek i¢in fuzzy bilgiye dayali asagidaki algoritma tiretilmistir. Bu algoritmada
karmagik sayilarin bir L bdlgesini segmek zorunluluktur, ¢linkii sadece belli bir
bolgedeki karmagik sayilarin degerlerine karsilik gelen sonlu ¢oziiniirliiklii bir ag

olusturulabilir.

1begin

2read (K, R);
3z=0+0i,k=0;

4for Vcel do

5 | repeat

6 z:=17%+c,

7 k=k+1;

8 | until (k>k.,) or (|z|>R);
9 | write (c; "Mandelbrot cimlesinin elemanidir.");
10 end

1lend

Sekil 4.1. L bolgesindeki ¢ karmasik sayilarmin Mandelbrot climlesine aitlik algoritmasi [27]
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Burada k(C) yineleme saya¢ degiskeninin degerini belirtmek iizere C noktasinin

k(c)

max

tiyelik derecesini tanimlayan bir ,u(C)z tiyelik fonksiyonu tanitilmigtir.

Boylece ce L degerlerinin ciimlesi bir fuzzy ciimleye karsilik gelmektedir. Ancak

bu algoritmada maksimum yineleme degeri K., keyfi olarak segilmektedir. Buna

gore fuzzy Mandelbrot ciimlesine ait olan noktalarin iiyelik derecelerini belirleyen

fonksiyon, k.. degerinin se¢imine gore farklilik gosterdiginden islevsel degildir.

Asagidaki ilk 6rnekte Mandelbrot climlesinin tam iiyesi olan bir nokta i¢in istendigi
gibi ¢alisan algoritmanin ikinci 6rnekte liyelik derecesini kesin olarak belirlemekte

yetersiz kaldig1 goriilmektedir.

Ornek 4.1.1. k=0 igin z=0+0i ile baglayalim. k _, =100 segelim ve algoritmay1

c =i noktasina uygulayalim.

zy=(—-1+i) +i=-i
z,=(—) +i=-1+i
2y =(—1+i) +i=-i
2 =(-i) +i=—1+i
2, =(~1+i) +i=-i

Her neN i¢in |Zn| <2 oldugundan iterasyon adim sayisi1 maksimum iterasyon

sayisini agsmaz. Boylece i :@:1 bulunur. Yani c=i noktas1 iiyelik
#1200 g

derecesine bagli olarak Mandelbrot climlesinin tam {iyesidir.
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Ornek 4.1.2. k=0 igin z=0+0i ile baglayalm. k__ =100 segelim ve algoritmay1

¢ =1 noktasina uygulayalim.

z,=0
7,=0+1=1
2,=1"+1=2
2,=22+1=5
2,=5"+1=26

7, =262 +1=677

Iterasyon sayis1 k=3 oldugu anda |Z3|=5>2 sartt dongiliniin durmasina sebep

olacaktir. O halde ,u(l):0.03 bulunur ve ¢ =1 noktasinin iiyelik derecesinin 0.03
oldugu sdylenilebilir. Ancak maksimum iterasyon adim sayist olan K., degeri
sirastyla 10, 100, 1000,... olarak segilirse c=1 noktasinin iiyelik dereceleri
,u(l):O.S, u(1)=0.03, ,u(1)=0.003, ... olarak degisir. Sonug¢ olarak,

u(c)=k(c)/kyy  iyelik fonksiyonu ile kesin bir iyelik derecesi

belirlenememektedir.

Mandelbrot ciimlesinin fraktallarin iinlii Orneklerinden biri olmasma ragmen
karmagik sayilar ciimlesinin elemanlarinin Mandelbrot ciimlesine aitlik durumunu
bulaniklik yaklasimi ile belirlenmesi {izerine [27] numarali kaynak hari¢ baska bir
aragtirmaya rastlanmamistir. Bu baglamda tezimizin bu bolimiinde, fuzzy
Mandelbrot ciimlesi ve karmagik sayilarin iterasyon altinda yoriingeleri sinirli olmasa
bile fuzzy Mandelbrot ciimlesine ait olma derecelerini belirleyen yeni bir liyelik

fonksiyonu asagida sekilde tanimlanmistir.

Tanmm 4.1.1. z=0+0i baslangic noktasi ile birlikte f”(O)

c

(£ (0)]2 +C

iterasyonu altinda x:C — [0, l] tiyelik fonksiyonu
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1 , VneNigin

f7(0) <2,

f¥(0)>2ve

f4(0)| < 2 olacak sekilde k € N igin

olmak iizere M :{(C,,u(c)) | Ce(C} fuzzy ciimlesine, fuzzy Mandelbrot ciimlesi

denir.

Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin yaklasik goriinimlerinin gri 6lgekli grafikleri Sekil
4.2.°de verilmistir. Burada bilgisayar programlarinin sonsuzlugu isleyemedigi goz
Ontline alinarak bazi artan sonlu iterasyon sayilari segilip maksimum yineleme sayist
artirtlmis ve fuzzy Mandelbrot climlesinin art arda daha ayrintili goriiniimleri elde

edilmistir. Bu grafiklerde parlak pikseller daha yiiksek iiyelik derecelerine sahiptir.

r

(a)

N

(d) n=10 (e) n=12 (f)n=15

Sekil 4.2. Sonlu maksimum iterasyon sayist N i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin yaklasik goriiniimleri
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Ayrica [27] tarafindan verilen ,u(C):k(C)/ K. Uyelik fonksiyonu ile Tanim

4.1.1.°de yeni tanimlanan iyelik fonksiyonumuzla karsilastiriimalart Sekil 4.3.”deki

grafiklerde goriilmektedir.

(d)n=5 (e)n=10 (f)n=50

Sekil 4.3. [27]’de verilen iiyelik fonksiyonu (ilk satir) ve Tanim 4.1.1.’de verilen {iyelik fonksiyonu (ikinci satir)

Acik bir sekilde, ikinci satira gore birinci satirdaki goriintiilerde piksellerin parlakligi

daha hizli azalmaktadir. Clinkii noktalarin iiyelik dereceleri ( ,u(C) =1 durumu harig),
maksimum yineleme sayist artirildiginda, yani n=Kk_, sonsuza 1raksarken
,u(C):k(C)/ K, sifira yakinsamaktadir. Ikinci durumda, N sonsuza iraksamast

durumunda dahi O ile 1 arasindaki iiyelik dereceleri yine anlamli olmaktadir.

Tanim 4.1.1.e uygun olacak sekilde karmasik sayilar climlesindeki bir noktanin
fuzzy Mandelbrot tiyelik derecesini belirleyecek yeni bir algoritma asagida

verilmisgtir.



Algoritma: Fuzzy Mandelbrot climlesi tiyelik derecesi algoritmasi

Input
Data
Output
1
2

© 00 N o

ceC, neN

z,=0+i0

()

for 1<k tondo

end

end

2, =2, +C
if  |z<2
u(c):l

else if |z |>2 and |z, ,|<2

w(e) =lzcl/1zd

end

Sekil 4.4. Verilen bir ¢ karmasik sayisinin fuzzy Mandelbrot ciimlesine iiyelik derecesi algoritmasi
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Asagidaki orneklerde secilen bazi noktalar i¢in bu algoritmay1 uygulayarak iiyelik

dereceleri belirlenmektedir.

Ornek 4.1.1. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =i Sayisina algoritmay1 uygulayalim.
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Burada her neN ig¢in

f" (O)‘SZ oldugundan iiyelik derecesi ,u(i)zl bulunur.

Boylece (i,1)eM elde edilir.

Ornek 4.1.2. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =—1 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

Sonug olarak neN igin |f" (0)‘ <2 oldugundan iiyelik derecesi z(—1)=1 bulunur.

Boylece (-1,1)eM elde edilir.

Asagida klasik Mandelbrot cilimlesinin elemani olmayan noktalarin fuzzy

Mandelbrot climlesine aitlik derecelerini veren ornekler verilmektedir.
Ornek 4.1.3. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =1 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

z,=0

7,=0+1=1
z,=0+1=2
z,=2°+1=5

z, =5 +1=26

z, =26% +1=677

2, =677% +1= 458330
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Elde edilen {0,1, 2,5, 26,677,458330, } dizisi sonsuza 1raksaktir ve ¢ =1 noktasi

klasik Mandelbrot ciimlesinin elemani degildir. Ancak k =3 iterasyon adiminda

£(0)

ff’(O) =0.4 bulunur.

‘ f13 (O)‘ =5> 2 oldugundan ,u(l) =

Ornek 4.1.4. 2 =0+0i ile baslayalim ve ¢ =0.5 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

z,=0
,=0°+05=05
=( ) +0.5=0.75

,=(0.75)° +0.5=1.063
. =(1.063)" +0.5=1.629
5= (
(

1.629)" +0.5=3.153
3.153)° +0.5=10.44

O halde ortaya ¢ikan

{0,0.5,0.75,1.063,1.629, 3.153,10.44, ...

dizisi sonsuza raksaktir ve ¢=0.5 klasik Mandelbrot ciimlesinin elemani degildir.

Ancak k=5 iterasyon adiminda ‘f(fs (O)‘=3.153>2 oldugundan iiyelik derecesi

,u(0.5) =

4
fo.s(o)‘ =0.51 bulunur.

fos (0)

Ornek 4.1.5. z=0+0i ile baslayallm ve c=-1.3+0.2i sayisina algoritmay1

uygulayalim.
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z,=0

z,=0°+(-1.3+0.2i) =-1.3+0.2i

=(~1.3+0.2i)" +(~1.3+0.2i) = 0.35-0.32i

(0.35-0.32i)" +(~1.3+0.2i) = ~1.2799 - 0.024i
(~1.2799-0.024i)° +(~1.3+0.2i) = 0.33757 + 0.26144i
(0.33757+0.26144i ) +(~1.3+0.2i) = ~1.2544 + 0.3765i
(

(

~1.2544 +0.3765i )’ +(~1.3+0.2i) = 0.1318 - 0.7475i
0.1318—0.7475i )’ +(~1.3+0.2i) = —1.8414 + 0.0003i
(~1.8414+0.0003i )’ +(~1.3+0.2i) = 2.0907 + 0.1995i

Z,
Zy
Z,
Zs
Zg
Z;
Zg

Boylece dizi

{0,-1.3+0.2i,0.35-0.32i,—-1.2799 —0.024i,0.33757 +0.26144i,
—1.2544 +0.37651,0.1318 - 0.7475i,-1.8414 +0.0003i,2.0907 + 0.1995i,.. }

seklinde olustugundan ¢ =-1.3+0.2i noktasinin yoriingesi sonsuza iraksaktir ve dizi

terimlerinin modiilleri

{0,13153,0.47424,1.2801,0.42697,13097,0.75614,18370, 2.830,.. }

seklindedir. k=8 iterasyon adiminda ‘f_81|3+0.2i (O)‘53.54>2 oldugundan dolay1

p(-1.3+0.2i)=

7
M‘ =0.88 bulunur.

faw02i (0)

Ornek 4.1.6. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =-3 sayisina algoritmay1 uygulayalim.
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2, =33 +(~3)=1086

O halde ortaya ¢ikan {0,—3, 6, 33,1086, } dizisi sonsuza iraksaktir. Dolayisiyla

t5(0)
5(0)

k=1 ilk iterasyon adiminda ‘ fl (0)‘ =3>2 oldugundan ,u(—3) =

bulunur.
Bu 6rneklerde baz1 karmasik sayilarin tiyelik dereceleri hesaplanmustir.
Simdi karmagik diizlemin tamaminda iterasyon sayist sonsuza iraksarken olusan

fuzzy Mandelbrot ciimlesinin grafiginin olusum asamalarinin her bir iterasyon

adiminda geometrik agidan ayri ayri inceleyelim.

flk olarak, iiyelik derecesi x(C)=1 olan noktalar incelenirse her neN igin

c

f”(O)‘ <2 esitsizligi saglandigindan bu durumda {iyelik fonksiyonunun tanim

ciimlesi klasik Mandelbrot ciimlesidir ve goriintii ciimlesi de {l} olur. Sonug olarak

fuzzy Mandelbrot climlesinin yiiksekligi 1 olan gdbek cilimlesi, klasik Mandelbrot

climlesinin noktalarindan olusmaktadir. Bu durum Sekil 4.5.”de goriilmektedir.
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Sekil 4.5. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin gébeginin {i¢ boyutlu goriiniimii

Simdi ,u(C):tl iken fuzzy Mandelbrot climlesinin olusum asamalarini

gorsellestirmek iizere bazi iterasyon adimlarini ayr1 ayri inceleyelim.

i. k=1 durumu:

Tanim 4.1.1.°e gore ,u(C)zO olup |C|>2 sartin1 saglayan karmasik sayilari i¢in

tanimhidir. Dolayisiyla ¢=r-€“ olarak ifade edilirse tanim ciimlesi kutupsal

koordinatlar yardimiyla T.K.= {(r, 6’) ‘ |r| >2,0<60< 272'} olarak verilir. Boylece

tanim ctimlesinin grafigi asagidaki gibidir.

TP S
1
=
0 i
,l j
-1 E
Al e colITOTOOTNOR: |
-2 -1 0 1 2

Sekil 4.6. k=1 iterasyon adimu igin tanim ciimlesi grafigi
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Ayrica k=1 iterasyon adiminda y:(C—){O} tiyelik fonksiyonunun grafigi de

asagida verilmistir.

Sekil 4.7. k =1 iterasyon adimu igin ,u(C) iiyelik fonksiyonunun grafigi

ii. kK =2 durumu:

£(0)
(0)

‘C2+C‘>2 esitsizligini saglayan CceC noktalar1 i¢in tanimhdir. Kutupsal

Tanim 4.1.1.°e gore ,u(C) = seklindedir dyle ki tiyelik fonksiyonu |C| <2 ve

koordinatlar yardimiyla C=r -€" alinarak

<2 ve [r%e™” +re”|>2 (4.1)
esitsizliklerinin ¢6ziim climlesi g tlyelik fonksiyonunun grafigini verir.
|I’| < 2 esitsizligi 2 yarigapl merkezil birim kapali yuvari ifade eder. Diger taraftan

r’e?’ +re|=2
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denkleminin kokleri:

n=A+B+C
r,=A-B+C
rL=A+B-C
r,=A-B-C

olarak bulunur dyle ki

-i¢ 3[5ai0
B=E —Z+le*2i'9(1+e2i0)2+e D_47\/§e ’
2\ 3 32 3D

i i i i 3 i0\3
1 __ﬂ+_1eam(1+ezm)2_e”9D_+47ﬂ§€9__ 4™ (1+€” ) —e (1+e™)
2 3 33/5 3D 2 1 i ’io 2 efiHD 47‘:\3/§e|g
4. ]1-—+=e <1+ e ) + _TINEE
3 4 R2 3D

2
D= i’/ \/(290e3i9 —~108¢" (1+¢€* )2) +415292e"” —~108e" + 74" —108¢™”

olacak sekildedir. Sonug¢ olarak (4.1) esitsizlik sisteminin ¢oziimiinden g tyelik

fonksiyonunun tanim ciimlesinin grafigi asagidaki gibi ¢izilir.
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-2

-2 -1 0 1 2

Sekil 4.8. k =2 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=2 durumunda ,u:(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.9. k =2 iterasyon adimu igin ,u(C) iiyelik fonksiyonunun grafigi

iii. k=3 durumu:

Burada Tanim 4.1.1.’¢ gore ,u(c) = seklindedir dyle ki iiyelik fonksiyonu

2
|C2 + c| <2 ve ‘(C2 + C) + C‘ > 2 esitsizligini saglayan ¢ € C noktalar1 i¢in tanimlidir.

Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-¢" alinarak
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rle?? 4 re‘6’| <2 ve |r4e‘”" +2r%% 4 r2e% 4 rel?| > 2

esitsizliklerinin ¢6ziim climlesi w4 iyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

-2 -1 0 1 2

Sekil 4.10. k =3 iterasyon adimu igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=3 durumunda ,u:C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

2

Sekil 4.11. k=3 iterasyon adimu igin ,u(C) iiyelik fonksiyonunun grafigi
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iv. k =4 durumu:

()
©(0)

((02 +c)2 +c)2 e

i¢in tamimhdir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-€" aliarak

Burada Tamm 4.1.1.¢ gbre x(c)= bulunur. Ancak iiyelik fonksiyonu

2
‘(C2 + C) +C‘ <2 ve > 2 esitsizligini saglayan ¢ e C noktalar

r‘e*? 4 2r3%3 4+ r2e??9 yre’| <2

rée®’ + 4r’e” + 6r%°%? + 6r°%e®? + 5r*e*? + 2re®? 4+ r2e?’ + re'?| > 2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi x tyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

Sekil 4.12. k =4 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=4 durumunda y:(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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N

Sekil 4.13. k =4 iterasyon adim igin ,u(C) tiyelik fonksiyonunun grafigi

V. k=5 durumu:

() . .
TO)‘ seklindedir dyle ki iiyelik fonksiyonu

c

((c2 +c)2 +c)2 +C (((c2 +c)2 +c)2 +cj2 +C

noktalar1 igin tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-€" alinarak

Burada Tanim 4.1.1.’¢ gore ,u(C)z

<2 ve

> 2 esitsizligini saglayan c e C

rée®’ + 4r’e™ + 6r%°%"? + 6r°%%? +5r*e*? + 2r¥e®? 4+ r2e?? 4 re'?| < 2

> 2

2
. L \2 - \2 . .
‘(((rzez"’ﬂe"’) +re'6’) +re""j +ref

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi x tyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.
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—_—

| T ——— '

Sekil 4.14. k =5 iterasyon adimu igin tamim ciimlesi grafigi

Ayrica k=5 durumunda y:(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

N

Sekil 4.15. k =5 iterasyon adimi igin ,u(C) tiyelik fonksiyonunun grafigi

vi. k=6 durumu:

. (0)
. (0)

Burada Tanim 4.1.1.’e gore ,u(C)z

‘(((CZ+C)Z+C)Z+CJ2+C

seklindedir dyle ki iiyelik fonksiyonu

2

2 2
<2 ve ((((cz+c)z+c) +cj +c] +¢|>2 esitsizligini
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saglayan ¢ e C noktalari igin tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla c=r-¢"

alinarak

<2

2
. ) - \2 . .
‘(((rzez"’ﬂe'g ) +re'9) +re'9) +re?

2

2
. L \2 - \2 . . .
{(((rzez'g n re"’) n re'g) n re'gj n re"’} +re>2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi # iyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

| T N ;|

Sekil 4.16. k =6 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=6 durumunda ,u:(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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Sekil 4.17. k =6 iterasyon adimi igin y(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi

vii. k =7 durumu:

()
' (0)

Burada Tanim 4.1.1.”e goére ,u(C) = seklindedir dyle ki liyelik fonksiyonu

2

((((CZ+C)2+0)Z+cT+cJZ+c <2 ve {(((CZ+C)Z+C)Z+CJZ+CJZ+C velss

esitsizligini saglayan ceC noktalar1 i¢in tanimhdir. Kutupsal koordinatlar

yardimiyla C= r-e“ almarak

2

2
. .2 \2 . ) )
L(((rzez"’ n re'g) n re'g) n re""j n re'gJ +ref|<2

2 2

2
. .2 S \2 ) . . )
((((rzez'g +re? ) n re'g) ¥ re'é’j + re'gj +re? | +re?>2
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esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi # iyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

| T N ;|

Sekil 4.18. k =7 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=7 durumunda ,u:C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.19. k =7 iterasyon adimi igin y(C) iiyelik fonksiyonunun grafigi

Boyle devam edilerek bulunan koékler yardimiyla tiyelik fonksiyonunun her bir
iterasyon adimi i¢in tanim ve goriintii ciimleleri elde edilerek grafikleri buna bagh
olarak ¢izilebilmektedir. Diger taraftan bilgisayar programlar1 araciligiyla girilecek

sonlu maksimum iterasyon sayisi ve yayilma araligi icin fuzzy Mandelbrot
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climlesinin yaklagik grafigini ¢izmek de miimkiindiir. Bu amagla asagidaki algoritma

verilmigtir.

Algoritma: Fuzzy Mandelbrot ciimlesi grafigi
Input - neN,rangea, b, stepsize
Data . Z,=0+i0, c=a(l)+ib(m)
Output - surface(x)

1 . for 1«1 to length(a)

2 . |for 1<m to length(a)

3 : for l<k tondo

4 : Z, =2, +C

5 ; if |z]<2

6 : u(c)=1

7 ; elseif |z]>2and |z_|<2

8 w(e)=lzl/lz

9 : end

10 : end

11 : end

12 : end

13 - end

14 . draw x:[rangea]x[rangeb] —[0,1]

Sekil 4.20. n ig¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesi algoritmasi

Bu algoritmaya dayali olarak maksimum iterasyon sayis1 n=2000, yayilma aralig1

—2<a<2 ve -2<b<2, adim biiyiikligii 4/300 alinarak fuzzy Mandelbrot

climlesinin daha net bir gri 6l¢ekli goriintlisti Sekil 4.21.°de verilmistir.



78

Sekil 4.21. N=2000 i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesi

Bu asamada performans degerlendirmesi i¢in 1.20GHz CPU ve 16GB RAM’e sahip
Intel(R) Core(TM) i3-1005G1 iizerinde dlglimler yapilmistir. Asagida grafigi verilen
zamanlar saniye cinsinden tiiketilen kullanic1t merkezi islem birim (CPU) zamanini

ifade etmektedir.

0.05

0.045

0.04 r

0.035

0.03

0.025

0.02 |

Merkezi Islem Birimi Zamani (saniye)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n (iterasyon Sayisi)

Sekil 4.22. CPU zamanina dayali performans profili
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Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin geometrik yapist ayrintili olarak incelendikten sonra
devaminda bu fuzzy cilimlenin matematiksel yapisi ve topolojik 0Ozellikleri

incelenmektedir.

Lemma 4.1.1. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin |\7|0={(C,,u(c))‘ |C|>2,C€(C} alt

climlesi bos fuzzy ciimledir.

ispat. u(c) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart |C| > 2 oldugunun kanitlanmasidir. i1k

olarak, ,u(C)zO oldugunu kabul edelim. O halde bir keN igin

fck—l (O)
()

’dir. Bu durum sadece k=1 iterasyon adimi igin

f,'(0)= [ £ (O)]2 +C iterasyonu altinda

c

‘ =0 oldugu anlamina gelir. Yani

c

f¥*(0)=0 ve

£ (0)[=lc

saglanir. Boylece

f2(0)|=0<2 ve

fcl(O)‘ =|c[>2 bulunur.

Aksine, |C|>2 oldugunu varsayalim. Baslangi¢ noktasi f0(0)=0 ile birlikte

c

£7(0)=[ £7(0)] +c iterasyonunu uygularsak f2(0)=0?+c=c elde ederiz. O

c

halde |f (0)‘ >2 kosulu ilk iterasyon adiminda saglanmis olur. Buradan
f’(0) 0 . .

y(c) =73 = — =0 bulunur ki bu da ispati tamamlamis olur.
(O)] e

Sonuc¢ 4.1.1. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin destegi Supp(l\7|)={c ||c|< 2} kapali

dairesidir.

Teorem 4.1.1. Fuzzy Mandelbrot ciimlesi M reel eksene gére simetriktir.
ispat. Herhangi ceC noktasma neN igin f" (O):[fcn‘l(o)]2 +C iterasyonunu

uygulayalim. ik olarak, u(C)zl oldugu varsayilirsa her neN igin

c

£7(0) <2
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saglanir. Tanim 4.1.1.°e¢ gore her neN ig¢in

ff‘(O)‘<2 olur. Bdylece, x(T)=1

C

oldugu bulunur.

Simdi, bir k e N igin
£4(0)
f (0)

fit (O)‘ < 2°dir. Boylece,

C

f¥(0)>2 ve

fck’l(O)‘ <2 oldugunu varsayalim. O zaman

,u(C)= olur. Acik bir sekilde, bu keN degeri i¢in

C

fk (0)‘ >2 ve

elde edilir. Sonug olarak ,u(C) = y(c) oldugundan ispat tamamlanir.

Simdi M fuzzy Mandelbrot ciimlesi yerine sadece reel olan sayilar icin
M‘R={(C,/J|R(C))‘CEC, Im(c)=0} yani M‘R={(C,,L1|R(C))|CER} fuzzy

climlesini inceleyelim. Bu amagla Boliim 2°de verilen klasik Mandelbrot ciimlesi M

ile ilgili lemma ve teoremleri géz Oniine alalim.

Lemma 2.2.6. geregi M klasik Mandelbrot ctimlesinin reel eksenle kesigimi {—2, %}

kapal1 aralig1 oldugundan, {C

—-2<c< %} i¢indeki biitiin noktalarin f_ iterasyonu

altinda yoriingesi siirlidir ve Mandelbrot ciimlesinin kesin iiyesidir. Ayrica Teorem
2.2.1. geregi orijin merkezli ve 2 yarigaph kapali yuvarin disindaki biitiin noktalarin

f. iterasyonu altinda yoriingesi sonsuza kagar ve Mandelbrot ciimlesinin kesin

olarak {iyesi degildir. Dolayisiyla
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1, VneNigin|f(0)<2,
c)=4|f (0
#(c) ; : ((o)‘)‘ . |£5(0)|>2 ve | f7(0)| <2 olacak sekilde k € N igin

olarak verilen iiyelik fonksiyonun reel sayilar ciimlesi {izerine kisitlanmisi olan

y|R (C) R— [0,1] tiyelik fonksiyonu

k(l) , Ce(—0,—2)u(2,+0)
@Ot o5
1 ce {—Z,H,

olur ki burada ke{2,3,---} icin fck_l(0)32<fck(0) olmalidir. Bu sekilde

tanimlanan ,u|]R (C) R— [0, 1] tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

5 4 3 2 A 0 1 2 3 4 LY

Sekil 4.23. M |]R = {(C,le (C)) | ce R} fuzzy ciimlesinin grafik gosterimi
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Teorem 4.1.2. M ‘R = {(C, ,u|R (C))| ce R} fuzzy ciimlesinin f** (O) <2< ff (0)

olacak sekilde k €{2,3,--} igin

0 , C e(—oo,—2)U(2,+oo),
¢ 1
lu|R (C)= fck (0) ' CE(Z’Z}

|

olarak tanimlanan ,u|R (C) R—> [0,1] tiyelik fonksiyonu pargali siireklidir.

N

1 , ce [—2,

Ispat.
l.ce (—oo, —Z)U(Z, +oo) ise ,u|R (C) =0 olup sabit fonksiyon siireklidir.

2. Ce [—2, %) ise ,u|R (C) =1 olup sabit fonksiyon siireklidir.

3.ce (% , 2} iken farkli iterasyon adimlari i¢in asagidaki durumlar vardir.

i. k=2 igin c<2<C®+cC oldugundan 1< ¢ <2 ’dir. Dolayisiyla

1<c<2=2<c+1<3

—=2c<c’+c<3c

3130 1

3 c¢’+c 2

bulunur.

i. k=3 icin c<cz+c£2<(c2+c)2+c oldugundan O<(c2+c)2+0—2

esitsizliginden yaklasik olarak 0.682 <c oldugu goriiliir. Buradan 1.1478 <¢® +¢

bulunur. Boylece
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1.1478 <c* +c<2=1.1478+0.341<c’ +C+—
c’+cC

<2+1

(cz+c)2+c
—14788<— ) <3
c’+c

c’+cC 1

=1 <
3 (c2 +C)2 +c 14788

=0.67168

elde edilir.
iii. (k—l). adim icin c<..< fck_1(0)£2< f¥ (O) iken

0< £(0)-2=(*(0)) +c-2 esitsizliginden 2—c<(f(0)) elde edilir.
2 c

fck(l:(o) < fck—l(o) - fck—l (0)

Boylece 1— < f7(0) bulunur. Buradan

1-—

< f(0)<2=1< £ (0)+ <2+1

C c
f7(0) f:7(0)
(fk B 0) 2+C

0

=>l<——

. (0)
fkl()
1)

:>

00

elde edilir. Sonug olarak k =2,3,...iterasyon adimlar1 sonsuza iraksarken C e (3,2}

i¢in ,u|R (C) € [%,1) elde edilir. Ayrica iterasyon fonksiyonu bir polinom fonksiyon

f51(0
olup bu aralikta ,uLR (C) = ; . ((O)) rasyonel fonksiyonu siireklidir.
c

Sonug olarak ,u|[_212] (C):[—Z,Z]—{%,l} ve ,L1|R\[72y2] (C):Ce(—oo,—Z)u(Z,oo)—>{0}

fonksiyonlart stirekli olup ,u|R (C) R —)[0,1] parcali siireklidir.
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Teorem 4.1.3. 0<a <1 i¢in fuzzy Mandelbrot climlesinin kuvvetli o —kesit

ciimlesi M“" = {C ‘ u(c)> a} sinirlt ctimledir.

Ispat. Lemma 4.1.1’e gore |C|S2 esitsizligi vardir ancak ve ancak ,u(C)>O

esitsizligi vardir. Boylece, M** ciimlesinin smirli oldugu agik bir sekilde

gorilmektedir.

Teorem 4.14. 0<a <1 i¢in fuzzy Mandelbrot climlesinin kuvvetli o —kesit

ciimlesi M*" = {C ‘ ,u(c) > a} baglantili ctimledir.

ispat. C,UC,=M*" olacak sekilde C,,C, cM*" alt ciimlelerini ele alalim. O

halde

max | g, (¢). 4, (¢)] = 5

CEM(H

igin. 44 (C) = veya He, (C) = S olacak sekilde bir ce M** noktasi vardir 6yle ki

1= B> ’dir. Ancak, a >0 i¢in

min ['“61 (¢), 4, (c)} >a

ceM**

oldugundan He ¢, (C);tO elde edilir. Boylece bostan farkl CNZl,C§2c|\7I"‘+ alt

ctimleleri i¢in Cl méz # & dir. Sonug olarak,
C,nC,=D ve CLUC, =M**

olacak sekilde klasik bos ciimle & ve kuvvetli o —kesit ciimlesi M“ ’dan farkli
olarak higbir C,C, cM*" ciimleleri yoktur. Bu durum O<a<1 i¢in M*

climlesinin baglantili oldugunu gostermektedir.
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Teorem 4.15. 0<a <1 i¢in fuzzy Mandelbrot climlesinin kuvvetli o —kesit
ciimlesi M“" = {C ‘ ,u(c) > a} basit baglantilidir.

Ispat. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli « —kesit ciimlesinin tiimleyeni
NI ~{e] . (0) <t

seklindedir dyle ki O0< ¢ <1 i¢in 1—a = ¢ ’dir. K ciimlesi kompakt ve F ciimlesi
kapali olacak sekilde C\M“* =K UF ayrik bilesimi ele almsm. 0< S <y olmak

uzere

Hoe (€)= max [ s, (c), 11 (c) | =

ceC\M“*

sartryla ft, (C) =p ve u. (C) = 3 olacak sekilde bir ce C\M*" noktas1 vardur.

Dahasi, KNF = oldugundan

Hge = Min [ g1 (), g1 (€) =0

ceC\M“*

seklindedir. Eger s (c)=0 oldugunu varsayarsak F = {C ||| < 2} bulunur. Ancak

bu durum F ciimlesinin kapali olmasiyla gelisir. Bu yiizden Hy (C)zO oldugunu

varsayarsak
F={c|u(c)=p} ve K=D={c||c|<2}
bulunur. Ancak bu durum da K ciimlesinin kompakt olmasiyla celisir. Bu yiizden

K Klasik bos bir ciimledir. Sonug olarak, fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —

kesit climlesinin tlimleyeni, herhangi bir kompakt ve kapali ciimlenin ayrik bir
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birlesimi olarak verildiginde, bu kompakt ciimle Kklasik bos ciimle olmalidir. Bu

gergege gore, 0<a <1 igin M** = {C ‘ ,u(C) > a} climlesi basit baglantilidir.

Sonug 4.1.2.

I. ,u|R (C) R—> [0,1] tiyelik fonksiyonu parcali siireklidir.

. 0<a<l i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —kesit climlesi
M+ = {C ‘ u(c)> a} sinirli ciimledir.

lii. 0<a<l igin fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli «—kesit climlesi
M = {C ‘ u(c)> a} baglantili climledir.

Iv. 0<a<1 i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli « —kesit climlesi

M = {C ‘ u(c)> a} basit baglantili ciimledir.

v. M= {C ‘ u(c) = 1} ciimlesi, klasik Mandelbrot M cilimlesine karsilik gelir ve M

climlesinin bostan farkli, kompakt ve basit baglantili oldugu bilinmektedir.

Mandelbrot climlesinin yerel baglantili oldugu ve dolayisiyla yayla (yol) baglantili
oldugu varsayilir. Ancak bu hala MLC varsayimi olarak adlandirilan acik bir
problemdir. Buna baglh olarak, fuzzy Mandelbrot ciimlesinin yayla baglantili olmasi

acik bir problemdir.
Boliim 4.2. Fuzzy Mandelbar Ciimlesi

Yinelenen anti-holomorfik polinomlarin dinamik davranislari ve ¢atallanma
diyagramlari arastirilarak Crowe tarafindan Mandelbar ctimlesi kesfedilmistir [60].
Bu polinomlar siradan polinomlarin karmasik eslenigidir ve bdylelikle ikinci
yinelemeleri holomorfik polinomlardir. Literatiirde Mandelbar ve Tricorn adi ile
bilinen ciimlenin farkli adlara sahip olmasinin nedeni ayni1 zaman dilimleri igerisinde
farkli arastirmacilar tarafindan incelenmis olmasidir. Ayrica Mandelbar ciimlesinin

ana ¢ikis noktasi iterasyon fonksiyonunun kuadratik esleniginin tercih edilmesi ve
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Mandelbrot ciimlesinin ana olusum yapisi igerisinde insa edilmesidir. Tricorn ise reel
kiibik polinomlarin  parametre uzayindaki bolgesel incelemeleri sonucu

bulunmasindan dolay1 bu ad1 almustir.

Mandelbrot ciimlesinin fuzzy anlamda incelemesi ile ilgili literatiirde [27] ¢alismas1
var olmasma ragmen Mandelbar ciimlesi i¢in fuzzy yaklasim ile ilgili higbir

caligmaya rastlanmamaistir.

Fuzzy Mandelbrot ctimlesinin taniminda kullanilan kuadratik yineleme fonksiyonu

c

"
yerine f"(O):[fC"‘l(O)} +c iterasyon fonksiyonu kullanilarak elde edilen

climleye fuzzy Mandelbar ciimlesi ad1 verilmistir. Fuzzy Mandelbrot ciimlesiyle olan
benzerlikleri sebebiyle ayni yapisal diizen igerisinde bulaniklagtirma islemi

yapilmasina karsin ortaya ¢ikardig farkliliklar da bu alt boliimde agiklanmustir.

Y )
Tamm 4.2.1. z=0+0i baglangi¢ noktasi ile birlikte f (O) = [ frt (O)} +C

iterasyonu altinda u:C — [0, l] tiyelik fonksiyonu

1 , VneN igin

£(0) <2,

f¥(0)>2ve

f4(0)| < 2 olacak sekilde k € N igin

olmak iizere Mg, = {(C, ,u(C)) | ce (C} fuzzy climlesine, fuzzy Mandelbar climlesi

denir.

Fuzzy Mandelbar ciimlesinin yaklasik goriintimlerinin gri  6lgekli grafikleri,
bilgisayar sonsuzlugu isleyemedigi i¢in bazi artan sonlu iterasyon sayilari i¢in Sekil
4.24.°de verilmektedir. Maksimum yineleme sayisini artirarak, fuzzy Mandelbar
climlesinin art arda daha ayrintili gériiniimlerini elde ederiz. Bu grafiklerdeki parlak

pikseller daha yiiksek tiyelik derecelerine sahiptir.
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(d) n=10 (e) n=12 (f) n=15

Sekil 4.24. Sonlu maksimum iterasyon sayis1 N igin fuzzy Mandelbar climlesinin yaklasik goriiniimleri

Tanim 4.2.1.’¢ uygun olacak sekilde fuzzy Mandelbar ciimlesindeki bir noktanin

tiyelik derecesini belirleyecek yeni bir algoritma asagida verilmistir.



Algoritma: Fuzzy Mandelbar ciimlesi iiyelik derecesi algoritmasi

Input
Data

Output
1

2

© 00 N o

ceC, neN
z,=0+i0
#(c)

for 1<k tondo

—2

2, =17,, +C
if  |z]<2
,u(C)=1

else if |z |>2and |z_,|<2

#(e)=lzcl/lz

end

end

end

Sekil 4.25. Verilen bir ¢ karmasik sayisinin fuzzy Mandelbar climlesine tiyelik derecesi algoritmasi

89

Asagidaki orneklerde secilen bazi noktalar i¢in bu algoritmay1 uygulayarak tiyelik

dereceleri belirlenmektedir.

Ornek 4.2.1. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =-1 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

z,=0
z,=0°+(-1)=-1
2,=(“1) +(-1)=0
z,=0°+(-1)=-1
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O halde her neN igin

f(ﬂl)(O)‘SZ oldugundan x(-1)=1 bulunur. Béylece

(=1,1) € Mg, elde edilir.

Ornek 4.2.2. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =i Sayisina algoritmay1 uygulayalim.

z,=0

2, =0%+i=i
Z,=1°+i=-1+i
2,=(1+1) +i=3i

24:(§)z+i=—9+i

Elde edilen {O, I, —1+1, 3i, —=9+1, } dizisi sonsuza iraksaktir ve C=1i noktasi
klasik Mandelbar climlesinin eleman1 degildir. k=3 iterasyon adiminda

|17 (0)|=|-1+i|=~2<2 ve |£°(0)| =[3i[=3>2 oldugundan

ff(o)‘ J2

=——=0.47 bulunur.
3
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13 1) 1+i 281 29i
25: —_—— 4 —=—4 —
16 4] 2 256 32

281 29ij2 1+i 57905 6101

Z, = -
°® 1256 32 2 65536 4096
, 57905 6101i 2+1+i B 4028410783+420387269i
" | 65536 4096 2 4294967296 134217728
O halde ortaya ¢ikan

2'2'4 216 4’25 32

oLti 13 113 i 281 20i 57905 6101 4028410783 4203872601
''2'2'4 216 4'256 32'65536 4096 4294967296 134217728

. 1+i . N ..
dizisi sonsuza iraksaktir ve C :7 noktasi klasik Mandelbar ciimlesinin elemani

degildir. k =7 iterasyon adimida

~1.73<2,

5 (0)= ‘ 57905 6101i| _ 12881872481
(%) 65536 4096 | 65536

£ (0) _‘ 4028410783 420387269||_J197194960316363714753_326>2
(%) 4294967296 134217728| 4294967296 '
_ 1+. o‘ 12881872481
oldugundan u(l j 65536 =0.53 bulunur.
1“ o‘ J197194960316363714753
4294967296

Ornek 4.2.4. z=0+0i ile baslayalm ve ¢=-1.9999999999999-10"i sayisina

algoritmay1 uygulayalim.



O halde

z,=0

z, =-1.9999999999999 —10 i

2, =1.9999999999997002 — 4.9999999999998 %10 *i

z, =1.9999999999989009 +1.89999999999962 x 10’
z, =1.9999999999957034 — 7.699999999994304 x 10|
z, =1.9999999999317541-1.228999999985951x10°°i
2, =1.999999999727117 + 4.914999999776056 10
z, =1.9999999989085655 —1.966099999642178 x10™"i
z, =1.9999999956343228 + 7.864299994276975%10 i
Z, =1.9999999825367727—-0.000003145729990844191i
z,, =1.999999930137295+0.000012582909853507568i
z,, =1.9999997203909556—- 0.000050331647655878034i
z,, =1.9999988790307257+0.00020132655247714435i
z,, =1.9999954755918785-0.0008053057685468185i
z,, =1.9999812538707031+0.003221215777123355i

z,, =1.9999146396032468-0.01288474234783852i

2, =1.9994925491141142+0.05153676968791633i

ortaya ¢ikan dizi sonsuza  1raksaktir  ve

92

boylece

€ =-1.9999999999999 —10"i noktas1 klasik Mandelbar ciimlesinin elemani

degildir. Ancak k =16 iterasyon adiminda

15

16

oldugundan

(—1.9999999999999—10’“i)

(71.9999999999999710*1%

=1.9999561450903753
<2

=2.0001566170159584
> 2

(o)‘ — [1.9999146396032468 — 0.01288474234783852i|

) (O)‘ =[1.9994925491141142 + 0.05153676968791633i|
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15

(l—l— ij f(—l.9999999999999—10’11i) (O
‘[j =
)

0

1.9999561450903753 _ 0.99
2.0001566170159584

2 16

(—1.9999999999999—10*1%

bulunur.
Ornek 4.2.5. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =3i sayisina algoritmay1 uygulayalim;
z,=0

z,=0"+3i=3i

z,=3i +3i=-9+3;

O halde ortaya ¢ikan {0, 3i, —-9+3i, } yorlingesi sonsuza 1raksaktir ve boylece
¢ =3i noktasi klasik Mandelbar ciimlesinin elemani degildir. Ancak k =1 iterasyon

adiminda ‘ f(gi) (0)‘ = |O| <2 ve

f5(0)=[3=3>2  oldugundan

—= = 9 =0 bulunur.
3

Bu orneklerde bazi karmasik sayilarin iiyelik dereceleri ayri ayri1 hesaplanmistir.
Simdi, karmagik diizlemin tamaminda iterasyon sayisi sonsuza iraksarken olusan
fuzzy Mandelbar climlesinin grafiginin olusum asamalarini bazi iterasyon adimlari

icin geometrik ve cebirsel agidan ayr1 ayr1 inceleyelim.

Ilk olarak, iiyelik derecesi x(c)=1 olan noktalar incelenirse her neN igin

f (0)‘S2 esitsizligi saglandigindan bu durumda iiyelik fonksiyonunun tanim

ctimlesi klasik Mandelbar climlesi olup goriintii climlesi {l} olur. Sonug olarak fuzzy

Mandelbar ciimlesinin yiiksekligi 1 olan gobek ciimlesi, klasik Mandelbar
climlesinin noktalarindan olusmaktadir. Bu durum asagidaki Sekil 4.26.’da

gorilmektedir.
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Sekil 4.26. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin gébeginin {i¢ boyutlu goriinimii

Simdi fuzzy Mandelbar climlesinin olusum asamalarin1 gorsellestirmek {izere

y(C) #1 iken bazi iterasyon adimlarini ayr1 ayri inceleyelim.

i. k=1 durumu:

Tanim 4.2.1.°e gore ,u(C):O olup |C| >2 sartin1 saglayan karmagik sayilari igin

tammlidir. Dolayisiyla c=r-€” olarak ifade edilirse tamm ciimlesi kutupsal

koordinatlar yardimiyla T.K.= {(r, 6’)‘ |r| >2,0<60< 27r} olarak verilir. Boylece

tanim ctimlesinin grafigi asagidaki gibidir.

s ree——ewrrrmmemmmmmmems
e e

B colITOTOOTNOR: |

Sekil 4.27. k=1 iterasyon adimu igin tanim ciimlesi grafigi
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Ayrica k=1 iterasyon adiminda y:(C—){O} tiyelik fonksiyonunun grafigi de

asagida verilmistir.

Sekil 4.28. k =1 iterasyon adim igin ,u(C) tiyelik fonksiyonunun grafigi

ii. k =2 durumu:

f(0)
(0)

‘62+C‘>2 esitsizligini saglayan ceC noktalart i¢in tanmimhdir. Kutupsal

seklindedir dyle ki tiyelik fonksiyonu |¢|<2 ve

Tanim 4.2.1.’e gore p(c)=

koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e" almarak
r[<2 ve ‘rze‘m +re'?|>2 (4.2)
esitsizliklerinin ¢oziim climlesi g tlyelik fonksiyonunun grafigini verir.
|I’| < 2 esitsizligi 2 yarigapli merkezil birim kapali yuvari ifade eder. Diger taraftan
rle?? yre'?|=2

denkleminin kokleri:
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n=A+B+C
r,=A-B+C
r,=A+B-C
r,L=A-B-C

olarak bulunur dyle ki

A:_%e—3i9(1+esi9)’

-3i0 3 3i0
B:1 —g+1e—6i9 (1+e6i9)2+e D_47‘\/§e ’
2\ 3 32 3D

) ) -3i0 3[n 4310 4e—3i9 1+eei9 _e_gig 1+66i9 3
e*w@+§wf—esD+4%ﬁk B ( ) ( ) |
R2 3P 4]-2, 10 (1 L b0 )2 e*’D  4732e*"
3 4 32 3D

2
D= d\/(zgoeglﬁ _108e3i19 (1+ eeig )2) n 415292e18i0 _1O8e3i0 +74e9i6’ _108e15i9

olacak sekildedir. Sonug¢ olarak (4.2) esitsizlik sisteminin ¢éziimiinden g fyelik

fonksiyonunun tanim ciimlesinin grafigi asagidaki gibi ¢izilir.

Sekil 4.29. k =2 iterasyon adim i¢in tamim ciimlesi grafigi
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Ayrica k=2 durumunda y:(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.30. k =2 iterasyon adim igin ,u(C) iyelik fonksiyonunun grafigi

iii. k =3 durumu:

12(0)
2 (0)

2
‘62 +C‘ <2 ve ‘(C2 +(T) + C‘ >2 esitsizliklerini saglayan ceC noktalar igin

Burada Tanim 4.2.1.’e gore ,u(C):

seklindedir oyle ki iiyelik fonksiyonu

tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-€" alinarak
r7e ™ +re’|<2

‘r“e‘”‘9 +2r%" 4 r2e? 4 re”‘ >2

esitsizliklerinin ¢6zlim ciimlesi & iiyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.
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Sekil 4.31. k =3 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=3 durumunda /JZ(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.32. k =3 iterasyon adim igin y(C) tiyelik fonksiyonunun grafigi

iv. K =4 durumu:

Burada Tanim 4.2.1.e gore ,u(c)= bulunur ve iyelik fonksiyonu

2
‘(C2 +(_:) + C‘ <2 ve >2 esitsizliklerini  saglayan ceC

((62 +c)2 +6)2 +C

noktalari i¢in tanimhidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e" alinarak
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r‘e®? + 2r3e'? +r2e 2 4 rel?|< 2

re¢ 4 4r'e™ 1 6r8% Y 4 2r% %7 + 4r%' + Arte M’ + r4e™? + 2r%"? 4 r2%e 2 4 re'?|> 2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi # iyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

Sekil 4.33. k =4 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=4 durumunda ,u:C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.34. k =4 iterasyon adimn igin y(C) iyelik fonksiyonunun grafigi
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v. k =5 durumu:

' (0)
. (0)

[((02 +6)2 +c)2 +6j2 e

¢ € C noktalar1 i¢in tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla C=r - e alinarak

Burada Tamm 4.2.1.°¢ gore u(c)= seklindedir dyle ki iiyelik fonksiyonu

2 2
((62 +C) +(_:) +C|<2 ve >2 esitsizliklerini saglayan

ree 89 4 4r'e™ 4 6rée Y + 2r% %9 1 4r5%" + Ar*e ¥’ + rie*? + 2r3%"Y 4 r2%e 2 yre'?|< 2

2

. 2 - \2 . .
‘[((rzez'eﬂe"") +re ) +re"9J +re'

> 2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi # iiyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

—_

| ;|

Sekil 4.35. k=5 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=5 durumunda y:(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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N

Sekil 4.36. k =5 iterasyon adim igin y(C) tiyelik fonksiyonunun grafigi

vi. K =6 durumu:

()
()

Burada Tanim 4.2.1.°e gore ,u(c) = seklindedir dyle ki liyelik fonksiyonu

2

‘(((C2+6)2+C)2+6J +c<2 ve [(((52+C)Z+6)2+CJZ+GJZ+C Y

esitsizliklerini saglayan ceC noktalar1 i¢in tanimlidir. Kutupsal koordinatlar

yardimiyla ¢ =r-€" alinarak

2

. ) )\2 . .
‘(((rzez'%re'g) +ret ) +re'9j +ret

<2

2

2
) 2 - \2 ) . )
L(((rzem + re'g) n re'g) n re'gj n re'gj rre>2

esitsizliklerinin ¢6zlim ciimlesi # iiyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.
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-2

-2 -1 0 1 2

Sekil 4.37. k =6 iterasyon adim igin tamim ciimlesi grafigi

Ayrica k=6 durumunda ,uZ(C—)(O,l) iiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.38. k =6 iterasyon adim igin ,u(C) iiyelik fonksiyonunun grafigi

vii. k =7 durumu:

12(0)
f.'(0)

seklindedir oyle ki tiyelik fonksiyonu

Burada Tanim 4.2.1.”¢ gore ,u(c) =
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2

L(((EZ+C)Z+C)Z+CJ2+EJ2+C <2 ve ((((C2+6)2+c)2+6)2+c]2+6 tes2

esitsizliklerini saglayan ceC noktalar1 i¢in tanimlidir. Kutupsal koordinatlar

yardimiyla ¢ =r-€" alinarak

2

2
) 2 \2 ) . )
L(((rzem n re'e) n re'g) n re'g) n re'gj rre’|<2

2
2

2
+ re‘g] +re? | +re’|>2

(o

esitsizliklerinin ¢6ziim climlesi 4 iyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagidaki gibi verilmistir.

| T ——— '

Sekil 4.39. k=7 iterasyon adimu igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=7 durumunda ,u:(C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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Sekil 4.40. k =7 iterasyon adim igin ,u(C) tiyelik fonksiyonunun grafigi

Boyle devam edilerek bulunan kokler yardimiyla tiyelik fonksiyonunun her bir
iterasyon adimi i¢in tanim ve goriintii ciimleleri elde edilerek grafikleri buna bagh
olarak cizilebilmektedir. Diger taraftan bilgisayar programlari araciligiyla girilecek
sonlu maksimum iterasyon sayisi ve yayilma araligi i¢in fuzzy Mandelbar climlesinin

yaklasik grafigini ¢izmek miimkiindiir. Bu amagla asagidaki algoritma verilmistir.
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Algoritma: Fuzzy Mandelbar ciimlesi grafigi
Input - neN,rangea,b, stepsize
Data . Z,=0+i0, c=a(l)+ib(m)
Output - surface(x)

1 . for 1«1 to length(a)

2 . |for 1<m to length(a)

3 : for l<k tondo

4 : Z, =2, , +C

5 : if |z]<2

6 ; u(c)=1

7 : elseif |z|>2and |z _|<2

5 u(e)=lz /1

9 . end

10 . end

11 : end

12 : end

13 - end

14 . draw x:[rangea]x[rangeb] —[0,1]

Sekil 4.41. n igin fuzzy Mandelbar ciimlesinin grafik algoritmasi

Bu algoritmaya dayali olarak maksimum iterasyon sayis1 n=2000, yayilma aralig
—2<a<2 ve -2<b<2, adim biyikligi 4/300 alinarak fuzzy Mandelbar

climlesinin daha net gri 6lgekli bir goriintiisii Sekil 4.42.’de verilmistir.
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Sekil 4.42. N=2000 i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesi

Daha sonra performans degerlendirmesi i¢in 1.20GHz CPU ve 16GB RAM’e sahip
Intel(R) Core(TM) i3-1005G1 iizerinde dlglimler yapilmistir. Asagida grafigi verilen

zamanlar, tiikketilen kullanici CPU zamanini ifade etmektedir.

0.05

0.045

0.04 1

(saniye)

0.035

0.03 |

0.025

0.02 |

0.015 |

Merkezi islem Birimi Zamani

0.01 1

0.005

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

n (iterasyon Sayisi)

Sekil 4.43. CPU zamanina dayal1 performans profili

Fuzzy Mandelbar ciimlesinin geometrik yapisini ayrintili olarak inceledikten sonra
devaminda bu fuzzy climlenin matematiksel yapis1 ve topolojik o6zellikleri

incelenecektir.
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Lemma 4.2.1. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin |\7IBARO ={(C,,u(c))‘ c|>2, CE(C} alt

climlesi bos fuzzy ciimledir.

Ispat. ,u(C) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart |C| > 2 oldugunun kanitlanmasidir. ilk

olarak, x(c)=0 oldugunu kabul edelim. O halde bir keN igin

fck_l (0)
f(0)

’dir. Ancak bu durum sadece k =1 iterasyon

f(0)= [ frt (O)}2 +C iterasyonu altinda

c

‘zO oldugu anlamina gelir.

Yani,

f¥1(0)=0 ve

fX (0)‘ =lc

c

adimi i¢in saglanir. Boylece

f2(0)=0<2 ve

f£(0)=|¢[>2 bulunur.

Aksine, |C|>2 oldugunu varsayalim. Baglangi¢ noktasi f0(0)=O ile birlikte

c

C

f2(0)= [ fc"‘l(O)}2 +c iterasyonunu uygularsak f;(0)=0%+c elde ederiz. O halde

c

fl(O)‘=|C| >2 kosulu ilk iterasyon adiminda saglanmis olur. Buradan

0 =0 bulunur ki bu da ispati tamamlamis olur.

f:<o>‘=|c|

Sonug 4.2.1. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin destegi Supp<|\7lBAR ) ={c||c|<2} kapal

dairesidir.

Teorem 4.2.1. Fuzzy Mandelbar ciimlesi M, , reel eksene gore simetriktir.

. —_2
Ispat. Herhangi bir ¢ karmagik noktasina f(0) =[fc”’l(0)} +C, neN

c

iterasyonunu uygulayalim. Oncelikle y(c):l oldugunu varsayarsak her N dogal

sayist igin |f (O)‘ <2 elde edilir. Dolayisiyla, herhangi bir karmasik saymin modiilii

ile esleniginin modiiliiniin esit olmas1 6zelligine goére her N dogal sayist igin

fr (0)‘ <2 sonucuna ulagilir. Bu durumda £(T)=1 elde edilir.

C
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Diger taraftan, herhangi bir k dogal sayisi icin |f* (O)‘ >2 ve fck*l(O)‘ <2 iken
fe(0) ) . o
u(c)= 7 (0) oldugunu varsayalim. Agcik bir sekildle keN degeri igin
C
f¥(0)|>2 ve |f¥7(0)[<2 oldugu goriilmektedir. Bylece

NOBERON
ZoNEoN

@N

u(c)= =p(c)

elde edilir. Sonug olarak ,u(C) = y(c) oldugundan ispat tamamlanir.

Fuzzy Mandelbrot ciimlesinde oldugu gibi fuzzy Mandelbar ciimlesinin de reel
eksene gore simetrik olmasinin yan sira fuzzy Mandelbrot ciimlesinden farkli olarak
bu fuzzy ctimle bir diger simetri 6zelligine de sahiptir. Bu simetri durumu asagidaki

teoremde ifade edilmistir.

Teorem 4.2.2. Fuzzy Mandelbar ciimlesi Mg, , orijin etrafinda 27/3 radyan

donme simetrisine sahiptir.

Ispat. Herhangi bir ¢ € C noktasinin orijin etrafinda 27 /3 radyan dondiiriildiigiinde

27il3

tiyelik derecesinin degismez kaldigini, yani w=e karmasik sayis1 i¢in

y(W-C)z ,u(C) oldugunu tiimevarim yardimiyla ispatlayalim. Ancak tiimevarima

baslamadan once

i w=a, (jwf* =1

oldugundan W=W’ esitliginin var olduguna dikkat edelim.
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i. 1Ilk iterasyon adiminda fvic (O) =W-C Ve fc1 (O) =C  oldugundan
fuc (0)=w- £ (0) elde edilir.
ii. Ikinci iterasyon adiminda f/, (0) = (W_C)2 +w-c ve f’ (0) =C?+C oldugundan

f 2

w-C

(O)=(W_-c)2+w-c=v‘v2-62+W-c:w-€2+w-c=w-(62+c)=w- f2(0)

elde edilir.

W-C

2
" —\2
iii. Ucglincii  iterasyon  adiminda fl (0)2((W~C) +W-C] +W-C ve

c

f2(0)= (62 + 0)2 +C oldugundan

elde edilir.
iv. m—1. iterasyon adiminda f,"(0)=w- f"*(0) oldugunu kabul edelim.

V. M. iterasyon adiminda kabulden yola ¢ikarak
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elde edilir. Boylece tiimevarim tamamlanir. Dahasi,

[fue (0] =w- 1.7 (0)
=|wl-|£(0)

27il3 fcm (0)‘

e

€$1t11glnde |W| — e27ri/3

=1 oldugu g6z oniine alinirsa

=|fm (o)\ (4.3)

denklemi elde edilir. O halde bu durum {iiyelik fonksiyonunu tespit etmek icin

yeterlidir. Ilk olarak, ,u(C)zl oldugunu varsayalim. Bdylece, her N dogal sayis1 i¢in

f (0)‘ <2 esitsizligi saglanmaktadir. (4.3) denklemine gore ‘fW”fc (O)‘ =

c

f"(0)[<2

var oldugundan ,u(W~C) =1 bulunur. Yani, ,u(W~C) = ,u(C) esitligi elde edilir.

Ikinci olarak, /J(C) #1 ise her bir m dogal sayisi igin (4.3) denklemine gére

[t (0)
[ (0)

_[f o)
- fcm(o)‘ —y(C)

u(w-c)

esitligi tekrar saglanir. Boylelikle ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.3. 0<«a <1 i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli & —kesit ctimlesi

M, smirh ciimledir.
Ispat. Lemma 4.2.1.’e gore |C|£2 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ,u(C)>O

olmalidir. Boylece, M,z** ciimlesinin smirl oldugu agik bir sekilde goriilmektedir.

Teorem 4.2.4. 0< a <1 i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli « —Kkesit ciimlesi

Mg*" baglantih ciimledir.

ispat. M, olacak sekilde Mg,,** alt ciimlelerini ele alalim. O halde

max [ﬂq (©). e, (C)} =P

7 at
ceMpr

icin He, (C) = veya He, (C) = [ olacak sekilde ¢ eM_,,*" noktasi vardir yle ki
1> > ’dir. Ancak, o >0 igin

min ['”(1 (¢), e, (c)] >a

a+
ceMppr

oldugundan . (c)#0 elde edilir. Boylece C,NC, =D olacak sekilde bostan

farklt M,,*" alt ciimleleri vardir. Sonug olarak,
C,nC, = ve C,UC, =M_,.“"

olacak sekilde siradan bos ciimle & ve kuvvetli o« —kesit ciimlesi Mg,,** *dan farkli

+

olarak higbir C,,C, = Mg,*" ciimleleri yoktur. Bu durum 0<a <1 igin Mgy”

climlesinin baglantili oldugunu gostermektedir.

Teorem 4.2.5. 0< «a <1 i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli & —kesit ctimlesi

Mg* basit baglantili ciimledir.
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Ispat. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli « —kesit ciimlesinin tiimleyeni
C\Mge™" = {C| Moo (C) < al}

seklindedir 6yle ki 0< o, <1 i¢in 1—a = ¢, *dir. K ciimlesi kompakt ve F ciimlesi
kapali olacak sekilde C\Mg,,*" =K UF ayrk bilesimi ele alinsin. 0<f<o
olmak iizere

HoNh g (c)= max I:'UK (c). s (C)] =p

ceC\Mpgag

sartryla f4 (C) =p ve . (C) =3 olacak sekilde ceC\Mg,*" noktasi vardur.

Dahasi, K \F =& oldugundan

Here (€)= min [ g (c), 4 (c)]=0

ceC\Mpag

seklindedir. Eger s (c)=0 oldugunu varsayarsak F = {C ||| < 2} bulunur. Ancak

bu durum F ciimlesinin kapali olmasiyla gelisir. Bu yiizden Hy (C)zO oldugunu

varsayarsak

bulunur. Ancak bu durum da K ciimlesinin kompakt olmasiyla celisir. Bu yiizden

K klasik bos bir ciimledir. Sonug olarak, fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli o —
kesit climlesinin tliimleyeni, herhangi bir kompakt ve kapali climlenin ayrik bir

birlesimi olarak verildiginde, bu kompakt ciimle bos ciimle olmalidir. Bu gergege

gore, 0<a <1 igin Mg,,** = {C | u(c)> a} ciimlesi basit baglantilidir.



Sonug 4.2.2.

I. ,u|R (C) R—> [0,1] tiyelik fonksiyonu parcali siireklidir.

ii. 0<a<l i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli
Mg = {C| u(c)> a} sl ciimledir.

lii. 0<a<l i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli
Mg™" = {C | u(c)> a} baglantili ctimledir.

iv. 0<a<1 igin fuzzy Mandelbar climlesinin kuvvetli

Mg = {C | u(c)> a} basit baglantili cimledir.
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a —kesit cumlesi

o —kesit cumlesi

o —kesit cumlesi

V. Mgt = {C ‘ u(c) :1} ctimlesi, klasik Mandelbar M,, climlesine karsilik gelir ve

Mg climlesinin bostan farkli, kompakt ve basit baglantili oldugu bilinmektedir.

vi. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinden farkli olarak fuzzy Mandelbar climlesi orijin

etrafinda 27 /3 radyan donme simetrisine sahiptir.



BOLUM 5. GENELLESTIRILMIS FUZZY MANDELBROT VE
FUZZY MANDELBAR CUMLELERI

5.1. Genellestirilmis Fuzzy Mandelbrot Ciimleleri

Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin en 6nemli 6zelligi klasik Mandelbrot climlesine ait olan
ya da ait olmayan her bir karmasik noktasi igin yineleme fonksiyonu ile birlikte bir
tiyelik derecesi tanimlayabilmektir. Boylelikle ortaya ¢ikan siirecte her bir adimda
elenen noktalar fuzzy anlamda tekrar hayata geri doner. Bu durumun genellestirilmis
fuzzy Mandelbrot ciimlesi i¢inde gegerli olabilmesi adina izlenebilecek alternatif

yollar asagidaki gibi verilebilir:

I.  Kuadratik  yineleme  fonksiyonunda iterasyon  kuvveti  artirilarak
fC”(O):(fC”(O))p+C, p>2, peZ" kullanilir. Literatiire gore sadece peZ’

durumu i¢in degil ayn1 zamanda peZ ve PeQ durumlan i¢inde genellestirme

yapilmaktadir.

ii. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinde z, — (anl )2 +C iterasyon adimlar1 uygulanirken z

ve C karmagsik sayilari yerine bi-kompleks sayilar, tri-kompleks sayilar, quadri-

kompleks sayilar veya hiper-kompleks sayilar kullanilir.

iii. Hem iterasyon kuvveti ayni anda degistirilerek farkli farkli say1 ciimleleri iizerinde

tiyelik dereceleri ayr1 ayr1 hesaplanir.

Ayrica bu durumlara ek olarak literatiir tarama asamasinda karsilasmadigimiz
durumlar da olabilir. Ancak bu alt boliimde {izerinde izlenecek yontem olarak i. sikki
tercih edilmistir. Boylece iterasyon fonksiyonunun kuvvetinin degistirilmesine ek

olarak fuzzy mantigin kullanilmasi genellestirilmis Mandelbrot climlelerine yeni bir
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anlam kazandirir. Bu alt bdliimde genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimleleri
tamitildiktan  sonra matematiksel ve grafiksel yapisi incelenmistir. Iterasyon
fonksiyonunun farkli kuvvetleri i¢in ortaya ¢ikan genellestirilmis fuzzy Mandelbrot
climlelerinde bazi noktalar i¢in iiyelik derecesi hesaplamalar1 yapilmistir ve konumlari
tespit edilmistir. Kuvvetlerin degismesi onceki bolimde ¢alisilan fuzzy Mandelbrot
ciimlesine ilave olarak genellestirilmis fuzzy ciimlelerin yeni bir simetri 6zelligine
sahip olmasina sebep olacagindan bu fuzzy ciimlelerin sahip olduklar1 simetri
ozellikleri arastirilmistir. Bu yaklagimin sonucu olarak genellestirilmis fuzzy

Mandelbrot climleleri asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tanmm 5.1.1. z=0+0i baslangi¢c noktasi ile birlikte p>2, peN olmak lizere

f(l;,c) (0)= [ f(k’l) (0)]p +C iterasyonu altinda z:C — [O,l] tiyelik fonksiyonu

p.Cc

1, VneNigin ‘f(r;),c) (0)‘ <32,

‘f ‘ p«/_Ve‘fkl ‘ < "2 olacak sekilde k € N icin

olmak tzere

M P ={(c,y(c))| CEC}

ciimlesine genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi denir. Ozel olarak p=2 igin
Bolim 4.1.°de tanitilan ve 6zellikleri arastirilan fuzzy Mandelbrot ciimlesi ve p=3

icin [93] makalesinde tanitilan ve 6zellikleri arastirilan fuzzy Mandelbric climlesi elde

edilir.

p kuvvetinin 6zel secimleri i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ctimlelerinin

grafikleri asagida verilmistir.



Sekil 5.1. p =3 i¢in fuzzy Mandelbric ciimlesi

Sekil 5.2. p =4 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot climlesi

Sekil 5.3. p=5 icin genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

116
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. ‘U'W I

i ‘,WH' i

Sekil 5.4. p =6 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

Sekil 5.5. p=10 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

2" 2

Sekil 5.6. p =100 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

Ozel olarak, p=3 durumu i¢in ortaya ¢ikan fuzzy Mandelbric ciimlesinin her bir

iterasyon adimu i¢in grafik incelemesini yapalim.
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(d) n=5 (e) n=10 (f) n=15

Sekil 5.7. Baz1 yineleme adimlar1 igin fuzzy Mandelbric ciimlesinin grafikleri

Ayrica grafikler dikkatli incelenirse belli bir iterasyon adimi sonrasinda ortaya ¢ikan
grafikler sekilsel bakimdan birbirine ¢ok yakindir. O halde n=200 iterasyon adimi

i¢in ¢izdirilen fuzzy Mandelbric climlesinin detayli goriiniimleri agagida verilmistir.
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(a) genlik:35°, yukseklik:28" (b) Gstten géruntm

(c) yandan goriintim (d) o6nden gorunim

Sekil 5.8. Fuzzy Mandelbric ciimlesinin farkli bakis agilari ile goriiniimleri
Lemmab5.1.1. |\7|0p = {(C, ,u(C)) | Ce (C} genellestirilmis fuzzy climlesi bos olmast i¢in

gerek ve yeter sart |c|>"y/2 olmasidur.

ispat. Varsayalm ki My =& olsun. Bu durumda (c)=0 iken herhangi k e N igin

£ (0

f(s,c)EO;:o bulunur.  Yani \f(;jj)(o)‘=o olmalidir. Yineleme fonksiyonu
(pe)

f(';’C)(O):(f(f;Cl)(O))p+C oldugundan  dolay1 ‘(f(';fi)(O))p :‘f(';’c)(O)—C‘:O

saglanir. Boylece tiggen esitsizligi kuralindan ‘ f(':m) (O)‘ —|c|< ‘ f(‘;’c) (0)- C‘ =0 oldugu

goriiliir. Yani |c|— fX (0) >0 bulunur. Ancak Tanim 5.1.1.°¢ gore fX (0) > p_xl/i
(p.c) (p.c)

esitsizligini saglamalidir. Sonug olarak |c| > P</2 elde edilir.

Diger taraftan [¢|>"/2 oldugu kabul edilirse |, (0) =|c/>"3/2 bulunur. Daima

f(%,c) (0)=0 esitligi vardir dyle ki ‘ f(%’c) (O)‘ =0<PY2 oldugu goriiliir. Sonug olarak
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tiyelik derecesine bagli olarak |\7IOp = esitligi gorilliir. Bylece ispat tamamlanur.

Lemma 5.1.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot destek ciimleleri
supp(|\7| p):{c e(C‘ c| < p‘ﬂ/i}

seklinde ifade edilir.

Sonu¢ 5.1.1. Lemma 5.1.2.°ye gore, baz1 genellestirilmis fuzzy Mandelbrot destek

climlelerinin smirlarini belirlemek igin asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

i. Her CEsupp(MZ) igin |c[< 2,

ii. Her ¢ esupp(M®) igin [c|< <2 =141,
iii. Her CEsupp(l\7I4) igin |c| <¥/2=1.25,
iv. Her CEsupp(I\7I5

) igin [c|<¥/2 =1.18,

v. Her ¢ esupp(M®) igin |c|<¥/2 =1.14.

Ornek 5.1.1. p=3 olmak iizere f ()= [ fioe (z)]p +¢ iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=i secelim.

f(g,i)(o)zo

fai (0)=0"+i=i
f(g,i) (0)=i*+i=0
f2.,(0)=0°+i=i
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Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {0, 1,0,1,0, } iterasyon dizisinde VneN igin

f(gyi)(O)‘ <2 saglanir. Bdylece iiyelik derecesi £(i)=1 bulunur. Yani, (i,1)e M®

elde edilir.

Ornek 5.1.2. p=4 olmak iizere f(';’c)(z) =[fk’l (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=i secelim.

fay (0)=0
fas(0)=0"+i=i

fap (0)=1"+i=1+i
f00(0)=(1+i) +i=—4+i

Bu duruma bagli olarak ortaya c¢ikan {0, i,1+i,—4+i,...} iterasyon dizisi k =2
iterasyon adiminda ‘f(iyi)(O)‘=|i|=1S§/§ ve ‘f(ii) (O)‘=|1+i|=\/§>§/§ sartlarini

saglar. Boylece ,u(i) = L = 0.7 iiyelik derecesine sahiptir.

2

Ornek 5.1.3. p=5 olmak iizere f(kw) (2) :[f(t;cl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=1 segelim.

f)(0)=0
f(;,i) (0)

i2,(0)=i*+i=2i

0°+i=i
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fe,(0)=(2i) +i=33i

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, i, 2i, 33, } iterasyon dizisi k = 2 iterasyon

adiminda ‘fé )‘ —| |—1< \/E ve ‘fz ‘ |2I| =2> \/_ 2 sartlarini saglar. Boylece

w(i)=

=0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

|\>I|—\

Ornek 5.1.4. p=6 olmak iizere f(';]c) (z)= [ f(';jcl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=1 secelim.

fei(0)=0
fei(0)=0°+i=i

fen (0)=i°+i=-1+i
fon (0)=(=1+i) +i=0i

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {0,i,—1+i,9i,...} iterasyon dizisi k =2

f(t,i( )‘—||_1<\/§ ve ‘fz ‘—| 1+I|_\/§>\/_ sartlarini

iterasyon adiminda

saglar. Boylece p(i)= \/_ = 0.7 iiyelik derecesine sahiptir.

Sonu¢ 5.1.2. c=1i karmasik sayisinin p>2 durumunda genellestirilmis fuzzy

Mandelbrot ciimlelerindeki tiyelik dereceleri asagidaki gibi siniflandirilabilir:
i. Eger p=4m ve meN ise ‘f(lp‘i )‘_| |=1<"y2 ve ‘f ‘ |1+||_ 2>"J2

esitsizlikleri saglandigindan dolay1 u =~ (0.7 tyelik derecesine sahiptir.

(')‘T



123

i. Eger p=4m+1ve meN ise |1} (0)|=[i|=1<"2 ve |12, (0)=[2i|=2>"/2

esitsizlikleri saglandigindan dolayr z(i)== =0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

N~

iii. Eger p=4m+2 ve meN ise

iy (0=l =1<"¥2  ve
‘f ‘—| 1+I| =/2>"J2 esitsizlikleri saglandigindan dolayr u (')=T;
iyelik derecesine sahiptir.

iv. Eger p=4m+3 ve meN ise VneN igin f(';’c)(O)‘S\/E esitsizligi

saglandigindan dolay1 u(i) =1 tiyelik derecesine sahiptir.

Dolayisiyla ¢ =i noktasinin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani, her

meN, i¢in

0.7 ,p=4m+2

. 1 ,p=4m+3
#0107 poama
05 ,p=4m+5

seklinde ifade edilebilir.

" . ; P . .
Ornek 5.1.5. p =3 olmak iizere ﬁm(ﬂz[nwﬂzﬂ +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=0.5 se¢elim.

0
0

f605)(0)
f605)(0)
05 (0)
f605)(0)
f505)(0)

0
0°+0.5=0.500

5)° +0.5=0.625

(©
0)=(0.625)’+0.5=0.744
(

0

0. 744) +0.5=0.912
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(0.912)° +0.5=1.258

ngS (0)
05 (0)

(1.258)° +0.5= 2.494

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {0, 0.500, 0.625, 0.744, 0.912,1.258, 2.494, }

iterasyon dizisi k=6 iterasyon adiminda ‘ f> 2,05 (O)‘ ~1.258<2 e

‘f305 ‘ 2.494>2 sartlarmi saglar. Boylece 4(0.5)= ]2-313?1 0.504 iiyelik

derecesine sahiptir.

Ornek 5.1.6. p=4 olmak iizere ) (z)= [ fioe (z)}p +¢ iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=0.5 se¢elim.

faos(0)=0

f0s (0)=0"+05=05000

(05 (0)=(05)"+05=0.5625
fé0s (0)=(0.5625)" +0.5 = 0.6001
f05 (0)=(0.6001)' +0.5=0.6296
0 (0)=(0.6296)" +0.5 = 0.6572
f40s (0)=(0.6572)" +0.5= 0.6865
fh0s (0)=(0.6865)" +0.5=0.7222
05 (0)=(0.7222)" +0.5=0.7720
405 (0)=(0.7720)" +0.5 = 0.8552
fios) (0)=(0.8552)" +0.5=1.0351
fis) (0)=(1.0351)" +0.5=1.6481

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan
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{O, 0.5,0.5625,0.6001, 0.6296, 0.6572,0.6865, 0.7222,0.7720,0.8552,1.0351,1.6481, }

iterasyon  dizisi k=11 iterasyon adiminda ‘f(m (O)‘;1.0351S§/§ ve

4,05)

- ; 1.0351 -
flaos) (O)‘ =1.6481> /2 sartlarmi saglar. Boylece (0.5)= T 0.6281 iiyelik

derecesine sahiptir.

N } - p . . )
Ornek 5.1.7. p =3 olmak iizere f(kpvc)(z):[f(;g)(z)} +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢c=-1 se¢gelim.

f(g,-1) (O) =0
fs.1(0)=0"+(-1)=-1
f5 (0)=(-1) +(-1)=-2
f2.4(0)=(-2) +(-2)=-9

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, 0, —1,—2,—9,...} iterasyon dizisi k =2

iterasyon adiminda ‘ f(gﬁl) (O)‘ =[-1=1< J2 ve ‘ f(gﬁl) (—l)‘ =|-2/=2> J2 sartlarini

saglar. Boylece p(—1)= % =0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

Ornek 5.1.8. p=4 olmak iizere ) (z)= [ fioe (z)}p +¢ iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=-1 secelim.
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fa 1 (0)=0"+(-1)=-1

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {0, -10,-1 } iterasyon dizisinde Vn e N igin

f(zy_l)(O)‘Si/z saglamir. Boylece iiyelik derecesi (—1)=1 bulunur. Yani,

(-11) e M® elde edilir.

Sonu¢ 5.1.3. c=-1 karmasik sayisinin P=>2 durumunda genellestirilmis fuzzy
Mandelbrot ciimlelerindeki tiyelik dereceleri asagidaki gibi siniflandirilabilir.

fn

i. Eger p=2m ve meN ise VneN i¢in (5.)

(0)‘ <2 esitsizligi saglandigindan
dolay1 ,u(—l) =1 lyelik derecesine sahiptir.

ii. Eger p=2m+l1 ve meN ise

- (o)\ —-=1<"¥2  ve

‘f(i]i) (O)‘ =|-2/=2> PJ2 esitsizlikleri saglandigindan dolayr x(i)===0.5 iiyelik

N~

derecesine sahiptir.

Dolayisiyla ¢ =-1 noktasinin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani, her

neN igin

1 , p=2n
1) =
#( ) {0.5 , p=2n+1

seklinde ifade edilebilir.

Son olarak, tamamiyla sanal veya gercek olmayan bir karmasik say1 i¢in asagidaki

Ornegi verelim.
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Ornek 5.1.9. p =3 olmak iizere f(‘;c) (z)= [ f(‘;ﬁ) (z)]p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c—\/lE \/IE secelim.
! O L N P
foa.)@=0 e
: R O R
f[sz+ﬁ](o)_(f+ﬁ] {55

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {0, % + A , iJE, i —1 } iterasyon dizisi

N RN 3

k =3 iterasyon adiminda

1 3
(2 2|=vZ<\Z ve|t?, | (0 =‘———‘=J§>J§
) el E
sartlarin1 saglar. Boylece ,u(i+L —Q =~ 0.63 iiyelik derecesine sahiptir
' 2 2) B '

Ornek 5.1.10. p=4 olmak iizere f(‘;c) (z)= [ f(‘;jcl) (z)]p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c= s secelim.

1+
V2
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1 i 1 3
Bu duruma bagli olarak ortaya cikan <0, — +—, I\/E,———,... iterasyon dizisi
¢ e { NN RN N } g

k =3 iterasyon adiminda

;)

f3

g

(0)=[iVZ| =2 <2 ve ‘[

2

sartlarin1 saglar. Boylece ,u( 72 \/_j = 0.63 iiyelik derecesine sahiptir.
\/_

Ayrica genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesinin noktalarinin iiyelik dereceleri

asagida gelistirilen algoritma yardimiyla kolayca hesaplanabilir.
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Algoritma: Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi tiyelik
derecesi algoritmasi
Input . ceC, neN
Data . 2,=0+i0
Output - #(c)
1 . for 1<k tondo
2 : Z, =7,,"+cC
3. it |z]<2
4 u(c)=1
5 : elseif |z |>2 and |z, ,|<2
6 #(e) =lzal/|z
7 end
8 end
9 end

Sekil 5.9. Verilen bir C karmasik sayisinin genellestirilmis fuzzy Mandelbrot climlesine tiyelik derecesi

algoritmasi

Bu Ornekler ayni algoritma ile devam ettirilebilir. Yukarida yapmis oldugumuz
islemlere ortak bir pencereden biitiin olarak bakilirsa, c¢esitli derecelerdeki
genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerindeki bazi se¢ilmis karmasik sayilar igin

asagidaki tiyelik dereceleri agikca goriiliir.

Tablo 5.1. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesindeki bazi karmagik ¢ noktalarinin iiyelik dereceleri

M 3 '\7' 4 M 5 M 6 M 10 M 100
7, ( i ) 1 0.7071 05 0.7071 0.7071 0.7071
u(-1) 05 1 05 1 1 1
#(0.5) 0.5046 0.6281 1 1 1 1
1 i
—+— 0.6325 0.6045 1 0.6347 0.5412 1
“[ﬁ Jij
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Simdi sonlu yineleme sayist n=30 olacak sekilde verilen p dereceden bazi

genellestirilmis fuzzy Mandelbrot climlelerinin gri 6lgekli grafiklerinde bu noktalarin

tam konumlarini gosterelim.

(d) p=6 (e) p=10 (f) p=100

Sekil 5.10. n=30 yineleme adimu igin baz1 genellestirilmis fuzzy Mandelbrot climlelerinin gri 6lgekli grafikleri

tizerindeki bazi1 noktalar

Buradaki fuzzy ctimlelerin gri 6lgekli grafiklerinde, daha parlak piksellere karsilik

gelen karmasik sayilar i¢in daha yiiksek tiyelik derecesine sahip olmas1 demektir.

Diger bir taraftan, genellestirilmis fuzzy Mandelbrot M ciimlesi birbirinden farkl1 iki

simetri Ozelligine sahiptir.

Teorem 5.1.1. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot MP? ciimlesi reel eksene gore

simetriktir.

ispat. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot MP ciimlesi, u iyelik fonksiyonuna

baglidir. O halde ,u(C)zl olmasi durumunda ,u(C)zl oldugundan y(c):y(ﬁ)
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esitligi goriiliir. Ayrica ,u(c) #1 olmas1 durumunda genellestirilmis fuzzy Mandelbrot

climlesi tanimina gore

) 50 (0 _|f5e (0] .
u(c) 54 0) |15 (0) #(c)

saglanmaktadir. Boylelikle her ceC igin ,u(C)z,u(C) bulundugundan ispat

tamamlanir.

Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot MP ciimlelerinin bu simetri ozelligi p

derecesinden bagimsiz olmasina ragmen, MP” ciimleleri p derecelerinin farkliligmin

etkili oldugu bir diger simetri 6zelligine sahiptir. Bu durumun gosterilmesi agamasinda
her bir iterasyon adimi i¢in yineleme fonksiyonlar1 birbirinden farkli olmasindan

dolay1 ayr1 ayr1 kanitlanmalari gerekir.

Teorem 5.1.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot M® ciimlesi (p—1)—kat dénme

simetrisine sahiptir. Diger bir ifadeyle, herhangi p derecesine sahip M” ciimlesi

radyan agisiyla donme simetrisine sahiptir.

orijin etrafinda

Ispat. Herhangi bir ¢ e C noktasmin

radyan agistyla dondiiriilmesi sonucunda

tiyelik derecesinin degismez kaldigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bu ylizden, u

2mil(p-1) karmagik sayis1 igin

tiyelik fonksiyonu olmak {izere herhangi w=e
,u(W-C) = ,u(C) oldugunu ispatlayalim. O halde, k iterasyon sayisini gostermek iizere

yineleme fonksiyonuna tiimevarim adimlarini uygulayalim.
i. [k iterasyon adim1 k =1 durumunda

flowe) (0)=w-c ve f (0)=c

p.w-c



oldugundan

(pwc( ) w- f(lpc (0)

bulunur.

ii. Ikinci iterasyon adim1 k = 2 durumunda

-1, 12,,(0)

(p,wc)

(w-c)” +w-c :W-(Wp‘l-cp +c) ve fi,(c)=c’+c

oldugundan

(pwc( ) w- f(zpc (0)

bulunur.

iii. Ugiincii iterasyon adimi1 k =3 durumunda

wit=1, f2_(0)

(p.w-c)

((w-c)p +w-c)p +W-C =w-(w"‘1-(wp‘1 .cP +c)p +c)
ve
f2(0) =(cp +c)p +c

oldugundan

o) (0)=W- 5, (0)

bulunur.

132
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Iv. (n—l) ’inci iterasyon adimi kK =n—1 durumunda

o) (0)=W- 5 (0)

(p,w-c)

esitliginin dogru oldugunu kabul edelim.

V. N’inci iterasyon adimi1 kK = n durumunda f”

(p.wec

1(0)= [f” - (O)]p+w-c iterasyon

(p.w-c)

fonksiyonu 6zelligine gore

elde edilir. Boylece, her bir k e N i¢in fn

(p.wc)

(O) w- fi

(pc) (0) esitliginin saglandig:

goriliir ve timevarim adimlari tamamlanir.

Dahasi

£ )\ :\w- £y (o)\
o0 (0)
Ty (0)

2/z'|/
=le \

2m/ (p 1)‘

oldugu goriiliir. Ayrica |W| 1 oldugundan

£ e (o)\ =|f0 (o)\ (5.1)
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elde edilir. Bu durum {iyelik fonksiyonunu tespit etmek i¢in yeterlidir.

fh (0) <2

Oncelikle, ,u(c) =1 oldugunu varsayalim. O halde, her ne N igin

fhe (0)|=

oldugundan ,u(W- C) =1 elde edilir. Boylece ,u(W-C) = ,u(c) esitligi saglanir.

esitsizligi saglanir. (5.1) denklemine gore

fihe (O)‘ <"J2 var

Ikinci olarak, ,u(C) #1 oldugunu varsayalim. O halde, (5.1) denklemine gore her bir

k eN i¢in

N EAO RSO
S N I N

esitligi elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
5.2. Genellestirilmis Fuzzy Mandelbar Ciimleleri

Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerinin yineleme fonksiyonu yerine
f(;C)(O):[f(‘;cl) (O)T+c kullanilarak bu alt boliimde genellestirilmis fuzzy

Mandelbar ciimlelerinin matematiksel ve grafiksel yapisi incelenmistir. Iterasyon
fonksiyonunun farkli kuvvetleri i¢in ortaya c¢ikan genellestirilmis fuzzy Mandelbar
climlelerinde bazi noktalar icin iiyelik derecesi hesaplamalar1 yapilmis ve konumlari
tespit edilmistir. Bu fuzzy ciimlelerin sahip olduklar1 simetri 6zellikleri arastirilmistir

ve genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerinden farkli olarak bu fuzzy ciimlelerin
( p +l) —kat donme simetrisine sahip oldugu goriilmiistiir. Simdi, genellestirilmis

fuzzy Mandelbar climlesini tanimlayalim.

Tanmm 5.2.1. z=0+0i baslangi¢ noktasi ile birlikte p>2, peN olmak lizere

f(;c) (0)= [ f(‘;;i) (0)}p +c iterasyonu altinda z: C —[0,1] iiyelik fonksiyonu
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1, vneNicn|f) (0)|<"¥2,

u(c)=<1f<% (0
(c) w, ‘f(‘;c) (0)‘ > P72 ve ‘f(';]‘cl) (O)‘ < "2 olacak sekilde k € N i¢in

olmak iizere M2, = {(C, ,u(c))| ce (C} climlesine genellestirilmis fuzzy Mandelbar

ciimlesi denir. Ozel olarak p =2 igin Béliim 4.2.’de tamtilan ve dzellikleri arastirilan

fuzzy Mandelbar ciimlesi elde edilir.

p kuvvetinin 6zel segimleri icin genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlelerinin

grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 5.11. p =3 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlesi

i

Sekil 5.12. p =4 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi
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Sekil 5.13. p =5 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi

Sekil 5.14. p =6 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi

15

Sekil 5.15. p=10 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi
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‘W‘M

f w

g

Sekil 5.16. p =100 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi

Lemma 5.2.1. ME';ARO {(C ,u( ))| ce (C} genellestirilmis fuzzy ciimlesi bos olmasi
igin gerek ve yeter sart |c| > "2 olmasidir.
Ispat. Varsayahm ki M§,.
k-1
f(p,c) (O)
k
f(p,c) (0)

f(zyc)(0)=(f(ﬁjcl)(0))p+c oldugundan ‘(f 1 ) ‘ ‘f

= olsun. Bu durumda s(c)=0 iken herhangi k e N

icin =0 bulunur. Yani ‘f(':;cl)(O)‘zo olmalidir. Yineleme fonksiyonu

(5 c) C‘ =0 saglanir.

Boylece ‘f(‘;’c) (O)‘—|C| S‘ f(;c) (O)—C‘ =0 oldugu goriiliir. Buradan |C|—‘ f(fm) (O)‘ >0
oldugu goriiliir. Ancak Tanim 5.2.1."e gore ‘ f(';c) (O)‘ > P32 esitsizligini saglamalidir.

Sonug olarak |c| > P/2 elde edilir.

Diger taraftan |c|> "2 oldugu kabul edilirse ‘ fl ‘ c|> > P32 bulunur. Daima
fioe) (0)=0 esitligi vardir yle ki ‘ f(%’ 9 (0)‘ =0< P—\J/E oldugu goriiliir. Sonug olarak
154(0) o

u(c)= -2 -0

‘ f(1PYC) (O)‘ g

liyelik derecesine bagli olarak M ! BAR, = =& elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.
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Lemma 5.2.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar destek climleleri
supp (M4, ) ={c e C| [e] < "2}

seklinde ifade edilir.

Sonug¢ 5.2.1. Lemma 5.2.2.’ye gore, baz1 genellestirilmis fuzzy Mandelbar destek

climlelerinin siirlarini belirlemek i¢in asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

i. Her ¢ esupp(My ) igin || <2,

ii. Her CEsupp(MgAR) icin |c|<+/2=1.41,
iii. Her CEsupp(M;‘AR) icin |c| <32 =1.25,
iv. Her ¢ esupp(Mgy ) igin [c] <42 =1.18,

V. Her CGsupp(MgAR) icin |c[<¥2=1.14.

Ornek 5.2.1. p=3 olmak iizere f(;c) (2)= [ f(zjcl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=1 segelim.

18,(0)=0
f(0)=0%+i=i
f2,(0)=T"+i=2i
£2,(0)=2i" +i=0i
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Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, i, 2i,9i, } iterasyon dizisi k =2 iterasyon

adiminda ‘fé’ )‘ —| |—1< \/E ve ‘f ‘ |2I| =2> \/_ 2 sartlarini saglar. Boylece

w(i)=

=0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

|\>I|—\

Ornek 5.2.2. p=4 olmak tizere f  (z)= [ fioo) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=1 segelim.

f(i,i) (0) =0

fay (0)=0%+i=i

fap (0)=T"+i=1+i

fai(0) :(ﬁ Cri=—4+i

fiay (0)=(-4+1) +i=161+241i

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, I,1+1,—4+1,161+ 241, } iterasyon dizisi

k=2 iterasyon adiminda ‘f(4 ()‘—||—1<\/§ ve ‘fz ‘—|1+I|— 2>\/_

sartlarin1 saglar. Boylece ,u( ) \/_ =0.7 tiyelik derecesine sahiptir.

Ornek 5.2.3. p=5 olmak iizere f(‘;’c) (2)= [ f(‘;fcl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=1 secelim.
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f(g,i) (O) =0

£, (0)=0°+i=i
f2,(0)=T*+i=0
f2,(0)=0°+i=i
£, (0)=T*+i=0

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {O, 1,0,1,0, } iterasyon dizisinde VneN igin

fibe) (O)‘ <42 saglanir. Bdylece iiyelik derecesi (i) =1 bulunur. Yani, (i,1) e Mg,

elde edilir.

Ornek 5.2.4. p=6 olmak iizere f(kp,c) (2)= [ f(ijcl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=1 segelim.

f(g‘i)(O):O
fes)(0)=0°+i=i
fion(0)=T°+i=-1+i
N6
f(g,i)(o)z(—lﬂ) +i=3i

Bu duruma bagh olarak ortaya ¢ikan {0,i,—1+i,3i,...} iterasyon dizisi k =2

iterasyon adiminda

fis) (0) =li[=1<¥2 ve |12, (i) =|-1+i[=v2 > ¥2 sartlarmn:

saglar. Boylece ,u(i) = 1 =~ (0.7 lyelik derecesine sahiptir.

2

Sonu¢ 5.2.2. c=1 karmasik sayisimin p>2 durumunda genellestirilmis fuzzy

Mandelbar climlelerindeki tiyelik dereceleri asagidaki gibi siniflandirilabilir:
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i. Eger p=4m\/emeNise‘f&i )L4|—1<p 2ve‘f ‘ 1+i[=v2>"2

esitsizlikleri saglandigindan dolay1 u(i) = 1 =~0.7 iiyelik derecesine sahiptir.

2

ii. Eger p=4m+1 ve meN ise VneN icin ﬂhﬂkaE esitsizligi

saglandigindan dolay1 y(i) =1 tyelik derecesine sahiptir.

iii. Eger p=4m+2 ve meN ise ‘f ‘—H—l<p3_ ve
‘f ‘—| 1+I| =/2>"Y2 esitsizlikleri saglandigindan dolayr u (')=T;
tiyelik derecesine sahiptir.

iv.  Eger p=4m+3 ve meN ise ‘QhﬂOﬂ=M=l£”ﬂ§ ve

=0.5 tyelik

N~

‘f ‘ |2I| =2>P Y2 esitsizlikleri saglandigindan dolay ,u(')z

derecesine sahiptir.

Dolayisiyla ¢ =1 noktasinin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani her

meNj i¢in

0.7 ,p=4m+2

. 05 ,p=4m+3
#0=147 p=4m+4
1 , p=4m+5

seklinde ifade edilebilir.

Ornek 5.2.5. p =3 olmak iizere f(‘;’c) (2)= [ f(‘;fcl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=0.5 secelim.
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05 (0)=0

405 (0)=0° +05=0.500
£205)(0)=(05) +0.5=0.625
205 (0)=(0625) +0520.744
f05)(0)=(0.744) +0520912
205 (0)=(0912) +05=1.258
805 (0) = (1 258) +0.5=2.494

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {0, 0.500, 0.625, 0.744, 0.912,1.258, 2.494, }

iterasyon dizisi k=6 iterasyon adiminda ‘ f> 205) 0)‘ =~1.258< \/E ve

‘ foo ) ‘ 2494 >J2 sartlarini saglar. Boylece 1(0.5)= 1298 =0.504 iiyelik

2.494
derecesine sahiptir.

Ornek 5.2.6. p=4 olmak iizere f(';,c) (2)= [ flt (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=0.5 segelim.
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f(g,o.s) (0)=0

455 (0) = 0* +0.5 = 0.5000
f(0s(0)=(0.5) +0.5=05625
1205 (0)=(0:5625) +0.50.6001
f405 (0)=(0.6001) +0.5=0.6296
foos (0)=(0. 6296)4 +0.5=0.6572
foos (0)=(0. 6572)4 +0.5=0.6865
£ 05 (0)=(0-6865) +0.50.7222
1805 (0)=(0.7222) +0.520.7720
2,5 (0)=(0.7720) +0.5=0.8552
2,5 (0)=(0.8552) +0.521.0351
5 (0)=(10351) +0.516481

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan

{0,0.5,0.5625,0.6001,0.6296,0.6572,0.6865,0.7222,0.7720,0.8552,1.0351,1.6481, ...}

flO

iterasyon dizisi k=11 iterasyon adiminda (4,05

(0)=10851<32 v

‘ i 4,05) ‘ 1.6481> 32 sartlarin1 saglar. Boylece y(O.S) = 10351, ~0.6281 iiyelik

1.6481
derecesine sahiptir.

Ornek 5.2.7. p =3 olmak iizere f(‘;’c) (2)= [ f(‘;fcl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve c=-1 secelim.
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£2,(0)=0

£ (0)=0°+(-1)=-1
2,(0)=(1) +(-1)=-2
2 ,(0)=("2) +(-1)=-9

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, 0, —1,—2,—9,...} iterasyon dizisi k =2

iterasyon adiminda ‘ féﬁl) (O)‘ =[-1=1< J2 ve ‘ fé’fl) (—1)‘ =|-2/=2> J2 sartlarini

saglar. Boylece ,u(—l) = % = 0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

Ornek 5.2.8. p=4 olmak iizere f(ﬁyc)(z)=[f(';cl)(z)J +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢c=-1 se¢elim.

fo(0)=0

£, (0)=0"+(-1)=-1
£2.,(0)=(~1) +(-1)=0
£2,(0)=0"+(-1)=-1

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {O, -1,0, -1, } iterasyon dizisinde Vn e N igin

f(zy_l)(O)‘Sg/E saglanir. Boylece iiyelik derecesi x(—1)=1 bulunur. Yani,

(-11) e M3, elde edilir.

Sonu¢ 5.2.3. c=-1 karmasik sayisinin p>2 durumunda genellestirilmis fuzzy

Mandelbar climlelerindeki iiyelik dereceleri agagidaki gibi siniflandirilabilir:
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I. Eger p=2m ve meN ise VneN i¢in

f(?)’c) (O)‘ <2 esitsizligi saglandigindan
dolayr £1(—1)=1 iiyelik derecesine sahiptir.

ii. Eger p=2m+1 ve meN ise

oy (0)=-4=1<"32 v

‘f(i’i) (O)‘ =|—2| =2> "2 esitsizlikleri saglandigindan dolay: ,u(i) ===0.5 uyelik

N~

derecesine sahiptir.

Dolayisiyla ¢=-1 noktasinin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani her

neN igin,

1 , p=2n
1) =
“() {0.5 p=2n+1

seklinde ifade edilebilir.

Son olarak, tamamiyla sanal veya ger¢ek olmayan bir karmasik say1 i¢in asagidaki

ornegi verelim.

Ornek 5.2.9. p =3 olmak iizere f(kpyc) (2)= [ f(‘;fcl) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve C=i L secelim.

\/§+
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f

:
2

0 i+L 0 i+L 0 } iterasyon
!\/E \/El !\/E \/E! yrr

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {

dizisinde VvneN igin |f <2 esitsizligi saglandigindan dolay1

1 i](o)

n
[%T

1 i
—+— | =1 iiyelik derecesine sahiptir.
”(ﬁ ﬁj Y b

Ayrica genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlesinin noktalarinin iiyelik dereceleri

asagida gelistirilen algoritma yardimiyla kolayca hesaplanabilir.

Algoritma: Genellestirilmis fuzzy Mandelbar ctimlesi tiyelik
derecesi algoritmasi
Input . ceC, neN
Data . 2,=0+1i0
Output . 4(c)
1 . for 1<k to n do
2 : 2, =7, +C
3. if  |z]<2
4 n1(c)=1
5 : elseif |z|>2 and |z,_,|<2
6 u(c)=[zal/Iz
7 end
8 end
9 end

Sekil 5.17. Verilen bir ¢ karmagik sayisinin genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesine tiyelik derecesi
algoritmasi
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Bu oOrnekler ayni algoritma ile devam ettirilebilir. Yukarida yapmis oldugumuz
islemlere ortak bir pencereden biitiin olarak bakilirsa, cesitli derecelerdeki
genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlelerindeki bazi se¢ilmis karmasik sayilar igin

asagidaki tiyelik dereceleri agikca goriiliir.

Tablo 5.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesindeki bazi karmasik ¢ noktalarinin iiyelik dereceleri

M gAR '\7' éAR M SAR M gAR ,\7' ]E-SAR M %’:%R
u(i) 05 0.7071 1 0.7071 0.7071 0.7071
u(-1) 05 1 05 1 1 1
1(0.5) 0.5046 0.6281 1 1 1 1
1
y[$+ﬁj 0.5046 0.6281 1 1 1 1

Simdi sonlu yineleme sayist n=30 olacak sekilde verilen p dereceden bazi

genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlelerinin gri 6lgekli grafiklerinde bu noktalarin

tam konumlarini gosterelim.

(b) p=4 (c) p=5

(d) p=6 (e) p=10 (f) p=100

Sekil 5.18. Nn=30 yineleme adimu i¢in baz1 genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlelerinin gri 6lgekli grafikleri
iizerindeki bazi noktalar
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Buradaki fuzzy ciimlelerin gri 6lgekli grafiklerinde, daha parlak piksellere karsilik
gelen karmasik sayilar daha yiiksek iiyelik derecesine sahiptir.

Diger bir taraftan, genellestirilmis fuzzy Mandelbar M, ciimlesi birbirinden farkli

iki simetri 6zelligine sahiptir.

Teorem 5.2.1. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar |\7prAR climlesi reel eksene gore
simetriktir.
ispat. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar M/, ciimlesi, x tiyelik fonksiyonuna

baglidir. O halde ,u(C) =1 ise ,u(C) =1 oldugundan ,u(C) = ,u(C) elde edilir. Ayrica

/J(C) #1 olmasi durumunda genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi tanimina gore

oldugu goriiliir. Su halde her ceC igin ,u(C): ,u(C) bulundugundan ispat

tamamlanir.

Genellestirilmis fuzzy Mandelbar M, ciimlelerinin bu simetri 6zelligi p

derecesinden bagimsiz olmasma ragmen, M/, ciimleleri p derecelerinin

farkliliginin etkili oldugu bir diger simetri Ozelligine sahiptir. Bu durumun
gosterilmesi asamasinda her bir iterasyon adimi i¢in yineleme fonksiyonlar

birbirinden farkli olmasindan dolay1 ayr1 ayr1 kanitlanmalar1 gerekir.

Teorem 5.2.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar M &, ciimlesi (p+1)—kat donme

simetrisine sahiptir. Diger bir deyisle, herhangi p derecesine sahip |\7|E‘;AR climlesi

radyan agisiyla donme simetrisine sahiptir.

p+1

orijin etrafinda
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Ispat. Herhangi bir ¢ e C noktasmin

radyan agisiyla dondiiriilmesi sonucunda

p+1
tiyelik derecesinin degismez kaldigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bu ylizden, u

tiyelik fonksiyonu olmak {izere herhangi w = 2P+

karmasik sayisi i¢in
,u(W-C): ,u(C) oldugunu ispatlayalim. O halde, k iterasyon sayist olmak iizere

yineleme fonksiyonu yardimiyla tiimevarim uygulayalim. Ancak, tiimevarim

adimlarina baslamadan 6nce asagidaki esitligi gorelim.

wPt =1
wP-w=1
wP-wP-w=wP
Wi w=w, (jwf =1)

w=WwP.

i. Ik iterasyon adim1 k =1 durumunda,

(p.w-c)

fome (0)=w-c ve f (0)=c

oldugundan

fiowe) (0)=W- (¢ (0)
bulunur.

ii. Ikinci iterasyon adim1 k = 2 durumunda,

(p,wc)

—_— p _ _ _ _
fe (0)=(W-C) +W-C=Wp~Cp+W~C=W-Cp+W-C=W-(Cp+C),
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oldugundan

(pwc( ) w- f(zpc (0)

bulunur.

iii. Uglincii iterasyon adim1 k =3 durumunda,

oldugundan

(pwc (O) w- f3 ()

bulunur.
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Iv. (n—l) ’inci iterasyon adimi1 k = n—1 durumunda,

fome (0)=wW- T35 (0)

(p.w-c) (p.c)

esitliginin dogru oldugunu kabul edelim.

V. N’inci iterasyon adimi1 k = n durumunda, fn

(p.w-c)

(0)=[fn - )(O)T +Ww-c iterasyon

(p,w-e

fonksiyonu 6zelligine gore

f(?) w-c) (O)

Wi O] e
o [

(0)
[f”‘l J +W-

([

—wf)

p
T e
p

elde edilir. Boylece, f, (0)=w- foo (0) iterasyon adimimun her bir neN igin

saglandig1 goriiliir 6yle ki bu durumda tiimevarim adimlar1 tamamlanir.

Dahasi

£y (O] =[w- 15, (0)
20 (0)
{10 (0)

— eZm/ p+1)

2m/ (p+1)

oldugu goriiliir. Ayrica |W| =1 oldugundan



152

fihe) (0] =[5 (0) (5.2)

elde edilir. Bu durum {iyelik fonksiyonunu tespit etmek i¢in yeterlidir.

Oncelikle, ,u(C) =1 oldugunu varsayalim. O halde, her ne N igin

f(rl;,c) (O)‘ = P—\]/E

esitsizligi saglanir. (5.2) denklemine gore ‘f(r;,’w_c)(O)‘z

fie (O)‘ <"J2 var

oldugundan ,u(W-C) =1 elde edilir. Boylece ,u(W-C) = ,u(C) esitligi saglanir.

Ikinci olarak, ,u(C) #1 oldugunu varsayalim. O halde, (5.2) denklemine gére her bir

keN i¢in

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanur.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada elde edilen orijinal bulgu ve sonuclar Bolim 4 ve Bolim 5°te

verilmistir.

Boliim 2’de tanmitilmis olan Mandelbrot ciimlesi ile ozellikleri ve Bolim 3’te
tanitilmig olan fuzzy climle teorisi géz Oniine alinarak Boliim 4’te fuzzy Mandelbrot
ciimlesi tamimlanmig, geometrik ve topolojik agidan incelenmistir. Ayrica bu
boliimde fuzzy Mandelbar ciimlesi tanimlanarak fuzzy Mandelbrot climlesi ile olan
benzerlikleri ve farkliliklar arastirilmistir. Bu arastirma sonucu elde edilen lemma ve
teoremler ifade ve ispat edilmistir. Fuzzy Mandelbrot ve Mandelbar climlelerine ait

algoritmalar verilerek ilgili cimlelerin grafiksel yapilar1 ortaya konulmustur.

Bolim 5’te ise bir onceki bdlimde ayrintili olarak incelenen fuzzy climlelerin
genellestirilmeleri yapilmistir. Bu genellestirmeler, fuzzy Mandelbrot ve fuzzy
Mandelbar ciimlelerinin taniminda kullanilan quadratik yineleme fonksiyonunun
kuvvetinin genellestirmesi yoluyla yapilmistir. Dogal olarak ortaya ¢ikan topolojik
ve geometrik durumlar, ilgili lemma ve teoremler ifade ve ispat edilerek

incelenmistir.

Bu calismada tanimlanan fuzzy Mandelbrot, fuzzy Mandelbar, genellestirilmis fuzzy
Mandelbrot ciimleleri ve genellestirilmis fuzzy Mandelbar cilimlelerinin tanim
climlesi olan karmasik sayilar climlesi yerine bikompleks sayilar veya kuaterniyonlar
ctimleleri secilerek yiiksek boyutlu uzaylarda ileri calismalar yapilabilir. Béylece bu
caligmada elde edilen orijinal bulgu ve sonuglar yiiksek boyutlu uzaylarda taniml
olan genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri fuzzy yaklagimla ele alinarak

arastirilabilir.
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