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OZET

Bir (V,K,A) dengeli tamamlanmanusg blok tasarimi (DTBT), V elemanlarinin

K elemanl: blokladaki bir diizenidir. Burada, her eleman cifti A blokta icerilir.
(v,k,)) = DTBT"i, eger bloklarVIK karsilikli ayrik bloklardan olusan

(V=D /(k—1) ailelerine boliinebiliyorsa  yeniden  ¢oziilebilir ~ olarak
adlandinilir. Bu ¢alismada Tasarim Teorisinde Oonemli yeri olan ¢oziilebilir
tasarimlar iizerinde durulmustur.

Anahtar kelimeler: Dengeli tamamlanmanusg blok tasarimi, yeniden ¢oziilebilir
tasarim, afin dengeli tamamlanmanusg blok tasarimi, hadamard matris.

RESOLVABLE BALANCED INCOMPLETE BLOCK
DESIGNS

ABSTRACT

A balanced incomplete block design (V,K, A1) -BIBD is an arrangement of V

elements in blocks of K elements each, such that every pair of elements is
contained in exactly A blocks. A (V,K,1) —BIBD is called resolvable if the

blocks can be petitioned into (V—1) /(K —1) families each consisting of V/IK

mutually disjoint blocks. In this study solvable designs that have an importance
into the design theory have been emphasized.

Key words: Balanced incomplete block design, resolvable design, affine balanced
incomplete block design, hadamard matrix.
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1. GIRIS

Tasarim teorisinin temel sorusu, verilen parametrelerle tasarimin var
olup olmadigidir. Bununla ilgili var olma sonuglar1 kadar var olmama
sonuglart da mevcuttur.

Sonlu projektif ve afin geometriler, eger boyut en azindan iig ise gesitli
yollardan 6zel tasarimlar gibi yorumlanabilir. O nedenle kombinatoryel
yapilarin analizi i¢in olan metodlar bu geometrileri ¢alismak icin de
kullanilabilir.

Furino, Miao ve Yin ¢ozilebilir DTBT ve iligkili tasarimlar {izerine bir
calisma yapmustir [1].

A =2ve k=D50lmak iizere V noktalarindaki bir yeniden ¢oziilebilir
DTBTin varlig1 i¢in 6nemli bir kosul v = 5(mod10) dir [2].

Shrikhande ve Raghavarao yeniden ¢oziilebilirlik kavramini ¢ -yeniden
¢oziilebilirlige genellemislerdir [3].

Shrikhande afin ¢oziilebilir tasarimlar tizerine ¢alismistir [4].

Bose tarafindan dengeli tamamlanmamuis blok tasarimlari icin gelistirilen
yeniden ¢oziilebilirlik ve afin yeniden ¢oziilebilirlik kavramlariyla iliskili
olan ikili dengeli tasarimlari Ionin ve Shrikhande tarafindan ¢alisilmigtir
[5]. Bu calismada, dengeli tamamlanmamis blok tasarimlarindan bagka,
afin yeniden ¢Oziilebilir ikili dengeli tasarimlarin sunabilecegi ilging
diizenli bir yap1y1 gosteren bazi 6rnekler yer almaktadir.

2. YENIDEN COZULEBILIR DENGELI TAMAMLANMAMIS BLOK
TASARIMLARI

Noktalar yada islemler olarak adlandirilan V > 2 elemanlarinin bir seti
X ve blok olarak adlandirilan X ’in alt setlerinin koleksiyonu b >0
olan “Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlar1” asagidaki kosullari
saglar.

Her blok K nokta icerir, V> k >0
Her nokta I' blokta goziikiir, I >0
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Noktalarin her ¢ifti ayn1 zamanda A blokta goziikiir, 4 > 0 [6].

Bir bagka ifade ile X “in alt setlerinin koleksiyonu A, blok olmak {izere;
(X, A) cifti bir (v,k, A1) —DTBT dir. (X, A)’da bir paralel sinif A’daki
ayrik bloklarin alt setidir. A’'min I paralel siflarina pargalanmasi
“yeniden ¢oziilebilirlik” olarak adlandirilir. Eger A’nmin en azindan bir
yeniden ¢oziilebilirligi varsa (X, A) nin yeniden ¢oziilebilir oldugu

sOylenir.

(X, A)ifti bir (v,k,4) —DTBT ve A < Aolsun. Herhangi bir X € X
icin eger X, A,’in kesin olarak tek bir blogunda goriiliirse, A, ’e
DTBT'nin bir paralel sinifidir denilir. Eger A, ayrik paralel siniflara
parcalanabilirse, DTBT yeniden ¢oziilebilirdir ve (V,K, 1) —YCDTBT
olarak gosterilebilir. Eger bir (V,k,A1)—YCDTBT mevcut ise;
v =0(modk), A(v—1) =0(modk —1) dir [7].

Bir paralel sinifin v/K blok icerdigi bilinir. Ayrica DTBT yalnizca
v=0mod K ise bir paralel sinifa sahip olabilir.

Yeniden ¢oziilebilir  (V,K, 1) —DTBT lerin geometrik yapilan ile ilgili
olarak koset kavramina ihtiya¢ vardir. (H,A) bir grup ve (G A) de

H 'in bir alt grubu olsun. @ € H olmak iizere @ AG ={a AX|Xx €G }

setine G'nin H ’daki bir “Koset” i denir.
Ornek 2.1.

Yeniden ¢oziilebilir (6,2,1)-DTBT’'nin paralel siniflar1 asagidaki gibidir.

M, ={,0r , {4} , {23}
M=o , {20} , {34}
m,={x2 , 8% , {40}
M, ={x3 , {42 , {03}
I, ={=4 , {03 , {123
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Bloklarin paralel olmasi igin gerek ve yeter kosul onlarin, ayni alt uzayin
kosetleri olmasidir. Eger B,B’ paralel olmayan bloklar ise BMB'; bir

(m—2) —boyutlu alt uzayin kosetidir, q”’z elemana sahiptir. Bu
tasarim, F iizerinde M— boyutlu afin uzayidir. F,  mertebeden

sonlu bir cisimdir.

qasal kuvvet olsun. M>2 ve X = ( Fq)m alinsin. 1<d <m-—1 olsun.

X ’de d-flat, d boyuta sahip olan X ’in alt uzayidir ya da alt uzayin
toplanir koset'idir Yani, X ’in kendisi tizerinde m boyutlu vektor
uzayidir. X nokta seti ve1l<d <m—1 igin X ’in tiim d-flatlarin seti
olmak tizere Fq iizerindeki m-boyutlu afin geometriyi meydana getirir.

m
Buda AG,(q) ile tanimlanir. 1<d <m-1 igin [d } Gauss Katsayisi
q
asagidaki gibi tanimlanir.

@ -)@" -1 @""" -1 420
m _] @ -D@-D-@-D
d
1 d=0

AG,, (q) geometri gesitli yeniden ¢oziilebilir DTBT leri verir.

Teorem 2.1.

q asal kuvvet ve M>2 , 1<d<m-1 olsun. X, AG,(q)’da
noktalarm setini gostersin ve A, AG, (() da biitiin d-flatlarin setini

gostersin. O zaman (X, A), parametreleri agagida verilen bir yeniden

coziilebilir (Q™,b,r,q%, 1) —DTBT dir [8].
-1

b:qud m , = m ve A= m
d ] d q d-1 q
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Yukaridaki yap1 d =1, m=2 6zel durumunda afin diizlemleri icerir.
Afin diizlemde dogru AG, (q)’da 1-flat gibi diisiiniiliir. Eger d >1 ise

verilen formda parametrelere sahip olan yeniden ¢oziilebilir olmayan
DTBT’leri vardir. Ornegin; (8,4,3)-DTBT mevcuttur fakat yeniden
¢oziilebilir degildir.

3. AFIN DUZLEMLERIN YENIDEN COZULEBILIRLIGI
Afin diizlemler, yeniden ¢oziilebilir DTBT lerinin ilging 6rnekleridir. Her
bir afin diizlemin yeniden ¢oziilebilir oldugu yapilan c¢alismalarla

gosterilmistir.

(P,0)cifti n. mertebeden afin diizleme ait nokta ve dogru kiimesini

gostersin. Led , XeP ve X¢gL olsun. Bu takdirde XeM ve
LAM =0 ve M €0 olan bir blok kesinlikle vardir.

(P,0) n. mertebeden afin diizlem olsun. O zaman ~ ile tanimlanan bir
denklik iligkisi mevcutur. Bu ~'min her bir denklik siifi (P,0)’da

paralel siniftir.
Teorem 3.1.
Her afin diizlem yeniden ¢oziilebilirdir [8].

Fakat bu sonu¢ Teorem 2.1.’de verilen parametrelere sahip olan biitiin
tasarimlar icin disiiniilemez.

Ornek 3.1.

g =2 alindiginda PG,(2) ait noktalar, dogrular ve diizlemler Cizelge

1’de verilmistir.
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Cizelge 1. PG;(2) 'nin noktalar1 ve uzaylart

Noktalar: 0oo1, o010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001,
1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111

Dogrular: 0001, 0010, 0011 0010, 0100, 0110 0011, 0101, 0110
0001, 0100, 0101 0010, 0101, 0111 0011, 1000, 1011
0oo1, 0110, 0111 0010, 1000, 1010 0011, 1001, 1010
0001, 1000, 1001 0010,1001, 1011 0011,1100, 1111
0oo1, 1010, 1011 0010,1100,1110 0011,1101, 1110
0oo1, 1100, 1101 0010,1101,1111 0100, 1000, 1100
0oo1,1110,1111 0011, 0100, 0111 0100, 1001, 1101
0100, 1010, 1110 0110, 1001, 1111
0100, 1011, 1111 0110, 1010, 1100
0101, 1000, 1101 0110, 1011, 1101
0101, 1001, 1100 0111, 1000, 1111
0101, 1010, 1111 0111, 1001, 1110
0101,1011,1110 0111, 1010, 1101
0110, 1000, 1110 0111, 1011, 1100

Diizlemler: | 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111

0001, 0010, 0011, 1000, 1001, 1010, 1011
0oo1, 0010, 0011, 1100, 1101, 1110, 1111
0001, 0100, 0101, 1000, 1001, 1100, 1101
0001, 0100, 0101, 1010, 1011, 1110, 1111
0001, 0110, 0111, 1000, 1001, 1110, 1111
0oo1, 0110, 0111, 1010, 1011, 1100, 1101
0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1100, 1110
0010, 0100, 0110, 1001, 1011, 1101, 1111
0010, 0101, 0111, 1000, 1010, 1101, 1111
0010, 0101, 0111, 1001, 1011, 1100, 1110
0011, 0100, 0111, 1000, 1011, 1100, 1111
0011, 0100, 0111, 1001, 1010, 1101, 1110
0011, 0101, 0110, 1000, 1011, 1101, 1110
0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111

PG, (2) ait diizlemler bloklari, diizlemlerin {izerinde yer alan noktalar

ise denemeleri ifade etmektedir.
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Bose esitsizligi, yeniden ¢oziilebilir DTBT varlig: icin gerekli kosulu
saglar. Eger yeniden ¢oziilebilir (v,b, r,k, ) — DTBT mevcutsa, o zaman
b>v+r—1 dir [9]. Bose "un esitsizligi durumunun alternatifi sdyle
ifade edilir. (v, b, r,k, ) —DTBT diisiiniilsiin. Bu takdirde b >Vv+r —1
olmasi icin gerek ve yeter kosul I >K+ A olmasidir. Eger yeniden
coziilebilir (v,b, r,k, ) — DTBT mevcutsa, o zaman > K + A duir.

Tanim 3.1.

b=Vv+r—1 (yadaes deger olarak I =K + 1) parametreli bir yeniden
¢oziilebilir DTBT bir afin yeniden ¢oziilebilir DTBT olarak adlandirilir.
r=n+l=k+A oldugundan dolay1 afin diizlemler afin yeniden
coziilebilirdir. d =m—1 oldugunda Teorem 2.1. kullamlarak bir afin
yeniden ¢oziilebilir DTBT elde edilebilir ve asagidaki esitlikleri yazmak
miimkiindiir.

m _1 m-1
q 1:|: m } :qm1+|:m } :qul_'_q—l
g-1 m—lq m-—2 q g-1

Boylece su sonuglar verilebilir.

Sonuc 3.1.

m-1
-1
q asal kuvvet ve M > 2 olsun. O zaman A = q—l olan afin yeniden
q —
cdziilebilir (Q™,q™ ", A) — DTBT vardir [8].

Afin yeniden ¢oziilebilir DTBT'nin bir sonsuz smifi Hadamard
Matrislerinden turetilir. 4t mertebeden HM’in simetrik
(4t-1,2t-1,t—1)—DTBTye esdegerdir. Ayrica 4t mertebeden HM

mevcutsa, o zaman afin yeniden c¢oziilebilir (4t, 2t ,2t —1) —DTBT

mevcuttur [8].
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Ornek 3.2.

(4t-1,2t-1,t-1)—-DTBT, t=2 igin (7,3,1)-DTBT’yi olusturur.
Burada elde edilen simetrik DTBT'nin 2.mertebeden projektif diizlem
olduguna dikkat edilmelidir. Ayni sekilde bu DTBT'nin blok
tamamlayicisimin~ (7,4,2)-DTBT  yani (4t-1,2t-1,t-1)—

parametrelerine sahip simetrik DTBT oldugu goriiliir.

g X olsun ve tanim, X'=X U {oo} dir. Her A€ A igin
A'=Au {oo} ve A'= {A' ‘A€ A} tanimlansin. (X', A" B) nin bir
afin yeniden ¢oziilebilir (4t ,8t —2,4t —1, 2t ,2t —1) — DTBT oldugunu
gormek zor degildir. Burada her bir paralel sinif iki blok ihtiva eder.

Simetrik DTBT’de her bir iki ayr1 blok A noktalarinda kesisir.

Afin yeniden ¢oziilebilir (V,k, 1) —DTBT'nin farkl paralel siniflardan
her iki blok kesinlikle k% /V noktada kesisir [8].

Ornegin; yeniden ¢oziilebilir  (28,7,2-DTBT r=9 ve b=63
parametrelerine sahip olabilir, ¢iinkii F =K+ oldugu icin yeniden
¢oziilebilir  (28,7,2)-DTBT, afin yeniden c¢oziilebilirdir. Farkli paralel
siuflardan her bir iki blok K?/V noktada kesisir. 7/4 tam say1 olmadig1
icin yeniden ¢oziilebilir (28,7,2)-DTBT mevcut degildir, fakat yeniden
¢oziilebilir olmayan (28,7,2)-DTBT’leri mevcuttur.

Afin yeniden ¢oziilebilir DTBT’de 1 =K®/V  bir tam say: olmahdur.

. v k.
Paralel siniftaki bloklarin sayist E = — diir, bu durumda k =0 mod U
7]

2
olmahdir. Eger N =K/ g alimrsa, o zaman V= — = Nn°x elde edilir. N
U

ve U terimleriyle A asagidaki gibi elde edilir. ﬂ,(V—l): I‘(k —1) ve
r=k+A4 oldugu igin, ﬂ,(V —l) = (k + l)(k —1) bulunur. Boylece,
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ﬂ,(V — k) = k(k —1) dir.  Gerekli  diizeltmeler  yapildiginda

k(k —1) _ n,u(n,u—l) _ nu—1

> elde edilir.
v-1 N“u—nu n-1

nu-—1
Her afin  yeniden c¢oziilebilir DTBT  (n°u, N, 'u—l) —
n—
parametrelerine sahip olmalidir ve tersine bu parametrelere sahip olan
. R, 2 nu-1 _ . .
her yeniden ¢oziilebilir (N°x, Ny, —1 ) —DTBT afin yeniden
n —

coziilebilirdir. Bunun gibi DTBT’yi (N, &) —afin yeniden c¢oziilebilir
DTBT diye gosterilir. 4t mertebeden hadamard matris (HM) mevcutsa, o
zaman afin yeniden ¢dziilebilir (4t , 2t ,2t —1) —DTBT mevcuttur. Buna

gore verilen tasarimlar ( 2,M)—afin yeniden ¢oziilebilir DTBT lerdir.

Sonug 3.1.’den bulunan ( ¢,q™ ") —afin yeniden cdziilebilir DTBT lerdir.

Ornek 3.3.

4t mertebeden HM mevcut olsun, afin yeniden ¢oziilebilir
(4t, 2t 2t —1)—DTBT vurguladigma gore (4t,2t,2t—-1)—DTBT ,
t=2 icin (843)-DTBT'nin afin yeniden ¢oziilebilirdir ve DTBT

r=7, b=14 parametrelerine sahiptir.
k> 4° k 4 _ .
H=—2= 3 =2 , N=—=—=2 ile bu tasarimin parametreleri
v H
2 L N . . . et gt
(N, nu, ) bigimindedir. (N, &) —afin yeniden ¢oziilebilir

DTBT dir. Bu tasarima ait islemler ve bloklar asagidaki cizelgede
verilmistir.
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Cizelge 2. (8,4,3)-DTBT

5 Bloklar

%E-; Arl Ag| Ag| Ay As| Ag| A7l Ag| Ag| Ag| Ayl Ap| Ags| Ay,
1]X X X X X X X

2 | X X X X | X X X
31X X | X X X | X X
4 | X X X[ X X X | X

5 X X X X | X X X

6 X X | X X X X X
7 X | X X | X X | X X
8 X | X X X X X | X

(8,4,3)-DTBT'nin yedi paralel smifa sahip oldugu yukaridaki tablodan
goriilebilir.

4. AFIN « — YENIDEN COZULEBILIR TASARIMLAR

Tanim 4.1.

Farkli ¢6ziim smiflarindan herhangi iki blok (,( (,>0 ) noktada

kesisiyorsa yeniden ¢oziilebilir bir tasarim “afin yeniden ¢oziilebilir” dir.

Her nokta (islem) her simifta & defa goriinecek sekilde blok kiimeleri
siniflar icine bdoliinmiisse tasarim “ o —yeniden ¢Oziilebilir” dir.
o —yeniden ¢oziilebilir bir DTBT'de;
va=pk , b=pc , r=ca dr.

Herhangi iki blok aymi smufta (], noktada kesisiyorsa ve herhangi iki

blok farkli smiflarda , ( (,>0 ) noktada kesisiyorsa, & —yeniden

¢oziilebilir bir tasarim “afin ¢ — yeniden ¢oziilebilir” dir [10].
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Ornek 4.1.

Cizelge 3'deki (9,3,1) tasarimu (, =1 ile afin yeniden ¢oziilebilirdir.
Dikey ¢izgi siniflar1 birbirinden ayirmaktadir, ayrica her sinif igindeki bir
satir, bir blogu tanimlar.

Cizelge 3. (9,3,1) tasarimi1

123 147 159 168
456 258 267 249
789 369 348 357
Teorem 4.1.

a —yeniden ¢oziilebilir bir DTBT’de b >V +cC—1 dir [11]. Bu esitsizlik
Bose (1942) tarafindan bulunmustur.

Afin o —yeniden ¢bziilebilir bir DTBT'de ; ¢, =k(a—-2)/(8-1) ve
q, =ka/p =k?/v diir.

o —yeniden ¢oziilebilir bir DTBT'nin, afin & —yeniden ¢oziilebilir
olmast icin gerek ve yeter kosul b =V +C—1 olmasidur.

Afin o —yeniden ¢6ziilebilir bir DTBT'de ; Q, = k+A—r dir[10].

Afin o —yeniden ¢dziilebilir tasarimlarda X=K , y =0, , Z =(, olarak
alman bir M =1, &{(X-y)l;, +(y—-2)J;}+2J. ®J,; matrisi
ATA matrisinin bulunmasinda kullanilabilir. Buradaki ®, kronoker
carpimidir ve boyutlar1 farkli olan herhangi iki matrisi ¢carpmaya olanak
saglar. |, ixi boyutlu birim matris ve J;, ixI boyutlu 1’lerden

olusan matristir.
Ornek 4.2.

Ornek 4.1’deki afin 1-yeniden ¢oziilebilir (9,3,1) tasarimi igin M matrisi
sOyle olur:
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M

(9,3,1) tasariminin isabet matrisi A asagidaki sekilde verilir.
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Teorem 4.2.

Her pozitif N tam sayisi icin v=2n, b=n(2n-1), r=2n-1,
k=2, A=1parametreli DTBT yeniden ¢dziilebilirdir [10].

Ornegin; 12, 34, 13, 24, 14, 23 bloklarim1 sahip (4,2,1) tasarimu
diistiniilsiin. N =2 alinirsa bu tasarim, Teorem 4.2."deki parametrelere
uydugu icin yeniden ¢oziilebilirdirr. V=4, b=6, r=3,
k=2, A=1Ayricabu tasarim, ¢, =1 ile afin yeniden ¢oziilebilirdir.

Bir afin yeniden ¢oziilebilir 2—(V,K,A) tasarimin var oldugu
distiniilsiin. Bu takdirde parametreleri
V' =(r+1)v, k'=kr, A'=kA olan simetrik bir 2—(V',k’,1")
tasarimi oldugu gosterilmistir [12]. Wallis, bunun i¢in giliclii diizgiin
graflar (strongly regular graph- SRG) kullanmustir.

Ornegin; (9,3,1) (b=12, r=4, c=4) afin yeniden c¢oziilebilir

tasarimin varligi, simetrik (45,12,3) tasariminin varligin belirtir.
5. SONUC

Yeniden ¢oziilebilir ve & —yeniden ¢oziilebilir tasarimlarin kullanimi
Fisher ve Yates tarafindan tartisilmistir. Yeniden c¢o6ziilebilirlik
varsayimlar1 gecerli ise o zaman yeniden c¢oziilebilir bir tasarimin
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analizinin, rastgele tam blok tasarimi gibi islem karsilastirmalar1 igin
hatanin yansiz tahminini verdigi Yates tarafindan gosterilmistir. Yeniden
¢oziilebilir olmayan tamamlanmamais blok tasarimi rastgele tamamlanmais
bloklardan daha az etkili olmasina ragmen, yeniden ¢oziilebilir bir
tasarim her zaman rastgele tamamlanmais bloklar kadar etkindir.
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