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OZET

Bu ¢alismada, Ridge tahmin edicisine dayali yanli tahmin edici ile en kiiciik
kareler tahmin edicisi arasinda bir segcim yapmak igin ortalama hata kriterine
bagl bir test istatistigi onerilmistir.
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Edici, Dogrusal Kabul Edilebilir Tahmin Ediciler, Shrinkage Tahmin Edicileri

A TEST STATISTIC FOR BIASED ESTIMATOR BASED
ON RIDGE ESTIMATOR

ABSTRACT

In this study, a test statistic of the mean square error criterion has been proposed
to choose between a biased estimator based on Ridge estimator and the least
squares estimator.

Key Words: Mean Square Error, Ridge Regression, Liu-Type Estimator, Linear
Admissible Estimators, Shrinkage Estimators.

1. GIRiS

Regresyon katsayilarini tahmin etmek i¢in yaygmn olarak kullanilan
yontem en kiiglik kareler (EKK) yontemidir. Ancak, EKK yonteminin
dogru sonuglar vermesi icin gesitli varsayimlarin = saglanmasi
gerekmektedir. Bunlardan biri bagimsiz degiskenler arasinda iliski
olmamasidir. Ama gercekte bu durum her zaman saglanmayabilir. Boyle
durumlarda, EKK tahmin yonteminin kullanilmas: yanlis model
bulgularma ve kullanimina neden olur. Bu tiir birbiriyle bagimlilik
gosteren bagimsiz degiskenlerle analiz yapmak igin ¢esitli yontemler

gelistirilmistir. Bu yontemlerden biri yanli tahmin yontemleridir. Yanh
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yontemlere iliskin tahmin ediciler, EKK tahmin edicilerine goére yanls,
ancak ¢ok daha kii¢lik varyanshh tahminler verirler. Yanhh tahmin
yontemlerinde genel amag, EKK tahmin yonteminde biiyiik olan varyans
alanin kiigiik bir yan karsiliginda daraltmaktir. Boylece EKK yontemine

gore daha dogru sonuglar elde edilir.

Yanli tahmin ediciler simifinin i¢inde yer alan bazi tahmin ediciler,
Shrinkage tahmin edicileri olarak adlandirilir. Temel Bilesenler
regresyonu, Ridge regresyonu ve bunlarin tiirevleri bu simfin birer
iiyesidirler. Farebrother (1978) yaptig1 ¢alismasinda, Shrinkage tahmin
edicileri icin genel bir yap1 olusturmustur. Ridge, Temel Bilesenler ve
Kosullu-minimum hata kare ortalamali yanli tahmin edicilerinin birer
Shrinkage tahmin edicisi olduklarini gostermistir [1]. Liski (1982)
calismasinda, EKK tahmin edicisi ile Shrinkage tahmin edicisi arasinda
se¢im yapmak i¢in gii¢lii Ortalama Hata Kare (OHK) ol¢iitiinii vermistir
[2]. Yine Liski (1983) calismasinda EKK tahmin edicisi ile Shrinkage
tahmin edicisi arasinda se¢im yapmak i¢in daha zayif OHK test islemini
kullanmistir [3]. Kejian (1993) calismasinda ridge tahmin edicisine
alternatif olarak Liu-Kejian tahmin edicisini onermistir [4]. Daha sonra bu
tahmin edici Akdeniz ve Kagiranlar (1995) tarafindan “Liu tahmin
edicisi” olarak adlandirilmistir [5]. Sakallioglu, Kagiranlar ve Akdeniz
(1997) tarafindan Liu tahmin edicisinin iterasyon tahmin edicileri ile
karsilastirilmasi incelenmistir [6]. Demirel (1999) ¢alismasinda, Shrinkage
tahmin edicilerinin genel yapisini vermistir [7]. Ebegil, Gokpinar ve Ekni
(2005) calismalarinda, yanli tahmin ediciler smifi iginde yer alan
Shrinkage tahmin edicilerinden, Ridge ve Liu tahmin edicileri i¢in bir test
istatistigi vermis, ayrica bu tahmin ediciler bagimsiz degiskenler
arasindaki farkli korelasyon yapilarna gore simiilasyon yoluyla
karsilastirilmistir [8]. Sakallioglu ve Kaciranlar (2003) tarafindan Ridge
tahmin edicisine dayali yanli bir tahmin edici Onerilmistir [9]. Ebegil
(2006) calismasinda Liu-Tipi ve Ridge tahmin edicisine dayali yanh
tahmin edicileri de Shrinkage tahmin ediciler yapisi i¢inde ifade ederek
bu tahmin edicilerin birer Shrinkage tahmin edicisi oldugunu

gostermistir [10]. Ebegil (2007) tarafindan, Ridge tahmin edicisine dayali
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yanl tahmin edicinin en az, EKK tahmin edicisi kadar etkin olabilmesi

icin gereklilik ve yeterlilik kosullarini elde etmistir [11].

Bu calismanin ikinci boliimiinde Shrinkage tahmin edicilerinin temel
yapist kisaca verildikten sonra, Ridge tahmin edicisine dayali yanh
tahmin edicinin en az, EKK tahmin edicisi kadar etkin olabilmesi i¢in
gereklilik ve yeterlilik kogullari iizerinde durulmustur. Ugiincii boliimde,
oncelikle bir Shrinkage tahmin edicisi ile EKK tahmin edicisinden birini
se¢mek icin bir test istatistigi tanitilmistir. Daha sonra bu test istatistigi ve
Ebegil (2007) de olusturulan gereklilik ve yeterlilik kosuluna bagl1 olarak
Ridge tahmin edicisine dayali yanli tahmin edicisi ile EKK tahmin

edicisinden birini se¢gmek igin bir test istatistigi onerilmistir.
2. SHRINKAGE TAHMIN EDICILER SINIFININ GENEL YAPISI

Bu boliimde dogrusal regresyon modelinden yola ¢ikarak Shrinkage

tahmin edicilerinin genel yapis1 verilmistir.
n gozlemli, k bagimsiz degiskenli bir coklu dogrusal regresyon modeli,

Y=XB+¢, g~(0, o’l,) 1

rank (X,.,)=q<n

bi¢ciminde tanimlanir [1]. Y, (nx1) boyutlu bagimh degisken vektorii;
q=k+1 olmak {izere, X, (nxq) boyutlu stokastik olmayan girdi matrisi;
B, (qx1) boyutlu bilinmeyen katsayilar vektorii; &, E(g)=0 ve

E(e¢’) = 61, kosullarim saglayan hata vektoriidiir.

(X'X) matrisi; (qxq) boyutlu, pozitif tammli, simetrik bir matris
oldugundan dolay1 oyle bir ortonormal P matrisi vardir ki (X X)
matrisini P'X XP=A biciminde kosegenlestirir. A, elemanlart (X X)
matrisinin pozitif 6z degerleri 4,>4,>...> 4, olan (qxq) boyutlu késegen

bir matristir [2,3].
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Z=XP ve a=P B olmak iizere, (1) esitligindeki modelin kanonik formu,
Y=XPPB+sc=Za+¢ (2)
seklindedir.

Bir regresyon parametresinin dogrusal kabul edilebilir tahmin ediciler
siuft kapsamu igindeki b e R? olmak tizere kabul edilebilir dogrusal bir

tahmin edidi,

f=A(B-b)+b ®)

bi¢imindedir [12]. Burada g; g’nin EKK tahmin edicisi, A; (qxQ)
boyutlu bir matris ve b; (qx1) boyutlu sabit bir vektordiir. Bu sekilde
gosterilen tahmin ediciler, dogrusal kabul edilebilir tahmin ediciler
(linear admissible estimators) sinifindandir. Bir tahmin edicinin kabul
edilebilir (admissible) bir tahmin edici olmas: ic¢in diger kosullar

asagidaki gibi siralanabilir.
(X X)A veya A(X'X)™ 4)
simetrik ve A matrisinin 6z degerleri [0,1] araliginda olmalidir.

(3) ve (4) esitliklerindeki kosullara ek olarak, kabul edilebilirlik i¢in A

matrisinin simetrik oldugu varsayilir. A ve (XX) matrisleri aym

ortonormal P matrisi tarafindan kosegenlestirilebilir. P'AP=A,

elemanlar1 A matrisinin [0,1] araligina diisen 6z degerleri &,,4,,.....,5, olan

(axq) boyutlu kosegen bir matristir [2,3].
(2) esitligindeki model altinda (3) esitligi,

a=PA(f-b)+Pb
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=PAP(é¢-a)+a
=A(a@-a)+a

()

olur. Burada ¢=P 3, a=Pb’dir. Bu tiir dogrusal kabul edilebilir tahmin

ediciler, Shrinkage tahmin ediciler olarak isimlendirilir [2,3].

2.1. Shrinkage ve En Kiiciik Kareler Tahmin Edicilerinin Ortalama
Hata Kare Matrisleri

EKK tahmin edicileri ,[;’ ve Shrinkage tahmin edicileri A 'min OHK

matrisleri sirasiyla,

OHK (/) =o" (X X)”

ve

OHK(f) = o* AXX X) " A +(1 = AY(B—b)(B-b) (1 - A) (6)
dir [2,3]. (6) esitligi ile verilen bu matrislerin esdeger kanonik formlari,
OHK (&) =A™

ve

OHK (@) = 6’ AA'A+(1 =A)(a—a)(a—a) (1 —A) )

biciminde gosterilir. Bu iki matris arasindaki farkin, yani

OHK( ,B) —OHK (/) 'nin negatif olmayan tamumli bir matris olmasi,
OHK( ﬁ) —OHK(8) >0 ile mimkiindiir. Buradan hareketle

OHK(/A?)—OHK([?) farkinin negatif olmayan tanimli olmasinin gerek ve
yeter kosulu

(B-D) (1 + A X X(I -A)(B-b)/c* <1 (8)
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esitliginin saglanmasidir. Aymi sekilde, OHK(&)—OHK(&) farkimin

negatif olmayan tanimli bir matris olmasi ise ancak ve ancak
(a@—a) (1 +A)*A(l —A)(a—a)/ o <1 )

ile miimkiindiir [2]. Es (8)'deki kosul altinda bir Shrinkage tahmin edicisi

olan f’'nn, en az ,[§ EKK tahmin edicisi kadar etkin oldugu soylenebilir

[2].

2.2. Shrinkage Tahmin Edicileri Yardimiyla Ortalama Hata Karelerin
Azaltilmasi

Liski (1982), calismasinda genel yapisini verdigi Shrinkage tahmin
edicilerinin OHK matrisleri ile, bilinen EKK tahmin edicilerinin OHK
matrislerini karsilastirarak bir gereklilik ve yeterlilik kosulu elde etmistir.
Daha sonra bu gereklilik ve yeterlilik kosulunu kullanarak Ridge ve
B,=(d1)3, 0<d<1, tahmin edicilerinin her biri igin gereklilik ve
yeterlilik kosullarimi olusturmustur [2]. Bu kosullar saglandiginda

Shrinkage tahmin edicileri en az, EKK tahmin edicileri kadar etkindir.

kosulunu elde etmistir [13].

Sakallioglu ve Kagiranlar (2003), Ridge tahminine dayali bir tahmin

ediciyi, k>0 ve —00 <d<+00 olmak tizere,
Bk, d)=(XX+1)" (XY +dB(k)) (10)
seklinde tamimlamiglardir. Burada  f( k)=(XX+ I(I)f1 XY, Ridge

regresyon tahmin edicisidir [9]. Ebegil (2007) calismasinda, Es (10)'da

verilen tahmin edici igin gereklilik ve yeterlilik kosullarini,

Ry (A+k1)—dA B )
(a a)£(1+kA‘1)(I+2A)+d (a-a)fo” <1 (D
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veya

(XX +kI)—dX X

—b)/o? <1 12
T+k(XX)7)(1+2(XX)+d (p=b)fe (2

(B-b)
(

biciminde elde etmistir [11]. (11) ve (12) esitliklerindeki gereklilik ve
yeterlilik kosulunun saglanmasi durumunda Ridge tahminine dayali
yanli tahmin edici, en az EKK tahmin edicisi kadar etkindir sonucu

cikarilabilir.
3. SHRINKAGE TAHMIN EDiCiSINiN SECiMi iCiN BiR TEST

Liski (1982) calismasinda, OHK matrislerine dayal olarak, bir Shrinkage
tahmin edicisi ile EKK tahmin edicisinden birini se¢gmek igin bir test
istatistigi olusturmustur [2]. Bu c¢alismada, bu test istatistigi ve Ebegil
(2007) tarafindan olusturulan gereklilik ve yeterlilik kosullarina bagl
olarak Ridge tahminine dayali yanli tahmin edici ile EKK tahmin

edicisinden birini se¢mek igin bir test istatistigi onerilmistir.

(8) ve (9) esitliklerinde verilen gereklilik ve yeterlilik kosullar1 altinda iki
tahmin edici arasindan se¢im yapilmast miimkiindiir. Bu durumda
Shrinkage tahmin edicisi S ile EKK tahmin edicisi ﬁ’ arasinda bir se¢im

yapilmasi i¢in kullarulacak test istatistiginin yapisi, bu esitsizlige
dayandirilir. Liski (1982) Toro-Vizcarrondo ve Wallace'nin test

istatistigini kullanarak asagidaki test istatistigi tizerinde ¢alismistir [2]:
F=pHp/mé, (13)
burada

H=(+A)"XX(1-A),

&' =(Y =X (Y =X B)/(n-a),
rank(H)=m ve b=0
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olarak alinmistir. Bu istatistigin kanonik formu,

= &'(1 + A A( —A)G I mé?

lzq: (44716 (14)

3

seklinde yazilabilir. Burada m = rank(l + A) " A(l —A) dur.

m, sifirdan farkli ¥, ‘lerin say1s1 olmak {izere,
= 13 ~2 1 A2
F:Ez%(ﬂfuai 16°%) (15)

seklinde de ifade edilebilir. M’'nin1 <M < g oldugu goriilmektedir.
F =4a4715

olarak ifade edildiginde,

m

-1
F= EZ (16)

olur. Bu durumda F test istatistigi F;

; istatistiklerinin karisimindan

olusur. Diger bir ifadeyle, (15) esitligi, (16) esitligi gibi de yazilabilir.
Burada 4a7?/6%, serbestlik derecesi 1 ve merkezi olmama parametresi

W, = Aa’/o” olan bir ki-kare dagilimina uyar. (n—q)é%/c? ise serbestlik

derecesi (n-q) olan ki-kare dagilimma sahiptir. — ve 5

&2 &diZ

o) o)

~2
A6

bagimsizdir. Bu durumda, F =-5-, serbestlik derecesi 1 ve (n—q),

G
merkezi olmama parametresi W =Aa’/c® olan F dagilimina

uymaktadir.
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(16) esitligi, y,’lerin bitiin agirliklar1 1'ler veya sifirlar olmadikga,
merkezi olmayan F 'nin dagilim fonksiyonun kapali formunun ifade

edilmesi oldukga zordur. Bununla birlikte yaklasik ¢oziimlere ulasilabilir
[2,3,14].
Shrinkage tahmin edicileri icin gereklilik ve vyeterlilik kosulu,

m
Z 7;@; <1 idi. Bundan dolay1 hipotez testleri,
i=1

m m
Ho: Y 7;0; <1 karsit hipotez Hi: ) y,0; >1 (17)
i=1 i=1

seklinde yazilabilir. Onerilen test isleminde karar kurali,
F< Ifa (m,n-q,1) ise Ho kabul,

ve
F) Ifa (m,n—q,1) ise Ho red

seklindedir. Ifa(m,n—q,l), serbestlik derecesi m ve (n-g), merkezi
m

olmayan parametresi W= Zyia)i =1 olan F’nin dagilimindan elde
i1

edilir. F icin merkezi-F yaklagimi kullanarak Ifa (m,n—q,1) kritik

noktalarin degeri belirlenebilir. Bunun igin momentler yaklagimu ile F,

istatistiklerinin momentleri kullarularak F test istatistiginin baglangic
momentleri elde edilir. Bunu i¢in Theobald (1974)’e bakilabilir [15].

3.1. F istatistigi fcin Merkezi-F Yaklasimi

Patnaik (1949), merkezi olmayan F dagilimi i¢in merkezi-F yaklagimi

tizerinde calismistir [16]. Bu yaklasimda merkezi-F dagilim

9
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F(&n-g)'nin ve merkezi olmayan F(mn-q,) dagilimimin ilk iki

momentleri kullanilarak
F(mn-g,0) ® I E($,n-q)

yazilabilir. ' ve & parametreleri F dagilimlarinin ilk iki momentleri ile
bulunur. Diger bir ifadeyle, merkezi-F'in iki moment yaklasimi, merkezi-

F ve F/r’nin ilk iki momentleri icin ifadelerin esitlenmesiyle,

1 m |:i7|(1+a)|):|
r:EZ_;%(leri) ve S=~ti

i — (18)
27i2(1+ 20,)

a m
biciminde elde edilir. Burada } =Z}/i ve Z}/ia)i =1 verilmisken

i=1 i=1

+1
r= }/—, seklinde de ifade edilebilir ve ¥,’ler [0,1] araliginda olmak
m

iizere diizeltilmis serbestlik derecesi, 3=(y+1)°/Q y>+2D yiw)
i=1 i=1

bi¢iminde yazilabilir [2]. Buradan kolaylikla
"2

Voin S D710y <V ey (19)
i=1

oldugu goriiliir [17]. Bu esitsizlik yardimiyla § diizeltilmis serbestlik

derecesi igin alt ve tist sinirlari,

DIy +27m) <9< (D2 (0> 77+ 27m) 0)

i=1 i=1

seklinde belirlenir [2]. Ust smir &, ve alt stmr 3., olarak ifade

edilebilir. Bu halde biitiin O<a<l icin
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Fa (‘9n‘ﬁx yN— q) < Fa (lgmin yN— q) iken Fa (’gmax yN— q) ve
F, (9

degerlerle karsilastirilabilir. Buradan hareketle, test istatistigi icin bu
kritik noktalardan,

N —q) kritik noktalar: elde edilir. F/r istatistigi, bu kritik

min ?

Fir>F,($,,N—Q) ise Ho hipotezi red ,
Fir< F, (9, ,N—0) ise Ho hipotezi kabul ve
F,(8u N—0) <F/r<F/(9,,n—q) kararsizhk (belirsizlik)

durumu
seklinde bolgeler olusturulabilir.

3.2. Ridge Tahminine Dayali Yanl1 Tahmin Edicinin Se¢imi i¢in Bir
Test

Bu boliimde, daha onceki boliimlerde aciklanan test istatistiginin Ridge

tahminine dayali yanli tahmin ediciye nasil uygulanacag: agiklanmistir.

(13) esitliginde verilen test istatistiginde gerekli ifadeler yerine
konularak, Ridge tahminine dayali yanli tahmin edici igin test istatistigini
olusturmak miimkiin olacaktir. Bunun i¢in, (10) esitliginde verilen Ridge

tahminine dayali bir tahmin edicisinde, Ridge regresyon tahmin edicisi

B(K)=(XX +KI)" X¥ yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Beo =(XX+1)7 (1+d (XX k1)) XX 3

= A (21)

seklinde ifade edilebilir. Buradan test istatistiginde yer alan,
H=(+A"XX(l-A) ifadesindeki A matrisi yerine yazlarak,

Ridge tahminine dayal1 yanl tahmin edici i¢in test istatistigi,

F = f'H 3/ mé?
11



M.EBEGIL SAU Fen Edebiyat Dergisi (2009-11)

. (XX +kI)—dXX R

i (I+k(XX)n)§2+2(XX))+d )

seklinde olusturulur. Burada m ve &° daha onceki bdliimlerde

tanumlandig1 gibi hesaplanir. Bu test istatistiginin kanonik formu,

d{ (A+kI)—dA jd
kA™ d
a_ (T+kA )(}:2A)+ )
mo

biciminde belirlenir. Diger kritik noktalar, karar kurallar1 ve
tanimlamalar onceki boliimlerde agiklandigi gibi, buradaki ifadelere

bagl kalinarak hesap edilir.

4. SONUC

Model kurmak amaciyla, regresyon Kkatsayilarimi tahmin etmek icin
yaygin olarak kullanilan yontem En Kiiciik Kareler (EKK) yontemidir.
EKK tahmin yonteminde amag hatay en kiiciiklemektir. Ancak bagimsiz
degiskenler arasinda siddetli bir iliski bulunuyorsa, bu tiir veriler hatada,
dolayisiyla varyansta yaniltici bir biiylimeye sebep olur. Bu biiyiime
parametre tahminlerine ve kestirim sonuglarina olumsuz sekilde yansir.
Diger bir deyisle, bagimsiz degiskenler arasinda siddetli bir iliski
bulundugu durumlarda, varyanstaki yaniltici biiyiimeden dolayi, EKK
tahmin yonteminin kullanilmas: yanlis model bulgularina ve kullanimina
neden olur. Bu olumsuz etkiyi yok etmek igin yanli tahmin yontemlerine
basvurulur. Bu yontemler kiiglik bir yan karsiigi varyans alanim
dolayistyla hatayi kiigiiltiir. Yanh yontemlere iliskin bu tahmin ediciler,
EKK tahmin edicilerine gore yanli, ancak ¢ok daha kiiciik varyanslh
tahminler verirler. Diger bir ifadeyle, yanli tahmin yontemlerinin
kullanilmasindaki genel amag, EKK tahmin yonteminde biiyiik olan
varyans alanini kiiciik bir yan karsiliginda daraltmaktir. Boylece EKK
yontemine gore daha dogru sonuglar elde edilir.

12
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Bu amacla, Liski (1982) calismasinda, OHK matrislerine dayali olarak, bir
Shrinkage tahmin edicisi ile EKK tahmin edicisinden birini se¢gmek igin
bir test istatistigi olusturmustur. Bu calismada, bu test istatistigi ve Ebegil
(2007) tarafindan, Ridge tahminine dayali yanl tahmin edicinin en az
EKK tahmin edicisi kadar etkin olmas: i¢in olusturulan gereklilik ve
yeterlilik kosullar1 kullanilarak, Ridge tahminine dayali yanli tahmin
edici ile EKK tahmin edicisinden birini se¢mek igin bir test istatistigi
olusturulmustur. Bu test istatistigi kullanilarak, Ridge tahminine dayal1
yanlh tahmin edicinin, EKK tahmin edicisine tercih edilecegi durumlar

belirlenebilecektir.
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