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OZET

Bu makalede, L°, 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike Mannheim egri ¢iftleri
tammlandi ve bu egri ciftlerinin birbirlerine gore egrilikleri ile torsiyonlar:
arasmdaki bagimmtilar verildi. Ayrica verilen bir egri ciftinin Mannheim egri cifti
olabilmesi icin gerek ve yeter sart elde edildi.
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ON THE TIMELIKE MANNHEIM CURVE COUPLE IN
TRIDIMENSIONAL LORENTZ SPACE U°

ABSTRACT

In this paper, timelike mannheim curve couple was defined in 3-dimensional
Lorentz sapace and the relations were given between the curvatures and
torsions of these curves. Morever for a given curve couple the necessary ans
sufficient conditions were obtained to become Mannheim curve couple.
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GIiRiS

Regiiler egrilerin diferensiyel geometrisi calisilirken, egriler arasinda
karsilikli bagintilarin ortaya ¢ikmasi ¢ok ilging ve onemli bir problem
olarak bilinir. Bu yiizden bir¢ok geometrici egrilerin 6zellikle egrilikleri

ve torsiyonlari arasinda bagintilar elde etmeye calistilar. Boylece ilk
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2 2 _ .
olarak 1878 de Mannheim tarafindan k1 + k2 =W = sabit

tanimlanan egri siifi Mannheim egrileri olarak adlandirildi. Daha sonra

bagintisi ile

1965 de Es, 3-boyutlu Oklid uzayinda Riccati denklemleri yardimiyla

Mannheim egrileri igin bazi teoremler verildi [6].

Son yillarda Mannheim egri ciftleri ve bu egri ciftleri ile ilgili bagintilar
Orbay ve Liu tarafindan calisildi [2,4]. Bu makalede L, 3-boyutlu

Lorentz uzayinda timelike Mannheim egri ciftleri ile ilgili baz1 temel

kavramlara ve teoremlere yer verildi.

1. TEMEL KAVRAMLAR

IR?, 3-boyutlu Oklid uzay <,> =—dx, +dX, +dX, indefinit i¢ carpimu ile
3-boyutlu Lorentz uzay1 adin alir ve L ile gosterilir. Burada X, X, X;

L® iin dogal koordinatlaridir. <,> indefinit i¢ carpim oldugundan a € L°
vektorti igin (a, a) >0 ya da a=0 ise & ya spacelike vektor,
(a, a) <0 ise @ ya timelike vektor, (a, a) =0 ve a#0 ise & ya null
vektOr denir. Ayrica L® de bir @ vektdriiniin normu ||a|| = ‘(a, a>‘ ile
verilir. Benzer sekilde, |* deki keyfi bir d = S egrisinin @' S hiz
vektorii timelike ise timelike egri olarak adlandirilir. & S birim hizli

timelike bir egri ise <0{' s ,a''s > = -1 dir.

Diger yandan, L3 deki herhangi a= a,a,,a,; ve b= bl,bz,b3

vektorleri igin @ ve b vektdrlerinin Lorentzian vektdrel carpimi

€& -6 -6
anb=la, a, a;|= ab;—ab,,ab;—ab,ab —-ab, . @
b, b, b
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olarak tanumlanir.

L, 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike & S egrisi boyunca Frenet
catist  T,N,B  olmak {izere « S timelike egrisinin Frenet
denklemleri asagidaki gibidir.
T 0 k OfT
N'|=|k 0 k[N @)
B’ 0 -k, OB

Burada (T,T)=-1, (N,N)=1, (B,B)=1, (T,N)=0, (T,B)=0,
(N,B)=0 dur [3].

Tanim 1.1. i) Hiperbolik aci: & ve b, L® de iki timelike future pointing
(ya da past pointing) vektor olsun. O zaman <a,b> =—||a||||b||cosh9

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayist vardir. Bu agiya a ve b

vektorleri arasindaki hiperbolik ag1 denir [1].

ii) Merkezi ag: L de bir timelike alt vektor uzayin geren spacelike
vektorler @ ve b olsun. O zaman <a,b> :||a||||b||cosh9 olacak gekilde
bir tek @ >0 reel sayis1 vardir. Bu agiya & ve b vektorleri arasindaki

merkezi a¢1 denir [1].

iii) Spacelike ac1: L® de bir spacelike alt vektor uzayini geren spacelike

vektorler @ ve b olsun. O zaman (a, b)=||a||||b||cos€ olacak sekilde

bir tek @ >0 reel sayis1 vardir. Bu agiya & ve b vektorleri arasindaki

spacelike ac1 denir [1].

iv) Lorentzian timelike agi: L* de a spacelike bir vektdr ve D timelike

bir vektor olsun. O zaman (a, b> = ||a||||b||sinh9 olacak sekilde bir tek
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0 >0 reel sayist vardir. Bu agiya @ ve D vektorleri arasindaki

Lorentzian timelike a¢1 denir [1].

2. | DE TIMELiKE MANNHEIM EGRI CiFTi

Bu boliimde 3-boyutlu Lorentz uzayidaki timelike Mannheim egri cifti
tanitilarak, bu egri ciftleri ile ilgili baz1 karakteristik 6zelliklere yer

verilmistir.

Tanim 2.1. @ ve « timelike uzay egrilerinin @ S ve ' S
noktalarindaki Frenet catilarn T,N,B ve T°,N",B" olsun.
egrisinin @ S noktasindaki B binormal dogrusu ile & egrisinin
a’ §° noktasindaki N asli normal dogrusu gakisiyorsa, «,a’ cifti

timelike Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirilir.

o ve @ timelike Mannheim egri ciftinin tegetleri sirasiyla T ve T~

olsun.Ozaman T ve T tegetleri arasindaki ag1 € olmak iizere,
T coshg sinhg O0)(T
N |= O 0 1N
B sinh@ coshé 0)( B

esitlikleri mevcuttur [5].

Teorem 2.1. L® deki timelike Mannheim egri ¢iftinin karsilikli noktalar1

arasindaki uzaklik sabittir.
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ispat:

Sekil 2.1

Sekil 2.1 den,
a s" =as+1sBs 3)

dir. (3) denkleminin S ye gore tiirevi alinir ve (2) denklemi kullanilirsa,

T*C:ji:T—ﬂkzN +A'B @
S

elde edilir. Burada timelike Mannheim egrilerin tanimindan, N* ve B
nin lineer bagimlilig goz Oniine alinarak, <T*, B> =0 yazlabilir.

Boylece (4) denkleminden,
A = sabit.

elde edilir. Diger yandan iki nokta arasindaki uzaklik fonksiyonundan

d o s ,as :Ha s —a s
=[48]
=] = sabit

dir.
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Teorem 2.2. &, timelike Mannheim egri cifti olacak sekilde L® de

bir ¢ timelike egrisi mevcuttur.

ispat. N* ve B lineer bagimli oldugundan (3) denkleminden
a=a —AN’ (5)

dir.

O halde Teorem 2.1 den A sabit olmak iizere biitiin 4 degerleri igin bir

o timelike egrisi mevcuttur.

Teorem 23. L® de «a,a” bir timelike Mannheim egri cifti olsun. O

*

zaman ¢ timelike egrisinin torsiyonu K, = —— seklindedir.
2

Ispat. (4) denklemindeki A nin sabit oldugu goz éniine alinirsa,

. ds’
T —=T-1k,N (6)
ds
denklemi elde edilir. & ve « timelike egrilerinin karsilikl

noktalarindaki T ve T" timelike vektorleri arasindaki agi € olmak

luzere

T* =coshdT +sinh&N

)
B* =sinh &T +cosh N
dir. O halde (6) ve (7) denklemleri géz dniinde bulundurularak
ds’ 1 : ds’
—= , —AK, =sinh@ — (8)
ds coshé ds
elde edilir.
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Ayrica (5) denkleminin S ye gore tiirevi alinip, (2) denklemi ve Teorem
2.1 kullanilarak,

ds* ds*
T=1-k" T"—/—-Ak:B"— 9
K, ™ B ©)

bulunur. Ayrica (7) denkleminden,

T =coshédT* —sinh6B"

(10)
N =—sinh T " + cosh 6B°
yazilabilir. O halde (9) ve (10) denklemleri yardimiyla
cosh@ = 1—Ak/ s’ : Siﬂh@zﬂk;di (11)
ds ds
elde edilir. Bu son denklemlerden
cosh? = 1- 2k’ , sinh?0=-2%k}k, (12)

%

dir. Bdylece (12) denkleminden, K, = k_*l elde edilir.
2

Sonug 2.1. «,a” ikilisi L® de timelike Mannheim egri ¢ifti olsun. O

zaman timelike Mannheim egrilerinin kargilikli noktalarindaki K, ve k;

torsiyonlarinin ¢arpimi sabit degildir. Yani, Shell teoremi timelike

Mannheim egriler i¢in gegerli degildir.

Teorem 2.3 iin ispatindan elde edilen Sinh* @ =-1°k;K, denklemi ele

alinirsa, asagidaki sonug kolayca goriilebilir.

Sonu¢ 2.2. «a,a , L® de timelike Mannheim egri cifti ise k2 ve k;

torsiyonlar1 zit isaretlidir.
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Teorem 2.4. «o,a , 3 de timelike Mannheim egri ¢ifti olsun. a’ n

egrilik ve torsiyonu arasinda
uk; + Ak =1
bagntist meveuttur. Burada A4 ve g sifirdan farkli reel sayilardir.

Ispat. (11) denklemi gz 6niine alimirsa,

cosh® sinh@
1-2k; Ak,

elde edilir. Bu denklem diizenlenir ve 1 = ACOth @ segilirse,
uk; + Ak =1
bulunur.

Sonu¢ 2.3. a,a L® de timelike Mannheim egri cifti olsun. O zaman

sabit katsayill k; ve K, egrilik ve torsiyonu arasinda lineer bir bagmti

mevcuttur. Yani, timelike Mannheim egriler icin Bertrand teoremi
gecerlidir.
Teorem 2.5. o,a , L3 de timelike Mannheim egri ¢ifti olsun. & ve

o’ timelike egrilerinin egrilikleri ve torsiyonlar1 icin asagidaki

denklemler mevcuttur:

i. kl :_d_g’
ds
ik, =k sinh 03 i cosh 09
ds ds
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iii. k; =k,sinh ed—i,
ds
iv. k, =—k,cosh@ ds* :
ds

Ispat. <T ,T*> =—C0sh & denkleminin S ye gore tiirevi almarak,

(N, T")+ TN 80— sinng 92
ds ds

bulunur. Ayrica N* ve B nin lineer bagimli olduklar1 gdz oniine alinir,
(2) ve (10) denklemleri kullanilirsa,

_do

K =-2¢
Yo ds

ifadesine ulasilir.

Benzer sekilde <N,N*>=0, <B,T*>=O ve <B,B*>=0 denklemleri

goz Oniine alinarak, ispatin i. sikkindaki metotla teoremin ii., iii. ve iv.

siklar1 sirastyla elde edilebilir.

Teorem 2.5 in iii. ve iv. den asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.4. «,a timelike Mannheim egri cifti olsun. Bu durumda «
timelike egrisinin torsiyonu K, ile &¢” timelike egrisinin torsiyonu k, ve

VR LR *
egriligi k; arasinda

2
k;Z _ kIZ — k22 (%j

bagintis1 vardir.
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Teorem 2.6. |® deki bir timelike egrinin, timelike Mannheim egri olmasi
icin gerek ve yeter sart kf egriliginin ve k; torsiyonunun
Ak ? —k;z =k, esitligini saglamasidir. Burada A sifirdan farkli bir

sabittir.

ispat. Teorem 2.1 goz Oniine alinip, (5) denkleminin s' a gore tiirevi

alinirsa,

T%zT*—i kT" +k;B’
S

(13)
denklemi elde edilir. O halde (13) denkleminin S" a gore tiirevi alinarak,

2 2
klN(%] +T%:k{“N*—i KT kB + K22 N° (14)

bulunur. N* ve B nin lineer bagimhi oldugu géz oniine alinarak, (14)

denklemi B ile i¢ carpim yapilirsa,
A K2-k? =k

elde edilir.
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