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OZET

Bilinen teori simplisil uzayin, temel gruplarimin simplisil gruplar iizerindeki
etkilerinin kategorileri ve bir simplisil uzaym simplisil kategorisi arasindaki
denkligi sunar. Bir serbest simplisil uzaym serbest simplisil =~ Ortii
doniisiimlerinin kategorisi ve uzaymn temel serbest simplisil grubu iizerindeki
etkilerinin serbest simpligil kategoriler arasindaki bir denkligini verir. CW-
tabanlaryla serbest simplisil Galois teorisinin bir sonucu olarak CW-
tabanlariyla verilen serbest simplisil gruplar igin ikinci boyuta karsilik gelen bir
teori veririz. Bu, bir F CW-tabanlariyla verilen serbest simplisil grubunun
ikinci serbest simplisil ortii doniisiimlerinin bir serbest simplisil kategorisi ve
F ‘den olusturulan bir ¢ift serbest simplisil grubunun iizerindeki etkilerinin bir

serbest simpligil kategorileri arasinda bir denklik meydana getirir.

Anahtar Kelimeler: Serbest Simplisil Kategori Teorisi, Homolojik Cebir,
Serbest Simplisil Gruplar.

SECOND ORDER SIMPLICIAL COVERINGS OF USING
FREE SIMPLICIAL GROUPS WITH GIVEN CW-BASES

ABSTRACT

A theory of known present an equivalence between the category of free simplicial
covering maps of a free simplicial space and the free simplicial category of
actions on free simplicial groups of the fundamental free simplicial group of the
free simplicial space with given CW-bases. We give a corresponding theory in
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dimension two for free simplicial groups with given CW-bases as a consequence
of a free simplicial Galois theory. This yields an equivalence between a category
of two free simplicial covering maps of a free simplicial group with given CW-
bases F and a free simplicial category of actions on free simplicial group of a
certain double free simplicial group constructed from F .

Key words: Simplicial Category, Homological Algebra, Free Simplicial Groups
CW-Bases.
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1. GIRiS

F, CW-tabanlariyla verilen serbest simplisil grubunun =, (F, f) temel

simplisil grubunun etkilerinin terimlerinde bir iyi F simplisil uzaymin
simplisil Ortli doniisiimlerinin bir tarifi vardir. Bu tarif temel simplisil

grubun bir tanimi olarak kullanilabilir.

Temel simplisil grubun ikinci mertebeden benzerleri vardir. Bunlar,
sadece ikinci homotopi grubunu degil ayrica [1]'de Mac Lane ve
Whitehead ve [2]'de Whitehead tarafindan g6z oniine alinan temel grup
ve ikinci relatif homotopi grubu tarafindan olusturulan kross modiilii de
igerir. Quillen (bir faybresininin kross modiilii), Brown ve Higgins ([3]'de
bir ¢iftin ¢ift grupoidi, [4]'de grupoidler iizerindeki kross modiiller),
Loday ([5,6]'da bir doniisimiin temel cat! —grubu), ve digerleri

tarafindan birgok yakin baglantili yapilar nerilmistir.

Bununla birlikte ikinci mertebeden Ortii doniisiimlerinin Galois teorisinin
bir karsilig1 simplisil kiimeler kullanilarak [7]’de verildi. Fakat Brown ve
Janelizde bu teoride [8,9]'da sunulan CW-tabanlariyla verilen serbest
simplisil gruplar kategorisini kullanmadilar. Bu nedenle makalenin
amact CW-tabanlariyla verilen serbest simplisil gruplar kategorisinde
[10I'na gore 6zel bir durum olan bu teoriyi gelistirmektir. Boylece bir
faybresinin CW-tabanlariyla serbest simplisil Galois grubunun temel
simplisil grubunda ikinci mertebeden simplisil Ortii doniisiimlerinin
kavrami bir kros modiil olarak géz oniine alinan ikinci relatif homotopi

grup kavramiyla ayni oldugunu ortaya ¢ikartir.
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Bu ¢alisma {i¢ boliimden olusur. Birinci béliimde CW-tabanlariyla serbest
simplisil Galois teorisinin bir hatirlatmasi yapilir. Ikinci boliimde [8,9]'a
gore CW-tabanlartyla verilen serbest simplisil gruplar ile grupoidler
kategorisinde arasindaki esas sonuglar verilir. Uciincii boliimde ikinci
mertebeden simplisil ortii ve ikinci mertebeden temel simplisil ¢ift grup
kavrammin karsiligimi verir; ikinci mertebeden bu simplisil Ortii
doniistimleri, simplisil grubun kategorisindeki bu ¢ift simplisil grubun

faybrenisi olarak tarif edilir.

2.CW-TABANLARIYLA SERBEST SIMPLISIL GALOIS
KATEGORILERI TEORISi

Pullbackler ile birlikte bir CW-tabanlariyla verilen serbest simplisil
gruplar  kategorisi FrSimpGrps, ve FrSimpGrps’deki  bitiin
izomorfizmleri iceren ve bileskeler altinda kapali ve pullbacki sabit
morfizmlerin bir smifi ¥ olsun. ¢, asagidaki gibi tamimlanan bir
F : FrSimpGrps™ — SimpGrps yar1 fanktdrii olarak gz &niine alinabilir
ve burada simplisil gruplarin  bir kategorisi  SimpGrps “dir.
FrSimpGrps’deki bir F nesnesi verilsin, #(F) 'nin nesneleri F’deki bir
morfizm o:G —F olmak tlizere biitiin (G, «) ikilileri ve morfizmler

FrSimpGrps “deki biitiin degismeli {icgenler asagidaki diagram gibidir.

N

F(F) = (FrSimpGrps 4 F) seklinde vyazariz. ¥ ’deki herhangi bir

G &

p:E — F morfizmi icin, yani (FrSimpGrps 4 E)’deki verilen bir (D, 5)
nesnesi nenesi ile birlikte
F(p)=p = (FrSimpGrps 4 F) — (FrSimpGrps 4 E)
(G,a) = (Exg G, pr)
pullback fanktoriiniin, p ile bileskesi olan bir

p. : (FrSimpGrps 4 E) — (FrSimpGrps 4 G) sol adjointine sahip olduguna
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dikkat edelim. p.(D,d) = (D, pd)’y1 elde ederiz. Boylece p* monadic ise,
bu takdirde p:E — F 'nin bir ¥ azalan morfizm oldugunu sdyleriz.
Pullbackler ile birlikte FrSimpGrps ve SimpGrps Kkategorileri

arasindaki bir adjunction

FrSimpGrps = SimpGrps,

n :1FrSimpGrps —>HIl, ¢:1H _)1SimpGrps,
FrSimpGrps’deki morfizmlerin sinuflari & ve T’ olsun, ve yukaridaki
kosullar1 sirasiyla saglasin. |(F)c & ve H(F')c< F ise bu takdirde

herhangi bir F € FrSimpGrps nesnesi igin

FxgrmH(SG) s F

pullbacki vasitasi ile
17(G,a) = (1(G), 1(a));
H"(SG,$) = (F x,, ¢, H(SG), pr)

HI(F)

olacak sekilde bir

F
I
(FrSimpGrps 4 F) (_F)(SimpGrps I 1(F)),
H

F
no: l( FrSimpGrps{ F)

morfizmini elde ederiz; (SimpGrps 4 | (F))’deki herhangi bir (SG, ¢) icin

FF F_F F
->H 1l ,¢ I H _)1(SimpGrps~LI(F))

’7(Fe,a) =<a,ng > G —>Fx HI(G);

HI(F)
E(FSGM =g 1(pr,),
yani
L(F %y () HI(SG)) —> IH (SG) —=>SG
bileskesidir.

Yukaridaki veri T = (FrSimpGrps, SimpGrps, |,H,7, &, F ) olsun;
I' 'mun [10]'daki gibi bir Galois yapist oldugunu soyleriz.
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p:E — F bir etkili & azalan morfizm, yani (E, p) [10, Tanim

6.7]'ye gore bir monadic genisleme olsun ve

FSGal, (E, p) = I(E x_ Ex_ E)=———>I(E x_ E) $———1(E)

[10]'na gore onun serbest simplisil Galois grubu olsun. [10, Teorem 6.8]'e

gore serbest simplisil Galois teorisinin temel teoremi, nesneleri (E, p)
iizerinde boliinen ortiiler olarak tanimlanabilen (FrSimpGrps ¥ F) nin bir
full alt kategorisi ve SimpGrps "teki es boliinen FSGal, (E, p) 'nin bir kesin
Cosimpl . (FSGal, (E, p), SimpGrps)

kategorisi arasinda bir

Simpl.. (E, p) ~ Cosimpl.(FSGal, (E, p), SimpGrps) (*1)
kategori denkligini kurar. Bu ¢alismada sadece
Simpl..(E, p) ={(G, a)  (FrSimpGrps YF)| ’7<EEXFGW bir izomorfizm}  (*2)
ve

FSGal, (E,p)

Cosimpl . (FSGal | (E, p), SimpGrps) = SimpGrps N (SimpGrps 4 1(E)) (*3)
0zel durumunu goz Oniine alacagiz, ayrintilar i¢in [10]'na bakiniz.
[10]'nun sonuglarina gore asagidaki sonucu elde ederiz.

Exg E Exg Exg E
F gEFEF

SONUC 2.1. &t & ve morfizmleri izomorfizmdir.
3IKINCi  MERTEBEDEN  SERBEST  SIMPLISIL  ORTU
DONUSUMLERI iCIN SERBEST SIMPLISIL GALOIS YAPISI

Asagidaki T = (FrSimpGrps, SimpGrps, |,H, 7, &, F F') serbest simplisil

Galois yapisini goz Oniine alalim. Burada FrSimpGrps = SimpGrpSAop CW-
tabanlariyla verilen serbest simplisil gruplarin kategorisidir ve simplisil
gruplar icin asagidaki terminolojiyi ve [11]'deki Gabriel ve Ziesman’in
kavramini kullaniriz.  H : SimpGrps — FrSimpGrps, genellikle nerve

fanktorii olarak adlandirilan kanonik kapsamadir ve [11]'deki gibi D'

biciminde yazilir.
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([11] deki [1:A°E - Gr biciminde yazilan )
| =7, : FrSimpGrps — SimpGrps, asikar 7 ve ¢ ile birlikte

H : SimpGrps — FrSimpGrps kanonik kapsamasinin sol adjointidir.

Kan [11, s. 65]'e gore F faybresin smifidir ve boylece F " = F ~ SimpGrps

[12]'ye gore serbest simplisil grubun faybresinlarin simifidir, boylece

tanimdan H(F') c F, ve ayrica |(F) c ' oldugu da agiktr.

Bir F CW-tabanlariyla verilen serbest simplisil grubunun bir Kan
kompleksi olmasi igin gerek ve yeter sart F -1 tek doniisiimiiniin [11,

s. 65]’e gore bir faybresin olmasidir.

SONUC 3.1. Kan kompleksinin bir Orten faybrestmi p:E — F olsun, bu
takdirde bir

FSGal, (E, p)

Simpl-(E, p) ~ SimpGrps N (SimpGrps 4 1 (E))

kategori denkligi vardir; burada,

Exng__E

nEXrG NE (*4)

HI(E x5 G) HI(E)

HI(pr:)

diyagram bir pullback olmak iizere Simpl.(E, p), (G, ) ikililerinden olusan
nesnelerle birlikte (FrSimpGrps ¥ F) ‘nin full alt kategorisidir.

Bundan dolay1 asagidaki dnermeyi elde ederiz.

ONERME 3.2. E 'nin her bir baglantily bileseni geri cekilebilir olacak sekilde
Kan kompleksinin Orten faybresinlart p:E —>F ve p':E'—F olsun. Bu

takdirde Simpl_(E’, p') < Simpl_.(E, p).
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ISPAT: p'f'= pile birlikte bir f':E’— E morfizminin var oldugunu
gostermemiz gerekir. Bu, E 'nin her bir bileseni iizerindeki standart

lifting 6zelligidir.

ONERME 3.3. Kan kompleksinin bir érten faybresint p:E — B olsun, bu
takdirde FSGal, (E, p) serbest simplisil Galois grubu serbest simplisil gruplar

iizerinde bir ¢ift gruptur.

ISPAT: [11, 5.5c]'de bahsedildigi gibi

1((E Xe E)><E (E Xe E)) —» |(E><F E)XI(E) I(E X E)
I((Ex BE)xg (Ex E)x. (Ex. E)) -
I(E x_ E)X|(E) I(E x. E)X|(E) I(Ex. E)

kanonik morfizmlerinin izomorfizm olduklarini gostermek yeterlidir.
Bununla birlikte, bu bilinen daha genel ifadeden elde edilir (bu ifade, bir
faybrenisinin tam dizisini igeren standart Ozellikleri tekrar kullanarak

ispatlanabilir): | = 7; fanktorii L, K nin Kan kompleks ve f ‘nin hem

bir faybresin hem de bir simplisil 6rten oldugu durumda

T ‘j
M—N

diyagramindaki biitiin pullbackleri korur.

FSGal, (E, p) 'nin, p:E—>F faybresininin

m (Ex; E, *)lwrl(E, *) Loday cat! —grubunu bir nesne grubu olarak

ihtiva ettigi aciktir. Bu cat! —grubunun benzer diger yapilara denk oldugu

bilinir, drnek olarak Quillen’den dolay1 = (§,*) = 7,(E,*) kross modiilii
verir ve burada (¢:SG — I(F)) € SimpGrps ve F=H (¢71)(77F (f)) ve
7 (f):F > HI(F) . Aynntilar i¢in [5,6]ya bakiniz.
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4IKINCIi  MERTEBEDEN  SERBEST  SIMPLISIL  ORTU
DONUSUMLERi VE IKINCi MERTEBEDEN SERBEST SiMPLISIL
TEMEL GRUP

[10]'nun genel sonuglarinin énceki boliimde agiklanan simplisil Galois

yapisina uygulanmasiyla asagidaki ifade ileri siiriiliir:

TANIM 4.1. (*) diyagrami bir pullback olacak sekilde orten bir
p:E—>F faybresim1 varsa, Kan kompleksinin bir a:G—>F

faybresinina ikinci mertebeden bir serbest simplisil ortii doniisiimii denir.

(*4) diyagramumin bir pullback oldugunu soylemek yerine ([8,9]'daki

serbest simplisil grup olarak goz Oniine alman HI(E), E’nin
I(E) = z,(E) ahisilmis simplisil grubu olmak tizere) E — HI(E) boyunca
geri ¢ekerek Ex. A— E'nin SG — HI(E) simplisil grubunun bir

faybresinindan elde edilebilecegini soyleyebiliriz. Bodylece ikinci
mertebeden serbest simplisil ortii doniisiimleri serbest simplisil gruplar
olarak alisilmis simplisil 6rtii doniisiimleriyle ayn1 anlamdadr.

2—FrSimpCov(F), F’nin ikinci mertebeden serbest simplisil Ortii

déniistimlerinin kategorisi olsun. Onerme 3.2 ve Sonug 3.1’den asagidaki

ifadeyi elde ederiz.

TEOREM 4.2. E 'nin her bir baglantil bileseni geri cekilebilir olacak sekilde
Kan kompleksinin rten bir faybresimi p:E — F olsun. Bu takdirde

(@) T, Boliim 2'de ifade edilen serbest simplisil Galois yapisi olmak iizere
2 — FrSimpCov(F) = Simpl-(E, p) .

(b) 2—FrSimpCo¥ B, 7 :F, = 7,(E) izdiisiim fanktorii bir faybresin olmak
iizere serbest simplisil gruplarin kategorisindeki

FSGaII (E, p) = FSGaI”1 (E, p)

=71'1(E xg Exp E)i)ﬂl(E X E)(iﬂ'l(E)
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serbest simplisil Galois grubunun F = F(F,, x,,{) kategorisine denktir.

Onerme 3.3.te bahsedildigi gibi FSGal, (E, p) sadece bir gift gruptur
fakat onu serbest simplisil grubun kategorisindeki bir grup olarak goz
oniine almak daha iyidir, ¢linkii boyle bir grubu bir cift grup olarak goz

ontiine almanin iki yolu vardir.

Simdi p:E — F yukarida verilen teoremdeki gibi olmak tizere bir F
Kan kompleksinin ikinci mertebeden temel serbest simplisil grubunu

FSGal, (E, p) biciminde tamimlayabiliriz. Bu denklige kadar tek bir

bigcimde belirlenir ve dogal olarak F ’'nin ikinci homotopi gruplarinin

{r,(F, f)},_; ailesi {izerindeki bu grubun etkisi ile birlikte 7,(F) temel

grubunu igerir.

Ikinci mertebeden simpligil 6rtii doniisiimlerinin biitiin faybreginlarinin
simplisil grup olduguna ve bu sebeple bu teoride [8,9]'a gore CW-
tabanlariyla verilen serbest simplisil grup G olmak iizere bir K(G,1)
faybresi ile birlikte faybre bohgalarmin smiflandirmasiyla baglantili

olduguna dikkat edelim.
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