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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

A matrisin determinanti

A matrisinin Moore-Penrose tersi

: A matrisinin 6zdegerlerinin reel kismi negatif olanlarin sayisi
;A matrisinin 6zdegerlerinin reel kismi pozitif olanlarin sayisi
: A matrisinin 6zdegerlerinin reel kismu sifir olanlarin sayisi

: A matrisinin tim 6zdegerlerinin kiimesi

. Elemanidir

: Elemanlar1 F cisminin elemani olan nxn boyutlu kare

matrisler kiimesi

: Ispat sonu
: Kompleks sayilar kiimesi

: Kdsegen elemanlart « ve diger elemanlar1 S geometrik

ortalamali ¢ift devirli matrisler kiimesi

: Negatif determinantli, kosegen elemanlart o ve diger elemanlari

S geometrik ortalamali negatif determinantlh ¢ift devirli matrisler

kiimesi

: Pozitif reel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Uygun boyutlu birim matris

: (2.1) ile verilen permiitasyon matrisi

. X kompleks sayisinin reel kismi



OZET

Anahtar Kelimeler: Z* matris, ¢ift devirli Z* matris, M matris, 6zdegerlerin yerleri,
bir polinomun sifirlari

Boliim 1°de, ¢alismanin konusu ve kapsami hakkinda bazi bilgiler verilmistir. Ayrica,

cift devirli Z* matrislerinin atalar1 olan dairesel matrisler, Z* matrisler ve M
matrisler ile ilgili yapilan bazi ¢alismalardan bahsedilmistir.

Bolim 2°de, ¢alisma boyunca kullanilacak olan bazi temel tanim ve sonuglar
verilmistir.

Bolim 3’te, DC (a, p ) matrislerin 6zdegerlerinin yeri ile ilgili literatiirde mevcut olan

sonuglar tanitilmig, Bolim 4’te verilen sonuglarla kiyaslama yapilabilmesi i¢in bazi
sonuclarin ispatlarina deginilmistir.

Boliim 4’te, bir 6nceki boliimde hatirlatilan sonuglardan esinlenerek ortaya konulmus
olan DCZ™ matrislerin 6zdegerlerinin yerleri ile ilgili sonuglar, matrislerin boyutlart
dort ve daha kiiciik oldugu durumda, verilmistir.

Boliim 5°te, literatiirdeki sonuglar ile bu calismada verilen sonuglarin genel olarak
karsilastirmas1 yapilmakta ve daha sonra neler yapilabilecegi ile ilgili Onerilerde
bulunulmaktadir.



LOCATION OF EIGENVALUES OF SOME DOUBLE
CYCLIC MATRICES

SUMMARY

Keywords: Double cyclic Z* matrix, Z* matrix, M matrix, location of eigenvalues,
zeroes of polynomials

In Chapter 1, some information about the subject and scope of the study are given. In

addition, some studies on Z* matrices, M matrices and circular matrices which are
the ancestors of double cycle matrices are mentioned.

In Chapter 2, some key definitions and conclusions that will be used throughout the
study are given.

In Chapter 3, the results available in the literature on the location of the eigenvalues of
matrices are introduced, and proofs of some results are also mentioned in order to make
comparisons with the results given in Chapter 4.

In Chapter 4, the results regarding the locations of the eigenvalues of the matrices,
inspired by the results recalled in the previous chapter, are given when the matrices
have sizes 4" 4 and smaller.

In Chapter 5, a general comparison of the results in the literature with the results given
in this study is made and suggestions are made about what can be done in the next.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

[, 07 ve I sembolleri, sirasiyla reel sayilar kiimesini, pozitif reel sayilar kiimesini

ve kompleks sayilar kiimesini gostermektedir. M, (F) ile elemanlari F cisminin

elemanlar1 olan nxn boyutlu kare matrisler kiimesi gosterilmektedir. det(A) ile bir

A kare matrisinin determinantina isaret edilecektir. Bu ¢alismada dairesel matrisler
(bkz. Tanim 2.1.10) kiimesinin 6zel bir alt kiimesinin elemani olan ¢ift devirli Z*

matrislerin (bkz. Tamim 2.1.14), yani vi=1,2,...,n, i¢in «;, B >0 olmak iizere,

a B 0 0 0 0
a, —-f, 0 0 0
0 a -B .. 0
A=| : : : : : (1.1)
0 0
0 : . a,, B
-, O 0 a, |

1

bi¢cimindeki matrislerin 6zdegerleri 1ile ilgilenilecektir. az(al~a2~...-an)n ve

1

B=(B,-fy-....B,)" olmak iizere (1.1) tipli matrisler kiimesi DC(a,b) ile
gosterilecektir. Ayrica, DC(a,b) kiimesindeki matrislerin negatif determinantli

olanlarinin da kiimesi DC _(a,b) ile gosterilecektir.

Calismadaki ¢ift devirli Z* matrisler ve onlarin genel hali olan dairesel matrisler

literatiirde yaygin bir sekilde calisilmis ve birgok uygulamaya sahip oldugu



goriilmektedir. Simdi bu matrisler ile ilgili bizim ¢alismamiza motivasyon kaynagi

olan baz: ¢alismalardan bahsedilecektir.

1.1. Polinomlarda Dairesel Matrisler

Diisiik dereceli polinom denklemlerini ¢ozme islemlerinde dordiincii dereceye kadar
denklemlerin koklerini bulmak karmasik fakat daha kolay iken dordiincii dereceden
yiiksek dereceli denklemlerin koklerini bulmak ¢ogu zaman imkansizdir. Yiiksek
dereceli denklemler i¢in ¢oziimlerle ilgili basarisiz denemelerden sonra iiglincii ve
dordiincii dereceden denklemler icin olan metotlarin neden basarili oldugunu
aciklayan bir analizi 1770’te Lagrange yapti. O zamandan bugiine kadar, {iglincii ve
dordiincii dereceden denklemlerin ¢6ziimlerini aydinlatmaya yonelik cabalar devam
etti (Ornegin, [1]). Kalman ve White bu c¢aligmalar1 takip edip polinomlarin sifir
yerlerini daha akilda kalic1 ve daha kolay bir yontemle bulmak i¢in onlarin dairesel
matrislerle iligkilerini anlattilar. Soyle ki; polinomlarin sifir yerlerini bulma
probleminin aslinda dairesel matrislerin 6zdegerlerini bulma problemine denk
geldigini goriip bunun lizerinde calistilar. Belirli bir polinomun katsayilart ile bir
dairesel matris olusturmakta ve bu polinomun sifir yerleri, dairesel matrisin
O0zdegerleriyle ¢akigmaktadir. Bu yaklagim iiclincii ve dordiincli dereceden
denklemlerinin ¢6ziim yontemlerini belirlemede hatirlanmasi kolay giizel bir biitiinlik
saglamaktadir. Ayrica onlar matrisler ve polinomlar arasinda bir iliski de ortaya

koymaktadir.

1.2. MDS Matrislerinde Dairesel Matrisler

Giuiniimiizde bilgisayarlar ve benzeri teknolojiler hayatimizda haberlesme igin olduk¢a
yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Kriptoloji ise, bu noktada iletisimde bilginin
giivenli ve tam olarak dogru bir bicimde karsi tarafa iletilmesini saglayan alandir.
Yunanca kryptés ve logos kelimelerinden olusan, kisaca gizli bilgi anlamina gelen
kriptoloji, verilerin giivenle gizli bir sekilde iletimini, saklanmasini inceleyen bilim
dalidir [2]. Bu bilim dal1 iginde iki alt bilim dalin1 daha barindirir, bunlar kriptografi

ve kriptoanalizdir. Kriptografi bilginin gizliligini saglarken, kriptoanaliz ise



kriptografik algoritmalarin zayifligint bulmay1 hedeflemektedir. Bu hedefler
dogrultusunda, sifreleme ve sifre ¢cozme islemleri ig¢in yapilan uygulamalar arasinda
kullanilan MDS (Maximum Distance Separable - Maksimum Uzaklikla Ayrilabilen)
matrislerin tasariminda da dairesel matrisler kullanilir. Yani dairesel matrisler bilgi
giivenligi ve dogru, degistirilmemis bilginin iletimi i¢in gerekli olan MDS’lerin

olusumu ig¢in etkili olmustur.

1.3. Sayisal Isaret Islemede Dairesel Matrisler

Dairesel matrislerin bir diger kullanim alanlar1 ise sayisal isaret islemedir. Bu ise
giiniimiizde isimizi kolaylastiran bircok alanda 6nemli bir yapidir. Isaret; fiziksel bir
durum hakkinda bilgi tasiyan degisken veya degiskenlere bagli olan fonksiyona denir.
Radyo dalgalar1, konusma buna 6rnek olarak gosterilebilir. Isaret iizerine herhangi bir
islem uygulayan cihaza ise sistem denir. Isaret bir sistemden gegirildigi zaman buna
isaret igleme denilmektedir. Televizyon yaymlarindaki goriintiilemede, otomotiv
sektoriinde (ABS, GPS gibi), radar ve sonar sistemlerinde hedefi belirlemede, tip
sektorinde (MR, EKG gibi) isaret isleme dolayisiyla dairesel matrisler
kullanilmaktadir. Dairesel matrisler ayrica sayisal isaret islemenin 6nemli alanlarindan

olan Fourier doniisiimii ile olan iliskilerinde de kullanilmistir [3].

1.4. Graf Teorisinde Dairesel Matrisler

Dairesel matrislerin kullanildig bir baska uygulama ise graf teorisidir. Graf teorisinde
grafik ¢izimleri yapilirken, bilgisayar programlart verilen bir grafigin algoritmalarla
belirlenen uglarinin bir kenarla baglandigimi kaydeder. Uzaklik (veya maliyet)
matrisleri kenarlarin uzakliklar1 hakkinda bilgi verir. Bu kavramlar birbirleri ile ilgili
ve birbirlerinden gecis yapan web sitelerine de uygulanabilmektedir. Dairesel
matrislerin farkli tiplerinin rank ve determinantlari iizerine ¢aligmalar yapilip iki grafik

arasindaki izomorfizmi belirlemek i¢in de kullanilmistir [4].



1.5. Literatiir Bilgisi ve Cahsmanin Icerigi

Bu calismada tizerinde durulan dairesel matrisler ayrica onlarin gelismesine yardimei
olan Z matrisler (bkz. Tanim 2.1.13) ve M matrisler (bkz. Tanim 2.1.12) matematikte
oldugu kadar gerek miithendislik gerekse tip alan1 dahil olmak iizere bir ok uygulamali

alanda kullanilmistir.

Hershkowitz ve Schneider Z matrisler ve M matrislerin genellestirilmis sifir uzaylari
tizerine ¢aligsma yapmuistir. Bu ¢alismalarinda 6ncelikle bir M matrisin genellestirilmis
sifir uzay1 i¢in bir sonug ortaya koymus ve ispatlamislardir. Daha sonra bu sonucu Z
matrisler igin genisletip genellestirmislerdir [5]. Yine Hershkowitz ve Schneider bu
kez [6] ¢alismalarinda Z matris denklemlerinin ¢oziimleriyle ilgilenmislerdir [6].
Soyle ki; A bir Z matris, b bir negatif olmayan vektor oldugu durumda AxX= b

matris denkleminin ¢6ziimlerinin varligi ve dogasini arastirmiglardir.

Kalman ve White diisiik dereceli polinomlarin sifir yerlerinin dairesel matrisler
kullanilarak nasil bulunabilecegini gosterdi [7]. Daha acik sdylemek gerekirse bir
polinomun sifir yerlerini bulma probleminin, iliskili dairesel matrisin 6zdegerlerini

bulma problemlerine denk oldugunu géstermislerdir.

Chandrashekaran ve arkadaslar1 ¢alismalarinda gligli Z matris tanimi yapmuslar,
ayrica tersinir olan giicli Z matrislerin bir takim 6zellikleri saglayip saglamadigini

belirlemenin bazi yollarin1 bulmuslardir [8].

Jeffries ve arkadaslari, calismalarinda 4x4 boyutlu negatif determinantl ¢ift devirli
matrislerin bir alt kiimesinin (l, 3, 0) eylemsizligine sahip oldugunu ispat etmislerdir

[9]. Bu ispat ettikleri sonucu bir kiiglik kanser hiicresi modelini analiz etmede
kullanmiglardir. Boyut daha biiylik oldugunda elde edilebilecek sonuglarin da daha
biiyiik modellerin analizinde yararli olabilecegini belirtilmislerdir. Dolayisiyla, ¢ift
devirli matrislerin tip ve biyoloji alaninda Onemini, yaptiklar1 bu calismayla

gostermiglerdir.



Bendito ve arkadaslar1 simetrik ve tersinir olmayan bir Jacobi M matrisinin Moore-
Penrose tersinin (bkz. Tanim 2.1.18) ne zaman ayni zamanda bir M matris oldugunu
karakterize etme problemini ele almiglardir [10]. Bu problemin ¢oziimiinii kare
matrislerin boyutu ti¢ ve daha kii¢iik oldugu durumda ¢ozmiisler fakat boyutun dort ve
daha yiiksek oldugu durumda problemin ¢6ziimiiniin daha karmasik bir hal aldigini
gormiislerdir. Calismalarinin sonunda, matrislerin iizerine ekstra olarak tiggensellik

kosulunu da ekleyip, herhangi n boyut i¢cin bir sonug verebilmislerdir.

Johnson ve arkadaglar1 DC _ (a, p ) matrislerin sol yar1 diizlemde olan 6zdegerlerinin

sayisin ele almistir. Ozellikle, n<4 veya Cos(z—ﬂ} < % <1 iken bu matrislerin sol
n

yar1 diizlemdeki 6zdegerlerinin sayisi1 ile ol — fP matrisinin 6zdegerlerinin sayisinin
ayni olduguna dikkat ¢ektiler [11]. Hatta sonlu boyutlu genel durum i¢in a < b ise
bdyle matrislerin sol yar1 diizlemdeki 6zdeger sayisinin 6zel bir araliktaki tek tam say1
olabilecegi konjektiiriinii verdiler. Bu aralik alttan 1 ile ve listten al— P matrisinin
sol yar1 diizlemdeki 6zdeger sayist ile sinirlidir. Daha sonra bu konjektiir [12]’de Baker

ve Mityagin tarafindan ispatlanmistir. Burada

® 1 0 K O0u

¢ U

® 0 1 K 0y

¢ U
= U
P_gvl oo(J

® K K 0 1Y

g 0 K 0 0f
dir.

Lu ve digerleri Markov zincirleriyle alakali Wiener-Hopf problemlerinin

incelenmesinde ortaya c¢ikan tersinir M matrisli ikinci dereceden matris (yani,
E,FI M, (j) ve F bir tersinir M matris olmak iizere, X?- EX- F=0)

denkleminin sayisal ¢oziimiinii ele aldilar [13]. Bunu yaparken matris denklemini

Riccati denklemine g¢evirip sabit nokta iterasyonu ile bu denklemi ¢ozdiiler.



Amster ve Idels ¢alismalarinda yiiksek dereceli gecikmeli otonom olmayan modellerin
parametrelerinden yararlanarak onlarin kararlilik analizlerinde M matrisleri kullanan

bir algoritma tanimlamislardir [14].

Brandts ve Cihangir calismalarinda simetrik ters M matris problemini geometrik

acidan arastirmiglardir [15].

Fan ve Liu ¢ift devirli matrisler iizerinde ¢alisma yapmis, bu matrisleri tanitip

ozelliklerini incelemislerdir [16].

Guan g¢alismasinda M matrisli cebirsel Riccati denkleminin sayisal ¢éziimiinii ele
almistir. Bu denklemin minumum ve negatif olmayan ¢6ziimlerini hesaplamak icin
degistirilmis ve dogrusallastirilmis kapali bir iterasyon yontemi ortaya koymus ve bu

yontemin etkinligini gostermistir [17].



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olan bazi tanimlar ve bazi teoremler

verilmektedir.

2.1. Matrisler ve Lineer Denklem Sistemleri ile Tlgili Baz1 Temel Kavramlar ve
Ozellikler

Tanim 2.1.1. Bos olmayan bir kiimenin her bir sirali eleman ikilisine o kiimenin bir
elemanini karsilik tutan bir kurala, verilen kiime tizerinde bir ikili islem veya bir i¢
islem denir. Bagka bir sekilde sdylenecek olursa, A bos olmayan bir kiime olmak

tizere, Ax A’dan A’ya bir * fonksiyonuna A tizerinde bir ikili islem denir [18].

Tanmm 2.1.2. H bir kiime o ve * H ’da iki i¢ islem olsun. Eger asagidaki aksiyomlar

saglantyorsa (H,o,*) sistemine bir halka denir.

1) ( H, 0) bir degismeli gruptur.
2) * islemi asosyatiftir (birlesme 6zelligi).
3) Her ab,ceH i¢in a*(boc):(a*b)o(a*c) sol dagilma ve

(acb)*c=(a*c)o(b*c) sag dagilma dzelligi gegerlidir [18].

Tamm 2.1.3. K birim elemanli ve degismeli bir halka, m ile n pozitif tamsayilar,

1<i<mve i< j<n igin a; € K olsun. mxn tane a; elemaninin olusturdugu



8 ... 8y

At E [, e

tablosuna mxn boyutlu bir A matrisi denir [18].

Tamm 2.1.4. K birim elemanli, degismeli bir halka ve A, K {izerinde m” n tipinde
matris olsun. A:[aij] matrisi i¢in 1<i <i, <---<i, <m Vve 1< j <j,<---<j,<n

olmak uzere,

seklindeki bir matrise A matrisinin bir alt matrisi denir [18].

Tamim 2.1.5. Bir mxm boyutlu A matrisinin bir kare alt matrisinin determinantina

A matrisinin bir minérii denir. Ozel olarak i inci satir ve j Yinci siitunun silinmesiyle

elde edilen alt matrisin determinantina a; mindrii denir [19].

Tamim 2.1.6. Bir A kare matris i¢in a; min6rii M;; olmak iizere, A matrisinin a;

kofaktorii (ya da isaretli minorii) (—l)i+j M sayist olarak tanimlamr [19].

Tamm 2.1.7. J I {L.2,K ,n} alt kiimesi k elemanli bir kiime ve i, jT J olmak iizere,
Al M, (£) matrisinin yalmzca J indis kiimesindeki indis numarali satir ve

siitunlarindan olusan kxk boyutlu alt matris A, =[aij] olsun. det(A,) sayisma A

matrisinin esas mindrii (principal mindrii) denir. Eger J indis kiimesinin elemanlari,

{L.2,K ,n} kiimesinin ilk k adet eleman, yani {1, 2,K ,k} ise



a; d, - g
a a cee a
det| % B2 P
a, A, Ay

sayisina A matrisinin bir baslica esas minorii (leading principal minor) denir ve

sabitlenmis bir k degeri igin bu say1 A, ile gdsterilecektir [19].

Tamm 2.1.8. Bir Ae M, (D ) matrisi i¢in kompleks 6zdegerlerinin reel kismi; pozitif
olanlarin sayisi i, (A) , negatif olanlarin sayis1 i_ (A) ve sifir olanlarin sayisi |, (A) ile
gosterilir. Bu ii¢ say1 ile olusan I (A) = (i+ (A), i (A) o (A)) say1 Ugliisiine A

matrisinin eylemsizligi (inertia) denir. Burada bu sayilar belirlenirken 6zdegerler katli
oldugunda katlilik sayis1 da hesaba katilir [11].

Tamm 2.1.9. Bir Ae Mn(D) matrisinin tiim (i,i), i=12,...,n, ve tim (i,i+1),
i=12,...,n—1, indisli elemanlarinin bulundugu kdsegenlere, sirasiyla, A matrisinin
esas kosegeni ve siiper kdsegeni denir. Eger Ae M| (D ) matrisinin esas kosegendeki
ve siiper kosegendeki elemanlari ile (n,l) indisli eleman haricindeki elemanlart sifir

ise, diger bir ifade ile k1 | - {0} olmak iizere

= jveyai+1= jveya (i, j)= (n2)

1

ik
a. =1 .
10 ,diger yerlerde

oluyorsa, A matrisine bir ¢ift devirli matris veya kisaca DC matris denir [11].

Tamim 2.1.10. Bir Ae M, (U ) matrisi
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aQ a a; - n-1 a,
an ai az o an—z an—l
A = a‘n—1 an n-3 n-2
L a, a a, - a |

seklinde verildiginde dairesel matris adin1 alir. Dikkat edilirse bu matriste herbir satir

bir 6nceki satira gore bir adim 6telenmistir [20].

Tamm 2.1.11. Bir Ae M, (D ) matrisinin tiim 6zdegerlerinin reel kismi pozitif ise

yani i(A)=(n,0,0) yada i, (A)=n ise matrise pozitif kararlt matris denir [21].

Tamim 2.1.12. Z, < M, (U ) kiimesi,

Z, {A=[aij]eMn(D ):a, <0;i# j;i,j=1,2,...,n}

seklinde tanimlansin. Eger bir Ae M (D ) matrisi hem pozitif kararli olur hem de

Ae Z, kosulunu saglaniyorsa bu matrise M matris denir [21].

Tamm 2.1.13. AeM, (J) olsun. Eger Vi = j icin a; £ 0 ise, bu matrise Z matris,

eger ek olarak " i= j igin a; > 0 ise, bu matrise Z* matris denir [11].

Tamim 2.1.14. Bir matris hem ¢ift devirli hem de Z* matris ise ona ¢ift devirli Z~

matris veya kisaca DCZ™ matris denir [11].

Teorem 2.1.15. Bir Ae M, (U ) matrisi pozitif determinantl (det(A)> 0) ¢ift devirli

Z" matris olsun. Bu durumda onun tiim baslica esas minorleri pozitiftir [11].
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ispat. 1=12K,n igin a, >0, b >0 olsun. Ayrica A, kxk boyutlu kare matris
olsun. Teoremin hipotezinde A pozitif determinantli, yani A',,, > 0, kabul edildigi
i¢cin 1£ s< k olmak iizere A’,, > 0 oldugunu gostermek yeterlidir. O halde k=1

i¢in ispat agiktir.

k=2 icin, A{ag =

M2 a,

} olur. Bu durumda

s=1i¢in A}, =det[a,]=a, >0. Yani k= 2 igin teorem dogrudur.

& -b 0
k=3i¢in, A=| 0 a, -Db,| olur. Budurumda
_ba 0 8

A&PM :dEt[al]:ai >0

A, =detﬁ; ;bl}zaiaz olup a, ve a, pozitif oldugundan bu ifade de pozitiftir.

2

Yani k = 3 igin de teorem dogrudur.

k=n ve n> 3 i¢in

a -b O 0
0 a, -b, 0
A=[0 0 a, :
N : —b,
0 0 0 a, |

olup se€{34,...,n-1} i¢in A, =aa,...a oldugundan g, ’ler pozitif oldugu dikkate

almirsa Ay, 'nin pozitif oldugu goriiliir.
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Yani k= n i¢in de teorem dogrudur. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanir. u

Sonug 2.1.16. Yukardaki teorem geregi bir pozitif determinantli DCZ™ matrisi pozitif
kararli olma kosulunu da saglar. Dolayisiyla ayn1 zamanda bdyle bir matris bir M

matristir.

Tamm 2.1.17. Pe M, (D ) olsun. Eger P matrisinin her satir ve stitununda yalniz ve

yalniz bir eleman 1, diger tiim elemanlar O ise, P matrisine bir permiitasyon matrisi

denir. Ornegin,

01 .0
00 1 - 0

P=|: ¢ . .0 (2.1)
00 . 1

10 0 - 0]

Matrisi bir permiitasyon matrisi olur ve P ’ye temel permiitasyon matrisi denir. Bu

calisma boyunca P ile (2.1)’de verilen matris gosterilecektir [20].

Tamm 2.1.18. A bir m” n boyutlu kompleks matris olsun. Bu durumda, AXA= A,
XAX = X (AX)' = AX, (XA)' = XA denklemlerini saglayan bir tek n” m
boyutlu kompleks X matrisine A matrisinin Moore-Penrose tersi denir ve A" ile

gosterilir. Burada ()H , kompleks bir matrisin eslenik transpozunu gdstermektedir

[22].
Tamm 2.1.19. A bir m” n matris olsun.
S(A)={y:Ay=0;y, n” 1boyutlu kompleks vektor}

kiimesine A matrisinin sifir uzayi denir [20].
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Tamm 2.1.20. AeM, () olsun. Eger bir A skaleri ve bir sifirdan farkli nx1

boyutlu kompleks X vektori
AX = AX

denklemini saglarsa A skalerine A matrisinin bir 6zdegeri ve x vektoriine de A

matrisinin A 6zdegeri ile iliskili bir 6zvektori denir [20].

Tamm 2.1.21. Bir Ae M, (C) matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesi, A matrisinin

spektrumu olarak adlandirilir ve & ( A) ile gosterilir [20].

Tamm 2.1.22. Bir AeM, (C) matrisinin Kkarakteristik polinomu, det(1l— A)

seklinde tanimlanir. det(A11—A)=0 denklemine ise Ae Mn(C) matrisinin

karakteristik denklemi denir [20].

Tamm 2.1.23. A BeM, (C) matrisleri verilsin. Bir SeM, (C) tersinir matrisi igin

B =S"'AS esitligi saglaniyorsa, B matrisi A matrisine benzerdir denir [20].

Teorem 2.1.24. A BeM, (C) matrisleri verilsin. Eger bu matrisler benzer ise

o(A)=o(B) dir [20].



BOLUM 3. CIFT DEVIRLI MATRISLERIN OZDEGERLERININ
YERLERI iLE ILGILi MEVCUT SONUCLAR

Bu bdliimde, cift devirli matrislerin 6zdegerlerinin yerleriyle ilgili literatiirdeki
sonuclar hatirlatilacaktir. Bu hatirlatmanin amaci Boliim 4’te elde edilen sonuclar ile
literatirde mevcut olan sonuglarm kiyaslamasini yapabilmektir. Oncelikle [9]
calismasinda mevcut olan bir sonug ile [11] ¢alismasinda mevcut olan bir sonug ve bir
konjektiir hatirlatilacak daha sonra konjektiiriin ve daha gelismis halinin ispatin1 veren

[12]’deki ¢alismalarin sunumu ile devam edilecektir.

3.1. DC_(a,b) Kiimesinin Elemani Olan Bir Matrisin Eylemsizligi

(3.1) bicimli matrisin negatif transpozu olan matris bir kiigiik kanser hiicresi
modellerini analiz etmede kritik bir sekilde [9] c¢alismasinda kullanilmistir. Bu
kullanim1 yapabilmek i¢in Jeffries ve digerleri [9] ¢alismasinda bir sonug¢ ortaya

koydular. Bu sonug asagidadir.

Teorem 3.1.1.

(3.1)

olsun. Pozitif R, R,, R;, R, degerlerinin se¢iminden bagimsiz olarak dd_>': = FX’intiim

pozitif baglangic degerli yoriingeleri, bilesenleri sabit oranlarda olan iistel olarak artan

bir yoriingeye asimtotik olarak yaklasir [9].
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Sonug 3.1.2. Teorem 3.1.1’de verilen sonug¢ ve onun [9] ¢alismasinda verilen ispati

inceleniginde (3.1)’deki matrisin eylemsizliginin i(F) = (1,3,0) oldugu goriiliir [11].

Asagidaki DCZ™ matrisini ele alalim

o B O 0
0 a -5 0

A=| : . (3.2)
0 Ay P
__ﬂn 0 &, |

Burada j=12K,n icin «;, 3 >0 oldugu Tamim 2.1.12°den agiktir. Bu matrisin

determinant1 ve elemanlarinin geometrik ortalamalariyla alakali asagidaki lemma

verilebilir.

Lemma 3.1.3. (3.2) ile verilen A matrisi i¢in det A=(aya, -, )— (S5, f3,) dir.

AeDC (a, p ) ‘nin negatif determinantli olmasi i¢in gerek yeter sart & < £ olmasidir.

Burada
1/n 1/n
a=(,Ka,) ,b=(bKb,) (3.3)
dir.
Ispat.
@, -B 0 .. 0 |
0 o -5 0
det( A)=det E
0 oA _:Bn—l
__ﬂn 0 a, i
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a =5 0 - 0 0
0 e - 0

= o, det 3 C |+ (=B (-1)"" det 622 ':BZ

0 0 a, 0 an—l ﬂn—l
=a,...a,+(-1)" (-1)" Bf,...5,
= Hak _Hﬂk

k=1 k=1

olur. O halde det(A)=a"— " seklinde de yazilabilir. n

Burada ve calismanm bu bdlimiiniin bundan sonraki kisminda a ve b, (3.3)

esitliginde verildigi gibidir.

Simdi,
o, - 0 |
0 o -5
C=| : (3.4)
0 a,., —p
__ﬂ 0 a, |

matrisi tanimlansin (3.2) ve (3.4) matrislerinin 6zdegerleri ile ilgili olarak asagidaki

lemma verilebilir.

Lemma 3.1.4. (3.2) ve (3.4)’de verilen matrislerinin spekturumlari aynidir.

Ispat. ispat asagidaki hesaplamadan direkt olarak goriiliir.



fa,~4 B O 0
0 a-1 -B 0
det(A—AI)=det| : . )
0 0 o Qg — A _ﬂn—l
| =B, 0 0 a,— 4|
a,—A =B, 0
-2 :
:(Otl—ﬂ,)det as_
: _ﬂn—l
0 0 a -4
4 0 0
n+ -4 - 0
T
0 Ay -4 ﬂn—l

=(a, =)ty = A)..(@ = 2)+(=B,) ()" (1) (BB, Brr)

=det
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Dolayistyla buradan (3.2) ve (3.4) bigimli matrislerinin 6zdegerlerinin ayni oldugu
gorilir. Yukaridaki lemmalar1 kullanarak ve (3.2) bicimli bir matrisin piir imajiner
0zdegerlerinin mevcut olamayacagin1 gostermek sureti ile [11] ¢alismasinda verilen
asagidaki sonug ispatlanmistir. Bu sonucun ispati burada verilmeyecektir. Béliim 4’te

ortaya koydugumuz sonuglarin ispatinda da bu mantik kullanilacaktir.

Teorem 3.1.5. «, >0 i¢gin asagidaki ifadeler denktir.

1) i_(d-pP)=1
(2) cosriIny<al p<1,
(3) Her Ae DC(a, ) igin i _(A)=1"dir [11].

Teorem 3.1.5’ten esas olarak su sonu¢ ¢ikarilabilir. Belli bir takim % oranlari i¢in

AeDC_(a,fB) matrisinin eylemsizligi ol—BP matrisininki ile tam olarak

belirlenebilir. Bu durum aslinda A matrisinin M matris olmas1 durumunda da yani

%> 1 olmasi durumunda da dogrudur. Johnson ve digerleri, [11] ¢alismasinda bazi

sabitlenmis % oranlarina bagl olarak DC_(a,,B) kiimesindeki matrislerin

eylemsizlikleri ile ilgili MATLAB paket programi kullanarak bazi gézlemler yaptilar

ve asagidaki konjektiirii verdiler.

Konjektiir 3.1.6. Al DC_(a,b) olmasi i_(A)£ i_(al- bP) olmasmi saglar.

Ayrica, i_(al- bP)ve i_(A) tek sayidir [11].

Konjektiirdeki i _(a I- b P) ve i _(A)’mn tek say1 oldugu iddas1 zaten agiktir. Cilinkii

hem al- bP hem de A matrislerinin determinantlarinin ikisi de negatiftir ve bu
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matrisler reel matrisler oldugunda herhangi bir kompleks 6zdeger eslenigi ile birlikte

var olmak zorunda oldugundan i _(A) ve i_(al- bP) tek sayidur.

Ayrica, Johnson ve digerleri rastgele matrislerle yaptiklar1 denemelerde

Al DC_(a,b) iken i_(A) sayisinm i_(al- bP) sayisindan kiigiik veya esit olan
herhangi bir tek say1 olarak hesaplandigini, bununla birlikte i_(al- bP)’den farkli

eylemsizliklerin daha az siklikla goriildiigiint gozlemlediler.

Yukarida verilen konjektiire n= 20 i¢in 10 000000 adet sabitlenmis a /b oranl

i_(al- bP): 7 olan rasgele elemanli matrisler lizerinde hesaplama yaparak

ulastilar. | _(A)’mn meydana gelen degerlerini asagidaki gibi elde ettiler.

i_(A) Siklik (oran olarak)

>9 0
7 0.662806
5 0.33547
3 0.001222
1 0.000002

Dolayisiyla, tiim negatif eylemsizliklerin konjektiirlerindeki {ist sinirdan daha kiiciik

esit oldugunu ve her birinin tek say1 oldugunu gézlemlemislerdir.

3.2. DC (a : b) Kiimesinin Elemani Olan Bir Matrisin Eylemsizligi

Barker ve Mityagin Konjektiir 3.1.6’y1 asagidaki gibi yeniden ifade ederek ispatini

ortaya koymustur.

Teorem 3.2.1. nell, n>2 ve a, fell” olsun. Ae DC(«, ) olsun. Bu durumda

A ’nin negatif reel kisimli 6zdegerlerinin sayist ol — SP matrisinin negatif reel kismli
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Ozdegerlerinin sayisin1 gegemez ve A=al— P € DC (a, p ) olarak almak DC (a, p )

kiimesindeki tiim matrislerin negatif reel kisimli en biiyilik 6zdeger sayisini elde etmeyi

saglar [12].

Bu kisimda bu teoremin [12]’de verilen ispati ana hatlar1 ile anlatilmaya ¢alisilacaktir.

Bunun i¢in 6nce

1 0 0 |
o 2 o 0
B,
B B
_lo 0 £.£ 0
° 5
0 0 o 112
L 1 By |

matrisi ele alinsim. Bu durumda,

Q'AQ
1 0 ... 0 _051 B0 .. 0 11 0 ... 0
o & o 0 a -5 .. 0 |0 % .. 0
= ﬂ 0 0 a . 0 :
: _ﬁn—l _
n-1 n-1
B B
0 0 —= || = 0 0 0 O —
L k=1 ﬁ_' IBn “ L ]l;!:ﬂk_
[ -5 0 o 1 o 0 |
0 “;fl 0 o o g 0 0
_ 0 o b 0o o o £.2 0
B B B
0 : 0
~ n—l& n—l& n—lﬁ
AL, 0 0 allgfo o S




o, _ﬂlgl
0 a,Bp
BB
) 0
n & 0
_k:lﬁ
‘o, -B O
0 a -
0
- 0
[EA
B
0 %
B
=B :
0 0O 0
-8 0 0
elde edilir.
ve
[c, -1 0
0 c, -1
B=| : )
0o ...
-1 0

0

0

c, -1
0 ¢, |

P SPP
BB’

21
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gosterimleri kullanilirsa, Q *AQ = bB yazilabilir. Dolayisiyla Teorem 2.1.24 geregi
A ve BB matrislerinin spektrumlari aynidir. Burada g >0 carpani spektrumu

yeniden olg¢eklendirir fakat, spektrumdaki noktalarin reel kisimlarinin isaretlerini
degistirmez. Dolayisiyla A ile B matrisinin 6zdegerlerinin reel kisimlari ayni

isaretlidir. O halde A matrisinin eylemsizligini bulmak yerine B matrisinin
eylemsizligi arastirilabilir. n parametreli Cz(q,cz,...,cn)e(D *)n vektorlerunu ele

alalim onun elemanlarinin ortalamasi

n 1/n
}/Zlﬁc )Un_ ];Jl;ak :g
i g B

c,-1 -1 0
c,— A -1
det(B—Al)=(c, —A)det 3
(8-21)=(c,~2) .
0 0 ¢ -4
1 0 .. 0
0 -1 0 0
“1)" . (=1)-det
+H(=0) () 0 0 "-. 0
0 0 -1
=[T(c.-A)+(-D)" (-1
k=1
“T1(c—4)-1
k=1

bulunur. Ispatin geri kalani igin kolaylik saglamak amaciyla —4 yerine z alnsin.

Boylece, P(z)= ll[(ck +2) olmak {izere problem

k=1
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P(z) =1 (3.5)
cebirsel denkleminin koklerini analiz etmeye doner. Simdi

E-={fell :Re(£)<0}, E°={&ell :Re(&)=0},
E"={&el :Re(&)>0}, E={£ell :Re(£)=0} (3.6)

kiimeleri tanimlansin.

v_(c), v(c), v, (c), \_/(c) sayilari ise sirasiyla (3.5)’in E-, E°, E*, E kiimelerindeki

¢oziimlerin sayisin1 gostersin.

Eger onceki yapida A=al— £8P yani,

-4 0 ... O
0 ao - . 0
A S
0o ... a —-f
-5 0 0 «a |

olarak alinirsa bu durumda B = y1—P olur ve B matrisinin karakteristik polinomu,

det(B- I 1)= det(zl + B)= det(zl + gI- P)

grg -1 0K 073
€0 z+g K 0
= det((z+g)l- P)=dety M M MO MY
g0 0 0K -1y
§-1 0 0 K z+gy

=@+ g+ (DYDY =@ -t
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olur. ¢ =(7,7,...,7) seklinde tanimlarsak cebirsel denklem, P"(z)=(y+2)" olmak

lizere,

P'(z)=1 (3.7)

halini alir. P"(z)= (z+ g)' = 1 ifadesinden z+ g= {1=w, 0£ k< n yazlabilir.

.k 2pik
Boylece, z= W'- g olur. Burada, w*= %%osz—p+ isinz—p% = e " ’dir. O halde
n ng
2pi
(3.7)’nin ¢oziim kiimesi W= e " olmak iizere {—7/+a)k 0<k< n} seklinde yazilir ve

bdylece y >0 i¢in,

{k:0§k<n:cos(zinkj>y} (3.8)
ve
{k:0£k<n:cos(2—7;kj2y} (3.9

yazilabilir. Burada (3.8) ve (3.9) kiimelerinin eleman sayilari sirasiyla v, (C*) ve

v. (¢") ile gdsterilsin. Biz (3.5) ve (3.7) cebirsel denklemlerinin pozitif reel kisiml:
koklerinin  sayisiyla ilgilendigimizde Teorem 3.2.1°i asagidaki teoremlere
indirgeyebiliriz.

Teorem 3.2.2. nell olsun. Eger ¢=(C,,C,,...,C,) € (D +)n ise bu durumda

v, (c)£v+(c*) (3.10)
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v(c)<v(c) (3.11)
olur.

Teorem 3.2.3. nel] ve y €17 olsun. y geometrik ortalamali ¢ e (u +)n kiimesi i¢in

v+(c>={{°}’ i~

{2k+1}, y<lvek E{O,l,...,s}
olur. Benzer sekilde

{0}, y>1
v(c)=4{1}, =1
{2r+1}, y<lvere{01,...,t}

dir. Burada s,t (] *dir.

Teorem 3.2.4. nell ve «,f " olsun. Bu durumda

a) Eger a > f ise, kapali sol yar1 diizlemde bir 6zdegeri olan Ae DC(a, ﬂ)
yoktur.

b) Eger o= p ise, her Ae DC(a, B) igin kapali sol yar1 diizlemdeki tek 6zdeger
0°dur.

c) Eger a<pise, AcDC (a, p ) "nin agik sol yar1 diizlemde tek sayida 6zdegeri
vardir ancak bu ol — P ’nin 6zdegerlerinin sayisindan fazla degildir. Ayrica,
boyle her tek k sayisi igin, en az bir Ae DC (0{ p ) acik sol yar1 diizlemde tam

olarak k tane 6zdegere sahiptir. Benzer durum kapali sol yar1 diizlem igin de

gecerlidir.
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[12] ¢alismasindaki geri kalan kisimlar Teorem 3.2.1°i dolayisiyla Teorem 3.2.2,
Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4’i ispatlanmaya ayrilmistir. Fakat ispat yontemleri
Boliim 4’te bizim ortaya koydugumuz sonuglara katki saglamayacagi i¢in burada

hatirlatilmayacaktir.



BOLUM 4. CIFT DEVIRLI MATRISLERIN OZDEGERLERININ
YERLERI (n£ 4)

4.1. Giris

Bu bolimde n<4, nel]l” olmak iizere negatif determinantli nxn boyutlu ¢ift devirli

Z" matrislerin 6zdegerlerinin yerlerini belirleyen sonuglar ortaya konulacaktir. Bunu

yaparken

matrisi ele alinacaktir.

Normalde B matrisinde bulunan esas kosegen ve esas kosegen haricindeki

elemanlarin birbirine paralel olmasi gerekmez. Bununla birlikte yukaridaki matriste

oldugu gibi elemanlarin birbirine paralel olusu ve (n,l) indisli elemanin 6niindeki

katsay1 sayesinde bu matrisin determinantinin negatif olusu garanti edilmistir.

Simdi ana sonuclardan 6nce onlar1 ispatlarken gerekli olan bazi teorem ve lemmalar

ortaya konulacaktir.

Teorem 4.1.1 (Gersgorin Teoremi). B=(a;)I M,(; ) olsun. i=12K,n igin

D = % z1 £:]z- a;|£ § ‘aij E diskleri tanimlansin. Bu durumda
jri
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(1) B matrisinin tiim 6zdegerleri |JD, birlesim kiimesinde bulunur.
i=1

(2) Eger |UD, kiimesi k tane ayrik baglantih E,K,E, bélgelerinin birlesimi ve

i=1
D,,%s,D, disklerinin m_ tanesinin birlesimi E, bolgesi ise, bu durumda E, bolgesi
B matrisinin tam olarak m, tane 6zdegerini igerir. Burada 1£ r £ k i¢in r £ n’dir

[23].

Lemma4.1.2. R, R,, R;, R, €[] "olmak iizere,

R, -R 0 0
0 R, -R, 0
0 0 R -R

2R, 0 0 R,

cift devirli Z* matrisini ele alalim. Teorem 4.1.1°den dolay1,

D,={z1 £:|z- R|£ R}, D,={z1 £:]z- RJ£ R},

D,={z1 £:|z- RJ|£ R}, D,={z1 £ :|z- R|£ 2R,}

olur. Bu durumda B matrisinin tim 6zdegerleri D= D, ED, ED,ED, kiimesinde

bulunur.

Lemma4.1.3. R, R,, R, €[l " olmak iizere,
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R, -R 0
B=| 0 R, -R,
2R, 0 R,

cift devirli Z* matrisini ele alalim. Teorem 4.1.1°den dolay1
D, ={z1 £:]z- R|£ R} D,={z £:]z- RJ£ R} D,={z1 £:|z- R|£ 2R;}

olur. Bu durumda B matrisinin tiim 6zdegerleri D= D,ED,ED, kiimesinde

bulunur.

Lemma4.1.4. R, R, €[l olmak iizere,
o[ ROR
2R, R,
cift devirli Z* matrisini ele alalm. Teorem 4.1.1°den dolay1
D, ={z1 £:]z- R|£ R} D,={z1 £:]z- R|£ 2R,}
olur. Bu durumda B matrisinin tiim 6zdegerleri D= D, E D, kiimesinde bulunur.

Lemma 4.1.5. Bir matrisin 6zdegerleri, karakteristik polinomun kdkleridir ve bu

kokler matris katsayilarinin siirekli fonksiyonlaridir [23].
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4.2. Ana Sonuclar

Yukarida verilen lemmalar kullanilarak ¢ift devirli Z* matrislerin 6zdegerlerinin

yerleri i¢in olusturulan esas sonuglar asagidaki gibidir.

Teorem 4.2.1. R, R,, R;, R, €1 " olmak iizere,

RR -R 0 0
0 R, -R, 0
B= 4.2)
0 0 R, -R
2R, 0 0 R,
cift devirli Z™ matrisini ele alalim. Bu durumda i(A) = (3, 1, 0) dir.
Ispat. B matrisinin determinanti,
RR -R 0 0
0 R, -R, O
det(B) = det ’ ?
0 0 R, -R
2R, O 0 R,
R, -R, O -R, 0 0
=(R,)det| 0 R, -R,|-(-2R,)det| R, -R, 0
0 0 R, 0 R, -R,
=RRRR, —2RRRR, =-RR,RR, (4.2)

olarak bulunur. Diger taraftan, Boylece B matrisinin karakteristik polinomu
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2R, O 0 R,—X

R,-x -R, 0 -R, 0 0
=(R,—x)detf 0 R,—x -R; [+2R,det|R,-x -R, 0
0 0 R, —X 0 R,—x -R,

=(R=X)(R, = x)(R,=x)(R, =X) - 2R R,R;R,
=(RR, = RXx—R,x+x*)(R,R, ~Rx—Rx+X*) 2R R,RR,

= RR,R,R, ~RR,RX—RR,RX+RR X2~ RRR,X+RRX
+ RR,X* —RX*-R,R,R,Xx+R,R,x* + R,R,x* —=R,x* + R,R,X* —R,X*

~R,x*+x*-2RR,R,R,

=x"+xX*(-R,-R, =R, =R, )+ xX*(RR, + R,R, + R,R, +RR, +RR, + R R,)
4.3)
+X(_R1R2R3 - R1R2R4 - R1R3R4 - Rz R3R4)_ Rle R3R4

seklinde elde edilir. B matrisinin 6zdegerlerinin eylemsizligini belirlemek i¢in,
0zdegerlerin alabilecegi degerlere gore olasi tiim durumlar tizerinden asagidaki gibi

inceleme yapilabilir.

1) Ozdegerlerin herhangi biri sifir olsun. Bu durumda B matrisin dzdegerlerinin

¢arpimi, dolayisiyla determinanti '0'olur. Oysaki (4.2)’den det(B)<0 oldugunu

biliniyor. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde 6zdegerlerin higbiri sifir olamaz.

2) Tim oOzdegerlerin hepsi pir imajiner olsun. Bu durumda a, bell —{0} ve
x, =ai, X, =—ai, X, =bi, x, =—bi icin, det(B)=a’h®>0 olur. Oysa ki (4.2)’den
det(B) <0 oldugunu biliniyor. Bu ise bir celiskidir. O halde tiim dzdegerler piir

imajiner olamaz.
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3) Ozdegerlerin iki tanesi piir imajiner iki tanesi piir kompleks olsun. Bu durumda
a, b cel {0} ve x=a+ib, x,=a-ib, x=ic, x,=-ic i¢in,
det(B):(a2 +b2)c2 >0 olur. Oysaki (4.2)’den det(B)<0 oldugunu biliniyor. Bu

ise bir ¢eligkidir. O halde 6zdegerlerin iki tanesi piir imajiner iki tanesi piir kompleks

olamaz.

4) Ozdegerlerin iki tanesi piir imajiner, iki tanesi piir reel olsun. Bu durumda
a, b, c,del—{0}, x=ai, x,=-ai, x;=b, x,=Cc i¢in det(B)=a’hc olur.
Dolayisiyla (4.2)’den b ve c zt isaretli olmalidir. O halde genelligi bozmaksizin
A, pel’ igin, Ozdegerler a=1 iken, X =i, X,=—I, X,=4, X, =—u olarak

almabilir. Bu durumda karakteristik polinom,

P(B)=(x—=A)(X+u)(x—i)(x+i)
=(X2 +,ux—ﬁx—ﬂ,u)(x2 +xi—xi—i2)

=X 33 (A4 )+ X (1= Ap) + X (A + ) — Au (4.4)

olur. (4.3) ve (4.4) ifadelerinin her ikisi de B matrisinin karakteristik polinomu

2

olduklarindan esit olmalidir. Buradan, sirastyla x°, x*, X, x° iceren terimlerin

esitliginden,

R+R+R,+R,=4A-u (4.5)
RR,+RR,+RR, +R,R, +R,R, +R,R, =1-Au (4.6)
RRR; +RRR, +RRR +RRR, =4 —p (4.7)

RR,RR, = u (4.8)
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esitlikleri elde edilir. (4.5) - (4.8) denklemlerinin sol yanlar1 kisalik olsun diye
sirasiyla, E,F,G,H ile gosterilsin. (4.6) ve (4.8) denkleminin toplamindan;

RR,+RR,+RR, +R,R, +R,R, +R;R, + RR,R;R, =1

F+H=1

olur. Bu ifade ile birlikte (4.5) ve (4.7) denklemlerinin sag taraflarinin esitligi géz

Oniine alindiginda
(F+H)E=G (4.9)
yazilabilir. Bu ifadenin sol tarafi

(F+H)E

= (R1R2+ R1R3+ R1R4+ R2R3+ R2R4+ R3R4)(R1+ R2+ R3+ R4)+ HE

= Riz RZ + R12R3 + R12R4 + R1R2R3 + R1R2R4 + R1R3R4
+ R1R22 + R22 R3 + RZ2 R4 + R2R3R4 + RlRZRS + R1R2 R4
+ R32 R4 + R32R1 + R32 I:22 + RZ R3R4 + R1R2 R3 + R1R3R4

+ R42R1+ R42R2+ R42R3+ R1R2R4+ R1R3R4+ R2R3R4+ HE

= RI(R+ R+ R)* RS (Ri+ R+ R+ RF(R,+ R+ R)+ RF(R+ R+ R,)

+3RR,R; + 3RR,R, + 3R R;R, + 3R,R,R, + HE
biciminde yazilabilir. (4.9)’da bu ifade kullanilirsa

HE = - 2G- R12 (R2+ R, + R4)' R22 (R1+ R, + R4)' R32(R4+ R + Rz)' R42(R1+ R,+ Rs)
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bulunur. Burada dikkat edilirse sag taraf negatiftir. Dolayisiyla, bu bir ¢eligkidir. O

halde 6zdegerlerin iki tanesi piir imajiner, diger iki tanesi ise piir reel olamaz.

Boylece, geometrik bakis agisiyla 6zdegerler hi¢bir zaman imajiner eksenin iizerinde
olamayacaklardir. Ciinkii imajiner eksen iizerinde 4 4 boyutlu matrisin piir imajiner
0zdegere sahip olma durumlarinin tamami (dort tane piir imajiner 6zdegere sahip olma
ya da iki tane piir imajiner 6zdegere sahip olma) incelenmis ve bu durumlarin

olamayacag1 goriilmiistiir. O halde bu matrisin hi¢gbir zaman piir imajiner 6zdegeri
olamayacaktir. Diger taraftan Ornegin, R =1, i=1234, icin oOzdegerler
- 0,1892, 2,1892 ve 1,0000+ 1,1892i dr. Yani bu durum igin i(A)=(3,1,0) olur.

Ozdegerlerin diger olas1 durumlarini incelemeksizin Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.5

gdz Oniine alinsin. Ozdegerler R, katsayilarinin siirekli fonksiyonlar1 oldugu ve

imajiner eksende olamayacaklar igin R, sayilari degistikge 6zdegerlerden imajiner
eksenin saginda olanlar sagda solunda olanlar ise eksenin solunda kalmaya devam

edecektir. Dolayistyla i(B)=(3,1,0) olma durumu R T ; *sayilari ne olursa olsun

korunacaktir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2. R, R,, R, €[] " olmak iizere,

R, -R 0
B=| 0 R, -R,
2R, 0 R,

cift devirli Z™ matrisini ele alalim. Bu durumda i(B) = (2,1, 0) *dir.

Ispat. B matrisinin determinant:

R1 _Rl 0
det(B)=detf 0 R, -R,
2R, 0 R,
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R, -R
=R det| ? ?
0 R,

ao

+(—2R3)de{ R R
2 2

=RR,R; —2RR,R,
=-RR,R; (4.10)

olarak bulunur. Diger taraftan, B matrisinin karakteristik polinomu

X—R, R, 0
det(xI-B)=detf 0 x-R, R,
2R, 0 X—R,

~ x-R, R, R O

_(x—Rl)det{ 0 X_Rj+(2R3)det_X_R2 Rj

=(X=R)(X=R, )(X=R;)+ 2RRR;

=X’ +X*(-R —R,—R;)+X(RR, +R,R; + RR; ) + RR,R, (4.11)

seklinde elde edilir. B matrisinin 6zdegerlerinin eylemsizligini belirlemek i¢in,
0zdegerlerin alabilecegi degerlere gore olasi tiim durumlar tlizerinden asagidaki gibi

inceleme yapilabilir.

1) Ozdegerlerin herhangi biri sifir olsun. Bu durumda B matrisinin &zdegerlerinin

carpimi, dolayisiyla determinantt '0' olur. Oysa ki (4.10)’dan det(B)<0 oldugu

biliniyor. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde 6zdegerlerin higbiri sifir olamaz.

2) Ozdegerlerin bir tanesi piir reel, iki tanesi piir imajiner olsun. Bu durumda,
a, bell —{0} ve X =ai, X, =—ai, X,=b i¢in det(B)zazb olur. Dolayisiyla

(4.10’dan b<0 olur. O halde genelligi bozmaksizin Aell* i¢in, 6zdegerler

X, =al, X, =—al, X; =—A olarak alinabilir. Bu durumda karakteristik polinom
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P(B)=(x—ai)(x+ai)(x+41)
(4.12)

=x>+x*1 +a’x+ 1a’

olur. (4.11) ve (4.12) ifadelerinin her ikisi de B ’nin karakteristik polinomu

olduklarindan esit olmalidir. Burada x* igeren terimlerin esitliginden
R+R+Ry=-1 (4.13)

eldeedilir. Buise R, R,, R, €[] " ve A €[] kabulleri ile ¢elisir. O halde 6zdegerlerin

biri piir reel ve ikisi piir imajiner olamaz.

Boylece, geometrik bakis acisiyla 6zdegerler higbir zaman imajiner eksenin {izerinde
olamayacaklardir. Ciinkii, imajiner eksen lizerinde 3x3 boyutlu matrisin piir imajiner
0zdegere sahip olma durumlarinin tamamu (iki tane piir imajiner 6zdegere sahip olma)
incelenmis ve bu durumun olamayacagi goriilmiistiir. O halde bu matrisin higbir zaman
piir imajiner 6zdegeri olamayacaktir. Diger taraftan, 6rnegin tim R =1, i=123,
olarak alindiginda 6zdegerler - 0,2599 ve 1,6300+ 1,0911i bulunur. Yani bu durum

icin | (B) = (2,1, 0) olur. Ozdegerlerin diger olas1 durumlarini incelemeksizin Lemma

4.1.3 ve Lemma 4.1.5 gdz oOniine alinsin. Ozdegerler R, katsayilarmin siirekli

fonksiyonlar1 olduklar1 ve imajiner eksen iizerinde olamayacaklari i¢in imajiner

eksenin saginda olanlar sagda solunda olanlar ise eksenin solunda kalmaya devam
edecektir. Dolayisiyla i(B) =(2,1,0) olma durumu R 1 ; *sayilar1 ne olursa olsun

korunacaktir.

Teorem 4.2.3. R,R, €[] * olmak iizere,
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¢ift devirli Z* matrisini ele alalim. Bu durumda i(B)= (1,1,0) dr.

Ispat. B matrisinin determinanti,

det(B):det{F\>1 _Ri}
2R, R,

=RR,-2RR,
- -RR, (4.14)

olarak bulunur. Diger taraftan, B matrisinin karakteristik polinomu

det(B—xI):de{Rl_X R }

—2R, R,—X
=(R1—X)(R2—X)—2R1R2
=X*-~RX-R,Xx-RR,

=x’+X(-R,-R,)-RR, (4.15)

seklinde elde edilir B matrisinin 6zdegerlerinin eylemsizligini belirlemek ig¢in,
0zdegerlerin alabilecegi degerlere gore olasi tiim durumlar tizerinden asagidaki gibi

inceleme yapilabilir.

1) Ozdegerlerin herhangi biri sifir olsun. Bu durum B matrisinin 6zdegerlerinin

carpimi, dolayisiyla determinanti '0' olur. Oysa ki (4.14)’ten det(B)<0 oldugu

biliniyor. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde 6zdegerlerin higbiri sifir olamaz.

2) Ozdegerlerin ikisi de piir imajiner olsun. Bu durumda, ael] —{O} ve
x,=ai, X, =—ai i¢in, det(B)=a’ olur. Oysa ki (4.14)’den det(B)<O0 oldugu

biliniyor. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde 6zdegerler piir imajiner olamaz.
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Boylece, geometrik bakis agisiyla 6zdegerler hi¢bir zaman imajiner eksenin tizerinde
olamayacaklardir. Diger taraftan, 6rnegin tim R, = 1, i = 1,2, i¢in 6zdegerler 2,4142
ve - 0,4142 olarak bulunur. Yani bu durum igin i(B)=(110) olur. Ozdegerlerin

diger olasi durumlarini incelemeksizin Lemma 4.1.4 ve Lemma 4.1.5’e dikkat edelim.
Buradan 6zdegerler R, katsayilarinin siirekli fonksiyonlar1 oldugu ve imajiner eksende
olamayacaklar1 i¢in imajiner eksenin sagindakiler sagda solundakiler ise eksenin

solunda kalmaya devam edecektir. Dolayistyla i(B)=(11,0) olma durumu R 1 ; *

sayilari ne olursa olsun korunacaktir.



BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Jeffries ve arkadaglari [9] ¢calismalarinda 4 x4 boyutlu 6zel bir matrisin 6zdegerlerinin
koordinat diizlemindeki yerlerini ortaya koyan bir sonug¢ vermislerdir. Bu sonug

Bolim 3’te hatirlatilmaktadir.

Bu c¢alismada ise bahsi gegen sonugtan esinlenerek Teorem 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 ile
negatif determinanth ¢ift dongiilii Z* matrislerin 6zdegerlerinin koordinat diizlemine
dagiliminda sol yar1 diizlemde yalnizca bir tane 6zdegerin varlig1 diger 6zdegerlerin
ise sag yar1 diizlemde kaldigi, matris boyutunun 4 ve 4’ten kii¢iik oldugu durumda

gosterilmistir.

Negatif determinantli olmay1 garanti etmek i¢in 6nce (1.1) tipli DCZ™ matrisi ele
almak yerine onun 6zel bir hali olan (4.1) tipli matris ela alindi. Dikkat edilirse esas

kosegendeki elemanlar ile sifirdan farkli diger elemanlar birbirine paraleldir. Ayrica,

(n,l) indisli elemanin Oniine “2” katsayis1 koyulmustur. Bu katsayr negatif

determinantli olmay1 garanti eder. Hatta istenirse bahsi gegen “2” katsayisi (n,l)

indisli elemanin 6nii yerine siiper kosegendeki herhangi bir elemanin oniine de
koyulabilirdi. Dahas1 bu katsay1 “2” olmak zorunda olmayip “1”den biiyiik herhangi

bir reel say1 olabilirdi. Yani negatif determinantli olmay garanti etmek icin “2”

katsayisini (n,l) indisli elemanin 6niline koymak genelligi bozmaz.

Ispatlar yapilirken 6nce DCZ* matrisinin determinantinin degeri bulundu. Ardindan
karakteristik polinom bir kez klasik yontemle bulundu. Daha sonra olas1 6zdegerler
kullanilarak “06zdegerlerin karakteristik polinomun kokleri olacagi” mantigi
kullanilarak karakteristik polinom yeniden olusturuldu. Bu ikisinin esitligi ve bir

matrisin 6zdegerlerinin ¢arpiminin determinantini verecegi gergegi de kullanildi. Son
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olarak karakteristik denklemin koklerinin matris katsayilarinin siirekli fonksiyonlari

olmas1 ve Gersgorin teoreminden yola ¢ikarak 6zdegerlerin yerleri tespit edilmistir.

Elde edilen sonuglar diisiiniildiiglinde matrisin boyutu ne olursa olsun, sol yari

diizlemde negatif determinanth ¢ift dongiili Z* matrisler i¢in yalnizca tek sayida
0zdeger vardir seklinde bir konjektiiriin varlig1 diistiniilebilir. Bunu zaten [11]’de
Johnson ve arkadaglar1 da ifade etmistir. Matris boyutu biiylidiiglinde bizim
yontemimizle bu konjektiirii ispatlamak olduk¢a zordur. Farkli bir yontemle bu ispat
zaten [12] ¢alismasinda yapilmistir. Bizim sonug¢larimizda dolayisiyla [11] ve [12] ile

uyumludur.

Bundan sonra bazi baska 6zel matris tipleri i¢cin de 6zdegerlerin yerlerini bulma

problemi {izerinde ¢alisilabilir.



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

Ungar, A. A., A unified approach for solving quadratic, cubic and quartic
equations by radicals. Int. J. Comp. Math. Appl., 9: 33-39, 1990.

Pehlivanoglu, M., Maksimum uzaklikta ayrilabilen matrislerin elde
edilebilmesi i¢in yeni bir matris formu ve bir hafif siklet blok sifreye
uygulamasi. Kocaeli Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Bilgisayar
Miihendisligi Anabilim Dali, Doktora Tezi, 2018.

Oteles, A., Sirkulant matrislerin sayisal isaretlemede kullanimi. Selguk
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Dal1, Yiiksek Lisans
Tezi, 2011.

Hacioglu, 1., Kaskaloglu, K., On the rank of the doop graph and its
complement. Kuwait J.Sci., 45(3): 1-5, 2007.

Hershkowitz, D., Schneider, H, On the generalized nullspace of M-matrices
and Z-matrices. Linear Algebra Appl., 106: 5-23, 1988.

Hershkowitz, D., Schneider, H., Solution of Z-matrix equations. Linear
Algebra Appl., 106: 25-38, 1988.

Kalman D., White J. E., Polynomial equation and circulant matricies. The
Amer. Math. Monthly, 108(9): 821-840, 2001.

Chandrashekaran, A., Parthasarathy, T., Ravindran, G., On strong Z-matrices.
Linear Algebra Appl., 432: 964-969, 2010.

Jeffries, C. D., Johnson, C. R., Zhou, T., Simpson, D.A. and Kaufmann, W.K.,
A flexible and qualitatively stable model for cell cycle dynamics including
DNA damage effect. Gene Regulation and Systems Biology, 1: 55-66, 2012.

Bendito, E., Carmona, A., Encinas, A.M., Mitjana, M., The M-matrix inverse
problem for singular and symmetric Jacobi Matrices. Linear Algebra Appl.,
436: 1090-1098, 2012.

Johnson, C. R., Price, Z., Spitkovsky, I. M., The distribution of eigenvalues
of doubly cyclic Z* - matricies. Linear Algebra Appl., 439: 3576-3580, 2013.



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

42

Baker, C. E., Mityagin, B. S., Location of eigenvalues of doubly cyclic
matrices. Linear Algebra Appl., 540: 160-202, 2018.

Lu, L., Ahmed, Z., Guan, J., Numerical methods for a quadratic matrix
equation with a nonsingular M-matrix. Appl.Math.Lett., 52: 46-52, 2016.

Amster, P., ldels, L., New applications of M-matrix methods to stability of
high-order linear delayed equations. Appl. Math. Lett., 54: 1-6, 2016.

Brandts, J., Cihangir, A., Geometric aspects of the symmetric inverse M-
matrix problem. Linear Algebra Appl.,506: 33-81, 2016.

Fan, Y., Liu, H., Double dairesel matrices. Linear Multilinear Algebra,
66(10): 2119-2137, 2018.

Guan, J., Modified alternately linearized implicit iteration method for M-
matrix algebraic riccati equations. Appl. Math. Comput., 347: 442-448, 2019.

Ciftei, S., Lineer Cebir, Dora Basim-Yayin Dagitim Ltd.Sti., Bursa, 2015.

Liitkepohl, H., Handbook of Matrices, John Wiley & Sons Ltd., New York,
1996.

Horn, R. A., Johnson, C. R., Matrix Analysis, Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1985.

Horn, R. A., Johnson, C. R., Topics in Matrix Analysis, Cambridge Univ.
Press, Cambridge, 1991.

Ben-lsrael, A., Greville, T. N. E., Generalized inverses. Theory and
Applications, Wiley, New York., 1974.

Li, C., Zhang, F., Eigenvalue continuity and Gersgorin’s Theorem. Electron.
J. Linear Algebra, 35: 619-625, 2019.



OZGECMIS

Adi1 Soyadi : Hande NEZIROGLU

OGRENIM DURUMU

Derece Egitim Birimi Mezuniyet Yili

Viiksek Lisans Sakarya Universitesi / Fen Bilimleri Enstitiisii / 001
Matematik Boliimii

Lisans Sakarya Universitesi / Fen Edebiyat Fakiiltesi / 2016
Matematik Boliimii

Lise [zmit Atilim Anadolu Lisesi 2010

IS DENEYIMI

Yil Yer Gorev

2021-Halen Tiirkiye Teknoloji Takim1 Vakfi Yazilim Egitmeni

2021-Halen [zmit Evrensel Matematik Koyii Koleji Ogretmen

2019-2020 Kocaeli Sinav Koleji Ogretmen

2018-2019 [zmit Birey Temel Lisesi Ogretmen

2018 Ozel Boyut Kisisel Gelisim Kursu Ogretmen

2017 Sakarya Universitesi Ogrenci Asistan

YABANCI DiL

Ingilizce



