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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

Z.,(s) : Bézier egrisi i¢in ara kontrol noktalar1

Bi, : Bézier egrileri i¢in Bernstein baz fonksiyonu

b : Bézier egrileri i¢in kontrol noktalar

b : De Casteljau algoritmasindaki ara kontrol noktalari
) : I¢ carpim

B[Z,s] : Kontrol ¢okgeni ile Bézier egrisini birlestiren lineer operator
A : Kontrol noktalar1 i¢in fark operatorii

Z22(s) : Kuadratik Bézier egrisi

Z3(s) : Kiibik Bézier egrisi

Z1(s) : Lineer Bézier egrisi

E" : n—boyutlu Oklid uzay1

a,b : E", n-boyutlu Oklid uzaymda herhangi iki vektor
AB.C : E", n-boyutlu Oklid uzaymda herhangi ii¢ nokta
R" . N —boyutlu reel i¢ carpim uzay1

Z(s) . N. dereceden Bézier egrisi

K,T : Oklid uzayindaki Frenet egrilikleri



: Oklid uzayindaki Frenet vektorleri

: Oklid uzayinda norm
. E", Oklid uzayinda i— yinci Frenet egriligi
. B", Oklid uzayinda i— yinci Frenet vektorii

. B, Oklid uzaymda herhangi iki egri
. R, reel Oklid uzayinda bir agik aralik
: Vektorel carpim

: Vektor uzayi
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OZET

Anahtar kelimeler: Oklid Uzay1, Bézier Egrileri, Bernstein Polinomlar, Involiit-Evoliit
Egri Cifti

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci
boliimde, Oklid uzay: ve Bézier egrileriyle ilgili temel kavramlar tamitilmistir. Ayrica,
bunlarla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliim bu c¢alismanin orijinal kismmni olusturmaktadir. Bu bdliimde, 3—
boyutlu Oklid uzaynda Bernstein polinomlar1 kullanilarak elde edilen involiit—evoliit
Bézier egri ¢iftlerinin Frenet elemanlarinin birbiri cinsinden yazimlari verilmistir.
Ayrica elde edilen bu yazimlar neticesinde 6nemli sonuglar verilmistir.

Dordiincii boliimde tiim calismanin 6zeti yapilmig ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik oneride bulunulmustur.

Vi



INVOLUTE-EVOLUTE CURVE COUPLES OF BEZIER CURVE

SUMMARY

Keywords: Euclidean Space, Bézier Curves, Bernstein Polynomials, Involute—Evolute
Curve Couples

This thesis consists of four parts. The first part is devoted to the introduction. In the
second part, basic concepts are introduced about Euclidean space and Bézier curves.
Also, basic definitions and theorems related to these are given.

The third part is the original part of the thesis. In this section, Bernstein polynomials
are used in 3—dimensional Euclidean space and the interrelated software of Frenet
elements of involute-evolute Bézier curve couples are given. In addition, important
results have been given as a result of these writings.

In the fourth part, the entire summary of this study was made and suggestions for next
research.

vii



BOLUM 1. GIRIS

Polinomlar kolay tanimlandiklari i¢in bilgisayar uygulamalarinda ¢ok kullanighdir. Bu
nedenle matematiksel ara¢ olarak kullanimi yaygindir. Ayrica polinomlar kolayca
diferensiyellenebilir ve integrallenebilirdir. Bu nedenle polinomlarla islem yapmak,
yapilan ¢alismalarda biiyiik kolayliklar saglamaktadir, [1]. Sade bir yapis1 ve 6nemli
ozelliklere sahip oldugundan Bernstein polinomlarmin kullanimlar1 olduk¢a yaygindir
ve bundan dolay1 Bernstein polinomlarinin olasilik teorisi, sayilar teorisi gibi birgok

alanda kullanimi1 mevcuttur, [2].

Bernstein polinomlarmin bulunusu Sergei Natanovich Bernstein’e dayanir. Kapali
aralikta siirekli bir fonksiyona cebirsel polinomlarla yaklasildiginda en iyi yaklasan
polinomun bulunmasi ve yaklasim hizinin hesaplanmasi yaklasim teorisinde ¢alisilan
onemli problemlerden biridir. Bersntein, 1885 yilinda Karl Weierstrass tarafindan
kapali bir aralikta stirekli fonksiyonlarla yaklasilabilecegini gostermesi tizerine buna
daha basit bir yolla ispat bulmaya ¢alismistir. Bu ispat1 yapmak i¢in kendi adin1 verdigi
Bernstein polinomlarindan yararlanmistir. Bernstein’in yapmis oldugu en onemli
calismalarindan biri Weierstrass teoremine daha basit bir ispat yolu bulmasidir.
Weierstrass teoremi ¢ok onemli bir teorem olup bu teoremde verilen polinomlar her

aralikta siirekli olan, kolay tiirevlenebilen ve integrallenebilen fonksiyonlardir, [3].

Parametrik kiibik egrileri tanimlamak i¢in kullanilan interpolasyon yontemleri ilk defa
Renault sirketinde miihendis olarak c¢alisan Pierre Bézier tarafindan kullanilmustir.
Ayrica Pierre Bézier interpolasyon tekniklerini daha fazla gelistirmek icin De

Casteljau algortimasimi gelistirmistir, [4].

Yiizey ve egri tanimlarini kolay bir sekilde yapmak i¢in Paul De Casteljau 1959 yilinda

calisma yapmustir. 1968’de Pierre Bézier’in benzer bir amagla yaptigi ¢alismada, Paul



De Casteljau’dan bagimsiz olarak De Casteljau ile ayni formiilii gelistirmistir. Bu
calismanin neticesinde elde edilen Bézier formiilleri, kontrol noktalar1 kullanarak

orijinal egriye yaklagsmayi saglayan bir yontem olmustur, [4].

Bézier egrilerinin bircok kullanim alani mevcuttur. Ancak ‘‘Bilgisayar Destekli
Tasarim’’ alaninda 6nemli bir yer edinmektedir. Ciinkii Bézier egrilerinin parcali
polinom egrileri i¢in kullanmigh bir geometrik gdsterimi mevcuttur. Ayrica Bézier
egrilerinin tip ve miithendislik alaninda da kullanimi1 mevcuttur. Bézier egrileri 6zel bir
seklin burulma ve egrilik gibi bir¢ok 6zelliklerinin belirlenip seklin olusturulmasinda

kullanigh bir yapiya sahiptir, [5,6].

Bu ¢alismada ise dncelikle Oklid uzayindaki temel tanim ve teoremler verilmistir.
Ayrica involiit —evoliit egri c¢iftlerinin birbiri cinsinden yazimlarmnm ifadeleri
verilmistir. Daha sonra ise Bézier egrileri tanimlanarak burada Bézier egrilerinin farkl
sekilde gosterimleri verilip bu gdsterimler vasitasiyla Frenet elemanlarinin ifadelerine
yer verilmistir. Son olarak Oklid uzayindaki egriler Bézier egrileri segilerek Bézier
involiit — evoliit egri ¢ifti kavrami verilmistir. Ayrica Bézier egrisi olarak seg¢ilen bu
involiit — evoliit egri ¢iftinin Frenet elemanlarinin birbiri cinsinden yazimlarina yer

verilmigir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Bu bdliimde n - boyutlu reel Oklid uzaymdaki temel kavramlar verilip, involiit—evoliit
egri ciftlerinin birbiri cinsinden yazimi i¢in gerekli olan ve n=3 6zel durumunda

calismamiza temel olan tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1.1. Bir reel afin uzayr X olmak tlizere X ile birlesen vektor uzayir da V

olsun. V vektor uzayinda

(,):VxV >R

(a,b)—>(a,b)=> ab,

i=1

n {a:(ai,az, ........... a,)
seklinde bir Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, X afin uzayma n-boyutlu Oklid uzayi
denir ve " ile gosterilir, [7].

Tamm 2.1.2. n—boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay1 V olmak iizere V ile birlesen bir

Oklid uzay:r E" olsun. V vektor uzayi iizerindeki norm || , || olmak iizere,

n A: 1 Aoy ey Ay
d:E"xE" >R d(A'B)=||AB||=\/Z(Q7_ai)2' {B=((EZ S))

seklinde tanimlanan fonksiyona E", n-boyutlu Oklid uzaymnda uzaklik fonksiyonu
denir. Her A,BeE" i¢in d(A,B) degerine de A ile B noktalar1 arasindaki uzaklik

adi verilir, [7].



Teorem 2.1.3. E", Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir, [7].

Tamm 2.1.4. E", Oklid uzaymda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna Oklid metrigi
denir, [7].

Tanim 2.1.5. E" uzayinda ii¢ nokta A B,C olsun. AB ile AC vektorleri arasindaki

0 R acis;, 0< @< 7 olmak iizere

seklindedir, [8].

Tamm 2.1.6. E", Oklid uzaymnda, sirali bir {P,,B,......., P

n

} nokta (n+1)—lisi igin
eger {POPl, PPy : POPn} vektor sistemi R"  i¢ ¢arpim uzayinin bir ortonormal bazi

ise {PO, By : Pn} sistemine [E" uzaynm bir dik ¢atis1 veya Oklid ¢atis1 denir, [7].

Tanmm 2.1.7. E" uzayinda bir A noktasmin standart Oklid gatisina gdre ifadesi

EOA:zn:aiEoEi

i1
seklindedir. Burada

a:E">R @<i<n)

fonksiyonlarma A noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {ai,az, ...... ,a

n - lisine Oklid koordinat sistemi denir, [7].

Tanim 2.1.8. | , Ruzayinda acik bir aralik olmak {izere



uil—>E"
S—)y(S)Z(,ul(S), ........... ,yn(s))

bi¢iminde diizgiin diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. x(s), E" Oklid uzayinda

bir alt kiime olmak iizere (I ,,u) koordinat komsulugu ile verilen bir egri olarak
adlandirilir. | ¢ R araligma, g egrisinin parametre aralifi ve se | degiskenine de

4(s) egrisinin parametresi denir, [7].

Tamm 2.1.9. n-boyutlu Oklid uzayinda L egrisi (1,) koordinat komsulugu ile

verilsin ve

4(5) = (15(8) 11 (5) 1, (5))

olsun. Boylece

du _(dm dp, du,
ds —,LI(S)#(S) _[E’ ds =TT " ds

tanjant vektoriine, L egrisinin x(S) noktasindaki hiz vektori denir, [7].

Tanmm 2.1.10. L, E" uzayinda bir egri olsun ve (I ,u) koordinat komsulugu ile

verilsin.

)1 >R
s> [u(s) =]+ (s)]

seklindeki fonksiyon egrinin skalar hiz fonksiyonu olarak adlandirilir ve H ,u'(S)H reel

sayisina da L egrisinin ,u(S) noktasindaki skalar hizi denir. Eger



#(s)=1

olmasi durumunda L egrisine birim hizli egri ve s e | parametresine de egrinin yay

parametresi denir, [7].

Tamm 2.1.11. L n-boyutlu Oklid uzaymnda bir egri olsun ve (I,x) koordinat

komsulugu ile verilsin. X,y € | olmak tizere,

s:.ﬁ

X

4 (s)|ds

reel sayisma L egrisinin yay uzunlugu denir, [7].

Tamm 2.1.12. n—boyutlu Oklid uzayinda L egrisi (I,) koordinat komsulugu ile

verilsin ve

sistemi lineer bagimsiz olsun. Burada
,u(k)eSp{¢}, k>r

olmak tizere, ¢ lineer bagimsiz sisteminden elde edilen {Vl,VZ, ...... V } ortonormal

;
sistemine L  egrisinin  Serret-Frenet  r—ayakhh alani, lelL igin

{Yl(l),Y2 (I), ...... Y, (I)} sistemine | € L noktasindaki Serret—Frenet r—ayaklis1 ve

her bir Y;, 1<i<r, vektoriine de Serret—Frenet vektorii denir, [7].



Tamm 2.1.13. L, n—boyutlu Oklid uzaymda bir egri olsun ve (I,x) koordinat

komsulugu ile verilsin. s €| yay parametresine karsilik gelen ,u( S) € L noktasindaki

Frenet r—ayaklis {Y,(5),Y,(s),.....,Y,(s)} olsun. Bu takdirde

ki :l >R
s —>ki(s) = <Yi,(s)7Yi+1(s)> (1<i<r)

seklinde olan fonksiyona L egrisinin i — yinci egrilik fonksiyonu ve Vs e | igin k; (S)

reel sayisma da L egrisinin () noktasindaki i — yinci egriligi denir, [9].

Teorem 2.1.14. L cIE® egrisi (1, ) koordinat komsulugu ve se | yay parametresi

ile verilsin. L egrisinin {t(s),n(s),b(s)} Frenet vektorleri

n(s)= L) (2.1)

seklindedir, [7].

Teorem2.1.15. L c IB° egrisi (I, 1) koordinat komsulugu ile verilsin. se | herhangi

bir parametre olmak iizere, L egrisinin ,u(s) noktasindaki {t(s), n(s) , b(S)} Frenet

vektorleri



(2.2)

seklindedir ve L egrisinin x(S) noktasindaki egriligi ve burulmasi, sirasiyla

Kk(s), t(s) olmak iizere,

#(s)xu (s)]

O or

(2.3)
(' (s)x 4" (s), 4" (s))

w(s)x ' ()

t(s) =

seklindedir, [7].

Teorem 2.1.16. L, E" uzayinda bir egri (I , ,u) koordinat komsulugu ile verilsin. S
egrinin yay parametresi olsun. L egrisinin z(s) noktasindaki i — yinci egriligi k;(s)

ve Frenet r —ayaklisi da {Yl(s),Y2 (5)enenY, (S)} olmak iizere,
i)Y, (s)=k,(s)Y,(s),
i) Y, (s)==k_(s)Yu(s)+k (s)Yea(s), (I<t<r) (2.4)
i) Y, (s)=-k_(s)Y,4(s)

bagmtilar1 saglanr, [7].



Tamm 2.1.17. L, E" uzayinda bir egri (I , y) koordinat komsulugu ile verilsin. S
egrinin yay parametresi olsun. L egrisinin y(s) noktasidaki i — yinci egriligi K (S)
olmak iizere, {Yl(s),Y2 (5),mnenY, (S)} Frenet r—ayaklismin Y,(s) Frenet

vektorlerinin egri boyunca kovaryant tiirevleri ile ilgili esitlikler

“ilro k o 0o oY, ]
Y, | |-k 0 Kk, 0o o0y,
v [0 -k o0 Y,
vl lo o o 0 k.|Y,
r-1
“I'lo o o ., oYy
L Yr _ ) o )

seklinde ifade edilir. Bu esitliklere Frenet Formiilleri denir, [7].

Teorem 2.1.18. p(s):1 > E®, sel yay parametreli egrisi verilsin. x(s) egrisinin
Frenet 3—ayaklis1 {t(s),n(s),b(s)}; K(S)egrinin egriligi ve T(S) egrinin burulmasi

olmak tizere Frenet formiilleri

n'(s)=-«(s)t(s)+z(s)b(s), (2.5)

seklindedir. Bu Frenet formiillerinin matrisel ifadesi ise
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t' 0 « Oft
nNl=l-x 0 z||n
b’ 0 - 0f|lb

seklinde ifade edilir, [8].

Teorem 2.1.19. x(s):1 — E® egrisinin herhangi bir parametresi s | olmak iizere,
Frenet 3— ayaklist {t(s),n(s),b(s)} ; egrilik ve burulmasu, sirastyla «(s), ©(s) olmak

uzere,

d(S(()(5)+(5)b(s)) 26)

seklinde hesaplanir, [8].

Teorem 2.1.20. °  3—boyutlu Oklid uzayinda x =0 <> u egrisi dogrudur, [9].

Teorem 2.1.21. E3, 3—boyutlu Oklid uzayinda 7=0 < u egrisi diizlemsel bir
egridir, [9].

Tammm 2.1.22. u:1 > E" egrisi sel yay parametresi ile verilsin. Eger u(s)

egrisinin Frenet egrilikleri sabitse ,u(S) egrisine W—egrisi denir, [9].

Tamim 2.1.23. u:1 > E® ve y:1 - E® egrileri i¢in
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bire bir ve 6rten doniisiimii altinda teget vektor alanlarinin i¢ garpimlarinin sifir olmasi

durumu, yani

saglaniyorsa 7(§) egrisine, £(s) egrisinin involiitii, x(s) egrisine de 7(3) egrisinin

evoliitii denir, [8].

n(s)

n(s)

t(s)
41(s) >

b(s) .

v

(evoliit) (imvoliit)

Sekil 2.1. Involiit-evoliit egri ciftleri

Teorem 2.1.24. 111 — E® egrisi se| yay parametresi ile verilsin. z(s) egrisinin

involiitii, s | parametreli y:1 — E* egrisi olmak iizere, vs,sel igin

d(,u(s),y(g))=|c—s| (ceR)

seklindedir. Boylece
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7(5) = u(s)+(c—s)t(s) 2.7)
olarak ifade edilebilir, [8].

Teorem 2.1.25. u(s) egrisinin involiitli, herhangi bir sel parametreli »:1 — E®

o , ds : . )
egrisi olmak iizere & sbt ise, u(s) egrisinin Frenet vektdr alanlari
S

{t(s),n(s),b(s)} ile y(g) egrisinin Frenet vektor alanlari {t(s),n(s),b(s)} arasinda

asagidaki iliski
E(E)zn(s)
So) - —K(s) ot 7(s) S, (2.8)
( ) K2(5)+Z‘2(S)t( x?(s)+7%(s) o)
b(s) 7(5) (8) __p(s)

~ e (s)+ 7 (s) ")+ J<E(5)+72(s)
mevcuttur, [8].

Teorem 2.1.26. x:1 — E® erisi se| yay parametresi ile verilsin. x(s) egrisinin
involiitii, herhangi bir s € | parametreli y: | — E* egrisi olmak iizere, 4(s) egrisinin

Frenet egrilikleri x(s), z(s) ve y(g) egrisinin Frenet egrilikleri ;(5), T(S)

cinsinden asagidaki gibi

(2.9)
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elde edilir, [8].

Teorem 2.1.27. p:1 —E° egrisi se| yay parametresi ile verilsin. (s) egrisinin

involiitii, herhangi bir s e | parametreli y : 1 — E* egrisi ise;

¢(§) = j;(a)da
olmak iizere

u(s)= y(§)+p(§)ﬁ(§)—p(§)tan(¢(§)+c)5(§), ceR

dir. Ayrica, 7(§) noktasinda ki normal diizlemde birinci kenar1 ,u(s)—y/(s) , ikinci

kenar1 ﬁ(g) olan yonlii aginin dl¢iisi ¢<§)+C dir, [8].

Teorem 2.1.28. y:1 —» E® egrisi sel yay parametresi ile verilsin. 7(§) egrisinin
evoliitii, herhangi bir s e | parametreli z:1 — E* egrisi olmak iizere, ,u(S)egrisinin

Frenet vektor alanlari {t(s), n(s),b(s)}, 7(§) egrisinin Frenet vektor alanlari

{E (s).n(s), 5(5)} cinsinden asagidaki gibi

t(s)= cos(¢(§+c))ﬁ(§)—sin(¢(§+c))5(§),

n(s)=-t(s), (2.10)

b(s) :sin(¢(§+c))n(s)+cos(¢(§+c))5(s)

elde edilir, [8].
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Teorem 2.1.29. y:1 — E® egrisi sel yay parametresi ile verilsin. 7(;) egrisinin
evoliitii, herhangi bir s | parametreli z:1 — E® egrisi olmak iizere, ,u(S) egrisinin
Frenet egrilikleri x(s), z(s) ile 7(§) egrisinin Frenet egrilikleri }(E,), ;(g) arasmda

E3(5)003(¢(§)+c)

e Gysn{o(3) )¢ (3)eos{(e) o)

(2.11)

iliski mevcuttur, [8].
2.2. Bézier Egrileri

Bu boliimde Bézier egrileri ve Bézier egrilerinin Serret—Frenet elemanlari ile ilgili

calismamizi ele alan tanim ve teoremler verilecektir.

Bézier egrileri Bernstein polinomlarina ve by,b,...,b, kontrol noktalarina

dayandirilmaktadir.

n. dereceden bir Bézier egrisi Z(s), n+1 kontrol noktast ile

Z(s)=) Bi,(s)b 0<s<1 (2.12)

seklinde ifade edilir. Burada B, ,(s) Bernstein polinomunu ve b, ler kontrol

noktalarmi ifade etmektedir. Bernstein polinomlar1
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jsi (1-s)"" (2.13)

olmak iizere, binom katsayisi

seklinde ifade edilir, [4].

Tamim 2.2.1. n-boyutlu Oklid uzay1 E" olmak iizere b,,b,,b, lineer olmayan ii¢

noktaya sahip bir Bézier egrisi

Z2(s)

ZZ‘,Bi,z(S)bi

By, (S)b, + By, (s)b,+B,, ()b, (2.14)
(1-s)" by +2(1~s)sb, +s%b,

seklinde ifade edilir ve [E" uzayinda birim hizli olmayan kuadratik Bézier egrisi olarak
adlandirilmaktadir, [10].

Tamim 2.2.2. n —boyutlu Oklid uzay1 E" olmak iizere b,,b,,b,,b, lineer olmayan dort

noktaya sahip bir Bézier egrisi

B

iao (5P

Bys(S)by+By; ()b +B,4(s)b, + B, (s)b, (2.15)
=(1-5) b, +3(1—s)” sh, +3(1-5)s%, + s°h,

Z3(s)

seklinde ifade edilir ve E" uzayinda birim hizli olmayan kiibik Bézier egrisi olarak
adlandirilmaktadir, [10].
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Teorem 2.2.3. n. dereceden bir Bézier egrisinin birinci mertebeden tiirevi
Z'(s)=n>_B;,.,(s)Ab (2.16)

seklindedir. Burada Ab, =b,,, — b dir, [10].

Ispat. Bir Bernstein polinomu

seklindedir. Son olarak kombinasyon ifadeleri agilip sadelestirmeler yapilirsa

Bernstein polinomlari kullanilarak ifade tekrar diizenlendiginde B, (s)’nin birinci

tiirevi asagidaki gibi

n(n-1)! n(n-1)!

- n[Bifl,nfl (S) — B (S)}

s'(1- s)”'i_l

elde edilir. Bu Bernstein polinomunun birinci tiirevi toplam sembolii altinda

ngl:Bil,nl (S) o Bivnfl (S)]

yazilabilir. Yazilan bu ifade agilirsa
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n 1n—1(S 2 BZ,n—l(S)bZ
n-2,n-1 (S) bn—l Bn—l,n—l (S) bn—l
Bn 1,n l(S)bn _Bnn l(s)bn
+

n(B—l,n—l(s)bO + Bo,n—l(s)(bl _b0)+ B (s)(bz _bl)J
+eeet By (8)(0, =by )= By, (S)b,

seklinde elde edilir. Daha sonra ifade diizenlenirse

N(Byns(S)ADy +B,, () AD +--+B,,,,(s)Ab, )

bulunur. Buradan n. dereceden bir Bézier egrisinin birinci tiirevi

seklinde ifade edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.2.4. n. dereceden bir Bézier egrisinin ikinci mertebeden tiirevi

n—

Z"(s)=n(n-1)> B, ,(s)A™, (2.17)

2
i=0

seklindedir. Burada A’h =Ab. , —Ab =h,—2b

I 1+1

+b, dir, [10].

Onerme 2.2.5. n. dereceden bir Bézier egrisinin r. mertebeden tiirevi asagidaki gibi
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Z"(s)=——=2 B, (5)A (2.18)

ifade edilir. Burada A'b =A"'b

1+1

-A"b =b,,—2b , +b dir, [5,10].
Onerme 2.2.6. n. dereceden bir Bézier egrisinin r. mertebeden tiirev denkleminde

baslangi¢ ve bitis noktasi ele alindiginda asagidaki gibi

n!
= A'b,
=0 (n-r)t 7

Z(f)(s)

(2.19)

n!
= A'b
=t (n—r)t "'

z"(s)

ifade edilir, [5].

Tanmm 2.2.7. x:1 — E® birim hizli olmayan bir egri olsun. Serret—Frenet catist

{t,n,b} olmak iizere

o= #0)
A ek

S)= M (s)=xu"(s) (2.20)
" sl

n(s)=b(s)xt(s)

seklindedir ve ayrica «, 7 egrilikleri asagidaki gibi
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w(s)<u ()]

o

(2.21)

=

T(S)zdet(,u' s),u"(s), 1" (9))

tanimlanir, [7].

Teorem 2.2.8. n. dereceden birim hizli olmayan Bézier egrisi Z (S) ve by,b,...,b,

kontrol noktalari olmak iizere Serret—Frenet catis1 {t,n,b} olmak iizere

n-1
B...(s)A,
t(s)=r3 :
B...(s)A,

i=0

: (2.22)

M

i (5)B; 15 (9) Bk'n_l(s)(Albi x A’h, )xAlbk

o

i (5)B; 15 (9) Bk'nfl(s)(Albi x A’b, )><A1bk

ve «, 7 egrilikleri Vse R i¢in
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3 Hl

(2.23)

seklindedir, [11].

Ispat. Tanim 2.2.7 de bulunan denklemler ve (2.18) denklemi gdz oniine almarak

gerekli islemler yapilirsa Serret—Frenet elemanlarindan t(s) vektorii asagidaki gibi

n-1 n-2

Bin1(S)Bj,s (5)( A x A%,

b(s) = H(s)xu'(s) S5 1(8)Bj 2 (5)( )
! " ns

H (S)X/’l (S)H Bi,n—l(s) ijn—Z(s)(Albi XAzbJ)
i=0 j=0

bulunur. Elde edilen b(S) ve t(S) vektorleri arasinda vektorel garpim yapilirsa n(s)

vektori
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By (S) B0z (S)Bens (s)(Albi x A’b, )><A1bk

(5)B; a2 (5) B s (S)(AD xA%D; ) x A,

seklinde elde edilir. Ayrica x,7 egriliklerini bulmak i¢in (2.18) ve (2.21) denklemleri

kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa sirasiyla

n-1n

1 n-2
() u'(s) n-1|G5

K(S)Z = 3

B

i,n-1

(5)B;,. (5)(Ah x A%, )

; 3 e
H(s) " B, (s)a'
i=0
ve
n-1 n-2 n-3 1 2 3
B B B Alb x A%, A%
r(S)=<ﬂ'(8)xﬂ”(8),ﬂ'"(5)>=n—2i:o j=0kz=(; 2(5)Bj2 (5)Bys (5)(A'0 x A%, A%, )
2 2
’ S " S n n-1n-2
4 (s)x " (s)] » B,0.1(5)B,, 5 (5)(A'h xA%b, )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 2.2.9. n. dereceden birim hizli olmayan Bézier egrisi Z(s) ve by,b,,...,b,

kontrol noktalar: ile Serret—Frenet ¢atis1 {t,n,b}, baslangi¢ noktast s =0 i¢in

N
t(s)szo _M,
Al A'b
n(s) = mcosece—Mcot o,
A'b, x A'b,

b(s)
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seklinde bulunur ve bitis noktast s=1 i¢in

A'b
t(S) s=1 = HAlbn_i ‘ )
. b
n (s) = Hilbn—i ‘ cotp — Hilbn_i ‘ cosec o,

__AbxAb,
= ||a%, , x A%, |

b(s)

seklinde elde edilir. Burada €, Ab, ile Ab, arasindaki ac1 ve ¢, Ab, , ile Ab, ,

arasindaki a¢idir, [11].

Ispat. Tanim 2.2.7 de bulunan denklemler ve (2.19) denkleminde bulunan ilk denklem

kullanilirsa Serret—Frenet elemanlarindan t(s) vektorl i¢cin baglangic noktasi olan
s =0 noktasinda inceledigimizde
A'b,

t(S)L:O “Tatn [

||

bulunur. Benzer sekilde islemler yapilir ve ayrica burada A’b, = A'b, —A'b, oldugu
dikkate alinirsa b(S) vektorii i¢in baglangic noktasi olan s=0 noktasinda

inceledigimizde
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_ AbyxA’h, _ Abyx (A -A'h,)
=0~ Talp, x AzboH A, x ( A'b, - Albo)

b(s)

(A, x Al )—(A'b, x A'h )
(A, x Al )—(A'b, x A'h, )
A'b, x A'b,
A'by x Ay

elde edilir. Elde edilen t(s) ve b(s) vektorleri kullanilarak n(s) vektori i¢in

baslangic¢ noktasi olan s =0 noktasinda inceledigimizde

A'byx A'b, )x A'h,
n(s)_,=b(s)xt(s)= (‘Albo xAlbl) ‘Albo ‘
B HAlbOH2 Alb, | Ay A", | A, cos@
W ][B]  [a[afsing
B A “A'h, A'b[|A%,] A'b, cos
A atatsing  |at,|a,| sine
= Aibl cosece—ﬁcote
o [a70]

seklinde ifade edilir.

Simdi de bitis noktasi olan s =1 noktasi i¢in t(s) vektorii incelendiginde

A'b
[,

t(s)l, =

elde edilir. Benzer sekilde islemler yapilir ve ayrica burada A’h,_, =A'b,_, —A'b, ,
oldugu dikkate alinirsa b(S) vektorii i¢in bitis noktast olan s=1 noktasinda

inceledigimizde
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_ A, xA%,,
=1 IA'y , xA%D,
(A%, x A%, ,)—(A',, xA'D, )
(A%, xA, ,)- (A, x A%, ,)
__ AbxAb,

|a'b, , <A, ,

b(s)

bulunur. Elde edilen t(s) ve b(s) vektérleri kullanilarak n(s) vektorii igin bitis

noktasi olan s=1 noktasinda inceledigimizde

n(s)|_ =b(s)xt(s)

<Albn—2 ! Albn—1> Albn—l - <A1bn—1’ Albn—1> A:Lbn—z

|a'o, ;< A%, |A',
x|, A, cosp A, “Ab, 1
|, s, [ sine [ab,[lat, [ sine
=H§% —HAi%coseC(p,

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamim 2.2.10. Oklid uzaymda algoritmik Bézier egrisinin orta noktalar1 by,b,,...,b,

kontrol noktalar ile birlikte
k
Zi’k(s):Zijk(S)biﬂ. (2.24)

seklinde ifade edilir, [12].
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Sekil 2.2. i=0 ve n=4 igin orta noktalar

Sekilde de goriildiigii gibi ve (2.24) denklemi goz dniine almarak Z;,(s)=h, ve
Z,,(s)=2(s) (2.25)

oldugu agiktir.

Ayrica (2.24) denklemi kullanilarak n. dereceden algoritmik Bézier egrisi n+1

kontrol noktalari ile elde edilir. Z;, (s) orta noktalari igin

Z.(5)=(1-5)Z; ;1 (5)+5Z 11 (S) (2.26)
denklemi yazilabilir, [12].

Onerme 2.2.11. Z;, (s) ve Z,,,, (s) orta noktalar: i¢in asagidaki fark denklemi

Zi+1,k (S) - Zi,k (S) = [(1_8)(Zi+1,k—1 (S) - Zi,k—l (S))+ S(Zi+2,k—1 (S) - Zi+1,k—1 (S))J (2-27)
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elde edilir, [12].

Ispat. Z,,,, (s) orta noktasi igin (2.26) denklemi goz Sniine almnirsa

Ziax (S) = (1_ S)(Zi+1,k—1 (S) +8Zi. 514 (S)) (2.28)

elde edilir ve (2.26), (2.28) denklemlerinin farki alinirsa asagidaki denklem
Zi+1,k (S) o Zi,k (S) = (1_ S) Zi+1,k—1 (S) - SZi+2,k—1 (S) o ((1_ S)(Zi,k—l (S) + SZi+1,k—1 (S)))

elde edilir ve elde edilen bu denklem (l—s) ve s parantezlerine almip ifade

diizenlenirse

Zi+1,k (S) - Zi,k (S) = (1_ S) (Zi+1,k—1 (S) - Zi,k—l (S)) +S (Zi+2,k—1 (S) - Zi+1,k—l (S))
seklinde bulunur. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 2.2.12. n. dereceden algoritmik Bézier egrilerinin birinci tiirevi n+1 kontrol

noktalar1 yardimiyla
Z3n(8)=2'(5)=1(Z111(5) = Zon1(5)) (2.29)
esitligiyle tanimlanir, [12].

Ispat. Z(S) algoritmik Bézier egrisinin tiirevini bulmak igin (2.16) denklemi

kullanilirsa
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sonucu bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.2.13. Z; (s)’nin birinci tiirevi i¢in (2.27) ve (2.29) denklemleri

kullanilirsa

250 (3) =n{(1=3)(Zin 2 ()= Zo0 2 (5))+5(Zon 2 (3) = Zin o (5))} (2:30)

veya

Zéyn(S)In (1S)Z(Zln3(s)ZO,nB(S))+2(1s)S(ZZn3(S)Zl,nB(S))} (2.31)

+52(Z,,5(8)=Zp05(9))

oldugu goriiliir, [12].

Ispat. Z, (s) nin birinci tiirevini bulmak igin (2.27) denklemi kullanilirsa

Z,,1(8)= 25,4 (s)=(1- s)(len_2 (8)=Z4 s (s)) + s(ZO’n_2 (s)-Z,,, (s))

elde edilir. Elde edilen denklem ve (2.29) denklemi g8z dniine almirsa Z,, () 'nin

birinci tirevi

Z; (s)= n{(l—s)(Zl’n_2 (5)=Zop2(5))+5(Z5 02 (5) = Zys (s))}
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seklinde bulunur. Ardindan (2.27) denklemi dikkate alinarak gerekli islemler yapilirsa
asagidaki esitlikler

Z, 02 (3)=Zop2(8) =(1-5)(Zina (8) = Zops (5)) +5(Zpns (5) = Zy s (5))

Z,,2(5)-2Z,,,(s)=(1- s)(Zzyn_3 (s)-Z,, ., (s)) +S (ngn_s (8)-Z,, 4 (s))

elde edilir. Son olarak elde edilen bu esitlikler Z; , () i¢in bulunan tiirev denkleminde

yerine yazilirsa

Z(;,n (S) = Z’(S) = n[(l_s)(zl,n—S (S)_ Zon-s (S)) + S(Zz,n—s (S)_ Zins (S))}
+ (1_ S)[(l_ S) (ZZ,n—3 (S) - Zl,n—3 (S)) + S(Zs,n—s (S) - Zz,n—s (S)):I

bulunur ve bulunan bu ifade diizenlenirse

(1-s) (Zyn3(8)=Zops(5))+2(1-5)5(Z,05(5) = Z,5(5))

+5%(Zy,5(8)=2Z,4(9))

Zg’n(s):Z'(s):n{

(2.31) denklemi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.2.14. by,b;,...,b, kontrol noktalari ile Z/, () Bézier egrisinin birinci tiirevi

icin es deger denklemi
Zi,,k (S)=k(zi+1,k—1(s)_zi,—1(s)) (2.32)

esitligi ile ifade edilmistir. Burada k {1 ..... n} ve ie {O,..,n - k} dir, [12].
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Teorem 2.2.15. n. dereceden algoritmik Bézier egrisinin ikinci tiirevi n+1 kontrol

noktalart ile (2.25) denklemi kullanilirsa asagidaki gibi

Z3,(8)=n(N=1)[(Z,5(8) = Z10 2 (8))~(Zin 2 (5) = Zo, o (5)) ] (2:33)
elde edilir, [12].

Ispat. Z;,(s) yi goz Sniine aldigimizda birinci tiirevini (2.29) denkleminden elde

edip daha sonra elde edilen Z;, (s) nin bir daha tiirevi almirsa Z,, () ’nin ikinci

tirevi

! ’

(Z5,(s)) =(n(len_l(s)—Zovn_l(s))) =n(Z,.(5)~Zs,4(s))

seklinde bulunur. Ayrica (2.32) ifadesi dikkate alinir ve gerekli islemler yapilirsa

Z, ., () ’nin ikinci tiirevi

23, (8)=n(n=1)[(Zon 2 (5)~Zin 2 (8)) ~(Zin 2 (8) = Zon 5 (3)) ]

seklinde elde edilir. Béylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.2.16. Z,,(s) nin ikinci tirevi olan Zg, (s) i¢in (2.27) ve (2.33)

denklemleri g6z oniine alinirsa asagidaki denklem

(1_ S)[(Zz,n-s (S) - Zl,n—3 (S)) - (Zl,n—a (5) - ZO,n—S (S))J
+s[(23‘n_3 (8)=Z305(5))—(Z2ns ()= Zys (s))]

(2.34)

Z".(s)=n(n-1)

elde edilir, [12].
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Teorem 2.2.17. n. dereceden algoritmik Bézier egrisinin iigiincii tiirevi n+1 kontrol

noktalart ile (2.25) denklemi kullanilirsa asagidaki gibi

z"(s)=a[(z,,,(s)-2,,,(s))-2(2,,,(s)-2,, ,(s))+(Z,,,(s)-Z,,,(s))] (2.35)

denklemi elde edilir. Burada a=n(n—1)(n—2) seklindedir, [12].

Ispat. Z,, (s) nin iglincii tiirevini almak igin (2.33) ifadesinde elde edilen Z;,(s)

’nin ikinci tiirevi olan Zg, () *nin bir daha tiirevi alnirsa

!

20, (5)=2"(3) = {n(N=D)[(Zo 2(8) = Zu02(5)) = (Zen 2 ()~ Zon (5)) ]}
- n(n _1) I:(Z Iz,n-z (S)_ L' (S))_(Z 'l,n—2 (S) ~Z IO,n—2 (S))}

elde edilir ve (2.32) ifadesi dikkate alinir ve daha sonrasinda gerekli islemler yapilirsa
z" (S) =n (n —1)(([1 - 2) [(Zs.n—s (S) - zz‘nfs (S)) - Z(Zz.nfs (S) - Z1‘n73 (S)) + (Zl.n—S (S) - zO,n—B (S))]
seklinde bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.18. Z'(s) ve Z"(s) vektdrlerinin vektorel garpimi

2/(8)2"(8) =0 (1D (Zur 1 (5)~Zon 2 (9)x(Zan 2(5)-Z11 4 (5))] 2:30)
seklinde ifade edilir, [12].

Onerme 2.2.19. Z'(S)XZ"(S), vektorel carpimi bagka bir sekilde ifade edilmek

istenirse (2.27) denklemi g6z oniine alindiginda vektorel garpim
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[0 (24(9)- 200 (9))x(2.0 (9) -2, (9)) ]+
Z'(s)x2"(s)=n"(n-1)3(1-s)s[(Z,, ,(s)-Z,,,(s))x(Z,, ., (s)-Z,,.,(s))]+ (2.37)
SZ [(Zz.nfs (S) - Zl,n—3 (S)) X (23#3 (S) - ZZ‘n—S (S))]

esitligi ile ifade edilir, [12].

Onerme 2.2.20. <Z'(S)><Z”(S),Z”’(S)> karma ¢arpimini elde etmek igin (2.35) ve

(2.37) denklemleri kullanilirsa

seklinde bulunur. Burada M =n*(n—-1)"(n—2) seklindedir, [12].

Teorem 2.2.21. b,,b,...,b, kontrol noktalar: ile birim hizli olmayan n. dereceden
algoritmik Bézier egrisi olan Z;,(s)=Z(s)’nin Serret-Frenet elemanlar1 olan

{t,n,b} i¢in esitlikler

(2.39)

2,02 (9)~Zon ))x(ZZ,mxs)—zl,H<s>>}>< ]
1— s)(Zln2 s s))xs(Zz‘n_z(s)—ZLn_z(s))}
(s)- )
(

n(s) = [

al(
Z,02(8)= 2o ))X(Zz, (8)=2Z,,,(s )}X

l S) Zln2 On 2(5)

1
{(
it
{(
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seklindedir ve ayrica x,7 egrilikleri asagidaki gibi

K(S) _ n-1 ”(Zi,n—z (S) B Zo,n-z (S))>< (Zz‘n—z (S) B Zl,n—Z (S))” ,
N {a-9)(2,,.(5)-2,,. () +5(Z.,. ()= Z,.. )
(2.40)
T(S) _ n-2 <[(Zl,n—3 (S)_ ZO‘n—3 (S))X(Zz‘n—a (S) B Zl,n—S (S))] ! (ZS,n—S (S) B Zz,n—a (S))>

{(1—8)(21,” (s)-Z,,, (S))+}X{(1—S)(Zz,n3 (s)-2,,, (S))+}
5(2,,5(s)-2,,,(5)) 5(2,,.(5)-2,,,(5))

dir, [12].



BOLUM 3. OKLID UZAYINDA BEZIER EGRILERININ
INVOLUT-EVOLUT EGRIi CIFTLERI

Bu boliim tezimizin orijinal boliimiinii olusturmaktadir. Burada ilk olarak 3—boyutlu
Oklid uzayinda involiit-evoliit Bézier egri ciftleri tanimlanmistir. Daha sonra 3—
boyutlu Oklid uzaymda evoliit Bézier egrisinin Frenet elemanlarmm involiit Bézier

egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden yazilabildigi gdsterilmistir.
3.1. E* Uzayinda Bézier Egrilerinin involiit-Evoliit Egri Ciftleri

[E® uzaymda sirasiyla s,sel parametrelerine bagli olarak x ve y Bézier egrileri
p=u(s) ve 7=7(S)

olsun. u Bézier egrisinin Frenet vektdrleri {t,n,b} ve y Bézier egrisinin Frenet

vektorleri {t, n,b} olmak iizere burada t ve t teget vektor alanlaridir ve bu Bézier

egrilerinin egrilikleri «, 7 ve «, 7 dir.

,u(s) Bézier egrisinin Frenet vektor alanlari {t(s),n(s),b(s)} ile 7(§> Bézier

egrisinin Frenet vektor alanlari {t(s),n(s),b(s)} olmak tizere (2.20) ifadesinde ki

teget vektor denklemi kullanilirsa Bernstein polinomlar: yardimiyla t teget vektort,
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t(s)=r=

seklinde elde edilir. Ardindan (2.8) denklemlerinde ki t teget vektori igin verilen
esitlikte (2.22) ifadesinde ki n vektorii Bernstein polinomlari kullanilarak yazilirsa t

teget vektor,

oy}

a1 (S)By 15 (5) Bgynfl(s)(Albe x Ab, )xA b,
E(g) _ =0 f=0g=0
n 1

o

e,n-1 (S) Bf ,n-2 (S) Bg,nfl (S)(Albe X Azbf )X A bg

elde edilir. Daha sonra benzer sekilde (2.20) ifadesinde ki binormal vektoriiniin

bulunmasi i¢in verilen denklem kullanilirsa Bernstein polinomlar1 yardimiyla b

binormal vektorii asagidaki gibi

elde edilir. Ardindan (2.8) denklemlerinde ki b binormal vektorii igin verilen esitlikte

(2.23) ifadesinde ki x, 7 egriliklerinin ve (2.22) ifadesinde ki t,b Frenet vektorlerinin

Bernstein polinomlar1 kullanilarak b binormal vektérii
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n-1 n-2 n-3 o
n-2i5 m:orZ::Bh i mn 2 )Br’”’3 (S)<Albh ><A2bm’Abr> ;Bl,n—l(s)Alu
n n-1n-2 2 Mt 1
Bp” 4(8)Bin 2 (Alb xA b) ZBLH(S)A b
b(s p=0 t=0 =0
b(s): . _

-1

HZZB (s)B,, s)(Alb x A’h. )H (nzni:iBhM(s)Bm_nZ(S)Br“(s)<A1bhxAzbm,Ab(>)z

0 j=0 h=0 m=0 r=0

CE IO | (-2 [S38,.. (.. (5)(wb, xa%h )
n-1n-2 n-1n-2
Z BI n—l(S)BJ n—Z(S)(AlbI ><A2bJ) Bx n—1(S)Byn 2( )(Alb XAzb )
n—-1{i = x0y=0
n n-1 3 n-1n-2
Bkn 1(S)A1bk Bx n—l(S)Byn Z(S)(Alb XAZb )
n k=0 x=0 y=0
n-1n-2 2

N
Ne—
N
]
o
=
=
N
—_
w
~—~—
o
3
=
P
—_
- w
|
o
=S
w
—_~
~—~—
—_
>
—
o
X
>
N
ey
>
O
~—
[N

bulunur. Son olarak (2.20) ifadesinde ki asli normal vektoriiniin bulunmasi igin verilen

denklem kullanilirsa Bernstein polinomlar1 yardimiyla n aslinormal vektéri,

I G T

$)Byns(S)(AD, x A%, )xAby

o
@
>
iR
—
w |
~—
o
—_
>
!
N
—_

seklinde ifade edilir. Ardindan (2.8) denklemlerinde Ki n aslinormal vektorii icin

verilen esitlikte (2.23) ifadesinde Ki x, z egriliklerinin ve (2.22) ifadesinde ki t, b

Frenet vektorlerinin Bernstein polinomlar kullanilarak n aslinormal vektori,
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n-1 n-2

-1 ZZBIM( )BJnZ )(AlbixAzbj)H EBLH(S)Alq

i=0 j=
n-1

Bl‘nfl (S)Albl
1=0

4 3

S5, ()%,

k=0
-1

N OMLRC N )(Albimzb,.)

n-1

>s,. ()Ab

2

k=0
n1n2n3B 1b 2b A 2
1 n-=2 2 h,n mn2 S)Br,n—a(s)<A h><A m’A r>
+ h=0 m=0 r=0
( n ) n-1 n-2 4
B,,.(s)B,,(s)(ab xA’D)
p=0 t=0
+
n-1 n-2 n-3 n-1 n-2 L X
. ZBh B..., s)BrH(s)<A1bhxAzbm,Abr> BXVH(S)BM?Z(S)(A b, x A by)
h=0 m=0 r=0 x=0 y=0
-1 n-2 2 |l a1 n-2
’ Z B, (s)(a, xab), B0 ()8, (s)(a', xa'b,)
=0 t=0 x=0 y=0
n-1 n-2 . , 2
A28, ()8, , (s)(a' xa%,)
(n_l) i=0 j=0
n n-1 6
ZBKH 1( )Ab
k=0
n-1 n-2 n-3 2
, 2( B,..(s)B, ., s)Brn3(s)<A1bth2bm,Abr>)
+(n_) h=0 m=0 r=0
n n-1 n-2 4
ZZ Bp,n—l (S)Bt,n—z (S)(Albp X Azbt)
p=0 t=0
bulunur.

Sonug¢ 3.1.1. Frenet vektor alanlaridan t teget vektoril icin Bernstein polinomlart

yardimiyla elde edilen denklemde s=0 baglangic noktasi olarak alinirsa teget

vektort,
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seklinde elde edilir. Ardindan b binormal vektdrii igin Bernstein polinomlar1 yardimi

ile elde edilen denklemde s =0 baslangi¢ noktasi olarak alinirsa asagidaki denklem

6(5) Alb,x A, (n—2)(A'h, x A'hy, A'h, ) A'h
s=0
HNb <o) A, x A
\/(n 1)’ HHAlbublH +(n-2)° HAlbOHZ <AlboxA1bl,Alb2>2

oy ey
TN oy

J(n ~1)° A%, x Al +(n-2)°

+

|ty (A%, x ', A%, )’
|ath, x Albluz

elde edilir. Son olarak n aslinormal vektdrii igin Bernstein polinomlari yardimiyla

elde edilen ifadede s=0 baslangi¢ noktasi olarak almnirsa

1 1
A ——=(SCH - A, — % _cotd

o

(s),

_ 1 1 1
_ (1-n) | A", x ' A'h, e

2
J” I A P A (CLALL L

&%, xA1b1“4

(n-2)(A'by x Ay, A'b, ).A'by x A
+

J')

1 1 [
\/@ I A BT T e

bulunur. Yukaridaki s=0 noktast icin yapilan islemlere benzer sekilde Bernstein

polinomlar1 yardimiyla ifade edilen Frenet vektor alanlari i¢in sirasiyla denklemlerde

s=1 bitis noktasi olarak kabul edilip incelendiginde E(g) teget vektort,
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A'h A'h A'h
- n-1 n-1 cot 0 _ n-2
‘A bn—l

|+t

HAlbn—l csco

E(g)‘ézl - ‘

seklinde elde edilir. Ardindan b binormal vektdrii igin Bernstein polinomlar1 yardimi

ile elde edilen denklemde s =1 bitis noktast olarak alinirsa asagidaki denklem

_ Albn—l X Albn—Z
=1 |A'b,, <A, ,

b(s)

n-2
n

) (A, x A, A, ) Al
|ath, <t A,

(

+

J(”‘

6

|atb, <A, ,

1)’

Ap I

+(n—2)2‘

H Ao, xA'D,_,

A%, 4

Albn_l X Albn_2

&

Jo,.

A, xA'D,

“(A'b, , %A, , A, L)

\/( n-1)°|A', , x A%, ,

‘+(n-2)

2 HAlbn—l

i <Albn—1 X Albn—z ! Albn—3 >2

HAlbn—l X Albn—z

2

|

|

bulunur. Son olarak n aslinormal vektorii igin Bernstein polinomlar1 yardimiyla elde

edilen ifadede s=1 bitis noktasi olarak alinirsa

n(s) = Hil%cota—uil%csw
_ (1_ n)HAlbn—l X Albn—Z 'Alb“—l cot@
2 2 o A'b, ,xA', ,,A'h
. (8,8,
o7, -y BT
+ (n - 2) <Albnfl X Albnfz ' Albn—3> 'Alb"’l x Alb”’z csch

8

+ ( n- 2)2 HAlbnfl X Albn—Z 2 <Albn—1 x Albn—Z ’ Albn—3>

A'b

A, xA'b,_
J(M)zu 4,
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seklinde oldugu goriiliir.

Sonugc 3.1.2. Frenet vektor alanlarindan t teget vektori i¢in Bernstein polinomlart ile

elde edilen denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile ifade edilirse t

teget vektort,

{(5) _ (21’”*1 (5) _

seklinde elde edilir. Ardindan (2.8) denklemlerinde ki t teget vektori igin verilen

esitlikte (2.22) ifadesinde ki n aslinormal vektorii algoritmik Bézier egrilerinin orta

noktalari ile ifade edilip yerine yazilirsa t teget vektort,

bulunur. Ardindan b binormal vektérii icin Bernstein polinomlar1 yardimi ile elde
edilen denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalari ile ifade edilirse asagidaki

denklem

o Lo O e O RO )
O, | MEEA

elde edilir. Daha sonra (2.8) denklemlerinde ki b binormal vektérii igin verilen
esitlikte (2.23) ifadesinde ki x, z egriliklerinin ve (2.22) ifadesinde ki t, b Frenet

vektorlerinin algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile ifade edilip yerine

yazilirsa, b binormal vektérii
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(24 (5)
(220 (5) 200 a(5))(Zana (8)-Zuna(5)) \ | ,
\+(n2) K( N ) Zﬁ( ) >] 'H(Zl,n-l(S)_Zo,n-l(s))u

+

(“‘1>“<Zm<8>—20nz<s>)x(zm<s>—zln2<s))H-FZL”(S) - Z(SW]

(2009)-2,,09)

K(Zln3 (s) ~Z 5 (S)))X(ZZ,nE (S) -2, (S)) ﬂ -H(Zl,n—l (S) -2, (5))”6
+(n - 2)2 - -

2

—
e
T

N
iy
>
~
—
w
~—
|
N
e
T
~
—~
w
S—"
~——
X
—_—
N
~
T
~
—~
w
~—
|
N
=
T
~
—
w
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—_—

elde edilir. Son olarak n aslinormal vektorii icin Bernstein polinomlar1 yardimiyla
elde edilen ifade, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalari ile ifade edilirse asagidaki

denklem

esitligi bulunur. Ardindan (2.8) denklemlerinde ki n aslinormal vektdrii i¢in verilen

esitlikte (2.23) ifadesinde Ki x, z egriliklerinin ve (2.22) ifadesinde ki t, b Frenet
vektorlerinin algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile ifade edilip yerine

yazilirsa n aslinormal vektorti,
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(s)- (1-n)l(z,.(5)-2, . ())x(2,.()-2, ()(z,.(5)-2,,(5))]
-0z, (5)-z,,. (N Nz.,.()-2,.())x(z,,.(5)-2,. )

(ZLH(S)—ZOM(S))><(ZZH(5)_ZW3 (S)),>Z ) 8
<(Zm (s)-2,..(s)) (z...(s)-2,.(s))

{(z..(s)-2,,.())x(z,,.()-2 . ()

_I_

x(2,.(s)-2,.(5)). ﬂ {(ZM(S)—ZW(S))X}
Lz,.(5)-2,.(5))

+(n-2)

ol

1,n-3 Zo

3,0 3 Zz
(n_1)2 ||( Ln 2( ) Zo 2(
1,n-2 ZO
2,n-2 21

{ I(z.,

[)

-3
-3

)
)
(z,.05)-2,, )
-7, . )

s))X} <(Zm 5)-2,,.(s))x ﬂ
$) I L\(z...(5)-2,.,(9)).(z...(5)-2,,, ()

(s

(s
(s
)
)
: (
+(n-2) |

(z,..(s)-
(z.,.(s)-

e

elde edilir.

() egrisinin egrilikleri x(s), 7(s) ile ]/(g) Bézier egrisinin egrilikleri ;(g), r(s)
arasindaki iligki (2.9) denklemlerinde verildi. K( ) egriliginin bulunmasi i¢in verilen

(2.3) denklemleri kullanilip burada Bernstein polinomlarindan yararlanilirsa asagidaki

denklem

n-1 n-2

- (n-1\|Z = Bin 1<§) n- 2(5)(AlbiXA2bj)
K(s):( nlj i knl() 3

k=0

elde edilir. Ardindan (2.9) denklemlerinde ki K egriligi i¢in verilen esitlikte (2.23)

ifadesinde ki x,7 egrilikleri Bernstein polinomlar1 kullanilarak yazilirsa K egriligi
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2
n-1n-2
2 Bl n—l(S)Bj n_z(s)(Albl XAZbJ)
n-1 i=0 j=0 '
n n-1 6
Bk n-1 (S)Albk
i=k
n-1 n-2 n-3 9
4 n-2 ? ( Bh nfl(s) Bm n-2 (S) Br,n—S(S)<Albh XAzbm’Abr>j
_|_( — j h=0 m=0 r=0 4
n n-1n-2
— - ZZBD n—l(s)Bt,n—z (S)(Albp XAzbt)
K(S) — p=0 t=0
n-1 n-2
> By,1(5)Bj o (s)(A' x A%, >H
(C—S) n-1)|= >
n n-1 3
Z Bk,n—l(s)Albk
k=0

bulunur. Benzer sekilde ;(g) egriliginin bulunmasi i¢in verilen (2.3) denklemleri

kullanilip burada Bernstein polinomlarindan yararlanilirsa asagidaki denklem

Buna(5)Bun s (S)Bros(s) (AT, xA%,, Ab, )

;(g):(n_zjh—Om—Or—O _
n n-1 n-2

> Byos(S)Bira(5) (A, xA%)

p=0 t=0

denklemi elde edilir. Ardindan (2.9) denklemlerinde ki T egriligi icin verilen esitlikte
(2.23)ifadesinde ki x,7 egrilikleri Bernstein polinomlar1 kullanilarak yazilirsa T

egriligi,



n-1n-2
B,.,(S)B:,,(s)(Ab xA%,
(n_lJ(n_zj — l,n—l( ) J,n—2( )( |X J)
n n n-1 3
D B,.1(5)A,
k=0
I n-1 n-2 n-3 1
2> Bioi(5)Byn(5)B s (s)(A%, xA%,,Ab, )
h=0 m=0 r=0
2
n-1n-2
Byt (S)Bynz (5)(A'h, x A%, )
L p=0 t=0 i
_ [ n-1n-2 1 5 T
B ..(S)B. . ,(S)(AD xAD,
a2 [ PO )
n n n-1 3
> B..u(s)A,
_ k=0
n-1 n-2 n-3
By 1 (8) By (5)B,,a (5)(A, x A%, Ab, )
h=0 m=0 r=0
2
n-1n-2
By ot (S)Byoz (5)(A'h, x A%, )
- - p=0 t=0
7(s)= =
( ) n-1n-2
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B.,4(5)B, o (5)(Alb, x A%, )H

n-1)\|i =
‘(C—S)‘( n ) == 1 3
D B na(s)A'b,
k=0
i n-1 n-2 2
2 Bl n—l(S)BJ n-2 (S)(Alb' XAZbJ)
n-1) iz j=o
n n-1 6
B, (S)A'D,
k=0
n-1 n-2 n-3 2
o\ { Bon1(S)Ban(5)B, 5 (5)(A, xAzbm,Abrﬂ
L= h=0 m=0 r-0
( n ) n-1 n-2 ) , 4
B, s (S)Bis (s)(A b, xA bt)
p=0 t=0

esitligi ile ifade edilir.
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Sonu¢ 3.1.3. x(s), 7(s egriliklerinin p(S) Bézier egrisinin Frenet egrilikleri
g

cinsinden esiti Bernstein polinomlar1 yardimi ile yazilan denklemlerde s=0 baslangi¢

noktasi olarak almirsa sirastyla

(n _ 1) AT, x A |
S 3
"0 ) )
(n-1) o [At, x Aty r(n-2) , (A, x A'py, Alb, )’
|t &b, < Ay

|(c—S)|[ ;1j Ab b

[a'%]

ve

=0

5=0

<(s)

denklemi elde edilir. Benzer sekilde s=1 bitis noktasi olarak kabul edilip incelenirse

sirastyla

<(s)

3
n-1

%
s=1 n HAlb

\/(n _1)2 ‘ h-1 h-2 2 N (n B 2)2 <A1bn71 xA'b, 5, A'D, 4 >2
5
n-1
_ H
|(c—S)|(nr: 1) g XAI?"Z
|20,
ve
T(S) = 0
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oldugu goriiliir.

Sonug¢ 3.1.4. Frenet elemanlarindan E(g) egriligi i¢in Bernstein polinomlari ile elde

edilen denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile asagidaki denklem

xls)= n-1 H(Zl,n—Z(S)_ZO,n—Z(S))X(sz“—z(S)_Zl'"‘z(s))H
) ( ] (Zs(5)-Zoma (9)]

ifade edilir. Ardindan (2.9) denklemlerinde Ki K egriligi i¢in verilen esitlikte (2.23)

ifadesinde ki «,z egrilikleri Bézier egrilerinin orta noktalar ile ifade edilip yerine

yazilirsa x egriligi,

+(n-2)
E(é)\

oldugu goriiliir. Benzer sekilde 2(5) egriligi icin Bernstein polinomlart ile elde edilen

denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile ifade edilirse asagidaki

denklem

;(g) _ ( n-— 2) <(Zl,n—3 (S) - Zo,nfs (S))X (Zz,nfs (S) - Zl,n—3 (S)) J (Zs,nfs (S) - Zz,nfs (S))>
[((Zen2 ()= Zon 2 (8))%(Zen 2 (5) = 212 (5))]
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elde edilir. Ardindan (2.9) denklemlerinde Ki T egriligi icin verilen esitlikte (2.23)

ifadesinde ki «,z egrilikleri Bézier egrilerinin orta noktalari ile ifade edilip yerine

yazilirsa 7 egriligi,

(Zina (5) = Zop o ()M | /(Zena(8)=Zona (8))%(2, 3(3)—Zlyn3(s))>
) (szn_z(s)—Zm_z(s)) Z,05(8)-Z, 3(5))
(24 ()= Zo,4 ()| \{(Zl 2 (8)= 2505 (8))%(Zo 2 (5) = Zun 5 (9)))

bulunur.
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y(s) egrisinin Frenet vektor alanlari {t(s),n(s),b(s)} ile 7(%) Bézier egrisinin
Frenet vektor alanlari {f(g),ﬁ(g),ﬁ(g)} olmak iizere (2.10) denklemlerinde Ki teget

vektor denklemi kullanilirsa Bernstein polinomlar1 yardimiyla t teget vektort,

seklinde elde edilir. Ardindan (2.10) denklemlerinde ki t teget vektorii i¢in verilen
esitlikte (2.22) ifadesinde ki n,b vektorleri Bernstein polinomlari kullamlarak

yazilirsa t teget vektord,

B (g) B: . (g) Bg,n—l (g)(Albe < Azbf )X Abg
(ol <

5)By 01 (3) (A, xA%; ) x Ab,

-sn{y(o+¢) 23

o
>
5
N
—
w |
N —
o
~<
E]
|
N
—_—
w |
~—
—_
>
—
O
>
X
>
N
jon
~<
~——

bulunur. Daha sonra benzer sekilde (2.20) ifadesinde Ki binormal vektoriiniin
bulunmasi i¢in verilen denklem kullanilirsa Bernstein polinomlari yardimiyla b

binormal vektori,
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elde edilir. Ardindan (2.10) denklemlerinde ki b vektorii igin verilen esitlikte (2.22)
ifadesinde ki n,b vektorleri Bernstein polinomlari kullanilarak yazilirsa b binormal

vektort,

(g) Byns (5)(Albe x A’b, )x Ab,

:rHD >
R iR
7T 7
r N
>
iR

()

p=l

iR
—
w |
N —

-

>

|

r

sin(¢(§+c))

Il
<}
s |a
Tl
- [o

(93]
)
E
iR
—
w |
~—
o8]
T
N

(5) By (5) (A%, x A%, )x Ab,

o

| [t}

il
o
1 —
Il
=1 o
N Il

LN

(o
—~
w
~
Il
P2
g
o

ot (E)BW2 (5)(Albx x A%, )

+ cos(¢<§ + c))

| Il
N O

| Il
| O
S I

=2

B,s()By(s)(A, xA%,)

>
I
o
<
I
o

ifade edilir. Son olarak (2.20) ifadesinde ki aslinormal vektoriiniin bulunmasi i¢in

verilen denklem kullanilirsa Bernstein polinomlar1 yardimiyla n aslinormal vektorti,

B.n1(5) By oz (5) By s (S)(A'h, x A%, )x Ab,

B, ot (S)Bys(S)Byos (s)(Albe x A%, )x Ab,

bulunur. Ardindan (2.10) denklemlerinde ki n aslinormal vektori igin verilen esitlikte

(2.22) ifadesinde ki t teget vektorii Bernstein polinomlar1 kullanilarak yazilirsa n

aslinormal vektord,

bulunur.
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Sonug¢ 3.1.5. Frenet vektor alanlarindan t teget vektorii icin Bernstein polinomlari

yardimiyla elde edilen denklemde s=0 baslangi¢ noktas1 olarak almirsa

A'h, - A'b, - A'b, t0 | _sinl4(s A'by x A'b,
] "°S<"’<s”))[um\“c ] } s (6(5+)) gy ]

t(s)l.,

elde edilir. Ardindan b binormal vektorii i¢in Bernstein polinomlari yardimu ile elde

edilen denklemde s =0 baslangi¢ noktasi olarak almirsa

_ A'byxA'b,
b(S) s=0 HAle xAlblu
_ Alp, - A'b, x A*
:sm( (s+c)) H Hcsce H HcotH +cos(¢(s+c))—HAlbzzAlEH

denklemi bulunur. Son olarak n aslinormal vektorii igin Bernstein polinomlari

yardimiyla elde edilen ifadede s=0 baslangi¢ noktasi olarak alinirsa

1 1 1
n(s)\ _Ab cscl — Al coth =— Al
s=0 ‘

bulunur. Yukaridaki s=0 noktasi i¢in yapilan islemlere benzer sekilde Bernstein

polinomlar1 yardimiyla ifade edilen Frenet vektor alanlar1 i¢in sirasiyla denklemlerde

s =1 bitis noktasi olarak kabul edilip incelendiginde t(S) teget vektort,

t(s)

5:1_‘

A'b, ,xA'D,
|a%, . xA'b, ,

A'b,

= cos(¢(§ + c)) HAT

n-1

A'D,

cote—w

cscé |—sin (¢(§+c))
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seklinde elde edilir. Ardindan b binormal vektorii icin Bernstein polinomlari yardimi

ile elde edilen denklemde s =1 bitis noktasi olarak alinirsa asagidaki denklem

_ A, xAD,
= HAlbnfl x Albnfz

b(s)

i < A'b A'b _ Alb Alp
=sin (¢(s + c)) ‘AT:‘ cotd —Mcsce + cos(¢(s + c)) HAlb: ;( Alb:H

bulunur. Son olarak n aslinormal vektorii i¢in Bernstein polinomlari yardimiyla elde

edilen ifadede s=1 bitis noktas1 olarak alinirsa

L= A, cotd— A, cscez_%
s=1 HAlbn_l ‘ H Albn—l‘

R LU

n(s)

seklinde elde edilir.

Sonugc 3.1.6. Frenet vektor alanlarindan t teget vektorii i¢in Bernstein polinomlari ile
elde edilen denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar: ile ifade edilirse t

teget vektord,

seklinde elde edilir. Ardindan (2.10) denklemlerinde ki t vektori i¢in verilen esitlikte
(2.22) ifadesinde ki n,b vektorleri algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalari ile ifade

edilip yerine yazilirsa t teget vektorii
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Ei ((SS))__ZZ 8; (2201 (5)- 2001 (5))
cos(¢(§+c)) (Zz'nz(g)_zl’nz(g))x
o a2 | 120
anlgfire (Zun2(8)~Zon 2 (5))%(Z2n 2 (5) - 2102 (5))
S 2 D220

bulunur. Ardindan b binormal vektorii i¢in Bernstein polinomlar1 yardimi ile elde

edilen denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar ile ifade edilirse asagidaki

denklem

olarak bulunur. Ardindan (2.10)’daki denklemlerinde ki b binormal vektorii i¢in
verilen esitlikte (2.22) ifadesinde ki n,b vektérleri algoritmik Bézier egrilerinin orta

noktalar1 ile ifade edilip yerine yazilirsa b binormal vektorii,
(Zun2(5) = Zon2 () i )
Zu1(8)~ Zooa (5))}
H(zznz(g) 2, (5)) }X{( ol l(SM
)-

|

+COS( S+C )

sm(¢<s+c )

N

(Zafs
(2n2(5)-
(202(8)-Z0n
(22(5)-2
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esitligi ile elde edilir. Son olarak n aslinormal vektorii igin Bernstein polinomlar1
yardimiyla elde edilen ifade, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile ifade

edilirse

denklemi bulunur. Ardindan (2.10) denklemlerinde ki n aslinormal vektorii i¢in

verilen esitlikte (2.22)° ifadesinde ki t teget vektorii Bernstein polinomlari

kullanilarak yazilirsa n aslinormal vektorti,

o(6) o320 )
626

olarak bulunur.

() egrisinin egrilikleri x(s), 7(s) ile ]/(g) Bézier egrisinin egrilikleri ;(5), T(S)
arasindaki iligki (2.11) ifadesinde verildi. x(s) egriliginin bulunmas igin verilen (2.3)

denklemleri kullanilip, burada Bernstein polinomlarindan yararlanilirsa asagidaki

denklem

N

n-1 n—

w(s) = 22

B4 (5)B) 2 (S)(AD x A%, )

Il
o

3

n-1
D Byaa(s) A,
k=0

elde edilir. Ardindan (2.11) denklemlerinde ki x egriligi i¢in verilen esitlikte (2.23)

ifadesinde ki x egriligi Bernstein polinomlari kullanilarak yazilirsa « egriligi,
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$56 (.. (5)(ahxan)
=0 =0 — ; cos((p(s)+c)

n-1Y
x(s)= ( n ) ;Bkvnl(s)_Albk ]

S5, (. (s

i=0 j=0
ni“ B,,.(s)A,
k=0
sin (g)(;) + c)

Z ZZ: B,.(s)B,,.(s)(a% xa%, )H

i=0 j=0

3 3

I cos(p(s)+c)

esitligi ile ifade edilir. Benzer sekilde T(S) egriliginin bulunmasi igin verilen (2.3)

denklemleri kullanilip, burada Bernstein polinomlarindan yararlanilirsa asagidaki

denklem

2

elde edilir. Ardindan (2.11) denklemlerinde ki 7 egriligi i¢in verilen esitlikte (2.23)

ifadesinde ki x, 7 egrilikleri Bernstein polinomlar1 kullanilarak yazilirsa v egriligi,

3

nz:i Bins (E)Bjm (g)(Albi X Azbj )

i=0 j=f

sin((p(§)+c)cos2 ((o(§)+c)

-1 n-2

nzolnz(; B,.1(5)Bn o (s) (80, %%,

i=0 j=

; Z;‘ B.os (g) Bz (g) B s (§)<A1bh N Azbm,A br>

— . sin(¢(§)+c)
> Y B, i(S]Boo(5)(8, xA%)

=0 t=0
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olarak bulunur.

Sonu¢ 3.1.7. K(S),Z’(S) egriliklerinin 7(§> Bézier egrisinin Frenet egrilikleri

cinsinden esiti Bernstein polinomlar1 yardimai ile yazilan denklemlerde s =0 baslangic

noktasi olarak alinirsa sirastyla asagidaki denklemler

€. - ( n —1) HAlbo x Albl” _ ( n _1j2 HAlbo x Alblu cot(gp(é) s C),

6

" et " et
ve
1 1 1 2 1 1 |14
T(S)L:o=(n_2j<Ab01XAbll’Azbz>=(n__l) 1 !AblOXAbllH ; cosz(¢(§)+c)
nJ |, x| n(n Z)HAbOH (A, x A", A'b,)

elde edilir. Benzer sekilde s=1 bitis noktas1 olarak kabul edilip incelenirse sirasiyla

2

x(s) cot(¢(§)+c)

( n —1) HAlbn—l X Albn—z
1

[ro1] st
AT

n A

ve

7(s)

s=1

( n-— 2] <Albn—1 x Albn—2 , Albn—3>
n ) |atb,,xahb, |

_ (n-1)° |atb, ,x A%, [ -
n (n — 2) HAlbn—l 6 <A1bn_1 v Albn_z ’ Albn_3> cos ((p(s) + C)

oldugu goriiliir.
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Sonug 3.1.8. Frenet elemanlarindan K(S) egriligi i¢in Bernstein polinomlari ile elde

edilen denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile asagidaki denklem

x(s) = ( n —1) (Zun2(8) = Zon 2(9))(Z502(5) = 21,5 9))|
n (WO ANO) |

ifade edilir. Ardindan (2.11) denklemlerinde ki x egriligi i¢in verilen esitlikte (2.23)
ifadesinde ki x egriligi Bézier egrilerinin orta noktalart ile ifade edilip yerine yazilirsa

Kk egriligi,

xk(s) =—

elde edilir. Benzer sekilde r(s) egrilii i¢in Bernstein polinomlari ile elde edilen

denklem, algoritmik Bézier egrilerinin orta noktalar1 ile ifade edilirse asagidaki

denklem

) :(n—zJ<(Zl,n3(s)—Zo,n3(8))x(zz,n3(s)—zl,ns(s)),(zs,ns(s)—zz,ns(s)»
n H{(Zl,n—Z (S) —Zyns (S)) X (ZZ.n—Z (S) -2, (5))}

bulunur. Ardindan (2.11) denklemlerinde ki 7 egriligi i¢in verilen esitlikte (2.23)

ifadesinde ki «,z egrilikleri Bézier egrilerinin orta noktalar: ile ifade edilip yerine

yazilirsa 7 egriligi,



sin(go(§)+c)

(2, (5)3— Z., (5))” cos((o(g) + c)

olarak ifade edilir.




BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, Bézier egrileri ve Oklid uzayinda iyi bilinen involiit—evoliit egri ¢iftleri
temel almmustir. Oncelikle Oklid uzayimndaki involiit—evoliit egri ¢iftlerinin Frenet
elemanlarmin birbiri cinsinden n=3 i¢in yazilmis ve daha sonra Bernstein
polinomlar1 kullanilip elde edilen Bézier egrileri temel alinarak involiit—evoliit egri
ciftlerinin temel 6zellikleriyle beraber Bézier egrilerinin involiit—evoliit egri ¢iftlerinin

denklemleri olusturulmustur.

Bu calismada elde edilen Oklid uzayindaki reel Bézier egrilerinin involiit-evoliit egri
ciftlerinin Frenet elemanlarinin birbiri cinsinden yazilislarina benzer olarak Lorentz
uzayindaki Bézier egrilerinin involiit—evoliit egri ¢iftlerinin Frenet elemanlarinin

birbiri cinsinden yazilislar arastirilabilir.
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