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OZET

Anahtar kelimeler: Hiperbolik koni kesitleri, Kiiresel liggen, De La Hire tasarimu,
Omega Navigasyon Sistemi

Bu c¢alismada, diizlemsel elips ve hiperbolik koni kesitleri teorisinin kiire yiizeyi
tizerindeki halleri lizerinde durulmustur. Konu ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmis, projektif geometri kurallarindan yararlanarak izdiisiim ve projektiflikler
yardimiyla konu pekistirilmistir. Calisma icerisindeki sekiller, geometrik igerik ve
problemlerin miimkiin olduk¢a anlasilir olmasi i¢in tasarlanmistir. Calisma 3
boliimden olusup her bir boliimde diizlem ve kiire iizerindeki koni kesitleri arasindaki
geometrik iligki, trigonometrik bagintilarla verilmistir.

Birinci boliimde, kiiresel geometrinin temelleri verilmis, 6zellikle kiiresel {liggen
incelenmistir. Daha sonra projektif izdiisiimler iizerinden diizlemsel ve kiiresel koni
kesitlerinin arasindaki iliski gosterilmistir.

Ikinci béliimde, kiire ile koni kesit arasindaki kesisim egrisinin kiiresel koni kesitinin
odak noktas1 olmasindan bahsedilmistir. De La Hire tasarimi yardimiyla kiire kesitinin
projektif tasarim1 yapilmaistir.

Son boliimde kiiresel koni kesitlerinin pratikteki uygulamalari ele alinmistir. Ornek
olarak ¢emberde cevre aci teoreminin kiire ylizeyi lizerindeki bilinen en O6nemli
kullanim alanlarindan biri olan Omega Navigasyon sistemi tanitilmis ve geometrik
tasarimlar1 ile agiklanmistir. Ayrica, koni kesitlerini iceren problemleri ¢oziimiine
yonelik Ivory Teoremi de tanitilmigtir.

Bu ¢alismada ki tiim sekiller Open Geometri (Glaeser & Stachel, 1999) ile
Olusturulmus ve Corel Photo Paint ile isimlendirilmistir.

Vi



FUNDAMENTAL THEOREMS ON THE SPHERE SURFACE
AND THEIR APPLICATIONS

SUMMARY

Keywords: Hyperbolic cone sections, Spherical triangles, De La Hire construction,
Omega Navigation System

In this study, the theory of plane elliptical and hyperbolic conic sections is emphasized
on the spherical surface. The basic functions and theorems on the topic were given and
the topic was deepened with the help of projection and projectivities using the rules of
projective geometry. The figures are designed to make the geometric content and
problems as understandable as possible. The study consists of 3 parts, and in each part,
the geometric relationship between the plane and the conic sections on the sphere is
given with trigonometric relations.

In the first chapter, the basics of spherical geometry are given, especially the spherical
triangle is examined. Then, the relationship between planar and spherical conic
sections is shown on projective projections.

In the second section, it is mentioned that the intersection curve between the sphere
and the conic section is the focal point of the spherical cone section. (Glaeser &
Stachel, 1999)Projective design of the spherical section was made with the help of De
La Hire design.

In the last section, practical applications of spherical conic sections are discussed. As
an example, Omega Navigation system, which is one of the most important known
usage areas of the peripheral angle theorem on the sphere surface, is introduced and
explained with its geometric designs. In addition, Ivory's Theorem for solving
problems involving conic sections is also introduced.

All figures in this study were created with Open Geometry (Glaeser & Stachel, 1999)
and named with Corel Photo Paint.

Vil



BOLUM 1. GIRiS

1.1. Kiiresel Koordinatlar
Diizlemde herhangi bir P noktas1 (x,y) kartezyen koordinatlariyla isaretlidir ve bu
koordinatlar yardimiyla diizlemdeki dogrular ve egriler de belirlenebilir. Ornegin; eger

P = (x, y) noktasi diizlemde bir dogru lizerindeyse o zaman k, d € R olmak lizere y =

kx + d dir.

AY

T P(x.y)

=<V

Sekil 1.1. Diizlem ve kiire iizerinde bir noktanin koordinatlandirilmasi

Diizlemdeki koordinat sistemi gibi, R yaricapiyla kiire tizerinde bir koordinat sistemini
X-eksenin roliinii kiire yiizeyi tizerinde ekvator, y-eksenin roliinii kiire ylizeyi tizerinde

yar1 boylamlarin iistlendigi koordinat eksenleri olacak sekilde olusturalim (Sekil 1.1.).

Kiire iizerindeki her bir P noktasi, R yarigapi, A boylami ve ¢ enlemiyle gosterilir. Bir
noktanin diizlemdeki kartezyen koordinatlar1 sonsuz olabilirken, kiire iizerinde bir
noktanin boylami 0° — 360° arasinda ve enlemi kuzey kutbuna 0° — 90° arasinda,
giiney kutbuna enlemi 0° — (—90°) arasinda olur. Boylece, A, ¢ den olusturulan bir

fonksiyonla, kiire yiizeyindeki bir noktay1 P(R, A, ¢) olarak tanimlayabiliriz.



1.2. Biiyiik Cember ve Kiiresel Uzaklik

Oklid diizleminde farkl1 iki A ve B noktalar1 arasindaki uzakligin

|AB| = /(%1 — x2)% + (y1 — ¥2)? (1.1)

oldugunu biliyoruz. Kiire yiizeyinde A ve B noktalarinin arasindaki uzaklik da, iki
nokta arasindaki en kisa baglant1 ¢izgisidir ve bu uzaklik A ve B den gegen AB biiyiik
¢ember yayindaki en kisa mesafedir ve |ABl|ile gosterilir. Biiyiik ¢gember yayi, kiire
tizerinde uzaklik fonksiyon roliinii iistlenir. Bu da R yarigap1 ve kiire merkezi ile
olusturulan ac1 § = AMB ile belirlenir. Verilen A ve B noktalar1 ile |AB| = § ve |AB|
= 360° — ¢ biiyiik gember yaylari olusur.

NOT: Bundan sonra, metin igerisinde aksi belirtilmedikge, birim kiire ve kiiresel

uzaklik olarak kiirenin merkeziyle olusturulan & 6l¢iisiinii alacagiz.

Sekil 1.2. R yarigapli kiire iizerinde A ve B noktalar1 arasindaki 8 6l¢iisii ile belirlenen uzaklik

Tanmim 1.2. Bir AB biiyiik ¢emberinin M merkez noktasindan gecen kesitine M
noktasindan ¢izilen dikmelerin kiire yiizeyi ile kesisim noktalart P, P’ olsun. Bu
noktalara AB’nin kutup noktalar: denir. Dolayisiyla, AB biiyiik cember tizerindeki tiim
noktalar i¢in |PX| = |P'X| = 90° dir.



1.3. Kiiresel A¢ilar

AS ve BS biiyliik ¢emberlerinin arasindaki ag¢i, S’den gegen teget dogrularinin

arasindaki Sekil 1.3.’te gosterilen « agisidir.

ve burada, eger;

i) AS # BS © 0° < « < 180°,
i) AS = BS & « = 0°yada x = 180"

dir. (H.-G. Bigalke, 1984)

Sekil 1.3. AS ve BS biiyiik ¢cemberlerinin arasindaki o< agisi

Eger iki biiylik cember arasindaki ac1 « ise kesit diizlemler arasindaki ag¢1 da o’ dir.
S’de kesisen iki farkli biiylik cember 4 farkli ag1 olusturur. Ayni diizlemdeki gibi,

karsilikl agilar birbirinin ayni, yan yana olan agilar da 180° ‘yi tamamlar.



1.4. Kiire Uzerinde Ucgenler

Sekil 1.4. Euler Ucgenleri

Tanmm 1.4. A, B ve C kiire ylizeyi iizerinde ti¢li ayni biiyiik cember iizerinde olmayan
noktalar olsunlar. Dolayisiyla AB = ¢, BC = a, AC = b ile kiire ylizeyi 8 pargaya
boliiniir. Her bir bolge ii¢ biiylik cemberden olusur, bunlar da ¢ember tiggenlerini
olustururlar. Bdylece kiiresel liggenler icin biiylik cemberler arasinda bulunan agilar

, f§ ve y olmak iizere;

x, B vey < 180°

ve kenar uzunluklar da

a,b,c < 180°

dir. Boylece olusan iicgenlere Euler Ucgeni denir (Sekil 1.4.).

Bir Euler Ucgeni olusturabilmek icin, diizlemde iiggen olusturma sartlar1 olarak

bilinen



1. Ug kenar a, b, ¢
2. ki kenar bir ag1a, b, x ve a, b, ¥
3. Bir kenar iki ac1 a, &, f ve c, &, B
ticgen olusturma 6zelliklerine ek olarak, kiire yiizeyi lizerinde

4, U(; act o, B,y

ozelligi de mevcuttur.

(d)a, 0, B (¢, ap (o, By

Sekil 1.5. Kiire yiizeyi iizerinde Euler Uggeni olusturma

1.4.1. Kiiresel Pisagor bagintis1

Bu boliimde, Pisagor bagmtisinin kiire yiizeyi lizerinde gecerli olup olmadigini

inceleyelim:

Bir ABC kiire liggenini alalim; Sayet Sekil 1.6.’daki gibi a = b = ¢ =90° i¢in

diizlemdeki a® + b* = c? bagmtisinin gecerli olmadig1 agiktir.



Sekil 1.6. a = b = ¢ = 90° igin kiiresel tiggen

Dolayisiyla kiire {izerinde Pisagor teoremini asagidaki teorem ile ifade edebiliriz.

(Schupp, 1988)

Teorem 1.1. (Kiiresel Pisagor Teoremi)

¢ = 90° olmak iizere Euler liggeni i¢in;

cos(c) = cos(a).cos(b) (1.2)

dir.

ispat:

1. Hal (Sekil 1.7.): Dik iiggen (@ = 90° yada b = 90° yada c = 90°)

a = |BC| = 90° olsun. y = 90° i¢in B, AC’ nin biiyiik gemberinin kutbudur. (Tanim
1.1’den) Dolayisiyla ¢ = BA = BC = 90°’ dir. Buradan da a = 90° ve b = 90° ise;

cos(c) = cos(a).cos(b) (1.3)

saglanir.



Sekil 1.7. Dik liggen

2. Hal (Sekil 1.8.): Dik kenar1 olmayan tiggen (a # 90° b # 90° ve c # 90°)

Dik ag1l1 fakat dik kenarli olmayan Euler {iggenleri i¢in su haller gecerlidir:

i) Uc kenar da < 90° ise:

Sekil 1.8. (a) MABC kiire pargasini diisiinelim. A’dan MC’ye AD ve D’den MB’ye DE

kesitlerini alalim. AD, MBC diizlemine dik olur. Ayni zamanda AD ve DE diizlemine
de diktir. Boylece AEM agis1 da 90°’dir. |ME| = x, [MD| = y olmak {izere

cos(c) = % = % cos(b) = % = % (1.4)

Buradan

cos (a) = X080 (1.5)
y cos(b)

dir.

I1) Sadece bir dar a¢1 varsa:



Omegin, (b < 90°) alalim. Sekil 1.8. (b)’yi yukaridaki gibi diisiiniirsek;

IME|_ x |MD| _y

cos(180 — ¢) = WA 1 cos(b) = Al = 1 (1.6)
Buradan da

_Xx _cos (180—c)
cos (180 —a) = > cos ) 1.7)
elde edilir.
cos(180 —a) = —cos (a) ve cos(180 —c) = —cos (¢) (1.8)

oldugundan yukaridaki kabuliimiiz gecerlidir (Rixecker, 1984).

iii) Eger tiggende iki kenar dar agil1 ise diger tiglincii kenar da dar agilidir. Ayrica Sekil

1.8. (a)’dan

|ED| = cos(f).sin (¢) ve x = cos(c) (1.9)

dir. Boylece MED tiggeninden

|[ED| _ cos(B).sin (c)

tan(a) = cos © (1.10)
ve boylece
_ tan (a)
cos(B) = tan (c)
= cot(90 — a) . cot(c) (111)

elde edilir.



(a) (b)
Sekil 1.8. (a), (b) Dik kenar1 olmayan iiggen 6rnekleri

Biitiin bunlar asagidaki teoremde ifade edecegimiz Nepersche Kurali’ n1 verir.

Teorem 1.2. (Neperche Kurali): Kiiresel yilizeydeki bir Euler tiggeninde C kenar1 dik
acili olsun. Bu durumda a ve b agilar1 igin, her par¢anin kosiniisii komsuluk sirasi:
a,b,a,c,[ olmak ilizere komsu parcalarinin kotanjant degerlerinin ¢arpimina ve

komsu olmayan pargalarinin siniis degerlerinin ¢carpimina esittir. (Rixecker, 1984).

Sekil 1.9. Neperche Kurali igin Komsuluk sirast ’
Boylece asagidaki esitlikleri elde ederiz.
cos(90 — b) = cot(a).cot (90 — a) = sin(c).sin(B) (1.12)
cos(a) = cot(c).cot (90 — b) = sin(B).sin(90 — a) (1.13)

cos(c) = cot(a).cot (B) = sin(90 — a).sin(90 — b) (1.14)
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cos(B) = cot(c).cot (90 — a) = sin(a).sin(90 — b) (1.15)

cos(90 — a) = cot(90 — b).cot (B) = sin(a).sin(c) (1.16)

NOT: sin(90 —a) = cos(a) ve sin(90 — b) = cos (b) Pisagor bagmtisindaki

(iii) den elde edilir.

1.4.2. Kiiresel ii¢gen iizerinde hesaplama formiilleri

Teorem 1.3. (Kosiniis Teoremi)

Kiire yiizeyi lizerindeki tiggenler icin a, b, ¢, a, [, y acilart i¢in kosiniis teoremi

asagidaki sekilde ifade edilir.

cos(a) = cos(b).cos(c) + sin(b).sin(c) cos (a) (1.17)
cos(b) = cos(a).cos(c) + sin(a) .sin(c) cos (B) (1.18)
cos(c) = cos(a).cos(b) + sin(a) . sin(b) cos (y) (1.19)

Ispat: Sekil 1.10.’daki h yiiksekliginin iki dik liggene boliindiigii dar acili bir kiire

ticgenini diistinelim.



Sekil 1.10. Dar Agili Euler Uggeninde Yiikseklik

Teorem 1.1. den

cos(a) = cos(h).cos(p)

cos(b) = cos(h).cos(q)

dir. Ayrica

a< 90° b<90° p+q=c<90°

dar acilar1 ve

cos(q) # 0, cos(p) # 0,tan(b) # o

sartlar1 altinda cos(h) yok edilerek

cos(a) _ cos(p)
cos () cos (q)

elde edilir. Ayrica;
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(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.22)



cos(p)
cos(q)

cos(a) = cos(c—q), (c—q=p)
ve

cos(a + B) = cos(a).cos(B) + sin(a) .sin(pB)

toplam teoreminden

cos(b) . .
cos(a) = c0s(q)’ (cos(c).cos(q) + sin(c) .sin (q))
= cos(b).cos(c) + cos(b).sin(c).tan(q)
bulunur.

Teorem 1.2 den

cos(a) = cot(90 — q) .cot(b) = tan(q).cot(b)

ve

tan(q) = tan(b).cos(a)

oldugundan

cos(a) = cos(b).cos(c) + cos(b).sin(c).tan(b).cos(a)

= cos(b).cos(c) + sin(b) .sin(c).cos(a).

elde edilir.
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(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.27)

(1.28)

Yukaridaki islemler, ayni diisiincelerle tekrar edilerek sirasiyla cos(b) ve cos(c) i¢in

de uygulanabilir. Genis a¢1 bulunduran Euler {iggenleri i¢in de bu ispat gegerlidir.



Teorem 1.4. (Siniis Teoremi)

Euler iiggeninde,

sin (a) _sin(b) sin (c)

sin (@) sin(B)  sin(y)

dir.

Ispat: Sekil 1.10. ve teorem 1.2 den

cos(90 — h) = sin(a).sin(b), cos(90 — h) = sin(B) sin(a)

dir.

cos(90 — h) yok edilerek,

sin(a) .sin (b) = sin(p).sin(a)

ve dolayisiyla

sin(b) _ sin(a)

sin(B) " sin (o)

elde edilir.
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(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)



14

Sekil 1.11. Siniis teoremi

Yine Sekil 1.11. ve teorem 1.2 den

cos(90 — h) = sin(y).sin(b)
cos(90 — h) = sin(B).sin(c)
cos(90 — h) yok edilerek

sin(y) . sin (b) = sin(B).sin(c)

Buradan da,

sin (b) _ sin (c)
sin(f) ~ sin (y)

(1.33)

Boylece (1.32) ve (1.33) ayn1 sonucu verdiginden ispat saglanmis olur.
1.5. Gnomanik Izdiisiim
Tanmim 1.5.1. Merkezi M olan bir kiirenin kiire yiizeyi iizerindeki herhangi bir O

noktasindan gegen P teget diizleme yansitilmasia Gnomanik Izdiisiim denir (Sekil

1.12. ().



15

Tanim 1.5.2. Gnomanik Izdiisiim ile elde edilen teget diizlemindeki goriintii kiimesine

Biiyiik Cember Haritas: denir (Kollars & Miillner, 1990).

Sekil 1.12. (b) de goriilecegi gibi kiirenin biiyiik cemberleri ve agilar teget diizlemde

dogrulara doniistir.

Bu izdiisiim teorisinin Navigasyon sistemlerinin kullanilmasinda ¢ok onemli bir

anlami vardir, dyle ki:

Biiylik Cember Haritasi tizerindeki herhangi A've B’ noktalarinin belirledigi dogru,
aslinda AB biiyiik gember yaymin goriintiisii AB yayidir ve kiire iizerindeki A ve B

noktalarinin en kisa yoludur.

(a) (b)

Sekil 1.12. (a) (b) Gnomanik Izdiisiimii teget diizlemi

Tamm 1.5.3. Kiirenin iizerinde segilen O noktasi diinyanin kutup noktasina denk
gelirse bu sekilde olugan goriintii haritasina Kutup konumlu, eger ekvator iizerindeyse

Ekvator konumludur denir.
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Sekil 1.13. Gnomonik izdiisiimler

Dolayisiyla, bir kutup konumlu biiyiikk ¢ember haritasi iizerindeki enlemler

¢emberlere, boylamlar dogrulara dondsiir (Sekil 1.13.).

Gnomonik iz diislimlerde agilar ve alanlar korunmaz. Dolayisiyla uzunluklar da
korunmaz. ¢ ag¢isindaki kiigtik bir degisiklik izdiisiim haritasinda biiyiik bir degisiklige
sebep olur.



BOLUM 2. KURESEL KESIiTLER

2.1. Kiiresel Elips

Oncelikle Oklid diizleminde elipsi tanimlayalim ve odak noktasinin tanimini verelim.

Tamim 2.1: k kiiresel elipsi, N kiire tizerindeki bir P noktasindan sabit S; € X ve

S, € X odak noktalarindan 2a uzunlugundaki noktalarin kiimesidir (Sekil 2.1.).

k = {P € X| [PS;| + |PS,| = 2a} (2.1)

Sekil 2.1. Elips tasarimi

Sekil 2.2.’deki gibi M, elipsin merkez noktasi ve e=|M S;|=|M S,| lineer dis merkezlik

ve a=|MA|=|MB|, b=|MC|=|MD| uzunluklar olmak iizere yukaridaki tanimdan

diizlemdeki elips icin gegerli olan ifade kiire iizerindeki elips i¢in de gecerlidir.

a? = b% + c? (2.2)
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D

Sekil 2.2. Diizlemsel Elips

Tamim 2.2: k kiiresel elipsi, X kiire iizerindeki bir P noktasindan sabit S; € X ve

S, € X odak noktalarindan 2a uzunlugundaki noktalarin kiimesidir (Sekil 2.3.).

k = {(PeR|PS| + [PS,| = 2a} (2.3)

M, kiiresel elipsin merkez noktasi ve e = [MS;| = |MS,| ayrica a = |[MA| = |MB|
b = [MC| = [MD| tanim 2.2 ve teorem 1.1°den

cos(a) = cos(b).cos (e) (2.4)

Sekil 2.3. Kiiresel elips
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2.2. Kiiresel Hiperbol Cizgileri
Kiire ylizeyi iizerinde Hiperbol asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.2.1: k kiiresel hiperbolii, X kiiresi tizerindeki sabit S; € X ve S, € X odak

noktalarindan ayni kiiresel uzaklik farki 2a olan tiim P noktalarinin kiimesidir.
k={PeX||[PS;| —|PS,||=2a} (2.5)

Kiiresel hiperbol iki farkli daldan olustugundan Sekil 2.4.’den;

~

\

Sekil 2.4. Kiiresel hiperbol

|'S,Q|=180°—|S,P| ve |S,Q| = 180° — | S,P|
oldugundan,
|1S:Q1 — [S2Q1| = 180° — |5, P| — (180° — | S,P|) =|-[ S;P| + [S,P|| =2a  (2.6)

elde edilir. Boylece, Sekil 2.5.’¢ gore kiiresel hiperbollerin ayni1 zamanda kiiresel

elipsler olabilecegi yorumu yapilabilir.
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Sekil 2.5. Kiiresel hiperbollerin ayni zamanda kiiresel elipslerdir

Teorem 2.2.1: S; ve S, odak noktalarina 2a uzaklik farki ile olusan kiiresel hiperbol
ayn1 zamanda S; ve S, odak noktalarina 180 —2a ya da 180 + 2a uzaklik

toplamlari olan kiiresel elipstir. Oyle ki S, , S,’nin kiire merkezine gore simetrigidir.

Ispat: S; ve S, odak noktalariyla olusan kiiresel hiperboliin bir noktasi ise uzaklik

farki 2a’dir. P> den S; ve S, noktalarina olan uzakliklar toplami (Sekil 2.5.).

| S,P| +| S, P| =|S,P| + (180 — | S,P|) = 180 + | S,P| — [S,P| = 180 +

2a (2.7)
veya 180 —2a
(IS, P = (180 — | 5,P|) ve|2a|= | S;P| — [S,P|) (2.8)

Sonug 2.2.1: Kiire iizerinde elips ile hiperbol arasinda bir fark yoktur.
2.3. Kiiresel Kesitlerin Analitik Incelenmesi
Bu boliimde kiiresel hiperbol ve kiiresel elipslerin fonksiyonlar1 ve olusturduklar

egrileri tartisacagiz. Tanim 2.2.1°den uzaklik farki 2a olan kiiresel hiperboliin

tizerindeki belirli bir P(4, ¢) noktasi igin
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Sekil 2.6. Kiiresel hiperbol ayn1 zamanda kiiresel elipstir

| S1P] = [S2P| = 2a (2.9)
ve
IS,Pl=1,, IS;Pl=1, (2.10)

diyelim. Teorem 1.1 den

A SiTP : cos(ly) =cos(A+ e).cos(¢p) (2.11)
ve
A S,TP : cos(ly) =cos(A—e).cos(p) (2.12)

cos(a) +cos(B) = 2.cos(@ ). cos(azi ) toplam ag1 teoremi dikkate alinirsa;

cos(ly) +cos(ly) = 2.cos(% ). cos(%) =cos(¢).[ cos(A + e) + cos(A — e)]

cos(a + B) = cos(a).cos(B) + sin(a).sin(pB)

(2.13)
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toplam ac1 teoremi dikkate alinirsa;

L+ 1,

l1-1
=a+l, ve122=a (2.14)
olmak iizere
cos(%). cos(%) = cos( ). cos(A). cos(e) (2.15)

Yani; l; >, kabul edilirse ve ayn1 zamanda ;= 2a + [, dolayisiyla yukaridaki toplam

ag1 teoreminden

[cos(a).cos(l,) — sin (a).sin (1) ].cos(a) =cos( ). cos(A). cos(e) (2.16)
ya da
. __ cos(¢).cos().cos (e) _ cos(¢).cos (13)
sin(ly) = cos(a).sin (a) sin (a) (2.17)
Karesini alirsak sin?(l,) = 1 — cos?(l,) oldugundan
_ cos?(p).cos*(2).cos? (e)
B cos?(a).sin? (a
(@) (2.18)
2.cos(¢).cos(A).cos(e).cos(a).cos (1) N cos?(ly)
cos(a).sin?(a) sin? (a)
dir.
cos(ly) =cos(A —e).cos(p) (2.19)

ifadesini yerine yazarsak asagida denklemi elde edilir.
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cos?(@).cos?(A).cos?(e) —cos?(¢).cos?(A).cos?(a)+cos?(p).cos?(A).sin?(A).sin?(e) (2_20)
cos?(a).sin? (a)

1=

ve sonug olarak, a < e < 90° igin

cos?(p).cos?>(A) . sin?(A).cos?(@)

1= 052 + Sin2 @) dir. (2.21)
cos? (e) sin2 (e)

sin(a) _ cos(a) _

sin(e) cos(e) q (2.22)

seklinde tanimlayip yukaridaki denklemde yerine yazarsak kiiresel hiperboliin

fonksiyon denklemi

__sin?(M).cos? () n cos?(A).cos? (@)

1 - = (2.23)
formunda elde edilir.
Herp < 1ve g = 1 igin ¢’ye gore ¢oziim yapilirsa

) _ p?.q2
cos™ (¢) = q%+(p2—q?).cos2(}) (2.24)
olur.

p < 1ve q = 1 oldugundan (2.24) esitliginin pay1 ve paydas1 daima pozitiftir. Oyle ki

esitligin sag tarafinin karekokii alinabilir (2.24) den asagidaki sonuglari ¢ikarabiliriz.

1. (4, @) bir ¢oziimse (A, —¢) de bir ¢coziimdiir. Yani kiiresel hiperbol S; S,
biiyiik ¢ember iizerinde simetriktir.
2. (4, @) bir ¢oziimse (4,—¢) , (180° —4,¢) ve (A — 180°,¢) noktalar1 da

¢Ozimdiir.
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3. Kiiresel hiperbol kiirenin O merkez noktasina simetriktir (Sekil 2.7.).

Sekil 2.7. O merkez noktasina gore simetri

Kiiresel elipsin denklemini elde etmek i¢in teoremi 2.1’i teorem 2.3’e hiperboliin 4, a
ve e degerlerini A — 90, 90 — a ve 90 — e olarak yazmak gerekir. (Sekil 2.5.) Boylece

kiiresel elipsin denklemi teorem 2.3 ile karsilagtirarak, a = e = 0° i¢in,

cos?(p).cos?(A) , sin?(d).cos?(¢)
cos?(a) sin2(a)
cos? (e) sinZ (e)

1= (2.25)

olarak elde edilir.

Kiiresel hiperbol ve kiiresel elipsin, “Orta Nokta Denklemleri” birbirine benzerdir.

a = e i¢in 6zel bir durum s6z konusudur:
Teorem 2.3 den
1 = cos?()).cos?(¢)
+ sin?(A) cos? (@) (2.26)

= cos?(¢).[cos?(A) + sin?(A)] = cos?(¢)

yazilabilir.
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Boylece herhangi bir A i¢in ¢ = 0 dir. Bu denklem kiiresel elipsin ve kiiresel hiperboliin
bozuk hali gibi goziikebilecek ekvator ¢izgisini verir. Biitiin bu sonuglar1 asagidaki

teoremde ifade edilebilir.

Teorem 2.2: S;(—e,0) ve S,(e,0) odaklariyla a ana eksen uzunlugu ile bir kiire

kesitinin denklemi

. cos?(p).cos*() N sin®(A).cos? ()

cos?(a) sin?(a)
cos? (e) sin2 (e)

(2.27)

i¢in

1. Egera > e iseelips, a < e ise hiperbol elde edilir.

2. a = e ise ekvator ¢izgisidir.

A

(a) a>e (b) a<e (c) a=e

Sekil 2.8. a > e elips, , a < e hiperbol a= e halleri

2.4. Koni Kesiti Olarak Kiiresel Elips

2.1 ve 2.2 boliimlerinde, diizlemde ve koni lizerindeki kesitler tanimlanmisti. Bir koni
kesiti ayn1 zamanda kesisim egrisi ve bir diizlemden olusturulabilecegi i¢in bu boliime
kiiresel koni kesitleri ve 6zellikle bir kuadratik koninin ve kiirenin kesisimi olarak
ifade edilebilen kiiresel elipslerin olusumundan bahsedilecektir. Asagida bir kuadratik

koninin birim kiireyle nasil olusturulabilecegini gisterecegiz.
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Oncelikle, koni simetri ekseniyle ii¢ boyutlu koordinat sisteminde x-ekseni {izerine

koninin tepe noktas1 O olacak sekilde oturtulur.

Sekil 2.9. Ug boyutlu koordinat sisteminde x-ekseni iizerine oturtulan bir koni

Bu koninin denklemi

Py +q.z2—x%>=0

dir.

Koni x = 1 diizlemiyle dik kesilirse

denklemi bulunur. Buna gore

1 1
L, = 5= tan(a), [ = == tan(p)
elde edilebilir.

% = tan?(a) ve % = tan?(B)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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degerlerini koni denkleminde yerine yazarsak

2 2

y Z

tan2(a) tanZ(p)

—x2=0. (2.32)

Koninin x% + y? + z? = 1 kiiresiyle kesistirilmesi i¢in x’in yok edilmesiyle

2 2

Yy z —
sin2(a) = sin2(B)

1 (2.33)

elde edilir.
Bu esitlik ile x-eksenine paralel silindir denklemi bulunmus olur. Tiim kesisim
noktalart ayn1 anda birim kiire iizerinde bulundugundan y = cos (¢), sin (1), z =

sin (¢) i¢in bu kesigim egrisinin denklemi

sin?(A).cos?(p) | sin®(p) _

sin2(a) sin2(B) (2.34)
dir.
sin?(@) = 1 — cos?(@) = 1 — cos?(¢). (sin?(A) + cos?(N)) (2.35)
yazilabileceginden sonug olarak
| _ cos?Mcos’(p) | sin?(M).cos(p) (2.36)

cos2(B) sin?(a).cos2(B)
cos2(B)—cos2(a)

ve dolayisiyla

cos(a) = cos(B).cos(e) (2.37)
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dikkate alinirsa, @ > e icin teorem 2.2 den ana eksenleri @ ve 8 olan kiiresel elips elde

edilir (Sekil 2.10.).

Sekil 2.10. Kiiresel Elips

Teorem 2.3: Tepe noktalari kiirenin merkezinde ve a # £ i¢in a ve 8 ana eksenleriyle
olusan kiiresel elips, O merkezli bir kiire ve yine O merkezli kuadratik koninin

kesisimidir.

Sekil 2.11. O merkezli bir kiire ve yine O merkezli kuadratik koninin kesisiminden olusan elips

Sonug olarak, Teorem 2.3 ten asagidakiler elde edilir:

O merkezli bir kiire ve kiirenin bir teget diizlemi iizerinde bir elips verilmis olsun. Bu
elipsin tiim noktalarina kiirenin merkezinden yapilan izdiisiimler kiire yiizeyi iizerinde
bir kiiresel elips olusturur. Boylece teget diizlem iizerindeki noktalar kiire ylizeyine
yansitan Gnomonik izdiisiimii, kiire ile diizlem arasindaki iligskiyi gdstermeye yardimci

olur.
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Teorem 2.4: S; ve S, odak noktalartyla bir k kiiresel koni kesiti Gnomonik yansitilirsa

k’nin k resmi igin; S; ve S, ‘nin izdiisiimleri £’ nin odak noktalar1 degildir.

Sekil 2.12. Gnomonik izdiisiimii ile teget diizlemdeki elipsin kiire {izerine yansimasi

2.5. Koni Kesitlerin Projektif Tasarim

2.1 ve 2.2 boliimlerinde kiiresel koni kesitlerinin a uzunluk birimine ihtiya¢ vardir.
Tamamen uzunluk iliskilerinden bagimsiz olarak koni kesitlerinin tasarimini elde
etmek i¢in projektif tasarimindan yaralanilabilir. Bu ¢alismay1 daha 6nce Steineer ve
Chasles yapmis ama ilk olarak Christian Von Staudt kullanmustir (1798-1868), (Lang,
1998).

2.5.1. Oklid diizleminde projektiflikler
Bir noktadan gegen dogrulari (dogru demeti) ya da dogru tizerindeki noktalar1 (nokta

dizilerini) diislinelim. P noktasindan gegen tiim x dogrulari kiimesini P (x), p dogrusu

tizerindeki tiim X noktalar1 kiimesini p(X) ile gosterelim.
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Sekil 2.13. P(x) ve p(X) kiimeleri

Dogru demetleri ve nokta dizileri arasindaki bagintiya perspektiflik denir.

Perspektifliklerin ii¢ farkli ¢esidi vardir.

a) Dogru demetiyle nokta dizisi arasindaki perspektifliktir ve

P(x) Ap(X) (2.38)
ile gosterilir.

b) ki nokta dizisi arasindaki perspektiflik i¢in X;ve X,’den gecen dogru P’den

de gecer. ( X; ve X,, P ile ayni1 dogru lizerindedir)
c) S1(X1) ve S,(X,) iki dogru demeti arasindaki perspektifliktir ve
S1(X1) A Sy(X2) (2.39)

ile gosterilir, dyle ki X; ve X, noktalariin kesigim noktasi p dogrusu iizerindedir.
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(@ Px)%pX) (b) p1 (X1) J:: p2 (X2) (c) S1(X1) IX) S2 (X2)

Sekil 2.14. a, b, ve c tipi perspektiflikler

Tamim 2.4: Birden ¢ok perspektifligin bileskesine Projektiflik denir.

Eger p;(X;)ve p,(X;) nokta dizileri bir projektiflik ile iligkilendirilmisse, projektif
olarak baglandirilmistir denir ve p;(X;) A p,(X,) dir.

Ayni ifade dogru demetleri igin de gecerlidir. S; (X;) ve Sy(X2): S1(X1) A S2(X3).

Ornek : S;(X;) ve S4(X,) dogru demetinin arasindaki bir projektiflik asagidaki gibi
verilmis olabilir (Sekil 2.15.”e bakiniz).

P4

Sekil 2.15. §;(X;) ve S4(X;) dogru demetinin arasindaki bir projektiflik
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Hatirlatmalar:
Her perspektiflik bir projektifliktir.
Birden ¢ok perspektifligin bileskesi, iki perspektifligin bileskesi olarak ifade edilebilir.

Eger bir nokta dizisindeki ii¢ noktaya karsilik diger tarafta karsilik gelen ii¢ nokta varsa

projektiflik tek tiirlii belirlenebilir.
2.5.2. Kiire iizerindeki projektiflikler

Oklid diizleminde oldugu gibi P noktasindan gegen & biiyiik gemberlerin kiimesi P (X)
dogru demeti, bir p biiyilik gemberinin {izerindeki tiim X nokta kiimesi ise p(X) nokta

dizisi olarak tanimlanir.

XY Z

Sekil 2.16. Kiire tizerinde P (X) dogru demeti ve p(X) nokta dizisi

Kiiresel perspektifligin 3 farkl tipinden bahsedilebilir. Bunlar,

a) P(®) dogru demeti p(X) nokta dizisi arasindaki perspektifliktir ve P(X) A p(X)
ile gosterilir.

b) Iki farkhh p;(X;) ve pP,(X,) nokta dizisi arasindaki perspektifliktir ve
P1 (Xl)%’ D2 (X,) ile gosterilir, 6yle ki X; ve X, noktalarindan gegen biiyiikk gemberler

ayn1 zamanda P noktasindan da geger.
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¢) Iki dogru demeti S; (%,) ve S,(%,) arasindaki perspektifliktir ve S; (£;) % S,(%5)
ile gosterilir, oyle ki X¥; ve X, biiylik ¢emberlerin kesisim noktast p biiylik

¢emberlerinin de tizerindedir.

@PRFpX) (b) 1 (X1) £ P2 (X2) © St X)L S2(X2)

Sekil 2.17. Kiire tizerinde a, b, ve c tipi perspektiflikler

Tanmm 2.5: Birden ¢ok kiiresel perspektifligin bileskesine kiiresel projektiflik denir.
Hatirlatma:

Bir diizlemdeki projektiflik, gnomonik iz diisiimle kiiresel projektiflige yansitilabilir.
2.5.3. Kiire kesitinin projektif tanimi

Tanim 2.6: 1 : S;(x1) A S,(x,) perspektifligi verilmis olsun. 1 perspektiflik degil ve

S; # S, ise bu durumda

k ={X|X Ix,, oyle ki x, = m(x1)} (2.40)

kiimesine Kiire Kesiti Noktasi denir (Gfrerrer, 2000).



34

Sekil 2.18. iki nokta ve perspektifliklerle belirlenebilen diizlemsel koni kesiti

Hatirlatma;

Elementer Geometriden bilinen odak nokta tanimina istinaden tim kiime kesitlerinin

kiimesi K ve projektif tanima gore tiim kiire kesiti noktalarinin ctimlesi Kp ise;

dir.

Teorem 2.6: Herhangi ti¢li dogrusal olmayan bes farkli noktadan bir tek kiire kesiti

noktas1 geger.

Diizlemdeki kiire kesit noktasina karsilik olarak kiiresel koni kesitleri lizerinde

asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 2.7: 7 : S;(x;) A S,(x;) kiiresel projektifligi verilmis olsun. 1 Perspektiflik
degil ve S; # S, ise bu durumda k = {X|X Ix,, oyle ki X, = m(X;)} kiimesine

“Kiiresel Koni Kesit Noktasi” denir.
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Sekil 2.19. iki nokta ve perspektifliklerle belirlenebilen kiiresel koni kesiti

Teorem 2.27: Herhangi 3’1 dogrusal olmayan 5 noktadan bir tek kiiresel koni gecer.
Hatirlatma:

1. Birdiizlemsel koni kesiti t, tanjanti ve bu tanjantin dogru noktasi A ile belirli
(A,t,) “Dogru Ekseni” ile belirli iken kiiresel koni kesitinde de £, biiyiik
cemberi ve degme noktas1 A ile belirli (4, £,) dogru eleman ifade edilebilir.

2. Gosterdik ki farkli 5 noktadan bir tek koni kesit noktasi elde edilir. Diizlemsel

ve kiiresel koni kesitleri de

— 3 nokta ve 1 dogru elemanlari

— 1 nokta ve 2 dogru elemanlari

tarafindan tek olarak belirlenebilir.

2.5.4. Pascal teoremi

Simdi Oklid diizleminde Pascal teoremini verelim.

Teorem 2.8 (Pascal Teoremi): /...6 noktalar1 bir koni kesiti noktalarinin segilmis 6

noktasi olsun.
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12Nn45 =R
23N56=S (2.42)
34n61=T

ise R, S ve T dogrusaldir.

Sekil 2.20. Diizlemsel Pascal Teoremi 1

Hatirlatma:

1. Pascal Teoremi asagidaki sartlarda da gecerlidir. Eger,

— Iki nokta mesela 1 ve 2 noktasi ¢akisik olursa ve 1 ve 2 noktasini birlestiren

dogrularin yerine 1 = 2 deki koni kesitinin tanjant1 alinirsa
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Sekil 2.21. Diizlemsel Pascal Teoremi 2

— (1,2) ve (3.,4) sirali ikililer cakisirsa ve ayni1 sekilde bu iki noktay1 birlestiren
dogrunun yerine yukarida bahsedilen tanjant1 alinirsa,
- (1,2), (3,4) ve (5,6) swralt ikilileri ¢akisik ise Oyle ki bunlar1 birlestiren

dogrularin yerine yukarida bahsedilen dogrularin tanjantlart alinirsa

2. EgerR, S ve T noktalari teorem 2.8’deki gibi dogrusalsa /...6 noktalar siras1 koni

kesit noktalar1 tizerindedir.
Kiire Uzerinde Pascal Teoremi

Teorem 2.9: Bir kiiresel koni kesitinin herhangi noktalart /...6 olsun.

12Nn45 =R veR,
23N56=Sves,; (2.43)
34Nn61=TveT,

iseR, S, Tve Ry, Sy, Ty ayn1 biiyiik gember tizerindedirler.
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Sekil 2.22. Kiire tizerinde Pascal Teoremi

Ispat: Gnomonik projeksiyonu Pascal Teoremi’ nin kiiresel versiyonunu diizlem
versiyonuna donistiiriir. (R, R;), (S,S;) ve (T, T,) nokta ¢iftlerinin her biri kiirenin
merkez noktasina gore simetriktir ve bdylece bu alt1 nokta ayni biiyiik cember iizerinde

bulunur.
2.6. Cember

Tanim 2.6.1: Bir diizlemde sabit bir M merkez noktasindan esit uzakliktaki tiim P

noktalariin kiimesine ¢gember denir.

Hatirlatma: Bir kiire lizerindeki her ¢cember M; ve M, seklinde iki merkez noktasi

ihtiva eder. Oyle ki @ = |[M; P| ve 180 — a = |M,P| dir.

<p_

(a) (b)

Sekil 2.23. (a) Diizlemde ve (b) kiire lizerinde ¢gember
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Boliim 2.1°de elipsin odak noktasi tanimiyla ifade ettik 6zel olarak tanim 2.1 ilave

edilerek:

S, =S,=M:=>|S,P[+]|S,P|=2.[MP| =2.a => [MP| =a (2.44)

Boylece tiim P noktalarinin sabit M noktasina uzakligi sabit = a ve 2.6.1 tanimiyla

bir ¢gember elde edilir.

Sekil 2.24. (a) (b) (c) Diizlemde elips drnekleri

Benzer sekilde kiiresel elips i¢in:

Tanim 2.6.1°¢ gore S; =S, = M ve [MP| = a olmak lizere bir gember elde edilir.

7

(a) (b) (c)

Sekil 2.25. (a), (b), (c) Kiiresel elips drnekleri



Sonug:

a) Boliim 2.4 te kiiresel elipsi py? + qz? + x? = 0 quadratik konilerin kesisim
egrileri olarak tanimlanmis, Teorem 2.3 ile de @ # 8 olmak {izere bu kesisim
egrisinin bir kiiresel elips oldugunu gostermistik.

b) Koni denklemlerinin katsayilar1 p ve q i¢in eger p = q ise bu durumda a ve
B agilar esittir ve quadratik koni ayn1 zamanda bir donel konidir. Kesisim

egrisi olarak da bir gember elde edilir.

(a) (b)

Sekil 2.26. Sonug a ve b kiiresel elipsleri
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BOLUM 3. UYGULAMA ORNEKLERI

3.1. Sinyal Navigasyonu

Bu boliimde, ¢cemberde c¢evre ag1 teoreminin kiire ylizeyi iizerindeki bilinen en 6nemli
kullanim alanlarindan biri olan Omega Navigasyon Sistemi tanitilacak ve geometrik

tasarimlar ile agiklanacaktir.

Radyo sinyalleriyle konum belirlemede kullanilan yontemlerin tiimii sinyal
navigasyonu olarak adlandirilir. Sinyal Navigasyonu, sabit gonderi istasyonlarindan
gonderilen sinyallerle alicinin konumunu belirleme temeline dayanir. Bu ¢alismada
hiperbol yontemi ve dolayisiyla bunun sonucu olan Omega Navigasyon Sistemi’ nden

bahsedecegiz (H. Bigalke, 1984).

3.1.1. Hiperbol yontemi

Hiperbol yonteminde en az ii¢ farkli istasyondan ayni anda sinyal gdonderilir. Bu
sinyallerin aliciya ulagsma zamanina bakilir. Sinyallerin aliciya gelis anina gore alict
gonderici istasyonuna pozisyonu belirletir. Boylece, sinyal gonderen istasyonun
pozisyonu belirli oldugu icin alicinin cografi pozisyonunun da hesaplanmasina
yardimct olur. Dolayisiyla hiperbol yontemi yon belirleme yOnteminden ziyade,

uzaklik belirleme yontemi temeline dayanir.

Iki farkli sinyal génderim istasyonunda gonderilen sinyallerin belirledigi bir hiperbol

tizerinde tasarlanabilen alic1 pozisyonu i¢in en az ii¢ istasyona ihtiyag¢ vardir.

Bahsettigimiz bu hiperbol yontemi Loran-C, Decca ve Omega Navigasyon

sistemlerinde kullanilir.
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Omega Navigasyon Sistemi

Omega 6zel bir isimdir ve navigasyon sistemlerinin temellerindendir. Bu sistem ilk

olarak 1968’de Amerika’da askeri amagcla kullanilmak i¢in ortaya ¢ikmistir.

Giliniimiizde kullanilan uydu tabanli GPS teknolojisi kesfedilene kadar, Omega

Navigasyon Sistemi tiim diinyada yaygin olarak kullanilmistir.

\J N

»
L%

Sekil 3.1. Omega Navigasyon Sistemi geometrik tasarimi

Matematiksel olarak Omega Navigasyon sistemini agagidaki gibi ifade edebiliriz:

Kiirenin biiyiik cemberleri gibi diisiiniilebilecek, S; ve S, sinyal gondericilerinden ayn1
frekansta ve aymi dalga boyunda elektromanyetik dalgalar yayilir. Bu dalgalarin
hareketi belirli noktalarda kesisir. Diinya kiiresi iizerindeki S; ve S, uzakliginin sabit
oldugu tiim noktalarda dalga boyu farklari, gelen dalgalar araciligiyla gozlenir. Bu
noktalar Tanim 2.3’te verdigimiz kiiresel hiperboliin odak noktalaridir. Sekil 3.2. bu

noktalarin kiiresel bir tasarimi olarak verilmistir.
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Sekil 3.2. Omega Navigasyonu i¢in kiiresel hiperboliin odak noktalar

Dalga boyu farki sifir her yerde sabitlenip S; ve S,’den uzakliklar1 |r; — 7, | = n.A
oylekir = |S’175'| Ty = |§2\S|7\ dalga boyu ve n = 0,1,2,3 ... olmak iizere n # 0 i¢in
iki simetri hiperbol ¢izgileri vardir. Aradigimiz yer bu ¢izgiler lizerindedir. n = 0 igin
aradigimiz yer S; ve S, ’nin tam orta noktalarindan gecen dikme {izerindedir. Bunun
disindaki durumlar igin (0,2m) degerler arasindaki aradigimiz yer yine hiperbol
cizgileri iizerindedir. Oyle ki bu hiperbol ¢izgileri arasindaki dalgalarin ulasim zamani
aymidir. Aksi takdirde $; S tabanli sinyal ulasma zaman farki A dalgaboyunun hiperbol

kollar1 arasindaki uzakliga baglidir. Ornegin birbirine yakin hiperbol kollar1 arasindaki

uzakligi d = %alahm. S; ve S, arasindaki uzakligi da A = 2d’ dir.

Omega Navigasyon yonteminde yayin frekansi (10,4 kHz) ¢ok diistik ve dalga boyu
(A =29,4 km) ¢ok yiiksek oldugu i¢in hiperbol kollarinin arasindaki ulasimin zaman

farka 3 = 15 km’ dir.

S

~

Sekil 3.3. S; ve S, den gonderilen sinyallerle konum belirleme
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)l 4
7

Sekil 3.4. S den gonderilen sinyallerle konum belirleme

Tersine herhangi bir S yeri verildiginde S; ve S, gonderi istasyonunun yerini bulmaya
calisalim. Bunun i¢in ilgili hiperbol kolu belli olmadigindan karar verebilmek igin;
daha fazla Slciimler ve bilgilere ulasmak gerekir. Ornegin, belli bir noktada bulunan
geminin o anki konumunun ulagim zamani farki sifir alip baslangi¢c noktast olarak
kabul edelim. Bir harita lizerinde Omega Navigasyonu yaymn istasyonlarinin
olusturdugu dalgalar ve hiperbol kollar1 Sekil 3.3.’deki gibi tasarlanabilir. Eger S; ve
S, Un gonderim istasyonu oldugunu kabul edersek, bir diizlemde cakisan iki farkl
hiperbol dalgas1 olusur. Boylece S, S;S, ve S35, ikililerinin olusturdugu hiperbol
cizgilerinin kesistigi noktalardan herhangi birindedir (Sekil 3.5.).
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Sekil 3.5. 5,5, ve $3S, ikililerinin olusturdugu hiperbol ¢izgileriyle konum belirleme

Herhangi bir konumu belirleyebilmek i¢in Omega Navigasyon sisteminden bahsedilen

sinyal gonderi istasyonlar1 diinya iizerinde

1. Omega - Norveg (13°E; 66°N)
2. Omega - Liberya (11°W; 6°N)
3. Omega — Havai (156°W; 21°N)
4. Omega - Kuzey Dakota  (98°W; 46°N)
5. Omega — Rcunion, Fransa (55°E; 21°S)
6. Omega - Arjantin (65°W; 43°5)
7. Omega - Avustralya (147°E; 38°S)
8. Omega — Japonya (129°E; 35°N)

olmak tizere sekiz farkli yerde konumlandirilmistir.
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3.2. Kiiresel Cevre Ac1 Teoremi

3.2.1. Diizlemsel cevre ac1 teoremi

A#B olmak tlizere A ve B sabit noktalar1 ve ¢ acis1 verilmis olsun. APB = ¢ = sabit

olacak sekildeki tiim P noktalarini bulalim. Bunun i¢in,

d= O0A, b= OB, p= OP koordinat sistemini de x-ekseni 4B iizerinde olacak

sekilde secelim.

=V

Sekil 3.6. 4#B olmak iizere A ve B sabit noktalar1 ve ¢ agisi ile ¢evre ag1 olugturma

U ve ¥ iki vektor olmak iizere

v
7117

cos(p) = kurali ve Sekil 3.6.’dan P noktasi igin

(B —a@).(B—b) = cos(p).1p —dl.[p—b| = COS(w)\/(ﬁ— 2@ -b)? (31



47

esitligi yeterlidir. Her iki tarafin karesi alinarak

(G —a).(F—B)] = cos?(p). (B — @)?(F — b)? (32)
elde edilir.
O<op<m (3:3)

kabul edelim ve 4 ve ¥ iki vektor olmak iizere

‘[7 X 1_7) = uz X <172 = U3v1 - u1173 (34)
Uus U3 U1 Vp — UpVg

kartezyen ¢arpimi

qg=uUxv)

@ x 9). (@ x D) = @0 5. D) — (@5)? (3.5)

Oldugundan
(G- a).(5-DB)] =cos?(9).[[G-dD) x G-B)] +[G-ad.(5- D] ] 36)
Ve

(- d).(F - B)] (1= cos?(¢)) = cos(¢) [F— @) x (F—B)] (3.7)

sonu¢ olarak

[ — @). (7 — B)] sin(p) = + cos() [(B— @) x (7 — b)] (3.8)

elde edilir.
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secilerek (3.8) esitliginde yerine konulursa

(x2 —e? + y?)sin() = +y(x + e — x + ) cos(¢) = +2ey cos(p),
x% + y? F 2ey cot(p) =e?, (3.10)
x%2 + (y F ecot(@))? = e? + e?cot? ()

elde edilir ki bu M, (0, e, cot(p)) ve M,(0,—e,cot(ep)) merkezli iki gemberin
denklemidir (H Stachel, 1998).

ol

Sekil 3.7. M4 (0, e, cot(¢p)) ve M, (0, —e, cot(¢)) merkezli cemberler

Not: A # B ve A, B noktalar1 verilmis olsun. APB = ¢ = sabit ile olusan tim P

noktalarinin kiimesine ¢ acisinin izotopik Egrisi denir. Ayrica,

6 = AM,B igin,
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e

1 é
cot(0) = cot(@) = tan(¢), —=¢ (3.11)

2

é
tan(z) =

@ =90°ise M; = M, = M(0,0) dir. Béylece AB ¢cemberin ¢ap1 olur. Dolayisiyla;

cap1 goren ¢evre ag1 90° dir (Thales Teoremi).
3.2.2. Kiiresel cevre ac1

O merkezli bir kiire lizerindeki sabit A, B noktalar1 ve ¢ agis1 verilmis olsun. APB =

¢ = sabit olacak sekilde kiire lizerindeki tiim P noktalarini bulalim. Ayrica, ekvator

uizerinde,
Gd=0A4b=0B,p=0P (3.12)

olsun (Sekil 3.8.).

Sekil 3.8. Kiiresel gevre ag1

B Ve d vektorleri tarafindan gerilen diizlem sabit ¢ acis1, # ve b vektorleriyle olusan

diizlem ile ¢akistirilirsa 4 ve ¥ iki vektdr olmak iizere;

v
[T17]

cos(p) = kuralhdan {p; d} ve {p, B} nin lineer bagimsizlik sart1 geregi;



@Bxa).(px B) = cos(¢p) .| x dl.|p x B|
= cos(p) (B x A)2(B x )2

yazilabilir. Her iki tarafin karesi alinarak;

[ x @). (5 x B)] = cos’(p). (5 x @)2(5 x &2

elde edilir. 4 ve ¥ iki vektor olmak iizere;

Uy %1 U V3 — U3V,
UXTV = (uz> X <U2> 1= <u3v1 - u1v3)
Uz U3 U1Vp — UV,

kartezyen carpimt,

q=(xv)

@EXD).@EX D) = @R D) — (@D)?
oldugundan
B xa)?Fxa)?=[Fxd) x (Bxb)] +[Fxa).(Fxb)]

ve ayrica bu;

[(ﬁ X d). (ﬁ X 5)]2(1 — cos?(¢)) = cos?(p) [(ﬁ x d) X (ﬁ X l;)]z

U ve v iki vektor olmak iizere;

Uy %1 U V3 — U3D;
’l_j X ’[_)) = U, X Uy | := Uzvq1 — U3
Us VU3 U1Vy — UV,
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(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



kartezyen ¢arpimi,

q=(Uxv)
UxD).UxD)=@u)(@.9) — WU.v)?
oldugundan ve;

(7x58) x (Ux V) =5det(fuv)—rdet(Suv)

geregi,

[(5.5).(.5) — (3.8).(8.B)]” = cot? ¢ [ddet(§ ) — Bdet(a7 b)]”

elde edilir. Sonug olarak

[(5.5).(d.5) — (3.8).(8.5)]" = cot? ¢ (B.p)[det(@ b p)]

bulunur ve koordinatlari

X cos(A) cos(A)
5=(7] a=(-sn®) 5[ sn®
z 0 0

seklinde secersek

[(x% 4+ y2 + z%)(cos?(A)
— sin?(}))
— (x cos(A) — ysin(A))(x cos(A) + y sin(A))]?
= cot?(¢) (x% + y? + z2)(2z sin(A) cos(1))?

ve devam edersek

51

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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¢ : [—x2sin?(A) + y?% cos?(A) + z% (cos?(A) — sin?(A))]?

(3.26)
—(2zsin(}) cos(A) cot())? (x? + y? + z2) = 0.
elde edilir.
Boylece, bu egriyi kiirenin merkezinden yansitilirsa,
i)cot(p) =0 =2 ¢ = g (3.27)
i¢in
—x?sin?(A) + y? cos?(A) + z% (cos?(A) — sin?(A)) =0 (3.28)
esitligi ile bir kuadratik kiire kesiti,
ii) cot(¢) # 0 = 4. dereceden bir kiire kesiti elde edilir. (3.29)

3.3. lvory Teoremi

3.3.1. Diizlemde Ivory teoremi

Tanim 3.1: Ayni odak noktalari ile belirli (elips ve hiperbol) kiire kesitleri konfokal

olarak adlandirilir.

Notlar:

1. Merkez noktali kiime kesitlerinin iki odak noktalar1 vardir. (Cember haric)

2. Bir elips (hiperbol) bir konfokal hiperbolii (elipsi) dik keser.

Teorem 3.1 (lvory Teoremi): Konfokal kiire kesitlerinin olusturdugu agdaki her

dortgen, iki esit uzunlukta kosegenlere sahiptir (Sekil 3.9.).
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Sekil 3.9. Kiire kesitlerinin olusturdugu bir ag drnegi

Omnek olarak Sekil 3.2.’deki P;, P,, P3, P, noktalarindan olusan dikdortgeni secelim. O

halde, Ivory Teoremine gore

|P1Py| = |P,P5] (3.30)
dir (Hellmuth Stachel & Wallner, 2004).

3.3.2. Kiire iizerinde Ivory teoremi

Bu kisimda Ivory Teoreminin kiire yiizeyi tizerindeki durumu arastirilacaktir.

ki, k,, k, ks, 4 ana eksenli, uzunluklan sirasiyla a; = 40, a, = 60, a; = 10, a, =

30 ve odak noktalar1 koordinatlar1 S; (—35/0) ve S,(35/0) olan 4 konfokal kiire kesiti

olsun.
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Sekil 3.10. Konfokal kiire kesiti

Sekil 3.10.’daki kiiresel uzakliklar

d, = |PiP,| ve d, = |P,P;| (3.31)

icin d; = d, olup olmadigin1 inceleyelim:

1. Teorem 2.2’den e < a; < a, oldugundan, k; ve k, bir kiiresel elips; e < a, < as
oldugundan k5 ve k, de birer hiperboller. Boylece P;P,P;P, egrisi olusur.

2. Simdi P;’in kiiresel koordinatlarini elde etmeye calisalim. P;, k;kiiresel elipsi ile

ks kiiresel hiperboliiniin kesisimidir. (2.4) deki k; fonksiyon denklemi,

cos? () = p*a’ (3.32)
q2%+(p2%—q?).cos2(}) .
i¢in ;
__sin(a,) _ cos(ay) _
~ sine) ' cos(e) ¢=35vea =40 &%)

degerlerini yerine yazarsak;
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(sin(40) )Zl(cos(w))2

S e o A o .
elde edilir.
Ayni islemler k5 i¢in yapalim,
ks i¢in a; = 10 olup;

(Choa ) (o
i :cos? (@) = o S:r(i?o) . CZZ(:(?O) . (3.35)
(cos(35)) +((sin(35)) _(cos(BS)) )'COSZO‘)

elde ediir.

i ve ii’ den, A degerleri i¢in:

A =-119, 1, =119, 13=180—-119, A, =180+ 11.9 (3.36)

bulunur. P; noktasi igin A,’yi segelim. (Sekil 3.9.’a bakiniz) Segilen A, degeri i¢in ¢,

0, =197, ¢, =—19.7

elde edilir. Boylece P; kiiresel koordinatlari igin;

P, (M) = (11.9/19.7)

bulunur.

3. Ayni sekilde P,, P3, P, noktalarinin koordinatlar1 2 deki gibi hesaplanarak

P,(34.7/10.0), P5(23.6/49.0), P,(55.0/22.8) (3.37)
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olarak bulunur.

4. P;’in Py’e d kiiresel uzakligini 1.3 teoremine gore hesaplarsak,

cos(d;) = cos(90 — 19.7).cos(90 — 22.8) +sin(90 — 19.7).sin(90

(3.38)
— 22.8)cos(55.0 —11.9)
i¢in
P,’nin P5’e d4 kiiresel uzakligi ise;
cos(d,) = cos(90 — 10.0).cos(90 — 49.0) + sin(90 — 10.0).sin(90
—49.0) cos(34.7 — 23.6) (3.39)

d2 = 4‘01 = dl

bulunmus olur. Boylece d; ve d, kiiresel uzakliklar1 6zel se¢ilmis ky ...k, koni

kesitleri i¢in ayni oldugunu gdstermis olduk.

Sonug olarak Ivory Teoreminin dortgen aglariyla oriilen konfokal koni kesitleri i¢in

kiiresel versiyonu da gegerli oldugu asagidaki teoremle ifade edilebilir.

Teorem 3.2 (Kiiresel Ivory Teoremi)

Konfokal kiiresel koni kesitlerinin olusturdugu dortgen aglarinin kdsegen uzunluklari

birbirine esittir (Sekil 3.11.).
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Sekil 3.11. Konfokal kiiresel koni kesitlerinin olusturdugu doértgen aglari

Bu teorem, sadece kiire yiizeyinde degil hiperbolik uzaylarda ve daha genel olarak

sabit egriligi olan tiim uzaylarda gecerlidir.



BOLUM 4. SONUC VE ONERILER

Yasadigimiz yerkiire diizlem geometrisi ile kiire yiizeyi Tlzerindeki iliskiler
baglaminda bizlere kiire geometrisinin uygulamalar1 anlaminda Projektif tasarimlar,
dontistimler ve izdiisiimler ile benzerligini ve matematigin teorideki kavramlarinin
pratige nasil doniistiiriilebilecegini gosterir. Buna en uygun 6rnek olarak, bu ¢alismada
verilen kiire yilizeyi iizerindeki temel teoremler, giiniimiizdeki Navigasyon
sistemlerinin ¢alisma prensipleri matematiksel islemler geometrik tasarimlarla
gorsellestirilerek verilmeye calisilmistir. Hayatin matematik ile olan birebir iliskisine
dair, konfokaller yardimiyla lazer ile insan viicudu taramalarindaki goriintii
hassasiyetlerinde kullanilan bir teknoloji olarak da diisiliniilebilir. Sonug olarak,
hiperbolik dalgalarin frekans yogunluklari ile taramalarin daha detayli sonuglar

verecegi agikardir.

Bu anlamda, ¢aligma yeni Navigasyon sistemlerinin geometrik tasarimlari basta olmak
lizere, sadece pozisyon bulma yontemi olarak degil, insan saglhiginda viicudun lazer

taramalarindaki teorileri anlaminda da gelistirilebilir.
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