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OZET

Anahtar kelimeler: Pade yaklasimi, Indisel Denklem, Adi ve Diizgiin Tekil Nokta,
Taylor agilim katsayilari

Pade yaklagima,

m X
2ax

i=0

1+ zn: bl.xi
i=1

[m/n]f(x) (x)=

ifadesindeki gibi iki polinomun birbirine oran1 olarak ifade edilir.

Pay ve paydadaki polinomun katsayilari

a,+ax+a,x’ +..+a x"
1+bx+bx* +..+b x"

[m/n]z

n

Z ; aytax+ax’+..+ax"
cx' =
il 1+bx+bx* +...+b x"

_ 2 n
=C, +CIX+C2)C +...+cnx

seklinde Taylor acilim katsayilar1 kullanilarak belirlenen bir kesir yaklagimidir. Pade
yaklagimi genellikle Taylor serisinin yakinsamadigi yerlerde ise yaramaya devam
edebilir. Taylor serileri sinirlandirildiginda polinom x—o0 degeri icin yakinsak
olmamaktadir. Bunun i¢in yaklasimdaki polinomun derecelerine gore Lagrange
fonksiyonu iizerinde uygulamalar yapilmistir ve farkli polinom fonksiyonlarin Pade
olusumlar incelenmistir.

Pade yaklasima ile verilen diferansiyel denklemin mertebesine gore yaklasilan serinin
kuvvet agilimi hem sinirlanabilir hem de yakinsak hale getirilebilir. Bu durum adi ve
tekil noktalarda seri agilimimi bulurken daha ¢ok kullanilir. Noktanin adi yada
diizgiin tekil nokta olmas1 durumu incelenir. indisel denklemden elde edilen 7 ve 7,

koklerinin farkli kok yada katli kok olma durumlarina gére diferansiyel denklemlerin
Pade genel ¢oziimleri incelenir.

vii



PADE APPROACHES

SUMMARY

Keywords: Pade approximation, Indial Equation, Ordinary and Singular Point,
Taylor expansion coefficients.

The Pade approximation is expressed as the ratio of two polynomials to each other as
in

D ax
[m/ n]f(x) (x)=—"—ro
1+ Z bx'
i=1

In this study, some Pade applications in different polynomial types were investigated.
The coefficients of the polynomial in the numerator and denominator are a fraction
approach determined by using the Taylor expansion coefficients in the form of

a, +ax+a,x’ +.+a,x"
1+bx+bx* +..+bx"

[m/n]z

_ 2 n
=q, +c]x+czx +...+cnx .

n 2 n
Zc‘x" _ G+ axX+a,x +..+a,x
= 1+bx+b,x* +...+b X"

The Pade approach can often continue to work where the Taylor series does not
converge. Taylor series is not convergent for the x —o0 value of the polynomial
when confined. For this purpose, applications on Lagrange function were made
according to the degree of polynomial in the approach and Pade creation of different
polynomial functions were examined.

The force expansion of the series approached according to the order of the
differential equation given by Pade approach can be limited and convergent. This
situation is more commonly used when finding series expansion in ordinary and
singular points. Whether the point is a name or a regular singular point is examined.
Pade general solutions of differential equations are examined according to the

different root or folded root of the 7} and 7, roots obtained from the indices
equation.
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BOLUM 1. GIRIS

Pade yaklasimi iki fonksiyonun orani ile olusan rasyonel fonksiyon ile ifade edilir.
Pay ve paydadaki polinom katsayilar1 Taylor acilimi katsayilart kullanilarak
belirlenir. Pade yaklasimindan bahsetmeden Once siirekli kesirler ve rasyonel

yaklasimlardan bahsetmek uygun olacaktir.
1.1. Sonlu Siirekli Kesirlerde Rasyonel Yaklasim

Rasyonel yaklasimlarda 6nemli bir yeri olan ve bir ¢ok askin(transandantal) sayilari

olusturmada kolaylik saglayan siirekli kesirler vardir. Sirekli kesirler, bilesik

kesirlerin genellestirilmesi seklinde diisiinebilir. Ornegin 18_1 bilesik kesri,

o0
W | oo| —

seklinde ifade edilebilir.

Bu yazim bi¢imi her £ rasyonel sayist i¢in de gecerlidir. Yani &,,4,,4,,....,d,

pozitif tam sayilar olmak iizere L rasyonel sayisi,

L gL
4 a, + i
Ay + ot —

a

”

seklinde yazilabilir. Gosterim kolaylig1 i¢in yukaridaki acilim



%z[ao,al,az,....,ar]

seklinde ifade edilir. Ayrica irrasyonel sayilar da siirekli kesirler seklinde ifade

edilebilir. Ornegin, \/g irrasyonel sayisini géz oniine alacak olursak,

1 1

=1+
14+0.3660254... 1 1
- 1

1+
2+0.7320508...

J3=140.7320508...= 1+

1
1
1

2+
1+0.3660254...

seklinde acilim1 yapilabilir.

Bu tiir kesirleri sonsuz siirekli kesir olarak isimlendirmek dogru olacaktir. Burada

dikkat etmemiz gereken, sadece rasyonel sayilarin sonlu siirekli kesir olarak
yazilabilecegidir. Genel olarak her x reel sayisimimn x=[a0(x), a,(x),a,(x),....,a, (x)]

seklinde bir agilimi1 vardir. Ornegin,

= [3,7,15,1,292, L1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2, 2,1,84,...]
ve
e= [2,1, 2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14, 1,1,16,...]

oldugu gibi.

Bir saymnin siirekli kesir olarak agiliminin en énemli 6zelligi, bastan itibaren alinan

rakamlardan olusturulan kismin, agilimi yapilan sayiya ¢ok iyi bir yaklagim

saglamasidir.  Yani, [ao,al,az,....,a,,] siirekli ~ kesrinin k& .yakinsamasi,

¢, = [CO,CI,Cz,....,Ck] olarak tamimlanir. Burada k>n(n=k+1) olmasina dikkat



edelim. Ayrica k. terimin rasyonel ag¢iliminda paydanin en alt paydasinin k. terimi

her zaman 1 fazla olacak sekildedir. Ornegin, [1,2,3,4] stirekli kesri igin,

¢, =1
clzl+l:§
2 2
1 10
02:1+—1:—
2+~ 7
3
1 43
C3:1+ 1 _%
2+—1
3+
4
ve
43
C, =C5 = =§
olur.

Bagka bir 0Ornek i¢in, 7= [3,7,15,1,292, LLL,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2, 2,1,84,...]
sayisini ele alirsak, ilk iki rakamdan olusan bir yakinsama

c1:[3,7]:3+%:2—72

olup, bu say1 7 sayisina iyi bir yaklasik degerdir. Diger bir yaklasik deger i¢in 292

den Once gelen sayilart alarak olusturulacak yakinsama olan

¢, =[3,7,15,1]=3+ 11 :ff§=3.14159292...
15+1
1

sayisi elde edilir ki bu da 7 =3,141592653... sayisina oldukca yakin bir degerdir.

Kutsal oran (Ronesans’tan gelen bir terimdir) ve kendine benzerlik 6zelliklerine

sahip bir dikdortgenin olusturulmasi ¢abalari,



1+

1+L
1+...

altin oranmin stirekli kesir a¢iliminin geometrideki kopyasindan baska bir sey
degildir. Stirekli kesirlerin ¢ikis noktasini tam olarak belirlemek olduk¢a zordur. Bu
zorluk, siirekli kesirlerle matematikte son 2000 yilda karsilasilmasi fakat 1600’larin
baslarina ve 1700’lerin sonlarina kadar gecen siiregte bu kavramin tam olarak
oturtulamamasindan kaynaklanmaktadir. Bununla birlikte, siirekli kesirlerin kdkent,
Oklid Algoritmasinin ortaya cikarildifi zamanla ¢akistirilir. Oklid Algoritmas iki

sayinin en biiyiik ortak bolenini(ebob) bulmada kullanilir. Bu algoritmay: ustaca

kullanarak, p ve g nun ebobunu bulmak yerine, L rasyonelinin stirekli kesir

acilimi bulunur. Bunu goérebilmek i¢in 348 ve 124 sayilarini,

348=124x2+100

ﬂ=2+@=2+L
124 124 124

100
124 =100x1+24
124:1+ 24 s 1
100 100 100

24
100=24%x4+4
@:l+i:1+i
24 24 24

4
24 =6x4

seklinde Oklid algoritmas: ile gdsterdigimizde, biitiin kesirler yerine yazilir ve

348
398 i1 iirekli kesri elde edilir. Bu sirekli kesit — =[2,1,4,6]
124 14 1 124

4+l
6

seklinde ifade edilir. Simdi kisaca siirekli kesirler teorisini ele alalim. Bunun icin



baz1 tanim ve teoremlere yer verilecektir. d;,d,,... ve boabla"' sayilar1 reel yada

kompleks sayilar olmak tizere,

3
a,+—=

bicimindeki ifadeye siirekli kesir denir. Burada ¢; ve b,- sayilar1 sonlu ya da sonsuz
sayida olabilir. Vi igin b,- =1 olmasi durumunda bu kesre basit siirekli kesir denir.

Basit stirekli kesirler [ao,al,az...] seklinde gosterilirler. Terimler sonlu ise sonlu

siirekli kesir, sonsuz ise sonsuz siirekli kesir terimi kullanilir.

Teorem: Bir saymin birden fazla sonlu sayida terim igeren basit siirekli kesir olarak

ifade edilebilir olmasi i¢in ancak ve ancak say1 rasyonel olmasi ile miimkiindiir.

Ornegin;
AT 5, b, b yazlabilin
17 1 1
1+—1 1+ I
3+— 3+——
3+-

Teorem: Her irrasyonel saymin basit stirekli kesir agilimi1 sonsuz sayida terim igerir.

1 tanx 1

Py X
Sih: € = .
Ornegin; 1_ X ; . X

l+— > 3

fs +V5 541 F |
;/_ - J; e’ = —- ifadelerinde oldugu gibidir. Bu kesir,
e

1+

1+...

matematik dehasi S.Ramanujan’in bir bulusudur[2-1].



1.2. Taylor Yaklasimi

1.2.1. Taylor teoremi(kalanh Taylor teoremi)

f(x), n>0 olmak iizere [a,b] iizerinde n+1 kez siirekli tiirevlenebilir ve

X, X, € [a,b] olsun. f(x)=p, (x)+R (x) fonksiyonu icin,

p,(x)= Z f”"(x ) polinomu ve R,(x) —lj (x—t)n V@)t

kalani vardir.

n+l
Ayrica, x ve X, arasinda bir fx noktas1 vardir 6yle ki R (x) =M f("+')(§x)

(n+l)!

dir. Burada X, noktasi genellikle O secilir. Kalanin 2 formu da aynidir. Biri nokta

tabanli bir kalan iken digeri integral formunda bir kalandir. Bazi fonksiyonlar

kalanlar ile ifade edilecek olursa,

X _ 1 2 l 3 1 n+1 § C
e —1+x+2!x +3!x +..+ z x* + R (x)

(n+1)

n n+l n _ k
sSinx=x——x"+—x" +...+ =D x2’7+'+Lx2”+3cos§x= =D X+ R (x)
315! Qn+1)! (2n+3)! = Qk+1)!
1\ _ 1\l n _ k
cosx=l-tx?rdyty D o CD X" cosé, = (), "+ R (x)
210 4 (2n)! (2n+2)! im0 (2k)!

gibidir[3].
1.2.2. Taylor polinom yaklasimi

Taylor serisi sonsuz terimlerin polinomudur. Bu nedenle,
( ) (x- )2
S(x)= f(x)+—f'(x)) +————f"(x,) +... dir. Elbette sonsuz sayida 6geyi

degerlendirmek imkansizdir. 7, Taylor polinomunun derecesi; Rn+1 (X) kalan terimi

ve E, (x) Taylor polinomu olmak iizere,



P(x)= f(xo)+( )f(xo)+ +@f”(xo)

R, ()= (( 3, S = 5 <E<x

Jx)=F(x)+R, (%)

seklinde tanimlanir. Taylor polinomu kalan veya hata terimi ile kesilmis bir Taylor

serisidir[6-4].
1.3. Pade Yaklasin

Pade yaklasimlari, fonksiyon degerine 0zel bir tir rasyonel kesir yaklasimidir.
Buradaki amag¢ Taylor serileri agilimini miimkiin oldugunca eslestirmektir. Pade
yaklasimi genellikle fonksiyonun Taylor serisini kesmeden daha iyi bir yaklasim

saglar ve Taylor serisinin yakinsamadig1 yerlerde ise yaramaya devam edebilir [6-4].
1.3.1. Pade’nin tarihgesi

1731°de rasyonel kesirler (simdi Fransiz matematik¢i Henri Pade (1863-1953)’den

sonra Pade yaklasimlar1 olarak adlandirilir) Ingiliz matematikci Georges Ander’in bir
mektubunda belirtilmistir. f(1)—[p/q] L (0)=0(" 1) temel ozelligini bilen ilk

matematikei, siirekli fonksiyonlarla diferansiyel denklemlerin ¢ézliimi ile ilgili bir

makalede Joseph Louis Lagrange idi (1776).

Bununla birlikte siirekli fonksiyonlar, 1756 da Johann Henrich Lambert(1728-177)
tarafindan kullanilmaktadir. Pade, Charles Hermite (1822-1901) yonetimindeki

tezinde Pade tablosunu kesfetmis ve blok yap1 olarak ¢aligmistir.

19.yy da Pade yaklasimlari teorisine Carl Gustav Jakobi(1804-1851), Leopold
Kronecher(1823-1891), Bernhard Rieman(1826-1866) ve George Frobenius(1847-
1917) galismalar yapmislardir. Muhtemelen, E.B Van Vleck de rasyonel kesirlere

Pade yaklagimi ismini vermistir [7].



1.3.2. Pade yaklasiminin olusturulmasi

Pade yaklasimi, iki polinomun orani ile bir fonksiyonu ifade eder. Pay ve paydadaki
polinomun katsayilar1 Taylor acilim katsayilar1 kullanilarak belirlenir. Buradaki
amac¢ Taylor serileri acilimint miimkiin oldugunca eslestirmektir. Pade yaklasimi
genellikle fonksiyonun Taylor serisini kesmeden daha iyi bir yaklagim saglar ve
Taylor serisinin yakinsamadigi yerlerde ise yaramaya devam edebilir. Soyle ki,
Taylor serileri sinirlandirildiginda elde edilen polinomun x —> oo degeri i¢in seri

yakinsak olmamaktadir.

x =0 da (Maclaurin) Taylor serisi
f(x):c0+c]x+czx2+...:ch.xl. (1.1)
i=0

ise, Pade yaklagimi

m

Z ax'
[m/n]f(x) (x)=% (1.2)
1+ ) bx'
i=1 l

seklinde yazilabilir. Pade yaklagimi [m/ n] ile gosterilir. Pay ve paydanin ortak
carpani yoktur (yani aralarinda asal) ve bo =1 kabul edildiginde,

ay+ax+a,x’ +..+a,x"
1+bx+bx* +..+b x"

[m/n]= (1.3)

seklinde rasyonel fonksiyonu tanimlanir. m =n segilirse, bu durumda [n/ n]

yaklasimma kosegen(capraz) yaklasim denir. Pade yaklasimi i¢in verilen
fonksiyonun paydasini sifir yapan noktasi(singiilaritesi) yoksa biitiin reel eksen
tizerinde Pade yaklasimi yakinsak olacaktir. m=n oldugunda kosegen Pade
yaklagimlariin bir¢ogunun dogru ve kesin sonuglar verdigi tartigilmistir.

Simdi Pade yaklagimlarini olusturmak i¢in basit ve anlasilir bir yontem gosterecek
olursak:

f(x)= ickxk verilsin. f(x), m=n iken (3) te belirtilen kosegen yaklasimi ile

k=0

kullanilabilir olsun.



2 m
ao +a1x+a2x +...+amx

2 n
=¢,tex+e,x +...+c,x (1.4)
1+bx+bx" +...+b x" !

kullanimini kabul edelim. (4) lizerinde ¢apraz ¢carpim uygulanirsa,

a, +ax+ax’ +..+ax" =(c,+ex+e,x’ +..+e X Y1 +bx+bxt +..+b x")

=¢, +(¢, +bhc,)x+(c, +he, +b,c,)x* +(c; +bc, +bye, +bc )X +...
elde edilir. Ayni1 katsayil x -ler karsilikli esitlenirse,

ay =6

a, =c, +bc,
a,=c,+bc, +b,c,

a, =c;+bc, +b,c, +byc,
M

n
an = cn + zbkcn—k
k=1

esitligi ile gosterilir.

Tablo 1.3. Pade [m/n] yaklagim tablosu

M/N 0 1 2 3
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1.3.3. Ornek rasyonel ve iistel Pade yaklasimlar ve ¢coziimleri

1) f (X) =¢" {istel fonksiyonunu R2,2 (x) = [2/ 2] Pade yaklagimini bulalim:

Cozim: Tk olarak f(x)= IQ)’L(X)) seklinde denklemi kuralim.
n x

2 3 4
f(x):1+x+%+€+;—4+0(x5)

P,(x) = p,+xp, +x"p,
0, (x)=14+xq, + x2q2

Bu bilgiler,

P (x) +px+p,x°
f(x): :po pl p22
0,(x)  l+gx+g,x

denkleminde yerine yazilirsa,

2 2 3 4
+px+ p,x X X X
PoT PTTPY _yp ol p 2T

1+qx+q,x° 2 6 24

elde edilir.

Burada sol taraftaki esitlikte soruda [2/2] Pade istedigi i¢in agilim x° ye kadar

acitlir ve  Pp» P> P2»491,9, seklinde bes katsayr olacagi icin verilen f(x)

fonksiyonunun agilimini 5. terime kadar agilir.

Simdi, elde edilen bu denklemde ¢apraz ¢carpim yapilirsa,

Do +p1x-|—p2x2 = (l-l—x+%x2 +éx3 +§x4)(1+q1x+q2x2)
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=1+gx+q,xX" +x+qx" +g,x° Ly +lq1x3 +q21x4 Ly +lq1x4 +lq2x5 N +iq1x5 +Lq2x
2 2 2 6 6 6 24 24 24

1 1 1 1 1 1 1 1 1
=14+ x(l+g)+x(q, +q, + =) +x (¢, +—q, + =)+ x* (=q, +—q, +—) + X’ (= q, + —¢q,) +x* —
A+a)+ XU+ @+ D)+ X (L S+ DT GhLtea+ )+ (Ca+279)+x g,

bulunur. Katsayilar1 ayni olan ifadeler karsilikli birbirine esitlenirse,

po=1
p =1+gq,

1
P, :%"'%""5

0= +l +l
q, 2‘]1 6

0—1 +l +L
2 T Ty

bulunur. Buradan,

o e

r 1 1
2 LT Ty

ifadeleri taraf tarafa toplanip islemler yapildiginda,

po:1
1

pl_E
1 f(x)=¢€

P,=—= — 2
12 R _12/2 =12+6x+x
I () =120 2= e

%:_E

_1
q, 12

Pade yaklasimu elde edilir. Asagidaki tabloda €* in diger yaklasimlari verilmistir.
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Tablo 1.4 €' pade yaklasim tablosu
M/N 0 1 2 L

3001, 1 .
3 I+ x+—x"+—x
4" 4" o4 |\

l—lx
4

3 1+x+lx2+—x
2 6

2) f(x)=cosx fonksiyonunun R4,4 (x)=[4/4] Pade yaklagimin bulalim.

Cozim: f(x)= % seklinde denklemi kuralim.
X

n

f(x)=cosx=1—lx2+ix4— ! x® + ! x®
2 24 720 40320

P.(x) = p,+ px+ p,x’ + px’ + p,x*

0, (x) =1+gx+q,x" +q,x° +¢,x*

Bu bilgiler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,

2 3 4
f)= P,(x) :po+p1x+p2§ +p3;c +p4jc ISR NS SOV S SN S B
0,(x) l+gx+qg,x +gx +q,x 2 24 720 40320

elde edilir. Bu denklemde ¢apraz ¢arpim yapilirsa,



13

2 3 4 _ 1 2 1 4 1 6 1 8 2 3 4
Do+ DX+ P,X" + p X+ p,x —[I—Ex +ax —%x +mx (1+q1x+q2x +g,x" +q,x )

1, 1 ! 1 ! 1
=1+‘]1X+Q2x2+‘]3x3+Q4x4_EXZ_E‘I1X3_E%X4_E%XS_EQ4x6+ﬂx4+ﬂ‘I1x5
1 6 1 4 1 s 1 5 1 ;1 g 1 o 1 10
+—qxX°+—qx +—qx ———x———qx — x' - x’ - x
24 B T 0 T 0 T T T 0B T Bt T

1 8 1 9 1 10 1 11 1 12

+ X + X + X X +—- X
40320 40320 T 403207 1 2

+ _—
40320 40320

denklem x katsayilarinin ortak parantezine alinirsa ve

:1+qu+x2 qz_l +x3 q3_lq1 +x4 Q4_lq2+i +x5 _l%"'iql
2 2 2 24 2 24

+x6 _l +_i _L +x7 L _L +x8 i _L +; +O(X)9
244 T 00 2457700 24747 720" " 40320

seklinde katsayilar1 ayni olan ifadeler karsilikli birbirine esitlenirse,

p0=1
P =49
1
pzz%_E
1
psz%_E%
1 1
p4:‘h—5%+ﬁ
1 1
O=——qg,+—
2% 24‘]1
o=t 1 1
2 14 T 00
1 1
O=—¢g,—
24577207
1 1 1
0=—gq,- q,

+
24 720 40320

gerekli islemler yapilirsa,
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py =1 7,=0

P = 11
115 T

pz__ﬁ q; =

p;=0 13
313 % 15120

p4_m

elde edilir. Buradan gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

f(x)=cosx

15120 —6900x2 +313x*
R, ,(x)=[4,4]=
(1) =[4,4] 15120+ 660x> +13x*

Pade formu elde edilir.

In(1+x)

X

3) f(x)= fonksiyonu i¢in [3/ 3] ve [4/ 4] Pade yaklasimlarini kuralim.

Cozim: f(x) fonksiyonunun Taylor a¢ilimi,

2 3 4 5 6 7 8
In(+x) | X, ¥ ¥ X X X X% ou"
. 23 4 5 6 7 8 9

seklindedir.

Ik olarak [3/3] Pade yaklagiminin bulunmasi i¢in bu agilimi 6. terimine kadar

agmamiz gerektigini bilmemiz gerekir. Ciinkii [3/ 3] Pade yaklagimmda 6

bilinmeyen vardir. O halde,

2 3
a, +a,x+a,x” +ax
1+bx+b,x" +bx’

[3 / 3] = seklinde Pade yaklagimini kuralim.

Bilinmeyenleri bulmak i¢in,

2 3 2 4 6
a, +ax+a,x" +a.x x X X XX x

= +
1+bx+b,x" +bx° 2 3 4 5 6 7
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seklinde esitleme yapilir ve ¢apraz ¢carpim yapilirsa,

x )C2 x3 x4 xS 6

2 3 X 2 3
a, +ax+a,x” +ax —(1—5+?—X+?—Z+7J(l+b1x+b2x +b3x)

x° x xt X x’ x* X’

l+bx+bx’ +bx’ — b b bt p b T h
1 2 3 2 1 2 2 2 3 2 3 1 3 2 3 3 3
6 4 5 6 7 5 6 7
SN NN D 'S S NS S N A
4 4 4 4 5 5 5 5 6 6 6
xS x6 x7 8 x‘)
+b,—+—+b —+b,—+b,—+0O(x"
3 6 7 1 7 2 7 3 7 ( )

:1+x£b1 —%]+x2(b2 +%+§j+x3 (b3 —%+%—i]

3 4 5

2 3 4 5 3 4 5 6
+x6(—g+b—2—ﬁ+lj+0(x7)
4 5 6 7

elde edilir. Simdi katsayilar1 ayn1 olan ifadeler karsilikli esitlenirse,
a, =1

1 O:b_3+b_2_ﬁ+l
a1:b1_§ 2 3 4 5

- ot b b1
a2=b2—|——1—|—— 3 4 5 6

23 b, b, b 1

b, b 1 O=——=+—=>-——+—
a,=b,—2+-—L—— 4 5 6 7

2 3 4

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda ise katsayilari,

a,=1 , 1

a= T

6

1 bzz_

@ =1 7

3 4

1 b3:_

a; =— 35
140

seklinde elde edilir. O halde gerekli sadelestirmelerden sonra [3 / 3] Pade yaklagimi

a, +ax+a,x* +ax’ [3/3]= 420+510x +140x* +3x°

3/3]= - —
[3/3] 1+bx+b,x* +bx’ 420+ 720x +360x” +48x
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benzer sekilde islemler yapildiginda ise [4 / 4] Pade yaklasimi

a, +ax+a,x" +a,x’ +a,xt
1+bx+b,x* +bx’ +b,x*

[4/4]=

[4/4] 3780+ 6510x +3360x” +505x" +6x*
3780+8400x +6300x> +1800x° +150x"

seklinde elde edilir.

1.4. Pade Yaklasimlaria Ait Bazi Ozellikler

Ozetle,
SO, p(x) p(x)=2 ax
f(x)= Zcix’ kuvvet serisi ve R(x)= (—) , ’:0 olmak iizere R(X)
T g0 =Y
i=0

rasyonel fonksiyonu f (X)—R(X) = O(Xm+n+l) ise f (x) serisine Pade yaklasim serisi

denilmisti. Bu tanimlamay1 g6z oniine alarak asagidaki 6zellikleri verelim [8].
1.4.1. O ve @ notasyonlar: (operatorleri)
Pade yaklagimlarina ait 0 ve @ operatorlerini dzellikleri yardimiyla incelenecektir.

O operatérii: Eger p bir polinom ise Op bir polinomun tam derecesini yani sifir

olmayan terimin en yiiksek iis derecesini verir.

Ornegin; a(ao +ax+a,x’ ) =2 gibi.

@ operatorii: Eger p bir polinom yada bir kuvvet serisi ise wp ilk sifir olmayan

terimin derecesini, yani en kii¢iik iis derecesini verir.

i=3

Ornegin; d; # 0 olmak iizere a)(Z al.xl.j =3 gibi

Keyfi p ve g polinomlarina uygulanan bu operatorler asagidaki 6zelliklere sahiptir.
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_

G(pq) dp+0q
2. o(p+q)=min{wp,oq}

3. w(p)=wp , csabit

.h

a)(xk) k+ao(p)

5. o(p)2k = o(pg)=k

@

(a)pZn-l—l)/\(@pSn) = p=0

Pade yaklagim problemine ilk adim olarak [m,n] = (m,n) mertebelerinin , p(X) ve

q(x) polinomlarryla su sekilde belirlenmesiyle olusur.

op<m
7. og<n

w(fq—p)2m+n+l
Son esitsizlikte fg—p serisi kuvvetlerin i<m+n+1 indeksine sahip tiim

katsayilarin ortadan kalktigini ifade eder. Ciinkii en kiiciik kuvvettir.

Teorem: P,,q, ve P,,q, polinomlar1 (7). 6zellige uygunsa P4, = p,4, dir [8].

Ispat: p = P,q, — P,,4, polinomu almsmn. Bu polinomda fqlq2 ekleyip cikarilirsa,

P=p4q,— P4+ 14,9, — f4,9,
p=(/0-p.)a~(fa,~ )4

bulunur. Burada p;,4, ve P,,4, (7) deki esitsizlikleri saglar ve buradan da

w(fql—pl)2m+n+1
w(fqz—p2)2m+n+l

seklinde igerdeki polinomun en yiiksek dereceleri bulunur. Ozellik (2) den de

0)( P9, - pqu) >m+n+l  dir. Ancak en biiyilk derecesi olarak da

8( 2.4, — D4, ) 2m+n dir. Dolayisiyla buradan da,
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a)(p1qZ —p2q1)2m+n+1
8(171Q2 —p2q1)2m+n

seklinde 6zellik (6) y1 saglatmis oluruz. <(a)p >n+ l) A (6p < n) =>p= O>
Sonug olarak p ye (6) uygulanmast P,¢, = P»q; e esdeger p =0 1 verir.

Rasyonel sayilara benzer sekilde Pioye P2
q, 9>

rasyonel formlar1 esdegerdir. Eger p

ve g (6) y1sagliyorsa o zaman,

[m/n]f =R, (x)= 2ox)
qy(x)
o ) . p py =1
gibi Pade yaklasimi adinda (m,n) mertebeli ve indirgenemez — formu, 1
q 4y =

aliarak normalize edilir. Daha sonra P, (X) ve q, (x) hesaplamasinda polinom iptal
edilebildiginden

m :=0p, <m

n:=0q,<n

bagintisina dikkat edilmelidir. Bununla birlikte, her negatif olmayan m ve n igin, f

i¢in yalmiz bir (m, n) mertebeli Pade yaklasimi oldugu kesindir.

_ Po(¥)

seklinde verilmigse
q,(x)

Teorem: [ igin (m,7) mertebeli Pade yaklasm R,

o halde 0<s Smin{m—m',n—n'} olacak sekilde bir s tam sayisi vardir dyle ki

ozellik (7) den de saglanir ki PO =2 po(x) tir.

q(x) = x"q,(x)



BOLUM 2. PADE YAKLASIMLARININ LAGRANGE
INTERPOLASYON ACILIMI iLE BAGLANTISI

Bilinen degerleri kullanarak aralarda bilinmeyen noktalardaki degerleri yaklagik
olarak belirleme islemine interpolasyon denir. interpolasyon, bilinmeyen degerler
bilinen degerlerin arasinda bir noktada ise bilinen noktalar kullanarak bilinmeyen
degerler bulunabilir. Eger degeri bulunmak istenen nokta bilinen noktalarin disinda
bir yerde ise egri uydurma (ekstrapolasyon) islemleri ile bilinmeyen degerler

bulunabilir.

Interpolasyon c¢ok yaygimn olarak kullanilan noktalara polinom uydurarak sonuca
gitmektir. Eger bilinen nokta sayisi iki ise bunlar1 bir dogru ile birlestirerek ara

degerleri aramak gerekir. Bilinen nokta sayisi arttik¢a polinomun derecesi artacaktir.
n adet nokta i¢in (7—1). dereceden bir polinom uydurmak biitiin mevcut noktalar

saglayacaktir. Interpolasyon ydntemi olarak kullanabilecegimiz literatiirde bir¢ok

yontem vardir.

Bu ¢alismada Lagrange interpolasyon yontemi incelenip Pade yaklagim polinomuna

uyarlanmaya c¢alisilacaktir.
2.1. Lagrange Interpolasyon Yontemi

2.1.1. Weierstrass yaklasim teoremi

. . -1 .
n. dereceden bir polinomu @, #0; P(x)=ax +a, x" +..+ax+a, seklinde
gosterilsin. Burada &,4,,...,d, degerleri polinomun reel katsayilaridir. 7 negatif olmayan

bir tamsayidir. (n 2 0) f X in, a,b araliginda tanimli ve siirekli bir fonksiyon oldugu
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varsayilsin. V& > 0icin dyle bir P (X) polinomu vardir ki,

f(x)=P(x)| < & ifadesi a,b

araligindaki her X igin gecerlidir.

o
[
B

Sekil 2.1 Polinomlarin yaklagimi

Yaklasim teorisinde kullanilan bir ¢ok polinom tiirii vardir. (Lagrange, Hermit, Chebische,

Lagurre vb.)

2.2. Lagrange Polinomu ve Pade Yaklasik Coziimii

Lagrange interpolasyon ifadeleri aslinda bir interpolasyon isleminden ziyade egri
uydurma islemi olarak kullanilmasi daha anlamli olabilir. Elde var olan noktalar ile
bir dogru ya da egri uydurulur. Daha sonra bu esitlik iizerinden istenilen noktalarin

degerleri hesaplanir.

Bu yontemde nokta sayisina bagl olarak polinomun derecesi degisir. Ornegin n

adet nokta i¢in uydurulacak polinomun derecesi # —1 olur.

Asagidaki sekilde iki noktadan uydurulmus dogru goriilmektedir.
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g(x)
e

!

{

Xo  x
(2)

Sekil 2.2. 1ki noktadan gegen uydurulmus dogru

Asagidaki sekilde ise ii¢ noktadan uydurulmus egri goriilmektedir.

Y A

y2
Yi

Yo

Xo % X2 x

(b)
Sekil 2.3. Ug noktadan gegen uydurulmus egri

ax+b gibi birinci dereceden bir polinomu belirlemek igin (xo, yo) ve (xl, yl)

noktalarmi bildigimizi kabul edelim. Aslinda bu veri y,=f(x) ve »=/(x)

seklinde bir f (x) fonksiyonunun X, ve X, noktalarinda aldig1 degerler olarak
distiniiliirse;

X—X X=X,

Ly(x)= L=

Xo =X X=X

seklinde tanimli olmak {izere (xo,yo) ve (xl,yl) noktalarindan gegen birinci
dereceden (Lineer) Lagrange interpolasyon polinomu;
P (x):LO(x) f (XO)+L1(X) f (x1) seklinde hesaplanir. Asagida hesaplandigi gibi,

P()co):f(xo):y0 ve P(x)) =f(x1)=y1 olur [9-10].
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Y

Sekil 2.4. Lagrange interpolasyon polinomu

Teorem: Xy,X,...X, (n+1) farkli say1 ve f(x) fonksiyonu bu (n+1) noktada

degeri bilinen bir fonksiyon ise, n.dereceden P(X) polinomu mevcuttur ve

f(xk ) = P(x,) dir.

Simdi de yaklasim polinomunun n. dereceden oldugu diisiiniiliirse (n-l—l) tane
detaya ihtiyag vardir.

Yani y=f (X) fonksiyonu i¢in;

f(xo):yo ) f(xl):yl’ e f(xn):yn

n.dereceden Lagrange polinomu verilen detay ile su sekilde ifade edilir:

(x=x)(x=x)e(x—x ) (x =2, ) (x—x,)

(e =20 ) (3, =)o (3, =2 ) (3, =X ) (3, — )

0<k<n olmak iizere L,, =

seklindedir.
Ozetle;
L (x —X, )
L =1
n,k g(g[ (xk _ xi )

olmak tizere Ln,k polinomlarini kullanarak yaklasim polinomu:
P(x)= Ln’of()c0 ) + Ln’lf(x1 ) +...+ Ln’nf(xn)
P(x) = ZLn,kf(xk)
k=0

seklindedir. Simdi Lagrange interpolasyonu ile elde edilen acilimi Pade yaklagimini

kullanarak ¢6ziime varmaya ¢aligilsin:
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Ornek: X, =1,X1 22,X2 =4 noktalarinda tanimli ikinci dereceden Lagrange

1
polinomunun Pade yaklasim fonksiyonunu bulunuz. ( f(x)= —)

Cozim:

(mn)mw) _(=2)—4) 1,
o= (xo _xl)(xo _xz) - (=D(-3) - 3( ° 8)
e PR B S

(
(xz—xo)(xz—xl) 3

L= (x—xo) x—xl) (x—l)(x—Z) 1(x2—3x+2)

1
f(x)=— olduguna gore,
X

1
f(xo):x_o f(l)Zl
fa)=— = @)=

= =

fay=— W=

Xy

1 |
olup Lagrange polinomu, P(x) =1L, + ELl + 3 L, seklindedir. Buradan;

P(x)z%(x2 —6x+8)—%(x2 —5x+4)+%(x2 —3x+2)

Lagrange polinomu elde edilir. Bu polinomu biraz daha diizenler ve polinomun

paydalar1 esitlenirse,

P(x):lx2 —§x+§
24 24 24
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polinomu bulunur. Simdi x=0,1,2,3,4,5 icin f(x) fonksiyonu, Lagrange
fonksiyonu ve Lagrange Pade fonksiyonlarinin verdigi sonuglart kiyaslanir, elde

edilen P(x) fonksiyonu [1/1] Pade yaklasimia uyarlanirsa,

[1/1]:5_6_§x+lx2 _Gtax
24 24 24 1+bx

elde edilir ve esitligi i¢in i¢ler dislar carpimi yapilirsa,
(1+5,x)(56 —29x+7x° ) = 24(a, + a,x)
56—29x+7x +56b,x —29bx* + 7bx’ = 24a, +24a,x

56+x(—29+56b, )+ x> (7-29b )+ O(x’) = 24a, + 24a,x

bulunur. Son esitlikte karsilikli katsayilar1 ayni ifadeler esitlenirse,

L _56
56 0" A4
ay=— 24 56 449
24 —+——x
449 24" 69
24a,+56b, =29 = 4 :@ = R, =[l/l]=="T"""
_ — 1+7
7-29b =0 R 2%
"9

seklinde amal’bl katsayilarii ve yaklagim elde edilir.

Lagrange dan elde edilen polinomun verilerini ve Lagrange’a Pade ile yaklasarak elde edilen

polinomun verileri kiyaslandiginda asagidaki tabloyu elde edilir.

Tablo 2.1. Lagrange polinomu ve Pade ile yaklasilan Lagrange polinomu veri tablosu
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56 449 7,29 56
P X I)lagrange (x) SN T Xt

X 1)1,1:[1/1]=w 245 24 24
1+—x

Tablodan goriildiigii lizere Lagrange denklemine Pade ile yaklasildiginda daha seri
ve yakin sonuclar vermistir. Kullanighlik agisindan Pade yaklagimi1 Lagrange oldugu

gibi bircok iistel agilima sahip polinomlarda da ayn1 diizenli sonuglar1 vermektedir.



BOLUM 3. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMUNDE
PADE YAKLASIMI

3.1. Analitiklik

Tamm: Bir f(x) fonksiyonunun X =X, civarinda Taylor seri agilimi mevcut ise ve

bu seri X, 1n komsulugunda f(x)e yakinsiyorsa, f(X) fonksiyonuna X, da analitik

fonksiyondur denir.

Genel olarak, bir fonksiyonun degeri X = X, da sonsuza gidiyorsa, fonksiyon analitik

degildir. f(x), X =X, da analitik ise X =X, da siirekli olmak zorunda degildir.

Ornek: x=0,x=Lx=2 noktalarinin (Xz —9))/"+ y= 0 diferansiyel denkleminin

hangi tip noktalar oldugunu inceleyiniz.

Coziim: Verilen denklemi diizenlersek y'"+ v =0 elde edilir.

1
(x* =9)
1

2
X -

P(x)=0 ve O(x)=

5 olup P(x) ve O(x) x=0,x=1x=2 de analitik

oldugundan bu noktalar denklemin adi noktalaridir. x=3 i¢in Q(X) analitik

degildir. Ancak,

(x—=3)P(x)=0
1 _x-3

x2—9:x+3

(x=3)°

ifadeleri x=3 te analitik oldugundan x =3 diferansiyel denklemin diizgiin tekil

noktasidir.
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3.2. Adi ve Tekil Nokta

Y"+P(x)y'+0(x)y =0 diferansiyel denkleminin X =X, noktas: ya adi noktadir

yada tekil noktadir. Bunu belirledigimizde seri ¢6zliimiinii yapabiliriz.

Tamm(Adi Nokta): »"+P(x)y'+0(x)y =0 ikinci mertebe homojen diferansiyel

denkleminde P(X) ve Q(X)i ikisinin de sifir olmadigim varsayalim. Eger P (x) ve

O(x) X=X, da analitik (her noktada tiirevlenebilir) iseler bu noktaya diferansiyel

denklemin adi noktasi denir.

Tamm(Tekil - Diizgiin Tekil Nokta): X = X, noktasinin diferansiyel denklemin
tekil noktasi olmasi igin P (XO) ve /V cya Q(XO) tanimsiz olmalidir. Bu durumda
X = X, noktas1 diizgiin tekil nokta ya da diizgiin olmayan tekil nokta olur.

(X—XO)P (X) ve (X—x0)2 Q(x) fonksiyonlarinin analitik olmasi durumunda X =X, a

denklemin diizgiin tekil noktasidir denilir. Aksi taktirde X =X, a diizglin olmayan

tekil noktadir denir.

3.3. Adi Noktada Seri Coziim ve Pade Yaklasimi

Diferansiyel denklemde X, noktasi bir adi nokta ise X=X, da seri ¢Ozlimii

o0

y=Y¢,(x-x)" seklindedir. Burada x=0 noktasini alarak adi noktada Pade

n=0

yaklagimini bulmak i¢in i¢in y
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seklinde alinarak seri ¢oziimii bulunur. Fakat dikkat edilmesi gereken onemli bir
nokta ise Pade yaklasiminin adi noktada seri ¢Oziimiinii bulurken diferansiyel

denklemin en yiiksek mertebesine ait katsaymnin 1 olmasi1 gerektigidir.

m .
Y= Z aixl
i=0

Burada olmak tizere,
v, =1+ Z bx'
i=l1
y= 2
V>
y:xx—ny

2
(1)
W MDAV NNV W

(3’2)4 (y2)4

tirevleri elde edilir. Turevler alinirken 1.tirevde alt indis 1 den , 2.tiirevde 2 den

y

baslamas1 gerektigine dikkat edilmelidir. Ciinkii tekil nokta civarinda alinan
tiirevlerde alt indisler degismeyecektir. Daha sonra adim adim:

1. Elde edilen tiirevler denklemde yerlerine yazilir

2. Toplami tek seride bulmak i¢in x in iisleri esitlenir

3. Serinin alt toplam indisleri esitlenir

4. Indirgeme bagntis1 bulunur ve katsayilar 0 esitlenerek ¢dziim bulunur.

Simdi asagidaki 6rnekte adi noktada Pade ¢oziimiinii inceleyelim:

ORNEK 1(Pade): xp'=y=0 diferansiyel denkleminin x=0 adi noktas1 civarinda
Pade ¢oziimiinii inceleyelim.

a, +ax

y:[1/1]= 1+bx
1

1

_4 —ah
(ler]x)2
ey = ax—abx a,+ax _
(1+hx)"  l+bx

Paydalar esitlenip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
a,-2a,bx-abx’ =0

a,=0
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-2a,b, =0
— 2 durum incelenir.
-ab =0

Ldurum: b #0 ise a4, =0 olup Pade ¢bziim fonksiyonu y =0 olur.

2.durum: bl =0 ise @, =C olup Pade ¢6zliim fonksiyonu y = cxolur.

ORNEK 2 : xy'-y=0 diferansiyel denkleminin x=0 adi noktasinda [l/2] Pade

¢Oziimiine bakalim.

a, +a,x
=[2/1]=—>2—"—
y=12/1l 1+bx +b,x°
' a<l+b1x+b2x2)—(b1 +2b,x)(a, +a,x)
y =
(1+b1x+b2x2)2

y ve y' ifadeleri denklemde yerine yazilirsa,
alx(1+b1x+b2x2)—(b1x+2b2x2)(a0 +a,x) a, +a,x

(1+b1x+b2x2 )2 leb1x+172x2

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
3 2 2
-2a,b,x" —abx” -2a,b,x” —2a,bx—-a, =0
denklemi elde edilir. Buradan,
3 2 2
-2a,b,x" —abx” -2a,b,x” —2a,bx—a, =0
a, =0
a,b, =0—->b#0
a,b, +2a,b,=0—>b =c,a =0
ab,=0—->b, =c,
veya
a,=0,b,=0,a,=¢,b, =0
elde edilir ki Pade ¢6ziim fonksiyonu,
y=0 yada y=GX

seklinde elde edilir.
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ORNEK 3 : xp"-y'=0 diferansiyel denkleminin x=0 adi noktasinda [2/1] Pade
¢Oziimiine bakalim.

2
a, +a,x+a,x

=[2/1]=
y=12/1] 1+bx
. (a,+2a,x)(1+bx)—b/(a, +ax+a,x’) _a —ba,+2a,x+a,bx’
(1+bx)’ (1+bx)’
. (2a,x+2a,bx)(1+ blx)2 —2b,(1+b,x)(a, —ba, +2a,x +a,bx*)

(1+5x)"
y,y"' ve y" ifadelerini denklemde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
1) a,—ba, +3abx+3a,b —3ab’)x* +a,b’x’ =0
2) a,=ba, =0 — a;=ha,
3) 3a,b,=0 — ab =0
4) 3a,b,-3ab’ =0 — b(a,—ab)=0

5) azblz =0 — Burada, yukaridaki esitlikler de g6z oniine alinarak iki durum
incelenir:
a, #0
1.durum: b1 =0 ise a, =0 olur. y=c+ szz ¢oziimi bulunur.
a,#0
a, =0
2.durum bl #0 ise a, =0 olur. Yani, bl =k alinirsa Pade ¢Ozlim fonksiyonu,
a,=0

v =0 seklinde elde edilir.

Ornek 3: y"+xy'=y =0 diferansiyel denkleminin x=0 adi noktasinda Pade seri

¢Oziimiinii bulunuz.

[2/1] Pade serisi igin tiirevler,



2
a, +a,x +a,x

2/1]=y=
/)=y 1+bx
= a, — a,b, +2a,x + a,b x’
(1+b,x)*
yre 2a, —2a,b, +2a,b’
(1+b,x)’

seklinde alinir ve denklemde yerine yazilirsa,

Py = 2a, +2a,b, —2ab, —2a,b’ —2a,bx p ( a, —agh, +2a,x +a,bx’ ]

(1+bx)’ (1+bx)’
L Gtax+ a,x’
1+bx

2a, —a, —2ab, +2ab’ +x(-3a,b) +x* (—ab, —2ab’ +a,)+x*(a,b, —ab’) +a,b’x* =0

bulunur. Katsayilar sifira esitlenirse,

a,b’ =0
a,b, =0
2a, —a, —2ab, +2ab’ =0

—ab —2apb’ +a, =0

a,b, —ab’ =0
b#0—=>a,=a,=0a,=0 olur ve b=0->a,-ab #0
—>a,=0
» =0 bulunur. —>a,#0 olup
—>a,#0

Y =¢ 16X elde edilir.

31
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3.4. Tekil Noktada Seri Coziim ve Pade Yaklasimi

Teorem: X = X, noktasi P (XO) ve/veya Q(XO) tanimsiz ise X = X, noktas1 diizgiin
tekil yada diizglin olmayan tekil noktadir. Eger (X—XO)P (X) ve (X—XO)Z Q(x)
fonksiyonlar1 analitik iseler X =X, a denklemin diizgiin tekil noktasidir aksi halde

X=X, dizgln olmayan tekil noktadir. Diizgiin olmayan bir nokta ilizerinde seri

¢Oziimii yapilamaz.

3.4.1. Diizgiin tekil noktada pade seri ¢oziimii

n+r

Tammm: X =X, diizgiin tekil nokta ise seri ¢oziimii y=ch (x—x,)
n=0

seklinde

olup, diizglin tekil nokta degilse X, noktasinda seri ¢oziimii yoktur.

o0
y=2cn(x—x0)”” serisine Frobenius serisi denir. Bu seri ile yapilan ¢dziim
n=0

yontemine de diizgiin tekil noktalar i¢in Frobenius yontemi denir.

Simdi X, noktasinin diizgiin tekil nokta olup olmadigini belirtelim. Asagidaki

Py = hm(x_xo)P(x) = reel sayt (sonlu)

XX,
9o = li_{n(x_xo)2 O(x) =reel sayu (sonlu)
X=X,
Py ve ¢, limitleri sonsuz olmamalidir (limitlerin sonuglar1 esit ¢ikmayabilir).

Onemli olan durum limitlerin sonlu ve analitik olmasidir. P, ve ¢, noktalari

bulunduktan sonra,

1. r(r=1)+ prtq,= 0 indisiyel denkleminde yerine yazilir ve r degerleri bulunur.

2. Bulunan 7 degerleri ile
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S a, (r—x0)" (x—x,)

) 2 i r
y _ c (x_x )n+r _ n=0 _ (aO +a1x+(l2x +...+ai.x )(.x_xo)
= E . 0 = =
n=0

n . i
1+ b, (x=x)" l+bx+b,x" +..+bx
n=l1

ve tlirevlerinin alindig: serilerde yerine yazilir.

2 i r
3. x"" nin katsayilari 0 a esitlenir ve = (@ +ax+ax +..+ax)x-X) seklinde

1+bx+b,x" +...+bx'

¢Ozlim bulunur.

3.4.2. Indisel denklemin kéklerinin durumlarina gére seri ¢oziimleri

Teorem: Indisel denklemin kokleri 7; ve 7, olmak iizere,

i) Kokler arasindaki fark tam say1 ise yani 7}, >7;, ve I, =1, & Z ise tekil nokta X = Xo

k k
olmak {izere y,(x)= ch (x—x)"" ve y,(x)= ch (x—x,)""" seklinde bagimsiz

n=0 n=0

iki ¢oziimii vardir. Indisel denklemin farkli koklerinden biiyiik olani i¢in elde edilen

N (X) ¢Oziimii denklemin esas ¢oziimii adin1 alir.

k
ii) Kokler katlt ise yani 1 =1, ise y,(x)=|x—x|" D c,(x—x,)* (@, #0) olmak

n=0

tizere y,(x)=y(x,r)

r=n

0 ”
ve Y,(x)= & y(x, l’)|r:r elde edilir.  Genel ¢6ziim
I 1

y(x)=a,(x)+ .y, (x) seklindedir.

Bu durum i¢in alternatif olarak )} (X) bulunduktan sonra lineer bagimsiz diger

¢coziimii bulmak i¢in parametrelerin degisimi yontemi kullanilir. ), (x) :u(x)yl (x)

¢oziim kabul edilerek denklemde yerine yazilip sagladiktan sonra #(X) fonksiyonu

bulunur.
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u(x)=Inx+ax+ax’ +ax ... seklindedir ve bu fonksiyon J,(¥)de vyerine

k
yazilirsa y,(x) = y,(x) ln|x—x0|+|x—xo|rl ch(x—xo)k , €y # 0 bulunur.
n=0

k
iii) 1 >1 ve I 1 €Z olmasi durumunda (%) =|x—x0|r1 ch(x—xo)k (a,# O) ve
n=0

k
y,(x) = |x —xo|r2 ch (x—x,)" +ay,(x) ln|x —Xx,[;¢,#20  seklinde bulunup genel

n=0

8
¢oziim Y(X) =y, (X)+@,,(X) dir. Burada yz(x)=a—[(r—r2>y(x,r)]r=, ya da
r 2

,(x) = % seklinde bulunabilir [11].
/A

r=r,

Verilen diferansiyel denklemin Pade yaklasimi ile diizglin tekil noktaya seri

m

2 ax

— rasyonel serisinin verilen

yaklasimi yapilirken sadece y= ch.xi =
=0 1+ Z bx'

i=1

mertebeye gore agilimi yapilirken

2 m
_ CZO +a1x+a2x +...+amx

4 1+bx+bx* +..+b x"

ifadesi kullanilir. Diger tiim seri ¢6ziim asamalar1 yukarida anlatildig: sekildedir.

Ornegin; ¢oziimii istenilen denklem 2.mertebe ise r sayisi, yukarida belirtilen 7 lerin

2\ 1
(a,+ax+ax’)x
1+b,x +b,x’

durumuna gore bulunur ve y = seklinde tiirevler alinarak ¢éziime

ulagilmaya calisilir.

Pade ile elde edilen ¢6ziim fonksiyonlar1 diferansiyel denklemin tam ¢oziimleri degil

¢Oziim fonksiyonuna belirtilen kosullardaki yaklasik ¢6ziimlerdir.
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" 2 . . .
ORNEK: X y"+xy '—y=0 denkleminin x=0 noktas1 civarinda seri ¢Oziimiinii

bulunuz.

Coziim:

;%=h%ge0}%=leR

. ) olup x =0 noktas1 bir diizgiin tekil noktadir.

Py =lim(x-0)’ —=-1€R
X

x—0

. r(r=)—r+r—-1=0 r=1
Indisel denklem : ve bulunur.
72 -1=0 r=-1

O halde ;

I =1 i¢in

2 7 2
(a0+a1x+a2x )x‘ (a0+a1x+a2x )x

2/1l=y= =|y(x)=
[2/1]= 1+hx @) 1+ bx
7’22—1 i¢in
a +ax+a,x’)x?
[2/1]2)/:( 0T 2 )
1+bx
a +ax+a,x*)x" a, +ax+a,x’
:xvz(x)=(° <) :y<x)=<° — )
1+bx x+bx

4 =1 icin }) (x) ¢Oziimiinii inceleyelim.

2 3
(aox +ax” +a,x )

[2/1]=y(x) = T+hx

v (ay+2ax+ 3a,x")(1+bx)—(b)(ayx+a,x* +a,x’)

%
g (+bx)’
_ 4y +2ax+ 3a,x” +a,bx+2abx’ +3a,bx’ —abx—abx’ —abx’
(1+b,x%)?

_ay,+2ax+(3a, +ab +2a,b)x’
(1+b,x%)
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(2a, +2(3a, + ab, +2a,b)x)(1+bx*) —4bx(1+ blxz)(a0 +2a,x+(3a, +ab, +2a,b,)x’ )
(1+bx*)*
(2a, +(6a, +2a,b, +4a,b)x)(1+ bx*) —4bx (ao +2a,x+(3a, +ab, +2a,b,)x’ )
(+bx%)
2a,+6a,x+2a,bx+4a,bx +2abx’ +6a,bx’ +2ab’x’ +4a,b’x’ —4abx —8abx’ —12a,bx’ —4ab’x’ —8ab’x’
(1+bx*)
_ 2a, +(6a, +2a,b +4a,b, —4ab)x +(=6ab)x* +(~6a,b, —2ab’ —4a,b’)x’
(+bx%)

_)y":

elde edilir. Simdi ¥",y' ve y ifadelerini diferansiyel denklemde yerine yazilirsa ve

1 1 2a, +(6a, +2a,b, +4a,b, —4ayb)x +(—6a,b)x* +(~6a,b, —2a,b’ —4a,b’)x’
o 2V = 23
X (1+bx7)

2
N 1 a, +2a,x+(3a, +ab, +2a,b)x’ (ao tax+ax )x

=0
X (1+blxz)2 1+bx

ifadesinde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
=4da, +ab, +x(6a, +5a,b, + 6a,b, —4ab, —a,)+x*(=6ab, —2ab, +3a,b, +2a,b’ +ab’ —a)
+x°(2a,b, —a,b’ —6a,b, —da,b’ —2ab’ —a,)+x*(-2ab, —ab’)-x’a,b’ =0

elde edilir. Katsayilar sifira esitlenirse,

1] >—2ab -ab>=0 =b(-2a-abh)=0 = -2a-ap=0 ise [b #0] ve

b = —2a,
4,
—4a
2] > 44, +a,b, =0=|b, = . !
0

— 6a, +5a,b, +6a,b, —4ab, —a, =0
— —6a,b, —2a,b, +3a,b, +2a,b’ +ab’ —a, =0
— —2ab, —ayb’ —6a,b, —4a,b’> —2ab’ —a, =0

. ifadeyi 2 ile carparak . ifade ile toplanirsa,
~l4ab, —4apb, —ab’ —2a,-a,=0

elde edilir. Burada,



a,b, =-4a
041 1 —ZCIO
50:_4a1 , b= az—_56a =|b=—=| ve az—@
a, 0 5 6
a 12
a ==L
5
ifadeleri yerlerine yazilirsa,
a
—4a, —2a, —Zoz 0
—24a,-12a,—a, =0
—24(@}12411 —a,=0
6
—Sa, =12aq,
_ —3a,
12
elde edilir. Buradan » =1 i¢in genel ¢6ziim:
G 42 1oile
(a0+a1x+a2x2)xr‘ (a0+5x+6xjx a0(1+5x+6xj
= =y(x)= =
7 1+hx y(x) 4 1 4
T i
5 x 5
genel ¢oziimii elde edilir. » =—1 i¢in genel ¢6ziim arandiginda,
(ay+tax+a,x’)x’
1+bx
- 2
# _2ab _ ab, +a,
yv —_X X -
(1+b,x)
2
2620 + 6agb‘ + 6a,h +2a,b, —2a,b,
yn —__X X X -
(1+5,x)
ifadeleri denklemde yerine yazilirsa,
2 [—
1 1 2C§° + 6a02b1 + 6a,b, +2ab, —2a.b, | % _2ah ab, +a,
yvv+_yv__2y: X X X : +— X X -
X X (1+5x) X (1+5x)

i((ao +ax+ax’)x’ J _0

x’ 1+bx

37



bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

+

AL
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X

elde edilir. Katsayilar sifira esitlenirse,

] > ab=0=5=0ise a,#0 d.

(3ab, —a, )+ % (4610[?12 ) + x(—a0 -a

38

b’ ) +x° (—2a,b,)—-3a,b, =0

—ab =0=b =0 ise @) =0 elde edilir. Bu sonuca,

+3/a,b,—a,b, =0

seklinde taraf tarafa toplanirsa,

+1/3a,b,—a, =0

3a,b,—a,=0=b =4

3a,

—3a,h,—a, =0 oldugu goriilir.
r=-—1 i¢in

yEa,tax+a,x’ =y; a,+a,x’ +ax =

halde ¢oziimler bir araya getirilirse,

bulunur ki buda @, =0 oldugunu gosterir.

genel ¢cOzlim

y=a,(1+x”)+ax|seklinde bulunur. O

()
a, 1+—x+gx x!
71=1 igin ¢ozim: y = 51 1

x 5

r, = -1 i¢in ¢Ozim:

2+r,

2\ n
V> :@(Go:avbl =0)

Vo = ayXx
Genel ¢oziim:
y=oy,+a,y,
a0(1+1x+1x2jx"
B 5 6
yl_ l_ﬂ
x 5
a,x" Inx l—i—lx+lx2 ay,xInx 1+lx+lx2
=a,x"" + > 6 =y, =a,x+ > 6 (r=1Lr,=-1)
YV, =4, l_i YV, =4, l_i S\h =LKL =
x 5 x 5
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seklinde elde edilir.

Ek olarak, » =—1 elde edilen ¢6ziimii,

Y, =a,X
»n'=a
»n"=0

seklinde tilirevleri ile diferansiyel denklemde yerine yazilirsa }, = d,X ¢oziimiiniin,

0+xa,—xa,=0

xzyz"+xy2'—y2 =0 - 0—0

seklinde diferansiyel denklemi sagladigi goriiliir. 75 icin de sagladigi benzer sekilde

gosterilebilir.

ORNEK: xzy — Xy + y= 0 denkleminin x = 0 civarinda genel ¢ozlimiinii bulunuz.

1 1
Coziim: Denklem diizenlenirse Y "—— '+ — V= 0 elde edilir. Burada,
X X

-1

Px)=— WP(x) =1
| ) | = x=0 da diizgiin tekil noktadir.

0= o=

X
Indisel denklem:
r(r=1)-r+1=0
r*=2r+1=0 = 1, =r =1 kath kékii elde edilir.
(r-1)" =0
Simdi diferansiyel denklemin genel ¢Ozlimiine ulagsmak icin

2
_ (a, +ax+a,x")x
1+bx

[2/1]=y nin tiirevlerini bulalim:
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_ (a, +ax+a,x*)x _ax+ ax’ +a,x’
1+bx 1+b,x

_ay+2a,x+(3a, +ab)x’ +2a,bx’

B (1+b,x)°

2a, —2a,b, +6a,x +6a,bx* +2a,b’x’
(1+bx)’

"n__

bulunur ve bu tiirevler denklemde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

~4a, —3a,b, +18a,b, +(3a, —3ab, +20a,b’)x + (Bab, —2ab, +3ab’ +6a,b’)x* +2a,b’x’ =0
_)a2b13 =0 = bl :0:>a2 ;tOdlr.

—> —4a, —3a,b, +18a,b, =0

—3a, —3ab, +20a,b> =0

—>3a,b, —2ab, +3a,b> +6a,b’ =0
— b,(3a, —2a, +3ab, +6a,b’) =0

— b, =0,3a, —2a, +3ab, +6a,b’ #0
—3a,—2a,=0

2

—la, =—aq,
3

O halde y(x) =), (x) +a,), (X) bi¢cimindeki genel Pade ¢6zliim fonksiyonu,

(a0+kx+§kxz)x

(a, +a,x+a,x*)x
2/1=y, = =
[271]=x 1+bx 1
ylzaox+kxz+§kx3

Y, :%:ao—i-ka+2l<:x2
or

Y= agx+ ke’ P +a, + 2kx + 2kx’
3

v = a, +(a, +2k)x + 3kx’ +§kx3

seklinde elde edilir.

b #0= a, =0 durumunu alinirsa,
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2] > —4a, —3a,b, +18a,b, =0

3] > 3a, —3a,b, + 20a,b> =0

—>ab =0

4| - 3a,b, —2a,b, +3a,b> +6a,b’ =0
21 171 11 2™1

—ab(2-3b)=0

—a,b, =0,b, =z,a1 =0
3

_ (a, +ax +a,x*)x _ Gy

[2/1]=y,

1+b,x 1425
3
(4343
a,| 1+ —-x |——a,x
B 0y, ayx 3 3 _ a,
27T 4 T 2 - 2
or 2
l+§x (1+2xj (1+2xj
3 3
Y= 610; + 6120 2
I+2x (1+xj
3 3

seklinde genel Pade ¢6ziim fonksiyonu elde edilir.

ORNEK: (1 —xz) y"-2xy'+20y =0 diferansiyel denklemini x =1 noktasindaki seri

¢cOziimiiniin karakterini ve genel ¢Oziimiinli elde etmede kullanilacak denklemleri

belirleyiniz.
Cozim:  Oncelikle  (I-x*)y"-2xy'+20y=0  diferansiyel  denklemi

P(x)= (1 —x ) y"-2xy'+n(n—1)y=0genel Legendre diferansiyel denkleminin

P4(X) 0zel ¢oziimiinii ifade eder.

[k olarak kullanilmas1 gereken Pade yaklasim tiirii ve indisel denklem bulunur.

a, +a,(x—1)+a,(x 1)
1+5,(x-1)

x=1 i¢in Pade seri ¢oziimiinde y=[2/1]= yaklagimini

kullanilir.
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w, 2x 20 0
4 x* -1 1- 2 . 2x . —2x
2x pozlgrll(x—l)l 2213511 =-leR
PO=10 - w0t
- go =lim—(e—17 22— im 22D g p
Q(_x): x—1 1—x -l x4+1
1-x°
Burada x =1 diizgiin tekil noktadir. Indisel denklem ve kokleri,
r(r=1)—r=0 F =0
rr=D+pr+¢,=0 = ,2_2,—0 = )
Vv, =
r(r—2)=0 :

seklinde aralarindaki fark tam say1 olan iki farkli kok elde edilir. Indisel kok bulma

durumlarindaki iii) durumu gz 6niine alinir.

O halde,
+ D+ “12)x°
=0 igin, y:(ao al()i+b)(xa_2§; ))x
1
7"2:2 i¢in , y:(a0+al(X—1)+a2(x—1)2)x2

1+b(x—1)
denklemleri kullanilarak yukaridaki 6rneklerde uygulanan islem siralar ile yaklasik

genel ¢oziime ulagilabilir.



BOLUM 4. TARTISMA VE ONERILER

Pade yaklasimi iki polinomun birbirine orami olarak ifade edilir. Pay ve paydadaki
polinomlar Taylor seri a¢ilimindan faydalanilarak olusturulur. Bu calismada farkl
polinom tiplerinde Pade uygulamasi incelenmistir. Bu polinomun pay ve
paydasindaki dereceler bize verilen diferansiyel denklemin mertebesine gore
alimmaktadir. Mertebenin pay ve payda derecesini belirlemesi arasindaki iligki
orneklerle incelenmis, Taylor ¢oziimii ile kiyaslanarak benzer fakat Taylor’a gore

daha genis capta genel ¢oziime ulasildigi belirlenmistir.

Ornegin; pay1 m . dereceden paydasi n. dereceden olan bir

m

Za.x

1

m/in| (x)=—L
/] S l+bx+bx’ +..+b X"
1+Zb[x n

i

2 m
_ Clo +alx+a2x +...+amx

i=1

seklindeki Pade yaklagimi 2. mertebe diferansiyel denklemlerin adi ve diizgiin tekil

noktalarinda ¢6ziim arandiginda,

5/9]e o Bt @xtax” ]y
[ ] Y 1+bx+b,x* ve [ ] Y
1 2

2
a, +a,x+a,x
1+bx

acilimlart ile genel ¢oziime ulasilabilir. Ancak, 2.mertebe diferansiyel denklemler
icin [2/1] 7(v) Pade yaklagimi katsayilari bulma ve islem yiiriitiilebilmesi agisindan

daha net bir genel ¢oziim vermistir. Ayn1 zamanda her diizgiin tekil nokta i¢in kok
durumlarma gore kisitlanmis denklemler elde edip ve farkli genel ¢oziimler elde

edildigi goriilmustiir.
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Yaklagim yapilacak fonksiyonun tlirevlenebilir olmas1 ve yakinsak olmasi analitik
olmasini saglar. Ancak fonksiyonun degeri bir noktada sonsuza gidiyorsa analitik
olmayip siirekliligini de etkilemektedir. Yani bir noktada analitik olan bir fonksiyon
stirekli olmak zorunda degildir. Ama bu durum fonksiyona Pade ile yaklasilarak
fonksiyonun genel ¢éziimiinde Taylor a gore hizli biiyiime yapabilecegi bir ¢6ziim
vermesi yada daha kisa ¢oziim vermesi soz konusu olabilir. Taylor ile aralarinda
benzer bir yaklagim vardir.

Pade yaklagimi1 yontemi matematikte Taylor, Maclourin, Bessel, Laplace gibi bircok
0zel denklemler {iizerinde uygulanabilir. Bu calismada Lagrange interpolasyonu

iizerinde ¢aligmalar yapilmistir.

Pade yaklasimi genellikle fonksiyonun Taylor serisini kesmeden daha iyi bir
yaklasim saglar ve Taylor serisinin yakinsamadigi yerlerde ise yaramaya devam
edebilir. Ozellikle iistel fonksiyonlarin Pade ¢oziimiinde kalinti hatayr en aza
indirebilir. Son asamada en kiiclik derecenin bilinmeyen katsayilar1 0 a esitlenerek
bulunan rekiirans denklemiyle ¢6ziime ulasirken de hata en aza indirilebilir ve Pade

yaklasik ¢coziimleri elde edilebilir.

Pade yaklagiminin uygulanabilirligi bircok diferansiyel denklem iizerinde ¢alisilmaya
ve genisletilmeye miisait bir yontemdir. Miihendislik ve kimya alanlarinda da tercih
edilmektedir. Dezavantaji olarak; Polinomlar salinim yapabilirler. Bu da hata
payinda degiskenlik gosterir. Pade yi olusturan pay ve payda polinomlarinin
derecelerinde dogru kisitlamalar yapilirsa hata payinda da olumlu degismeler

olabilir.
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