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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

R™
RMXT
R
M(a)
p(A)
A(4)
-1l
-1l
K(4)
vec(.)

tr(A4)

: A matrisinin eslenigi

: A matrisinin transpozu

: A matrisinin tersi

. A matrisinin eslenik transpozu

: A ve B matrislerinin Kronecker ¢arpimi

: Birim matris

: Simetrik matris

: Ters simetrik matris

: Hermityen matris

: Ters Hermityen matris

: Karmagik sayilar kiimesi

:n X 1 boyutlu karmasik vektorler kiimesi
: m X n boyutlu karmasik matrisler kiimesi
: n X n boyutlu karmagik matrisler kiimesi
: Reel sayilar kiimesi

: n X 1 boyutlu reel vektorler kiimesi

: m X n boyutlu reel matrisler kiimesi

: n X n boyutlu reel matrisler kiimesi

: Iterasyon matrisi

: A matrisinin spektral yarigapi

: A matrisinin spektral kiimesi

: Frobenius norm

: Matris normu

: A matrisinin spektral kosul sayisi

. vec operatori

: A matrisinin izi



ark.

bkz.

vb.

VS.

: Elemanidir
: Ispat sonu

: Arkadaslari
: Bakiniz

: Ve benzeri

: Vesaire
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OZET

Anahtar Kelimeler: SSS metodu, Sylvester Transpoz Matris Denklemi, Kronecker
Carpim, Matris Normlari, Spektral Yarigap

Calismanin konusu ve kapsami hakkinda bazi bilgiler ilk boliimde verilmektedir.
Ayrica, matrislerin tarihsel gelisiminden, calismada ele alinan Ax = b lineer
denklem sistemi ve farkli matris denklemleri {izerinde yapilan bazi ¢aligmalardan
bahsedilmistir. Sonraki bolimde, literatirde mevcut olup, calisma boyunca
kullanilacak olan bazi tanim ve sonuglar verilmektedir.

Boliim 3’te, genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklem ikilisinin ¢éziimiinii
bulunmasiyla ilgili olarak ikili eslenik kalan algoritmasi (BCR) hatirlatilmistir.
Bolim 4’te, Ax = b lineer denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in hermityen ve ters
hermityen ayrisim (HSS) metodu hatirlatilmastir.

Bolim 5’te, Ax = b lineer denklem sisteminin ¢6ziimii igin simetrik ve ters simetrik
ayrisgim (SSS) metodu tanitilmaktadir. Ayrica genellestirilmis Sylvester transpoz
matris denkleminin SSS kullanilarak nasil ¢6ziilecegi ortaya konulmakta ve bu
metodun algoritmast verilmistir. Son olarak, SSS metodunun algoritmasinin
etkinligini gostermek i¢in sayisal ornekler verilmektedir.

Vil



ON THE SOLUTION OF GENERALIZED SYLVESTER
TRANSPOSE MATRIX EQUATION USING SYMMETRIC AND
SKEW SYMMETRIC SPLITTING METHOD

SUMMARY

Keywords: SSS method, Sylvester Transpose the matrix equation, Kronecker
product, Matrix Norms, Spectral Radius.

In the first chapter, there are some information about the content and subject of the
study. In addition, the historical development of matrices and some studies related to
the system of linear equations Ax = b and different matrix equations were
mentioned. In the second chapter, it is given some conceps and results that are
available in the literature and will be used throughout the study.

In Chapter 3, the Biconjugate Residual Algorithm (BCR) is remended related to
finding the solution of the coupled general Sylvester transpose matrix equations. In
Chapter 4, It is reminded the Hermitian and Skew Hermitian splitting (HSS) method
to solve the system of linear equations Ax = b.

In Chapter 5, Symmetric and skew symmetric splitting method (SSS) to solve the
system of linear equation Ax = b has been introduced. Moreover, it has been
established how to solve the generalized Sylvester transpose matrix equation using
the SSS method and is given algorithm of this method. Lastly, numerical examples
have been given to demonstrate the effectiveness of the SSS method’s algorithm.

viii



BOLUM 1. GIRiS

1.1. Calismanin Onemi
1.1.1. Matrislerin tarihsel gelisimi

Lineer (Dogrusal) denklem sistemlerinin ¢6ziimii igin matris kavramlarinin
kullanilmasinin ¢ok uzun bir gegmisi vardir Fakat matrisler 1800’11 yillarin baslarina
kadar diziler olarak bilinirdi. Soyleki, ilk olarak lineer denklem sistemlerinin diziler
(simdili adiyla matrisler) kullanilarak ¢6ziimii, 6zellikle kare matrislerle ifade
edilmesi ve determinant kullanormina M.O 10. yy’da yazilan ‘Matematiksel Sanat
Uzerine Dokuz Béliim’ isimli Cince yazilmuis bir eserde rastlanmustir. Bu kavram ¢ok
uzun zaman sonra Bati’ya ulasabilmistir [1]. 1545'te Italyan matematik¢i Gerolamo
Cardano, Ars Magna'y1 yaymlayarak matris ile dogrusal denklem sistemlerinin
¢oziim yontemini Avrupa'ya ilk defa getirdi. Hollandali matematik¢i Jan de Witt,
1659'da kitab1 Elements of Curves 'de matrisleri kullanarak dogrusal déniisiimleri
temsil etti [2]. Japon matematik¢i Seki Kowa 1683 yilinda dogrusal denklem
sistemlerini ¢6zmek i¢in ayn1 matris yontemlerini kulland: [3]. Bat1 Avrupa’da 1700-
1710 yillar1 arasinda Alman matematik¢i Gottfried Wilhelm Leibnitz, dogrusal
denklemlerin ¢oziilmesinde matrislerin kullanimu ile alakali 50'den fazla farkli matris
sistemi lizerinde denemeler yapti. 1750 yilinda da Gabriel Cramer, determinantlar
kullanarak dogrusal denklem sistemlerinin pratik ¢oziimlerini tireten Cramer kuralini

sundu [2].

Gauss 1801 yilinda yayimladig sayilar kurami c¢alismalart ve ikinci dereceden

29

katsayilari olan “x? + xy — 2y?” seklindeki ifadeleri, ii¢ boyutlu dogrusal sistemler

ile iliskilendirmeye yoneldi [4].



Matematik ve Fizik alaninda ¢aligmalar yapan Cauchy, bir matrisin determinantinin
giiniimiizde kullanilan tanimin1 ve determinantlarla ilgili genel ifadeleri diizenli bir
sekilde ortaya koydu. Ayrica 1829’da reel simetrik matrislerin 6zdegerlerinin reel

oldugunu gosterdi [4].

Ingiliz Matematik¢i James Joseph Sylvester determinantlar1 acip sayisal degerlerini
bulmak i¢in satir ve siitunlar sildik¢e daha kii¢iik determinant (mindr) elde ederek
sonuca varmak i¢in caligmalar yaparken, sanki ‘ana’ bir determinanttan gittikge
kiigiilen ‘¢ocuk’ determinantlarin bulunmasindan ilham alarak o giine kadar diziler
olarak gecen kavrama 1850’de ‘Matrix’ adini1 vermistir. Bu adi vermesinin sebebi
‘Matris’ kelimesinin kokeninin Latince’de ‘womb’ yani ‘Rahim’ ya da ‘mater-
mother’ yani ‘anne’ anlamlarma gelmesidir [5]. J.J. Sylvester’in 1851 tarihli
makalesinde ‘Matris’ terimini sOyle agiklamistir; ‘Daha Onceki makalelerimde
Matris’i  dikdortgen bir terim dizisi olarak tanimlamistim ancak daha da

genisletilerek bunun disinda farkli determinant sistemleri olusturabiliriz.” [6].

Matris teorisinin Bati Avrupa’da gelistirilmesinde en ¢ok determinant kavrami 6ne
cikmaktaydi [2]. Determinanttan bagimsiz olarak matris teorisinin gelistirilmesi
1858’de Arthur Cayley tarafindan yayinlanan “Memoir on The Theory of Matrices”
adli eserle baglamistir. O eserde Cayley-Hamilton teoremi tanitildi ve ispatlandu.
Ayrica matrislerde toplama, ¢ikarma, c¢arpma gibi islemler matrislerin lineer
dontigiimleri olarak tanimlandi ve bu islemlerin dagilma o6zellikleri gosterildi. Ayni
zamanda matris ¢arpiminin ve matrislerde bir satirin katinin baska bir satira
eklenmesi veya bir siitunun katinin bagka bir siituna eklenmesinin degisme
ozelliklerinin olup olmadig: arastirildi. Boylece, matris teorisi, sadece determinantlar
ile sinirlt olmaktan kurtuldu. Cayley’in soyut matris islemleri devrim niteligindeydi.
Bu durum onceki matris teorisini bitirip modern goériiste matris yapilarini ortaya
cikarmaya baslamistir. Bu, denklem sistemlerinden bagimsiz bir matris kavramini
onermede etkili oldu [7]. Ozellikle fizikciler modern goriiste matris yapilarim

Kuantum Fizigi alaninda ¢ok kullanmiglardir [8].

Einstein sayilar kuramini ve ikinci dereceden katsayilari olan ifadelerin ii¢ boyutlu

dogrusal sistemlerini daha da gelistirdi ve Cayley’in soyut matris yapilarinin



(modern gorilisteki matris yapilarinin) degismedigini gosterdi. Bu c¢alismalar

Einstein’in izafiyet teorisinin temelini olusturdu [4].

Jacobi, daha sonra Sylvester tarafindan Jacobi determinantlari olarak adlandirilan
fonksiyonel determinantlar iizerinde calist1 ve yerel diizeyde (veya sonsuz kii¢iik)
geometrik doniistimleri tanimlamak icin kullandi. ‘Kronecker’s Vorlesungen tiber die
Theorie der Determinanten’ (Kronecker 1897) ve  ‘Weierstrass Zur
Determinantentheorie’ (Weierstrass 1915, s. 271-286) c¢alismalarmin her ikisi de
Cauchy’nin 1903 de yaymladigi somut yaklasimlarin aksine, 1ilk defa
determinantlarin kurallarim1 aksiyom haline getirdi. Bu c¢alismalarin en 6nemli
ozelligi determinantlarin aksiyomlari olusturulurken saglam bir sekilde kurgulanmig

olmasidir [9].

Cullis adinda bir Ingiliz matematik¢i 1913 yilinda matrisler i¢in modern parantez
gosterimini kullanan ilk kisiydi. Burada A = [a;, j] bir matrisi temsil eder ve a; ;

matrisin i. satir, j.stitunundaki eleman1 gosterirdi [2].

Matrislerdeki birgok teorem ilk zamanlarda kii¢iik boyutlu matrisler i¢in olusturuldu.
Ornegin, Cayley-Hamilton teoremini; 2 x 2 boyutlu matrisler icin Cayley, 4 X 4
boyutlu matrisler i¢in Hamilton kanitlamigtir. Frobenius, 1898 yilinda (bilinear
forms) ikili formlar {izerinde caligsarak teoremi tiim boyutlara genellestirmistir.
Matrisler 18. yiizyilda kismen de olsa hiperkompleks say1 sistemlerinin (ii¢ boyutlu
say1 sistemleri) smiflandirilmasinda kullaniliyordu. Bu durum cok boyutlu sayi
sistemlerinde matrislerin kullanilmasini yayginlastirmisti. Boylece, matrisler 19.
yiizy1lda ve 20. ylizyilin baslarinda lineer cebirin ¢aligma alanlarimin tamaminda

kullanilmistir [9].

Alman fizik¢i Heisenberg atomlarin degismez durumlarmi yani belirli yerde olma
kosullarin1 matrislerle agiklamistir, bu duruma matris mekanigi denir. Matris
mekanigi, Kuantum Mekaniginin farkli bir alanidir. Boylece, Heisenberg, Born ve
Jordan tarafindan matris mekaniginin caligilmaya baslanmasi, sonsuz boyutlu
matrislerin incelenmesine Onciilik etti. Daha sonra Von Neumann, Hilbert

uzaylarinda lineer operatdrler gibi Oklid uzayina karsilik gelen fonksiyonel analitik



kavramlar gelistirerek kuantum mekaniginin matematiksel formiilasyonunu

gerceklestirdi [10].

1.1.2. Matrislerin matematikte ve diger bilimlerde kullamim alanlari

Hem matematikte hem de diger bilimlerde matrislerin ¢ok sayida uygulamasi vardir.
Bazilar1 sadece bir say1 kiimesinin bir matristeki kompakt gosteriminden yararlanir.
Ornegin, oyun teorisi ve ekonomide, 6deme matrisi, iki oyuncunun segtigi sonlu
alternatiflerin belirli bir kiimesinden hangisine bagli olarak oyuncularin 6demesi

yapacagini kodlar [11].

Birka¢ dokiimandaki belli kelimelerin sikliklarini takip eden tf-idf gibi dokiiman
terim matrisleri metin madenciligi ve otomatik es anlamlilar s6zIligl derlemesi i¢in

kullanilir [12].

Karmasik sayilar belirli 2 X 2 matrisler ile temsil edilebilir. Bu durum karmasik
sayilarin ve matrislerin birbiriyle ortiistiigiinii gosterir. Benzer durum kuaterniyonlar
icinde gegerlidir. Sir William Hamilton tarafindan iretilen Kuaterniyonlardan once
uzayda noktalar say1 Ugcliileri olarak gosteriliyordu. Bu say1 Tgliileri toplanip
cikartilabiliyor fakat ¢apilip boliinemiyordu. Kuaterniyonlar teoride sayir dortliisii
olarak gosterildi ve bu kesif bilgisayar grafiklerine kadar yansidi. Bu durum ayni
zamanda Clifford Cebiri i¢inde gegerlidir. Clifford Cebiri, karmasik sayilarin ve

karmasik say1 sistemlerinin genellestirilmesidir [13].

Hill sifrelemesi gibi eski sifreleme tekniklerinde de matrisler kullanilir. Bir matris ile
sifreleme yaparken onun tersi ile sifre ¢Oziilmesi islemi yapilmistir. Bu ise diger

sifreleme yontemlerine gore kodlarinin kirilmasini kolaylastirmigtir [14].

Bilgisayar grafiklerinde nesneleri temsil etmek ve {i¢ boyutlu bir nesneyi iki boyutlu
bir ekrana yansitmak gibi gorevleri yerine getirmek i¢in Affine dondiirme matrisleri
kullanilir ve nesnelerin doniisiimlerini hesaplamak icin 6zel tanimli matrisler
kullanilir. Grafiklerin yaziliminda kullanilan polinom halkalari {izerindeki matrisler

kontrol teorisinin incelemelerinde 6nemlidir [15].



Kimyada, 6zellikle Kuantum teorisinde molekiiler bag ve spektroskopi (madde ile
1sin arasindaki iliskiyi inceleme) konularinda matrisler ¢esitli sekillerde kullanilir.
Ornegin, Hartree -Fock metodu bir kuantum sistemin bir izole noktadaki enerjisini

yaklasik hesaplamak i¢in determinantlar kullanir [15].

Matrislerin Graf Teorisinde de kullanimi ¢ok fazladir. Sonlu bir grafigin yakinlik ya
da bitisiklik (adjacency) matrisi Graf teorisinin temel bir kavramidir. Graf teorisinin
mantiginda grafik ¢izimleri vardir ve bilgisayar programlari verilen bir grafigin
algoritmalarla belirlenen tepe uglarinin bir kenarla baglandigini kaydeder. Uzaklik
(veya maliyet) matrisleri kenarlarin uzakliklari hakkinda bilgi verir. Bu kavramlar
birbirleri ile ilgili ve birbirlerinden ge¢is yapan web sitelerine de uygulanabilir.
Ornegin, A sitesinden link ile B sitesine gegis sikliklarma bakilir. Bu durumda
(baglant1 ag1 son derece yogun olmadig: siirece) matris seyrek olma egilimindedir.
Bu nedenle ag teorisine 6zel olarak uyarlanmis matris algoritmalart kullanilabilir. Ag

teorisinde en ¢ok kullanilan matrisler, bitisiklik matrisleridir [16,17].

Tiirevlenebilir bir fonksiyonun Hessian matrisi, fonksiyonlarin tanim araliklarindaki
koordinat yonleriyle ilgili ikinci tiirevlerinden olusur. Yani fonksiyonun yerel

biiylime davranisi ile ilgili bilgileri kodlar [18].

Aynmi  sekilde Kuadritik programlamada matrislerle yazilabilen Kuadritik

fonksiyonlarin genel minimum veya maksimum degerlerini bulmak i¢in kullanilir

[19].

Jacobi matrisi geometride siklikla kullanilir. Ayrica, kismi diferansiyel
denklemlerde, denklemin en yliksek mertebeden diferansiyel operatoriiniin katsayilar
matrisini baz alarak ¢6ziimiinii olusturur. Eliptik kismi diferansiyel denklemler igin
bu matris pozitif ve kesindir ve bu da s6z konusu denklemin ¢6ziim kiimesi tizerinde

belirleyicidir [20].

Sonlu elemanlar yontemi, karmasik fiziksel sistemlerin bilgisayar simiilasyonlarinda
yaygin olarak uygulanan kismi diferansiyel denklemleri ¢ézmek i¢in Onemli bir

sayisal yontemdir. Bu yontem kullanilirken fiziksel sistem parcalanir ve pargalar



matris denklemi olarak yeniden yazilir. Yazilan matris denklemleri dogrusal

fonksiyonlarin yaklasik ¢éziimiinii verir [21].

Olasilik teorisinde en yaygin kullanilan matris ¢esidi stokastik matristir. Olasilik
teorisi ve istatistikte stokastik matrisler olasiliklarin kiimelerini tanimlamak igin
kullanilir. Ornegin bir Google aramasinda sayfalari sayan PageRank algoritmasindan
yararlanilir. Stokastik matrisler sonlu adimli Markov zincirlerini tanimlamak i¢in de
kullanilir. Markov zincirleri, stokastik matrisleri kullanarak ileriye doniik tahminleri
hesaplayabilen ve ¢oziimleme siirecinde sonsuz tane diferansiyel denklem barindiran
bir yontemdir. Ornek olarak kuyrukta bekleme siiresi tahmin problemi verilebilir.
Stokastik matrisin bir satirinda bir parcacigin simdiki durumuna olarak sonraki
durumu verilmektedir. Soyleki sonraki durum kosullu olasiliklarla sadece simdiki
duruma bagli olarak ifade edilmektedir. Markov zincirleri de bu pargaciklarin en
sonunda elde ettigi durumlari, gegis matrislerinin 6zvektorlerinden bulunmasina
yardimc1 olur. Gegis matrisi, bir Markov zincirinin gegislerini tanimlamakta

kullanilan matristir [22,23].

[statistikte de gok farkli matrisler kullanilir. Tamimlayici istatistikler genellikle veri
matrisleri olarak gosterilen veri kiimelerini tanimlamayla iliskilidir. Hatta bu
matrislerin boyutlar;, boyut indirgeme tekniklerine tabi tutularak kigiiltiliir.
Ornegin, kovaryans matrisi birkac rasgele degiskenin karsilikli varyansin1 kodlayan
bir matristir. Istatistikte matrisleri kullanan baska bir teknik de en kiiciik kareler
yontemidir [24,25,26].

Dogrusal doniisiimler ve bu doniistimlerle ilgili simetriler modern fizikte 6nemli bir
rol oynamaktadir. Ornegin Kuantum Alan teorisindeki temel pargaciklar, bagimsiz
151k hizinin nasil goézlemlendigini acgiklayan, Lorentz 6zel gorelilik grubunun
temsilleri ve daha spesifik olarak spin grubu altindaki davraniglara gore
siniflandirilirlar.  Spin  grubu, bir pargacigin  acisal momentumudur. Ornegin
gezegenlerin kendi eksenleri etrafinda dénmesinin momentumudur. Ozel olarak
tanimlanan Pauli matrisleri ve daha genel Gama matrislerini igeren somut temsiller,

spinor olarak goriinen fermiyonlar’in yani parcacik fiziginde belli statik degerleri



olan pargaciklarin fiziksel taniminin ayrilmaz bir pargasidir. Burada spinor vektor

uzaylari ile iliskilendirilebilir 6klid alanidir [27].

Fizik¢iler hesaplamalari igin, gii¢lii niikleer etkilesimlerin, kuantum renk dinamiginin
modern taniminin temelini olugturan SU(3) 6l¢er grubu i¢in de kullanilan Gell-Mann
matrisleri olarak bilinen uygun bir matris gosterimi de kullanir. Ayrica Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa matrisi olarak bilinen 06zel metrislerde zayif madde
etkilesimleri i¢in dnemli olan temel kuark (kuramsal tanecikler) durumlarinin belirli

ve farkli kiitlelerle parcaciklari tanimlayan temel kuark durumlarinin ayni1 olmadigini

ifade eder [28].

Kuantum mekaniginin ilk modeli (Heisenberg, 1925) kuantum durumlar iizerinde
hareket eden sonsuz boyutlu matrisler tarafindan teorinin operatorlerini temsil eder
[29]. Bu temsile matris mekanigi denir. Buna ornek olarak Kuantum sisteminin
‘karisik’ durumunu net olarak ifade eden dogrusal bir kombinasyon olarak

nitelendirilen yogunluk matrisleri verilebilir [30].

Deneysel parcacik fiziginin temelini olusturan sacilma deneylerini tanimlamak i¢in
de matrisler kullanilir. Ornegin, birbirleriyle etkilesime girmeyen pargaciklarin,
parcacik hizlandiricilarda birbirlerine yonlendirilmesiyle meydana gelen g¢arpisma
reaksiyonlarinin sonuglarini hesaplayabilmek icin tiim etkilesimler hakkindaki

bilgileri kodlayan S-matrisleri kullanilir [31].

Fizikte dogrusal birlestirilmis harmonik sistemlerin tanimlarinda matrislerin genel
uygulamas1 vardir. Bu tiir sistemlerin hareket denklemleri matris seklinde
tanimlanabilir. Molekiillerin i¢ dinamikleri s6z konusu oldugunda denklemlerin
matris olarak yazilmasi ¢ok Onemlidir. Ayrica mekanik titresimleri ve elektrik

devrelerinde salinimlar1 tanimlamak i¢in de matrisler gereklidir [32,33].

Elektronikte geleneksel orgii analizi ve nodal analiz, bir matrisle tanimlanabilecek
lineer denklemler sistemine yol agar. Bu sekilde bir¢ok elektronik bilesenin davranisi
matrisler kullanilarak tanimlanir. Bir devrenin hesaplanmas: siirecinde artik matrisler

azalir ve nihai ¢oziime gidilir [34].



Geometrik optik teorisinde 1s181in dalga dogasi ihmal edilir. Boylece 151k 1ginlari
gercekten de geometrik 1sinlarin oldugu bir model olur. Kullanilan matris optik
elemanin Ozelliklerini kodlar. Bunu uygulayan iki tip matris vardir. Biri mercek
tizerindeki kirilmayr agiklayan kirilma matrisi digeri de g¢eviri matrisidir. Ceviri
matrisi diizlemde bir sonraki 11k kirilmasini, kirilma yiizeyine ¢eviren ve agiklayan

matristir [34].

1.2. Literatiir Bilgisi ve Calismanin I¢erigi

Bu c¢alismada tizerinde durulan Ax = b lineer denklem sistemleri ile matematikte
oldugu kadar fizik, mihendislik, ekonomi gibi bir¢ok uygulamali alanda da
karsilasilmaktadir. AXB = C, AXB+CXD =F, AXB+CX'D=E ve AX =
B,XC =D, X — AXB = C gibi linecer matris denklemlerinin ¢oziimlerini iteratif
yontemlerle inceleyen birgok ¢alisma mevcuttur. Bu ¢aligmalarda matris denklemleri
baz1 6zel isimler de almistir. Ornegin, AX + XB = C Sylvester matris denklemi adini
alirken onun o6zel hali olan AX + XAT = C denklemine Lyapunov denklemi

denilmistir. Yine bir¢ok ¢alisma bunlarin genellestirilmis versiyonlart ile ilgilidir.

Wang ve Jiang Ax = b’ nin ¢6ziimii ile ilgili ¢alismalarinda boyut indirgeme metodu
olarak adlandirilan bir metot dnermislerdir. Bu yontemin &zellikle biiyiik boyutlu

lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimiinii kolaylastirdig1 ve boyutunu indirgedigi iddia

edilmistir [35].

Zhang’in 2002’de yapmis oldugu ¢alismasinda [35]’te One siiriilen boyut indirgeme
metodunun aslinda Schur ayrisim metodundan (Schur Decomposition Method) farkl
olmadig1, bu metodun bir tiirii oldugu ve aslinda Wang ve Jiang’in boyut indirgeme
metodunun gergekte bir boyut indirgeme metodu olmadig: ifade edilmistir. Hatta
bahsedilen metotta bulunmasi gereken bilinmeyen sayisinin Schur ayrisim
metodundan (Schur Decomposition Method) daha fazla oldugu sdylenmektedir.
[35,36].



Bulgakov ve Godunov, [37] calismasinda Ax = b sistemi i¢in Conjugate Gradient
Yontem (CGM)’ini kullanarak, Sylvester matris denkleminin bir 6zel durumu olan
A"H + HA + 1 = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢6ziimii i¢in algoritma vermistir.
Bulgakov ve Godunov [38] calismasinda ise, [37] c¢alismasinda verdikleri

algoritmanin hata analizini yapmiglardir.

Mukaidani ve ark. [39] ¢alismasinda, Lyapunov matris denkleminin genellestirilmis
versiyonlart ve Riccati matris denklemi i¢in iteratif yontem {izerine tartisma

yapmislardir.

Jiang ve Wei [40] calismasinda, A, B,C € C™™olmak tlizere X — AXB =C ve X —
AXB = C matris denklemlerinin asikar ¢oziimlerini karakteristik polinom yontemiyle

elde etmeye caligmislardir.

Ding ve Chen [41] calismasinda, Ax = b’nin iteratif ¢6ziimii i¢in bilinen Jacobi ve
Gauss-Siedel yontemlerini ikili Sylvester matris denklemlerinin ¢6ziimlerine

modifiye etmislerdir.

Peng ve ark. [42] ¢alismasinda, AXB = C matris denkleminin optimal yaklagik
¢oziimleri ve simetrik ¢oziimleri i¢in bir iteratif yontem gelistirmis, matris denklemi
bu yontemin algoritmasina uygun olursa denklemin ¢6ziimiiniin otomatik elde

edildigini savunmusglardir.

Peng [43] calismasinda, AXB = C matris denkleminin simetrik ¢éziimlerini bulmak
icin R = AXB — C kalan matrisinin normunun istenen en kiigiik deger olmasi igin bir
iteratif yontem vermistir. Bu yontemde, simetrik olarak secilen herhangi bir
baslangi¢ matrisi ile yuvarlama hatalar1 olmadan, sonlu sayida iterasyonla ¢éziimiin

elde edildigini ifade etmistir.

Sheng ve Chen [44] c¢alismasinda, (AXB,CXD) = (E,F) olarak verilen matris
denklem ikilisinin ¢oziimlerinde etkin bir iteratif yontem vermis, ayrica bu yontemle

matris denklemlerinin ¢oziimiiniin var olup olmadigini1 géstermislerdir.
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Fanliang ve ark. [45]’daki ¢alismasinda, (AX = B,XC = D) matris denklem
ikilisinin ¢oziimlerini incelemis, ayrica ¢oziimiin yapilabilmesi i¢in gerekli kosullar

verilmisgtir.

Ding ve ark. [46] ¢alismasinda, Ding ve Chen’in [41]’de yaptig1 matris denklemleri
genisletme c¢alismasini, bazi  6zel matris denklemlerini genisletmek igin
gelistirmislerdir. Ayrica iteratif algoritmalarin hata analizini de yapmuslardir.

Olusturduklar algoritmalarin ¢alisip calismadigini drneklerle test etmislerdir.

Xu ve ark. [47] calismasinda genellestirilmis Sylvester matris denklemi AXB +
CXD=E ve AX+ XB = C Sylvester matris denkleminin iteratif metotlarla

¢Oziimlerini incelemistir.

Wang ve ark. [48] calismasinda, genellestirilmis Sylvester matris denklemlerinden
olan AXB + CXTD = E matris denkleminin ¢oziimii igin iki iteratif algoritma
vermis, bu algoritmalardan birisini matris denklemi uygun iken, digerini ise uygun
degilken kullanmiglar ve bu algoritmalarla yuvarlama hatalari olmadan sonlu

iterasyonla ¢ozlimii elde etmislerdir.

Ayrica Sylvester matris denklemlerinin ¢oziimlerini elde ermek i¢in HSS, IHSS,

MHSS, GMHSS vb. iteratif metotlar da kullanilmistir [6rnegin, bakiniz,49-53].

AlXBl + C1XD1 + E1XTF1 = M1
AzXBz + CzXDZ + E2XTF2 = M2

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklem ikilisinde, M.Hajarian HSS

metodunu farkl sekilde gelistirip BCR algoritmasi kullanmistir [52].

Bu c¢alismada A,B,C,D,E,F,M € R™™ bilinen matrisler olmak iizere,

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklemi olan

AXB+ CXD+EX'F =M
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matris denkleminin Boliim 5°te ¢oziimii verildi. Bu ¢éziim verilirken oncelikle bu
matris denklemi Ax = b matris denklemine ¢evrildi ve daha sonra onun {izerinden

simetrik ve ters simetrik ayrisim (SSS) metodu kullanildi.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olan bazi tanimlar ve ispatsiz olarak bazi

teoremler verilmektedir.

2.1. Matrisler ve Lineer Denklem Sistemleri ile Tlgili Baz1 Temel Kavramlar ve
Ozellikler

Tanmm 2.1.1. V bos olmayan bir kiime ve C karmasik sayilar kiimesi olsun.
Asagidaki onermeler dogru ise V kiimesi C kiimesi iizerinde bir vektor uzayidir,

denir.

1. V kiimesinde + ile gosterilen ve admna toplama denilen bir islem

tanimlanmistir. Bu islemde asagidaki 6zellikler vardir.

a. Her u,v €V i¢in u+ v tanimhdir ve u+ v € V’dir. Yani V kiimesi
toplama islemine gore kapalidir.

b. Her u,v,w €V igin (u+v)+w =u+ (v+ w)’dir. Yani V kiimesinde
toplama islemine gore birlesme 6zelligi vardir.

c. Her u € Vigin u+ 0 = 0 + u = u olacak sekilde 0 € V vardir. Yani V
kiimesinde toplama isleminin etkisiz elemani vardir. Bu etkisiz eleman "0" simgesi
ile gosterilir.

d. Her u € Vigin V kiimesinde —u ile gosterilen ve u+ (—u) =0 ve
(—u) + u = 0 esitliklerini saglayan bir —u elemani vardir. Yani u elemaninin
toplamaya gore tersi vardir ve —u ile gosterilir.

e. Her uy,ve€V i¢cin u+v=v+u’dur. Yani V kiimesinde toplama

isleminin degisme 6zelligi vardir.
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2. CxV - V,(a,u) » au bi¢iminde, adina skalerle ¢arpma islemi denilen

bir fonksiyon tanimlanmistir. Bu fonksiyon asagidaki 6nermeleri saglar.

a.Hera e Cveheru,v € Vigina(u+v) = au+ av’drr.
b.Hera,b € Cveheru € Vigin (a + b) u = au + bu’dir.
c.Hera,b € Cve heru € V i¢in (ab) u = a(bu)’dr.
d.1eCveheru € Viginlu = ul = u’dir [53].

Tamm 2.1.2. V kiimesi C tiizerinde bir vektor uzayi ise her u € V elemanina vektor

denir [53].

Tanmm 2.1.3. V,C {izerinde bir vektdr uzayr olsun. f:V XV — C bigiminde,
(u,v)’deki degeri (u,v) ile gosterilen ve asagidaki onermeleri dogrulayan bir f
fonksiyonuna V {istiinde bir i¢ ¢arpim denir. V vektor uzayi istiinde bir i¢ ¢arpim

varsa bu vektor uzayina i¢ ¢arpim uzay1 denir.

1) VvueV,u#0=(uu)>0,

2) vu,v €V, (v,u) = (u,v),

3) Vvu,v,w eV, (u+v,w)=(uw)+ (v,w),
4) Va € C,Vu,v €V, (au,v) = al{u,v).

Bu tanimdaki (u, v) gosterimi, (u,v) sayisinin eslenigini gostermektedir. V reel

sayilar izerinde vektor uzayi ise 2) 6nermesi, (v, u) = (u, v) bigiminde olur [53].

Tanmim 2.1.4. V i¢ ¢arpim uzayinda (u, v) = 0 ise u vektorii, v vektoriine diktir veya

ortogonaldir denir [53].

Tamm 2.1.5. a4, a,, ...,a,, b bilinen skalerler olmak tizere a;x; + a,x, + -+
a,x, = b ifadesine n bilinmeyenli bir lineer (dogrusal) denklem denir. Burada

X1,Xg, ..., Xq bilinmeyenlerdir [53].
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Tanim 2.1.6.
aj1xX1 + A12X2 + -+ A1pnXn = bl
a21x1 + azzxz + -+ aann ES bz

(2.1)

Am1X1 + QpaXy + o+ ApnX, = by,

ifadesi n bilinmeyenli m denklemden olusan lineer denklem sistemi adini alir.
Burada a;; ve b;, i = 1,2,..,m, j = 1,2,...,n bilinen skalerler olup x;,x;,...,x,
bilinmeyenlerdir. Burada eger mevcutsa tiim satirlardaki denklemleri esanli olarak
saglayan (x1,x5, ..., X, ) siralt n’lisine lineer denklem sisteminin bir ¢dziimii denir.
Bu durumda lineer denklem sistemine de tutarli lineer denklem sistemi denir. Boyle
bir sirali n’li yoksa lineer denklem sistemine tutarsiz lineer denklem sistemi denir

[53].

Tanmm 2.1.7. X = {1,2,---,m}ve Y = {1,2,---,n} olsun. X X Y kiimesinden R ya da
C kiimelerine giden bir fonksiyona, R ya da C kiimeleri iistinde m X n boyutlu

(m X% n tipinde) bir matris denir.

Ornegin, A: X XY - C fonksiyonunun verilmesi demek her (i,j) € X XY igin
A(i,j) elemanlarmin verilmesi demektir. A(i,j) = a;; olsun. C kiimesinin
{all, Az1,---, aml,alz, A2, Ay, A1y Aoy - amn} alt kimesi Verildiginde A

fonksiyonu verilmis olur. Ayrica A fonksiyonu

biciminde veya kisaca A = |a;; bi¢iminde yazilabilir. Bdylece, A fonksiyonuna
Jmxn y

C kiimesi tizerinde m X n boyutlu matris denir [53].
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Tamm 2.1.8. Bir matrisin satir sayisi, siitun sayisina esit ise bu matrise kare matris
denir. n X n bi¢imindeki bir kare matrise kisaca n’inci mertebeden kare matris denir
[53].

Tammm 2.1.9. n’inci mertebeden bir kare matriste, a;;,a,,,...,a,,, sayilarinin

olusturdugu

(a11,A22, -, Anp)

siralt n” lisine kare matrisin esas kdsegeni veya kisaca kdsegeni denir [53].

Tamm 2.1.10. n’inci mertebeden bir kare matrisin kdsegenindeki elemanlarin timii

1, kosegen disindaki elemanlarin tiimii sifir ise bu matrise n’inci mertebeden birim

matris denir ve genellikle I,, ile gosterilir [53].

Kisaca
1 0 ... 0

I, = 0 1 v 0 dir.
0 0 .. 14,

n’inci mertebeden her A € C"*™ matrisi igin A.I, = A ve I,.A = A olur. Eger
AeC™Mise A.1I, = Avel,,.A = Aolur [53].

Tanmm 2.1.11. Bir A € C™*™ matrisindeki elemanlarinin tamami ‘0’ ise A matrisine

sifir matris denir [53].

Tamm 2.1.12. Bir A € C™™ matrisi igin A.B = I, ve B.A = I, olacak bigimde bir
B € C™*™ matrisi varsa bu B matrisine, A matrisinin ¢arpmaya gore tersi denir ve

A~ ile gosterilir [53].
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Tamm 2.1.13. Bir A € C"*" matrisinin ¢arpmaya gore tersi varsa A matrisine

(Cnxn

tersinir (regiiler) matris denir. Bir A € matrisinin ¢arpmaya gore tersi yoksa bu

matrise tekil (singtiler) matris denir [53].

Tamm 2.1.14. Bir A € C™*™ matrisinin satirlar1 siitun yapilarak elde edilen yeni

matrise A matrisinin devrigi (transpozu) denir ve AT ile gdsterilir [53].

Tammm 2.1.15. Bir A € C"*" matrisi igin eger A = AT saglaniyorsa A matrisine
simetrik matris denir. Eger A = —AT oluyorsa A matrisine ters simetrik matris denir
[53].

Tanmmm 2.1.16. Bir A € C™*™ matrisinin eslenik transpozu kendine esitse, yani A* =
(AT icin A = A* oluyorsa matrise hermityen eger A = —A* ise ters hermityen matris
denir [54].

Tanmm 2.1.17. Bir simetrik A € R™™ matrisi ve x € R" sifirdan farkli vektorii igin

xTAx > 0 oluyorsa A matrisine pozitif tanimlidir denir [54].

Tamm 2.1.18. A € C™" ve A = [aif]nxn olsun. ¥™ , a;; sayistna A matrisinin izi

denir ve tr A bi¢giminde gosterilir [53].

Tanmm 2.1.19. ||| |||: C"**™ - R fonksiyonu, eger VA, B € C™*" i¢in asagidaki bes

aksiyomu sagliyorsa matris normu olarak adlandirilir.

(1) 1IlAlll = 0, Eger |||A]l| = 0ise A = 0’dur,
@) llicAlll = IcllllAlll, ce C igin,

@) A+ BIII < Al + B,

@) ABIT < Al HBIII.

Eger VA, B € C™*" igin (4) 6zelligi hari¢ diger 6zellikler saglaniyorsa bu durumda

]l || fonksiyonu genellestirilmis matris normu ya da vektér normu adini alir [54].
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1

n 2
Tanmm 2.1.20. Bir A € C™™ matrisi i¢in [|A]|, = <Z |aij|2> seklinde taniml

1,j=1

norma Frobenius norm denir [54].

Tamm 2.1.21. Bir A € R™" i¢in eger AAT = ATA =1 oluyorsa A matrisine
ortogonal matris denir. Bu tanimin bir sonucu olarak ortogonal matris tersinir bir

matris olup tersi transpozesine esittir. Ayrica siitunlar1 (veya satirlar1) birbirlerine

ikiser ikiser diktir [53].

Tamm 2.1.22. A bir m X n boyutlu matris, B bir p X g boyutlu matris olsun. Bu
durumda A ve B matrislerinin Kronecker ¢arpimi A @ B ile gosterilir ve asagidaki

gibi tanimli mp X nq boyutlu bir C matrisidir.

a1B  a;;B ... aB
C= a,B a,,B .. a;,B
amlB amZB amnB mpxnq

Bu ¢arpima ayn1 zamanda sag direk ¢arpim da denir. Benzer sekilde sol direk ¢arpim

da tanimlanabilir [55].

Tamim 2.1.23. m denklemden olusan n bilinmeyenli (2.1) lineer denklem sistemi

Ay o Qqn X1 b,
: El,x:[flveb:[il
Am1  ° Amn Xn bm

olmak tlizere

A=

Ax=b (2.2)

bi¢iminde de yazilabilir. Burada A € C™™ katsayilar matrisi, x € R™ bilinmeyenler
vektorii ve b € R™ Kkarsi taraf sabitleri vektorii olarak adlandirilir. Yani (2.1) ile
(2.2) denktir [53].
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Teorem 2.1.24. A € C"™*™ ve b € C™ olsun. A tersinir bir matristir & Ax = b lineer

denkleminin bir ve yalniz bir ¢dziimii vardir. Bu ¢6ziim A~1b matrisidir [53].

Tanmm 2.1.25. A € C™*™ ve b € C" olsun. b = 0 ise Ax = 0 esitligine bir homojen

lineer denklem sistemi denir [53].

Sonu¢ 2.1.26. A € C™*™ olsun. A matrisi tersinir bir matristir © Ax =0

denkleminin, sifir ¢éziimiinden baska bir ¢éziimii yoktur [53].

Teorem 2.1.27. A € C™™ olsun. m <n ise Ax =0 homojen lineer denklem

sisteminin sifirdan farkli en az bir ¢oziimii vardir [53].

Teorem 2.1.28. x vektoriinlin Ax = b denkleminin bir ¢6ziimii olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul (AT A)x = ATb denkleminin tutarli olmasidir [53].

Tanim 2.1.29. Lineer denklem sistemleri genellikle, direkt (analitik) yontemler ve
iteratif (dolayli) yontemler ile ¢oziilmeye caligilirlar. Denklem sistemini saglayan
vektorii tam olarak bulan yontemler direkt yontemlerdir. Denklem sistemini saglayan
vektor direkt bulunamadiginda, tahmini ¢6ziim degerleri kabul edilerek ¢oziime
baslanmakta ve ardisik hesaplamalarla dogru ¢6ziim degerine yaklasilmaktadir. Bu
ardigtk hesaplamalara iterasyon denir. COoziim degerine yaklagsma yontemine de
iteratif yontem denir. Iteratif yontemlerde, tahmini ilk degerlerden baslayarak ardisik
hesaplamalarla gercek ¢6ziim degerine yaklagsmaya yakinsama, ¢oziimden

uzaklasmaya ise iraksama denir.
Tanim 2.1.30. Ax = b lineer denklem sisteminin tutarsiz oldugu, yani sistemi

saglayan herhangi bir x vektdriiniin olmadig1 kabul edilirse, bu durumda Ax = b

sistemi,

Ax — b = e(x) (2.3)
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olarak yazilabilir. Burada e(x) bir kalan vektor ya da sapmalar vektoridir. Ax = b
sistemini saglayan bir x, vektori olsaydi, bu e(x) = 0 olacak sekilde bir x, vektori
oldugu anlamina gelecektir. Eger e(x) = 0 olacak sekilde bir x vektorii yoksa
lle(xo) |, “kiigiik’ olacak sekilde bir x, vektorii arastirilmak istenebilir. x, boyle bir

vektor ise, bu durumda x, vektoriine Ax = b sisteminin bir “yaklasik” ¢6ziimii denir

[55].

Tamm 2.1.31. A matrisi m X n boyutlu bir matris olmak iizere x, vektoriiniin Ax —
b = e(x) denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢oziimii olarak tanimlanmasinin gerekli

ve yeterli kosullart:

1) R™deki tiim x ler icin (Ax — b)T(Ax — b) = (Ax, — b)T (Ax, — b) bagmtisinin

saglanmasi,

2) (Ax —b)T(Ax — b) = (Axy — b)T(Ax, — b) seklindeki tim x # x, vektorleri

icin xTx > xJx, bagmntisinin saglanmasidir [55].

Tanmm 2.1.32. Bir A € C"*™ matrisi i¢in eger M tersinir ise A = M — N ifadesine,
A matrisinin bir ayrisimi denir. A= M — N aynismmu kullanilarak Mx®+D =
Nx® + b, k>0 seklinde iteratif metodlar kullanilabilir. Boylece, C =1 —
M~'A = M~N matrisi bu yapidaki x*® i¢in katsayilar matrisi olup iterasyon matrisi

adimi alir [54].

Tamm 2.1.33. Bir A € C™*™ matrisi ¢ok biiyiik boyutlu ve elemanlarinin gogu ‘0’

ise A matrisine biiyiik seyrek matris denir [54].

Tamm 2.1.34. A € C"*™ bir matris olsun. Ax = Ax olacak bi¢iminde C" uzayinin
stfirdan farkli en az bir x vektorii varsa, A sayinina A matrisinin bir 6zdegeri (veya
karakteristik degeri) denir. Boyle A sayilar1 en fazla n adet olup, tiim bu A sayilar ile

olusturulan kiimeye A matrisinin spektral kiimesi denir [53].
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Tamm 2.1.35. A sayist A € C™™ matrisinin bir 6zdegeri olmak tizere Ax = Ax
esitligini dogrulayan her x vektoriine, A matrisinin 1 6zdegerine karsilik gelen bir

Ozvektori (veya karakteristik vektorii) denir [53].

Tanmm 2.1.36. 14,15, ..., A,, herhangi bir A € C™*™ matrisinin 6zdegerleri olsun. Bu

durumda p(4) = max |4;| degerine A matrisinin spektral yarigapi denir [53].
<isn

Teorem 2.1.37. A, B € C™™ herhangi matrisler olsun. Bu durumda AB’nin spektral

yarigapi1 ile BA nin spektral yarigap birbirine esittir yani p(AB) = p(BA)’dir [56].

Teorem 2.1.38. Herhangi bir A € C**™ matrisi i¢in p(A) < ||A]|, kosulu saglanir
[54].

Tamm 2.1.39. Bir A € R™" matrisi i¢in K(A4) = ||A|l,.||A71]||, skalerine spektral
kosul sayis1 denir [54].

Tanmm 2.1.40. A,B,C,D,E,F,M € R™" bilinen matrisler ve X € R™™ bilinmeyen

matris olmak uzere,

AX +XB =C,

AX+X"B =,
AXB + CXD = E,
AXB + CXD + EXTF = M,

matris denklemleri sirasiyla Sylvester matris denklemi, Sylvester transpoz matris
denklemi, genellestirilmis Sylvester matris denklemi, genellestirilmis Sylvester

transpoz matris denklemi adini alir [51,52].



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIS SYLVESTER TRANSPOZ MATRIS
DENKLEM IKILISININ, IKILI ESLENIK KALAN
ALGORITMASI (BCR) ILE COZUMU

Bu boliimde, Ax = b lineer denklem sisteminin ¢oziimii i¢in BCR algoritmasi
tanitilacaktir. Bu algoritmay1 kullanarak Hajarian 2018 yilinda genellestirilmis
Sylvester transpoz matris denklem ikilisinin ¢6ziimiinii ortaya koymustur [52]. Bu

boliimiin amaci bu ¢alismay1 hatirlatmak yani,

A1XBl + C1XD1 + E1XTF1 = M1
A,XB, + C,XD, + E,XTF, = M, B.1)

Rmxn

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklem ikilisinin X € ¢cozimiini

BCR algoritmasi ile hesaplamaktir.

3.1. BCR Algoritmasi

Simetrik olmayan Ax = b lineer denklem sisteminin ¢oziimlerini bulmak i¢in gesitli
iteratif yontemler gelistirilmistir (Ornegin [57-63]). Vespucci ve Broydan BCR
algoritmasmin farkli hesaplama varyasyonlarini yakinsama analizi yapmadan
sundular [64]. Bunlardan biri agagidaki gibidir.

Algoritma 3.1.1

x(1) ve s(1) herhangi baslangi¢ degerleri olsun,

Admm 1. (1) = Ax(1) — b olarak hesapla,

Adim 2. u(1) =s),v(1) =r1),w(1) = Au(1) vez(1) = ATv(1) olarak

hesapla,
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Adim 3. Asagidaki hesaplamalar tekrarla,

wk)Trk)

a(k) = 0O Tl

x(k+1) =x(k) — a(k)u(k),

r(k+1) =rk) — alk)w(k),

Bl =250 sk + 1) = s(k) - B2(K),

_ w(k)TAs(k+1)

v == ot ¥k + 1D =slk+1) —yUu(k),

_ z(K)TATr(k+1)

n(k) = XS D  w(k + 1) = 1k + 1) = n(k)v(k),

wk+1) =Au(k + 1),
z(k+1)=ATv(k + 1).
Bu algoritma Ax = b linecer denklem sisteminin ¢6ziimii igindir. Oysaki bu boliim
(3.1) bigimli genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklem ikilisinin ¢oziimii ile

alakalidir. Bunu yapabilmek i¢in oncelikle Ax = b ile (3.1) arasinda alaka

kurulmalidir. Bu asagidaki kisimda yapilacaktir.

3.2. Genellestirilmis Sylvester Transpoz Matris Denklem ikilisinin Kronecker

Carpim Yardimiyla Ax = b Lineer Denklem Sistemine Doniistiiriilmesi

i = 1,2 icin 4;, C; € RP*™ B, Di € R™4i E; € RP™ F, € R™*di ve F; € RPi*di

bilinen matrisler olmak tizere,

{A1XB1 + 61XD1 + E1XTF1 = M1
A2XB2 + C2XD2 + E2XTF2 = MZ
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genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklem ikilisini Kronecker carpim

kullanarak

<BlT R4 +D,"QC +(F,"® EJP)) <vec(M1)>
vec(x) =

B, @4, +D," ®C, + (FzT X Ez)P) vec(M,) (3.2)

biciminde yazilabilir. Burada

(BlT Q4:+D,"QC +(F"® EJP))
A= T T T )
B, ®4,+D," ® C, + (F," ® E,)P)
x = vec(x),

b= vec(M,)
B (vec(M2)>

oldugu diisiiniiliirse sistem Ax = b lineer denklem sistemine donmiis olur. Ayrica, P
matrisi Lemma 5.1.1.’de verildigi gibidir. Sistemin bu Ax = b tipli (3.2) hali i¢in
BCR algoritmasi asagidaki gibi diizenlenebilir. Oncelikle

N <31T ®4;+D," ®C + (F," ® E;)P) ) vec(M,;)
r)= B, 4, +D," ® C, + (F," ® E,)P) (1) = vec(M2)>'

B"®A;+D," ® C; + (F," ® E;)P)

wik+1)= (BZT ®A; +D," ® C, + (F," ® E,)P)

>u(k + 1), (33)

B,"®A4,+D," ® C; + (F," ® E;)P)

T
B, ® A, +D,7 ®C, + (RT ® EZ)P)) vlk+1)

z(k+1)=<
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Burada

Q:=8B"Q®A4,+D,"QC, + (F," ® E,) ve
Qz = BZT ® AZ + DZT ® Cz + (FZT ® Ez) OISUn

Bu durumda
(3.3)’¢ gore

x(k) = vec(X(k)),s(k) = vec(S(k)), z(k) = vec(Z(k)),
u(k) = vec(U(k)),

o) = (vec(Vl(k)))r(k) _ <vec(R1(k))>’W(k) _ (vec(Wl(k))) 35)

vec(VZ(k)) vec(Rz(k)) vec(WZ (k))

(3.4)

olarak tamimlansin. Burada X(k),S(k),Z(k),U(k) € R™" ve R, V;,W;(k) €
RPi*4i i = 1,2 dir. Ayrica (3.4) ve (3.5) ifadeleri (3.3)’de yerine yazilirsa

vec(R;(1)) = vec(4;X(1)B; + C;X(1)D; + EX(DTF, — My), i = 1,2,
vec(W;(k + 1)) = vec(A;U(k + 1)B; + C;U(k + 1)D; + E;U(k + DTF),i = 1,2,

vec(Z(k + 1)) = vec(ATVy (k + 1)B] + CTVy(k + 1)D] + F,Vy(k + DTE,
+A%V,(k + 1)BI + ATV, (k + )BT + F,V,(k + DTE,).

olur. Simdi yukaridakileri g6z 6niinde bulundurarak (3.1) denkleminin ¢6ziimii i¢in

BCR algoritmasinin matris bi¢imi asagidaki gibi yazilabilir.
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Adim 1. X(1) € R™" baslangi¢ matrisi ve S(1) € R™*™ sifirdan farkli herhangi

matrisini al. Tolerans degeri 7’yu T > 0 olarak gir.

Adim 2. k = 1 olarak ayarla.

Rl(l) = ALX(l)Bl + CLX(l)Dl + ElX(l)TFl - Mi' i = 1,2,

u) = S(), V1(1) = R (1), V(1) = R,(1),

Vl/l(l) = ALU(l)Bl + ClU(l)Dl + ElU(l)TFl - Ml" i = 1,2,

Z(1) = ATV, (k + )BT + cTv,(k + 1)DT + F,V,(k + 1)TE; + ATV, (k + 1)BY

+A%V,(k + 1Bl + F,V,(k + 1TE,

degerlerini hesapla,

Adim 3. /|IR,(F) |12 + [IR, (k) ||? < T ise dur.

Adim 4.

_ tr (Wi (k)" Ry (k) + tr (W, (k)" R, (k)
—tr(Wy ()W (k) + tr(Wo (k)T W, (k)

a(k)

X(k +1) = X(k) — a(k)U(K),
Ri(k + 1) = R;(k) — a()W,(k), i = 1,2,

_tr(Z(k)TS(K))
w(z)TZ(k))’

B (k)

Stk +1) = S(k) = B(k)Z(k),
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Ziz=1 tr (W;(k)TA;S(k+ 1)B; + C;S(k + 1)D; + E;S(k + 1)TF)

y(k) = tr(Wy (kK)TW,(k)) + tr (W, (k)TW,(k)) ’

Utk +1) =Sk +1) —y()UK),

n(k) [tr (z (k)T (A]R,(k + 1)B] + C{ Ry (k + 1)D])

1
- tr(Z(k)TZ(k))
+ Ry (k+ 1DTE; + ATR,(k + 1)BI + CTR,(k + 1)DI + F,R,(k + 1)TE,)]

W,(k +1) = A,U(k + 1)B; + C;U(k + 1)D; + E;U(k + 1TF,

Zk+1) =ATv;(k+ DBT + cTv,(k + DT + F,V,(k + DTE;
+A%V,(k + D)BI + cIv,(k + 1)DI + F,V,(k + 1TE,
= ATR,(k + )BT + CTR,(k + 1)DT + F,R,(k + 1)TE,
+ATR,(k + 1)BT

degerlerini hesapla.
Admm 5. k = k + 1 olarak ayarla ve Adim 3’e git [52].

Simdi Algoritma 3.2.1.’in yakinsakligini1 gosterebilmek icin gerekli olan bir Lemma
verilecektir.

Lemma 3.22. a(k) #0,a(k) #o ve tim k=12, ,r i¢in [R, (k)| +

IR, (k)| # 0 olacak sekilde r pozitif tam sayis1 mevcut olsun. Bu durumda

tr(R,()TW,(w) + tr(R,(W)™W,(w) =0, w,v =1,2,...,7, v > u, (3.6)
tr(SWTZ(w) =0, uv=12,..,1, v>u (3.7)
tr(ZW)TZw) =0, u,v=12,...,1, v#u, (3.8)



27

tr(W,()™wy(w) + tr(W,)™W,o(w)) =0, u,v=12,..,1, v*u (3.9)
dir [52].

Ispat. Ispat timevarim ile yapilacaktir. I¢ carpim degismeli oldugu igin ispat

yalnizca 1 < u < v < r igin yapilsa yeterli olur. v = 2 ve u = 1 olsun. Bu durumda

tr (R (2)" W1 (1)) + tr(R,(2)"W, (1))
= tT(R1(1)TW1(1)) + tr(Rz(l)TWZ(l)) - tT(W1(1)TR1(1)) - tT(Wz(l)TWZ(l))
= 0,

tr(S(2)7Z(1)) =tr(S(17Z(D) — tr(Z(HTS(D)) =0,

tr(Z(2)"Z(1))
= tr((ATR,(D)BY + C{ Ry (1)D] + F,R;(1)"E; + AJR,(1)B] + CJR,(1)D;
+F,R,(D)TE, — n(l)Z(l))TZ(l))

= tr((ATR,(2)B] + C{R,(2)D{ + F,R,(2)TE; + AJR,(2)B] + CJR,(2)D]
+F,R,(2)TE)TZ(1)) — tr(Z(1)" (ATR,(2)B] + C{ Ry (2)D{ + FyR,(2)TE,
+ALR,(2)B] + CIR,(2)DI + F,R,(2)TE,) = 0,

tr(Wy(2)"Wy (D) + tr(W2(2)"W, (1))

=tr (4,S(2)B;+ C;S(2)D, + E;S2Q)TF, —y(D)W, ()T
+tr((428(2)B; + €3S (2)D; + E;S(2)TF, — y (DW,(1)" W, (1))
=tr((4,S(2)B; + ;S (2)D; + E;S(2)TF)™W, (1))
+tr((A2S(2)B, + C,S (2)D, + E;S(2)TFy)TW, (1)

— 3L WD (AS@B; + CS@Di + Es(2)F)) = 0.

Bunlar v = 2 ve u = 1 i¢gin (3.6) - (3.9) saglandigin1 gosterir. Simdi u < w < r igin

asagidakilerin dogrulugu kabul edilsin.

tr(R,(w)™W;(w) + tr(R,(W)TW,(w)) = 0, tr(Sw)TZ(u)) =0, (3.10)
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tr(Zw)TZ(u)) =0, tr(Ww,w)Twy(w)) + tr(W,(w)Tw,(u)) = 0. (3.11)
Burada (3.10) ve (3.11) kullanilarak

tr(R,(w + DTWy(w)) + tr(R,(w + DTW,(w))

= tr (R W) — aWIW; W) Wy ) + tr((Ry(w) — aw) W, (W) Wy () = 0,

(S + 172(w) = () — pw)Zw)) 2w =,

tr(Zw + DTZ(w))
= tr((ATR,(w + )BT + CTRy(w + )DT + F,R,(w + )TE;+ATR,(w + 1)B}
+CITR,(w + 1)DI + F,R,(w + DTE, — n(w)Z(W))TZ(w))

[tr(Ry(w + DT (A (s(w) — S(u+ 1))By + ¢, (S(w) — S(u + 1))D,)

_ 1
B(w)
+E(Sw) — S+ 1)) F)

+tr(Ry(w + DT (A(s) — S(w+ 1))B, + Co(SW) — S(u + 1))D,)
+E,(Sw) — Sw+ 1) E))]

= s [t (Riw + DT (W (W) + v (u = DW; (u - 1))

—tr (Ry(w + DT (Wi (u + 1) +y (W3 (w)))

+tr (Ry(w + )T (Wa(w) + ¥ (u — DW; (u — 1))

—tr (Ry(w + DT (W (u + 1) + y ()W, (W) )]

[tr(Ry(w + D)TWy (u + 1)) + tr(Ry(w + DTW,(uw + 1))], (3.12)

)
r(Wy(w + DTWy(w) + tr(Wy(w + DTW, (w))
—r ((AlS(W +1)B; + C,S(w + 1)Dy + E,S(w + 1)TF, — y(w)Wl(w))Twl(u)>

+tr ((AZS(W +1)B, + C,S(w + 1D, + E,S(w + 1TF, — y(w)Wz(W))TWZ(u)>

=tr(S(w + DT (AW, (w)B] + C{ W, (w)D{ + F,Wy(w)"Ey + ASW,(w)B])
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+C2TW2 (U)D; + F,W, (U)TEZ)

= (1u) [tr(S(w + 1T (AT (R, (W) — Ry(u + 1))BT + CT(Ry(w) — Ry (w + 1))DT

+F, (Ry(uw) — Ry(u + 1)) Ey + AT (R, (w) — R,(u + 1)) B}

+CT (Ry(w) — Ry(u + 1D)DI + Fy(Ry(w) — Ry(u + 1)) Ep))']

= a(lu) [tr(S(w + DT(Zw) +n(u— DZu - 1)) = Z(u + 1) —nw)Z(V)))]

= ——=[o(Sw+ DTz + )] - (3.13)
elde edilir. Ayrica u = w igin,

tr(Ry(w + DTW,(w)) + tr(Ry(w + DTW,(w)) =0,

tr(S(w+ 1DTZ(w)) =0,

tr(Z(w + DTZ(w)

= tr((ATR,(w + )BT + CTRy(w + )D] + F,R,(w + 1)TE; + ATR,(w + 1)BY
+C3 Ry (w + 1)D] + F,R,(w + DTE, — n(w)Z(w))"Z,(w))

= tr((ATR,(w + )BT + CTRy(w + )D] + F,R,(w + 1)TE; + ATR,(w + 1)BY
+CIR,(w + 1)DI + F,R,(w + DTE)NTZ(W))

—tr(zw)T(ATR,(w + 1)BF + CTR,(w + DT + F,R,(w + DTE,

+ATR,(w + 1)BI + CTR,(w + 1)DI + F,R,(w + 1)TE,) =0,

tr(Wy(w + DTW (1)) + r(W,(w + DTW,(1))

—tr ((AlS(W +1)B; + C,S(w + 1)Dy + E,S(w + 1)TF, — y(w)Wl(w))Twl(w)>

+tr ((AZS(W +1)B, + C,S(w + 1)D, + E,S(w + 1)TF, — y (W)W, (W))TWZ(W)>

= tr((4,.S(w + 1By + C;S(w + 1)D; + E;S(w + 1)TF)TW, (w))
+tr((A2S(w + 1)B, + C,S(w + 1)D, + E,S(w + DTE)TW, (w))

tr (W, w)T(4;Sw + 1)B; + C;S(w + 1)D; + E;S(w + 1)TF)) = 0.

=1
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bulunur.

tr(ZwW)TZw)) =0, tr(Ry(w + DTW,(w)) + tr(R,(w + 1)TW,o(w)) = 0,
ve (3.3) esitliginden

tr(Zw+ DTZ(w)) = 0.

sonucuna varilabilir. Ayrica

tr(Wy (W)W, (W) + (W, W)W, (w)) =0, tr(S(w + 1DTZ(w)) =0,

ve (3.4) esitliklerinden

tr(Wy(w + DTWy(w)) + tr(Wo(w + 1)TW,(w)) = 0

yazilabilir. Boylece ispat biter [52].

Teorem 3.2.3. Genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklem ikilisi (3.1) tutarl
olsun. Algoritma 3.2.1, yuvarlama hatalarinin olmadig1 varsayimi ile sinirli sayida

iterasyonla (3.1)’in ¢6ziimiinii hesaplar [52].

Ispat. Asagidaki gibi tamimlanan bir i¢ ¢arpim ile RP1X91 x RP2X9z yzaymi ele

alalim.
((My, My), (N1, Np)) = tr(M] Ny) + tr(MIN,) M,, Ny € RP1¥91, M, N, € RP2*4z,

Eger k=1,2,-,p1q1 + p2q, icin W;(k) #0 veya W,(k) #0 ise Lemma
3.2.2°den (Wy(k), Wy (k)), k = 1,2,+,p1q1 + p2q, ifadesinin RP1¥d1 x RP2X4z jg
carpim uzayinin bir ortogonal bazi oldugu goriiliir. Bu sonug ve (3.6)’ten yuvarlama
hatalarin1 gozardi ederek sonlu iterasyonla (3.1)lin ¢6zlimiiniin elde edilebilecegi

goriiliir [52]. m
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Simdi, 6zel baslangi¢c matrisli Algoritma 3.2.1 ile (3.1)’in en kii¢iik Frobenius norm

¢ozlimiiniin elde edilebilecegi gosterilecektir.

Teorem 3.2.4. Genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklem ikilisi (3.1) tutarli

olsun. Eger baslangi¢ matrisleri

X(1) = ATM;(DB{ + ¢{ M, (1)D + FyM; (D)TE; + ATM,(1)B] + C] M,(1)B]
+F,My(1)TE,, (3.14)

ve

S(1) = ATN;(1)B] + C{ N, (1)D{ + F;N;(1)"E; + ASN,(1)B] + C3 N,(1)B]
+F,N,(1)TE,, (3.15)

olarak segilirse, Algoritma 3.2.1. iiretilen X* ¢oziimii (3.1)’lin en kiiciik Frobenius
normlu ¢6ziimiidir. Burada M,;,N; € RPt*9t ve M,, N, € RP2*92 herhangi
matrislerdir [52].

Ispat. (3.14) ve (3.15) ifadeleri Algoritma 3.2.1 ile birlikte géz oniine alinirsa
M, N; € RP1*% ve M,, N, € RP2*92 matrisleri

X(k) = AIM1 (k)B1T + C1TM1(k)D1T + F1M1(k)TE1 + AgMz(k)BzT + CzTMz (k)BzT
+F, My (k)" E,, (3.16)

S(k) = A{N1(k)BI + C1TN1(k)D1T + F1N1(k)TE1 + AgNz (k)B; + CzTNz (k)BzT
+F,N, (k)T E,, (3.17)

olacak sekilde mevcut olduklar: goriiliir. (3.16) ve (3.17) kullanilirsa

vec(X(k))
= vec(ATM, (k)BT + ¢TM,(k)DT + F,M,(k)TE; + AYM,(k)BY + cIM,(k)BY
+F,M,(k)TE,)
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=B, QAT +D; ® CT + PT(F, ® ET)B, ® AT + D, ® CI + PT(F, ® E]))
(vec(Ml(k)))

vec(My(k))

T
— BI ® A + DI X C; + (F1T X E1)P (vec(Ml(k)))
BI ® A, + DI ® C, + (F} @ E,)P) \wec(i:00))

T T T T
Yani vec(X(k)) vektorii ((Bl © A +D1 @6+ (F O El)P) ) matrisinin

B ® A, + D ® C; + (F] ® E;)P
stitun uzayinin elemant olur. Boylece, Algoritma 3.2.1 tarafindan iiretilen X* ¢oziimii

(3.1) denklem sisteminin en kii¢iik Frobenius norm ¢6ziimiidiir [52]. m

Uyan 3.2.5.
IR (k + DII? + IR (k + D)]I?

= (R (0 = @M, () (RaI0) = aiOW; (1))

ttr <(R2(k)a(k)W2(k))T(R2 k) — a(OW, (k)))

= [[RL(IIZ + IR (ONI* + a(k)> (W, (OII* + WL (R

—2a (k) [tr(Wy (k)TRy (k) + tr(W, (k)T R, (k)]

= IRL(II? + IR, () I? — a () [tr(Wy (k) Ry (K)) + tr(Wo (k)T R, (K))]

[er(W, ()T Ry () + tr(Wo (k)T R, ()]
WL (R)IIZ + IW (k)12

= IR, (OII? + IR () II* —

< IR (OII? + IR, (1|2

ifadesi saglanir. Bu, Algoritma 3.2.1.’in kalan normlarinin kiigiildigiinii garanti eder
[52].



BOLUM 4. Ax = b LINEER DENKLEM SIiSTEMININ COZUMU
ICIN HERMITYEN VE TERS HERMITYEN
AYRISIM (HSS) METODU

Bu bolimde, Ax = b lineer denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in hermityen ve ters
hermityen ayrisim (HSS) metodu ile ilgili baz1 6zel tanimlar ve bu tanimlarla ilgili
bazi temel sonugclar ispatsiz olarak verilmektedir. Bu metodu Bai ve ark. 2003 yilinda
kullanarak hermityen olmayan pozitif tanimli sistemlerin ¢6ziimlerini vermistir [49].

Bu boliimde bu ¢aligmada ortaya konulan sonuglar hatirlatilmaktadir.

Tamm 4.1. H € C™*™ hermityen matris, T € C™*™ ters hermityen matris olmak

tizere bir A € C"*™ matrisi A = H + T seklinde yazilabilir. H = %(A +A)veT =

%(A — A") esitlikleri A matrisleri i¢in saglanir [49].

Bu bolimde H ve T matrisleri bu tanimlarda oldugu gibi A matrisinin hermityen ve

ters hermityen kisimlar1 olacaktir.

Lemma 4.2. A € C*™ matrisi A = M; — N; (i = 1,2) seklinde iki ayrisima sahip bir
matris ve x(® € C" verilmis bir baslangic vektorii olsun. Eger {x®¥} iki kademeli

iterasyon dizisi

1

Mlx(k+2) = Nx® + b
M,yx*+D = Nzx(k%) +b

k=0,1,2,..., ile tammmlanirsa bu durumda,

x D = MZIN,MTIN,x® + MY+ NoMT Db k= 0,12, ..,
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elde edilir. Ayrica My *N,M !N, iterasyon matrisinin p(M;*N,M;*N;) spektral
yarigap degeri, 1°den kiigiikse, bu durumda tiim x° € C" baslangi¢ vektorleri icin

{x®} dizisi Ax = b denklem sisteminin x* € C" yegane ¢6ziimiine yakimsar [49].

Tamm 4.3. Verilen bir x() baslangi¢ vektorii icin {x®}, k = 0,1,2, -, dizisi

(al + H)x(k+5) =(al = T)x® + b
(al + T)x**+D = (qI — H)x(k+5) +b

hesaplamalari ile olugsun. Bu islemler x® aranan ¢6ziime yeterince yaklasincaya
kadar yapilir. @ burada pozitif bir sabittir. Bu kademeli ¢6ziimiine HSS iterasyon
metodu denir [49].

Bu metodun yakinsakligini gésteren ve [49]’de verilen teorem asagidaki gibidir

Teorem 4.4. A € C™" bir pozitif tanimli matris olsun. Ayrica H = %(A + A*) ve

T = %(A — A*) onun hermityen ve ters hermityen kisimlari ve a pozitif bir sabit

olsun. Bu durumda HSS iterasyonunun M (a) iterasyon matrisi
M(a) = (al + T) Y(al — H)(al + H) Y(al = T)
ile verilir. M (a) nin spektral yarigapt p(M(a)),

max |a—li
Ai € A(H) la + A,

ola) =

ile sinirlidir. Burada, A(H), H matrisinin spektral kiimesidir. Boylece Va > 0 igin

p(M(a)) <o(a)<1
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saglanir. Yani HSS iterasyonu Ax = b matris denkleminin x* € C* yegane

¢oziimiine yakinsar [49].

Eger A matrisinin hermityen kismi olan H matrisinin en biiyiikk ve en kiiclik
Ozdegerleri biliniyorsa o(a) i¢in a optimal parametresi elde edilebilir. Bu gergek

asagidaki sonucta yer almaktadir.

Sonu¢ 4.5. A € C¥™" bir pozitif tanimli matris, H = %(A +A)veT= %(A —A")

onun hermityen ve ters hermityen kisimlart ve Yin, Vimax Sirasiyla H matrisinin en

kiiciik ve en biiyiik 6zdegerleri olsun. Ayrica a pozitif sabit olsun. Bu durumda

. : max
a = arg;nln {VminSlsymax

Z_;ﬂ} = v/ Ymin-Ymax

ve

. _\/Vmax_\/)’min_\/K(H)—l
7) _\/Ymax+\/ymin_\/K(H)+1

olur. Burada K (H), H matrisinin spektral kosul sayisidir [49].



BOLUM 5. GENELLESTIRILMIS SYLVESTER TRANSPOZ
DENKLEMININ SIMETRIK VE TERS SIMETRIK
AYRISIM (SSS) METODU iLE COZUMU

Bu béliimde [52] makalesinde ele alinan ve Boliim 3’te hatirlatilan genellestirilmis
Sylvester transpoz matris denklem ikilisinden ve [49] makalesinde ele alinan HSS
metodlarindan esinlenerek genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin
simetrik ve ters simetrik ayristm metodu (SSS) ile ¢oziimii ele alinacaktir. Bu
boliimde yapilanlar bir yayin haline getirilerek tarafimizdan [66] ¢alismasi

olusturulmustur.

Bu boliimde oncelikle Ax = b lineer denklem sistemi i¢in simetrik ve ters simetrik
ayrisim metodu ortaya konulacaktir. BoOliimiin esas amaci ise genellestirilmis
Sylvester transpoz matris denkleminin bu yontemle ¢6ziimii oldugu, bununla birlikte
bu ¢6ziimiin direk yapilamamasi sebebiyle genellestirilmis Sylvester transpoz matris
denkleminin Kronecker g¢arpim yardimiyla Ax = b’ye nasil donistiiriilebilecegi

anlatilacaktir. Son olarak da istenen ¢oziim verilecektir.

5.1. Ax = b Denklem Sistemi i¢in Simetrik ve Ters Simetrik Ayrisim (SSS)
Metodu

A € R™™ b € R™ olmak iizere,
Ax =b (5.1)
lineer denklem sistemi ele alinsin. Bu kisimda A matrisinin simetrik ve ters simetrik

ayrisimi kullanilarak olusturulan SSS metodu ve bu metodun yakinsakligi ortaya

konulacaktir.
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Lemma5.1.1 A=M; — N;, i =1,2, ifadeleri A € R™"™ matrisinin iki ayrigimi
olsun ve x© € R™ bir verilmis baslangi¢ vektorii olsun. Eger {x®¥} iki kademeli

iterasyon dizisi

Mlx(k-'.%) = le(k) + b
Myx®+D = Nzx(k%) +b

k =0,1,2, -, ile tanimlanirsa bu durumda,
x(k+1) — M2—1N2M1—1N1x(k) + Mz—l(l + Nle_l)b (52)
elde edilir. Ayrica M;*N,M{1N, iterasyon matrisinin p(M;N,M{1N,) degeri,

1’den kiigikkse bu durumda tim x(® € R" baslangi¢ vektorleri igin {x®} dizisi

Ax = b sisteminin x* € R" yegane ¢oziimiine yakinsar.

ispat.
1
Mlx(k+§) = le(k) +b (5.3)
1

sz(k+1) — Nzx(k+§) +b (5.4)
olsun. Bu durumda M; tersinir oldugundan (5.3) ifadesinden

1
2(42) = YN, x® 4 Mo (5.5)

elde edilir. (5.5) ifadesi (5.4) ifadesinde yerine yazilir ve M, matrisinin tersinir

oldugu kullanilirsa

x KD = MIIN,M7IN, x® + My Y(N,M7Y + Db

elde edilir.m
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A =S + R olacak sekilde S simetrik, R ters simetrik matrisleri S = %(A + A7) ve

R= %(A — AT) seklinde belirlensin. @ € R*olmak iizere A = (al + S) + (R — al)

veya A = (al + R) + (S — al) olarak yazlabilir. Bu ifadeler (5.1) denkleminde
yerine yazilusa A= (al+S)+(R—al) ve A=(al+R)+ (S—al) igin,

sirasiyla,
((aI +S5)+ (R - al))x =b
(al +S)x=(al —R)x+b (5.6)

(@l +R)+(S—al))x=b
(al + R)x =(al —S)x+ b (5.7)

elde edilir. Boylece A matrisinin 6zel durumlart i¢in (5.1) denklemi ile (5.6) ve (5.7)
denklemlerinin denkligi acgiktir. Bu ¢alisma boyunca S ve R matrisleri yukaridaki

gibi olacaktir. Bu durumda SSS iterasyonu su sekilde olusur.

Tamm.5.1.2 (SSS iterasyonu) Verilen bir x(© baslangi¢ vektorii i¢in {x(")}, k=
0,1,2,--, dizisi

1
(al + S)x(k+5) = (al —R)x™ + b
1
(al + R)x* V) = (aI — S)x(’”i) +b

hesaplamalari ile olussun. Bu islemler x) aranan ¢6ziime yeterince yaklagincaya
kadar yapilsin. a burada pozitif bir sabittir. Bu sekilde ilerleyen kademeli ¢6ziim

stirecine SSS iterasyon metodu denir.

Teorem.5.1.3. A € R™™ bir pozitif tanimli matris ve a pozitif bir sabit olsun.
Ayrica S = %(A +AT) ve R = %(A — AT) onun simetrik ve ters simetrik kisimlar

olsun. Bu durumda SSS iterasyonunun M () iterasyon matrisi;
M(a) = (al + R) Y (al — S)(al +S) (al — R)
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ile verilir. M (a) nin spektral yarigapt p(M (a)),

max |a—/'ll-
Ai EA(S) (l+/1i

o(a) =

ile sinirhidir. Burada A(S), S matrisinin spektral kiimesidir. Boylece, Va > 0 igin
p(M(a)) <odla)<1

olur. Yani SSS iterasyonu Ax = b denklem sisteminin x* € R" yegane ¢oziimiine

yakinsar.

Ispat. Lemma 5.1.1° de verilen (5.2) ifadesinde

aliirsa SSS metodunun iterasyon matrisi

M(a) = (al + R) Y(al — S)(al + S)"Y(al — R)

seklinde bulunur. Burada (al +S) ve (al + R) yani M, ve M, tersinir kabul
edilmistir. (al + R)™* ve (al — S)(al + S)~*(al — R) matrisleri i¢in Teorem 2.1.36
g0z Oniine alindiginda

p(M()) = p((al = S)(al +S)"*(al —R)(al + R)™?)

yazilir. Ayrica, Teorem 2.1.39’dan

p(M(@)) < ll(al —S)(al +S) " (al — R)(al + R)7!|l,
< l(al = S)(al + )7 ;. I(al = R)(al + R)7!|I,

olur. Burada Q(a) = (al — R)(al + R)™! alinirsa
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Q(@).Q"(@) = (al — R)(al + R)~*((al — R)(al + R)™1)"
= (al —R)(al + R)Y(al = R) (al + R)
= (al = R)((al —R)(al + B)) "' (al + R)
= (al — R)(a?I — R®)~'(al + R)
=(al —R)(al —R)Y(al + R) Y (al +R) =1

bulunur. Yani Q(a) matrisinin ortogonal matris oldugu gériiliir. Béylece ||Q(a)|l, =

1°dir. Buradan,

p(M()) < lI(al = S)(al + )7, = o(a)

olur. a bir pozitif sabitve 4; > 0,i = 1,2, -+, n, oldugundan
a—A;

max
Ai € A(S) |a + Ai
p(M(a')) <ola)<1

ola) =

yazilabilir.m

Bu sonug¢ SSS iterasyonunun yakinsama hizinin yalmizca S kisminin spektrumuna
bagli oldugunu gosterir. R kisminin spektrumuna, A matrisine, ya da S,R,A
matrislerinin 6zvektorlerine bagl degildir.

x € R™ vektorii i¢in bir vektor norm

xlll = l(al + R)x||

seklinde ve X € R™" jcin bir matris norm ||| X]||| = ||[(al + R)X(al + R)7 1,

seklinde verilirse teoremin ispatindan,

M@l = lI(al = $)(al +S)"(al — R)(al + R) 7, < o(a)
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oldugu goriiliir. Buradan da

e+ -

< g(@)|[|x® - x*

1 k = 011121.."

elde edilir. Boylece o(a), [||.|||] normu anlaminda SSS iterasyonunun kiigiilme
katsayisinin bir iist siniridir. S’nin maksimum ve minimum 6zdegerleri biliniyorsa
o(a) i¢in en iyi a parametresi p(M (a)) veya |||[M(a)]|| olur. Bu durum asagidaki

sonucta verilmistir.

Sonu¢.5.1.4. A € R™™ bir pozitif tamimli matris, S=%(A+AT) ve R=

1 . . : .
~(A—AT) onun simetrik ve ters simetrik kisimlari ve V,,in, 7, sirasiyla S
> mins Ymax y

matrisinin en kii¢iikk ve en biiyiik 6zdegerleri olsun. Ayrica a pozitif sabit olsun. Bu

durumda

max
nSA<Vmax

Z_;ﬂ} = /Vmin-Vmax

x .
a = arg l’I’olrlIl {Vmi

ve

a(a*) _ \/ymax _\/Vmin _ \/K(S)_ 1
\/ymax +\/Vmin \/K(S) +1

olur. Burada K (S), S matrisinin spektral kosul sayisidir.

. a-A; - ey .
Ispat. o(a) = max L | oldugu teoremden biliniyor. Buna gore
AEA(S) la+A;
a7y | la—
O'(a) — max{| Ymin ) | Ymax }
a+yYminl l@¢+Ymax

olur. SSS iterasyonunun p(M (a:)) yakinsaklik ¢arpanini minimum yapacak sekilde

bir yaklasik optimal a > 0 degeri hesaplamak igin p(M (a)) yerine o(a) st sinir1
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minimize edilir. Eger a* boyle bir minimum nokta ise bu durumda a* — y,,;, > 0 Ve

&’ = Vmax < 0 Vve

* *
X —VYmin _ Ymax—Q@

a*+Vmin Ymaxt+a*

olmak zorundadir. Boylece,

(a* - )/min)()/max + a*) = (CZ* + ymin)(ymax - a*)

* *2 * * *2 *
@ Vmax ta - YminVmax — VYmin®@ = & Ymax — & + YmaxVmax — Vmin®

a* = A/ YminYmax

X—¥Ymin
A+Ymin

}

YminYmax — Vmax

1/ YminYmax + Ymax

j

|a —Ymax
)
a+Ymax

bulunur. a*’mn bu degeri o(a) = max {| } ifadesinde yerine yazilirsa

*
A = Vmin
a*+ Ymin

*
|C¥ — Vmax
)
a*+ Ymax

o(a*) = max{

YminYmax — Vmin

\ YminVYmax + Ymin

)

}

o(a*) = max {

\/Vmin - \/Ymax
\/ymin + \/Vmax

\/ Ymax — \/ Ymin
\/ Ymax + \/ Ymin

)

o(a®) = max {

elde edilir ve ispat tamamlanir.

5.2. Genellestirilmis Sylvester Transpoz Matris Denkleminin Kronecker Carpim

Yardimiyla Lineer Denklem Sistemine Doniistiiriilmesi

Bir 6nceki kisimda (5.1) sisteminin ¢6ziimii icin SSS metodu tanitildi. Bu kisimda
asagidaki sekilde genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklemi ile (5.1)

arasinda Kronecker ¢arpim yardimiyla denklik olusturulacaktir.
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A,B,C,D,E,F,M € R™" bilinen matrisler ve X € R™" bilinmeyen matris olmak

uzere

AXB + CXD + EXTF =M (5.7)
genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklemi, Kronecker ¢arpim kullanilirsa,
(BT® A+ DT ® C+ (FT Q@ E)P) vec(x) = (vec(M))

seklinde yazilabilir. Boylece,

A=BT®A+DT®C+ (FT ® E)P ve A € R¥*"*
x:=vec(X)vex € R,

b = (vec(M)) ve b € R™

olmak tizere genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklemi ile (5.1) matris
denkleminin yukaridaki anlamda denk oldugu goriilir. Burada, bu denklik i¢in
gerekli olan P matrisinin yapis1 Lemma 5.2.1’de mevcuttur [65].

Lemma5.2.1. X € R™" herhangi bir matris olsun. Bu durumda

vec(XT) = Pvec(X)

olup burada P, n tamsayisi ile belirli tek tiirlii tanimli matristir. Ayrica P asagidaki

ozelliklere sahiptir.

i.  Herhangi n tamsayisi i¢in P € R™*"" matrisi

T T T
E11 E12 e Eln

T T T
E21 E22 e Ezn

T T T
Enl Enz Enn
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bigimine sahiptir. Burada E;j, i,j = 1,2, ...,n matrisi (i, j) elemani 1 ve diger

elemanlar1 0 olan n X n boyutlu reel matristir.
ii.  Herhangi n tamsayisi i¢in P bir ortogonal matristir. Yani,

PPT =PTP =1
O

5.3. Genellestirilmis Sylvester Transpoz Matris Denkleminin SSS Metodu ile

Cozimii

(5.7) denkleminin ¢o6ziimii i¢in 5.1 kisminda verilen denklik de kullanilarak

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem.5.3.1. A,B,C,D,E,F,M € R™", bilinen matrisler, X € R™™ bilinmeyenler
matrisi ve A := BT @ A+ DT ® C+ (FT @ E)P ve A € R x = vec(X) ve

x € R, b = (vec(M)) ve b € R olmak iizere,
AXB+ CXD+EX"F=M

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denklemi Ax = b bi¢iminde yazilir. Bu

durumda a* = \/Vmin- Yinax » S = %(A + AT)veR = %(A — AT) olmak iizere

x4 = (al + R)™(al = S)(al + $)(al — R)x®+(al + R)"*((al -
S)(al +S)"L+1)b

ile bulunan x vektorii (5.7) denkleminin gercek ¢oziimii X* iken, vec(X*)eR"
vektoriine yakimsar. [

Bu teoreme gore

AXB+ CXD+EX'F =M
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Rnxn

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin X € ¢cOzlimiini bulan

algoritma agagidaki gibi yazilabilir.
Algoritma.5.3.2.

Adim 1. n ve d gir. Burada n, matrislerin boyutu ve d, AXB + CXD + EX"F — M

matrisinin normu i¢in istenen st sinirdir.
Adim 2. A,B,C,D,E,F,M, X, € R™" gir. k = 0 olsun.

Adim 3. P = [Ei j]nzxnz matrisini olustur,

Adim 4.4 =BT @ A+ DT ® C + (FT ® E)P matrisini ve b := vec(M) ve x¥) =

vec(X,) vektorlerini olustur,

Adim 5. A matrisinin 6zdegerlerinde negatif veya kompleks eleman varsa ‘Adim 1.’
e git.

Adim 6. S = %(A + AT), R = %(A — AT) olarak hesapla,

Adim 7. @ = \/Vmin- Ymax Olarak hesapla,

Adim 8. x**V/? = (al +8)7 (@l = R)x" + (al +5)7"b ve

x®*D) = (af + R)™Y(al — $)x*¥*1/2) 4 (al + R)~'b olarak hesapla,
Admm 9. x**D = pec(X) olacak sekilde X matrisini olustur,

Adim 10. [|[AXB + CXD + EXTF — M||, < d ise dur, degilse ‘Adim 8.’ e git.
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5.4. Ornekler

Bu kisimda Algoritma 5.3.2.°’nin etkinligini ve hizin1 resmeden Ornekler yer

almaktadir.
) 10 6 5 10 5 6 10 4 5
Ornek541.A={6 8 5 |,B=(5 10 5),C=14 4 3],
5 5 10 6 5 8 5 3 6
10 5 2 0 4 4 0 3 5 8 1 9
D=(5 6 6| E=|l4 0 3),F=(3 2 6 |M=|1 8 5
2 6 8 4 3 4 5 6 10 9 5 10

verilen matrisleri ve

10 11 10
X0=<11 6 9)

10 9 12
secilen baslangi¢ matrisi i¢in
AXB+ CXD +EX"F =M

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin X € R3*3 ¢oziimii SSS
metodu ile 28 adimda

0,0707 —-0,1841 0,1481
X = (—0,1120 0,2456 —O,1630>
0,0702 —-0,0774 0,0658

olarak elde edilir. Burada ||AXB + CXD + EXTF — M|| = 0,0854 olur.

) 10 4 3 10 2 6 6 4 1
Ornek 542. A= 4 8 5>,B= 2 4 3 ,C=<4 4 1,

3 5 6 6 3 10 1 4 4
8 3 1 4 5 6 2 5 4 4 3 3
D=3 8 4)E=\5 2 2|, F=|5 2 7|M=|3 8 4
1 4 6 6 2 2 4 7 4 3 4 10

verilen matrisleri ve

N
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0 6 5
Xo=[6 8 2
5 2 4

sec¢ilen baslangi¢c matrisi i¢in

AXB+ CXD+EX"F =M

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin X € R3*3 ¢oziimii SSS

metodu ile 28 adimda

0,2495 0,8238 —0,4816

(—0,0916 —0,1984 0,0597 >
X =
—-0,2606 —-0,3766 0,3736

olarak elde edilir. Burada ||AXB + CXD + EXTF — M|| = 0,0994 olur.

) 8 4 2 4 3 3 2 1 2
Ornek543.4=(4 6 4)B=(3 10 6|,C=|1 10 4]

2 4 8 3 6 8 2 4 8

8 7 4 8 5 3 10 6 7 2 2 6
D=|7 6 3)E=|5 2 3|,F=|6 0 4|\M=(2 6 2
4 3 4 3 3 6 7 4 6 6 2 10

verilen matrisleri ve

8 5 1
X0= 5 4 8
1 8 4

secilen baslangic matrisi i¢in
AXB + CXD + EX"F =M

genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin X € R3*3 ¢oziimii SSS

metodu ile 23 adimda



-0,1552 0,2609 -0,1701

( 0,0714 -0,1459 0,1563 >
X =
0,0693 —0,2046 0,1674

olarak elde edilir. Burada ||AXB + CXD + EXTF — M|| = 0,0943 olur.

) 8 2 3 4 5 3 8 5 5
Ornek54.4.A=(2 4 3)B=(5 8 1|,C=(5 10 1},
5 1 6

3 3 6 3 1 4

10 1 4 2 6 4 4 8 8 10 1

D=1 6 2)E=|l6 0 5,F=(8 8 7| M=|1 10

4 2 4 4 5 4 8 7 6 8 3
verilen matrisleri ve

4 4 3
X0=<425>
3 50

secilen baslangi¢ matrisi i¢in

AXB+CXD+EX"F =M

8
3
2

)
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genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin X € R3*3 ¢oziimii SSS

metodu ile 25 adimda

0,0131 0,0902 -0,1597

(0,0369 —0,0388 10,2292 )
X =
0,1941 -0,0507 -—0,2828

olarak elde edilir. Burada ||AXB + CXD + EXTF — M|| = 0,0813 olur

Ormnek 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3, ve 5.4.4’de baslangi¢ matrisleri (X,) herhangi segilen

matrisler oldugunda, sirasiyla, 28, 28, 23 ve 25 adimda ¢6ziime ulasilirken baslangi¢

matrislerinin her biri sifir matrisi olarak ele alinirsa, sirasiyla, 15, 23, 15 ve 18
adimda (0.0897, 0.0845, 0.0967, 0.0857 hatalariyla ||AXB + CXD + EXTF — M||)
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¢ozlime ulagilir. O halde baglangi¢ matrisi olarak sifir matrisini almak konjektiir

olarak daha uygun olacaktir.

Asagidaki tablolarda yukaridaki ornekler i¢in bazi adimlardaki karsilik gelen X
matrisleri ve o0 adimlardaki hata degerleri listelenmistir. Boylece algoritmanin

etkinligini 6rnekler iizerinden resmetmek amacglanmistir.



Tablo 5.1 Besinci Boliimde Verilen Sonuglara Ait Bazi Ornekler

, Yakinsama
1lgili Teorem Adim .
. X Matrisi Degeri=||AXB + CXD +
ve Ornek sayist
EXTF — M||
Te0531 —8,8847 —4,9986 —4,9968
—6,6004 —6,6024 —4,7847 16443,8000
5.4.1. -11,5928 —8,2941 —6,8875
Te05.3.1. -1,8813 —0,7807 —0,4069
5 -1,6689 —0,9271 —0,7364 2984,1111
5.4.1. —2,4166 —1,5102 —1,1225
Te0.5.3.1. 0,2685 —0,0574 0,1355
10 0,0636 0,2866 —0,0263 308,6551
5.4.1. 0,3173 10,0821  0,1811
Te0.5.3.1. 0,0495 —0,1828 0,1339
15 —0,1318 10,2235 —0,1546 31,6454
5.4.1. 0,0439 —0,0899 0,0501
Te0.5.3.1. 0,0726 —0,1809 0,1459
20 —0,1107 0,2436 —0,1582 3,2513
5.4.1. 0,0727 —0,0751 0,0663
Te05.3.1. 0,0704 —0,1838 0,1476
25 —0,1122 0,2450 —0,1624 0,3322
5.4.1. 0,0698 —0,0774 0,0655
Te05.3.1. 0,0706 —0,1840 0,1481
28 —0,1119 0,2456 —0,1629 0,0854
5.4.1. 0,0701 —0,0774 0,0658
. Yakinsama
1lgili Teorem Adim o
. X Matrisi Degeri=||AXB + CXD +
ve Ornek sayisi
EXTF — M||
Teo5.3.1 —2,2227 0,0150  2,2415
1 —59629 23639 —1,7250 3031,5142
5.4.2. —6,5051 —2,2361 0,7752
Te05.3.1. —0,3753 —0,5441 0,1076
5 —0,0465 1,3931 —1,4310 563,1434
5.4.2. -1,2068 —1,1171 0,3061
Te053.1. —0,1479 —0,2967 0,0948
10 0,5015 1,1720 —0,6925 39,7105
5.4.2. —0,3600 —0,4787 0,4994
Te05.3.1. —0,1203 —0,2342 0,0887
15 0,3186 09512 —0,5718 1,3233
5.4.2. —0,3356 —0,4111 0,4164
Te05.3.1. —0,1017 —0,2126 0,0693
20 0,2775 08661 —0,5149 0,3983
54.2. —0,2864 —0,3863  0,3402
Te05.3.1. —0,0939 —0,2016 0,0621
25 0,2560  0,8333 —0,4892 0,1667
5.4.2. —0,2667 —0,3783 0,3770
Teo.5.3.1. (—0,0915 —0,1984 0,0597
28 0,2494  0,8238 —0,4816>
5.4.2. —02606 —0,3765 03735 00994
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Tablo 5.2 Besinci Boliimde Verilen Sonuglara Ait Bazi Ornekler (Devami)

, Yakinsama
1igili Teorem Adim .
. X Matrisi Degeri=||AXB + CXD +
ve Ornek sayist
EXTF — M||
Teo5.3.1. —2,3044 —4,7043 —6,0495
1 (—1,3692 —4,2951 0,3145> 6362,1538
5.4.3. 56349 —3,0718 —3,9549
Te05.3.1. —0,4992 —0,5387 —0,6789
5 ( 0,3348 —0,3079 0,1600 > 677,5689
5.4.3. —0,6221 —0,5046 —0,5170
Te05.3.1. 0,0125 —0,0196 0,1288
10 (—0,0455 0,1302 —0,1339> 17,3791
5.43. 0,0262 —0,1184 0,1637
Te05.3.1. 0,0502 —0,1177 0,1477
15 (—0,1204 0,2280 —0,1651> 0,6473
5.43. 0,0530 —0,1895 0,1660
Te05.3.1. 0,0675 —0,1407 0,1549
20 (—0,1487 0,2549 —0,1695> 0,1932
5.43. 0,0530 —0,2019 0,1672
Te05.3.1. 0,0714 —0,1459 0,1563
23 (—0,1551 0,2608 —0,1701> 0,0943
5.43. 0,0693 —0,2046 0,1674
Igili Teorem Adim X Matrisi Yakinsama
ve Ornek sayist Degeri=||AXB + CXD +
EXTF — M||
Teo.5.3.1. 1 —3,9225 —1,5551 -3,0688 4283,9000
544 (—4,5660 —0,6766 —1,8389>
—2,3064 —0,2749 —3,8253
Teo.5.3.1. 5 —0,5396 —0,1254 —0,4335 661,4516
544 (—0,5084 0,0207 —0,5499>
—0,4391 —0,0953 —0,7165
Teo.5.3.1. 10 0,1235 —0,0652 0,2432 69,4545
544 <0,0474 0,1250 —0,0775)
0,1829 —0,0109 —0,1616
Teo0.5.3.1. 15 0,0374 -0,0493 0,2078 7,1796
544 (0,0039 0,0972 —0,1568)
0,1657 —0,0429 —0,2638
Teo.5.3.1. 20 0,0398 —0,0417 0,2253 0,7770
544 (0,0124 0,0927 —0,1565)
0,1879 —0,0478 —0,2749
Teo0.5.3.1. 25 0,0369 -0,0388 0,2292 0,0813
544 <0,0131 0,0902 —0,1597)
AR 0,1941 -0,0507 —0,2828




BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

Ax = b lineer denklem sisteminin ¢oziimii i¢in BCR ve HSS algoritmalar sirasiyla
Boliim 3 ve Boliim 4°te tanitildi. BCR [52] makalesinde genellestirismis Sylvester
transpoz matris denklem ikilisini ¢6zmek i¢in kullanildi. Bu calismada ise HSS
metodundan esinlenerek Boliim 5’te ortaya konulan SSS metodu tanitildi ve bununla
genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin ¢6ziimii ortaya konuldu.
Bunun i¢in once SSS metodunun Ax = b lineer denklem sistemindeki ¢6ziimii
verildi. Ardindan genellestirilmis Sylvester transpoz matris denkleminin Ax = b
lineer denklem sistemine Kronecker ¢arpim yardimiyla doniistiiriilmesi islemi yapildi
ve SSS metodu ile ilgili algoritma olusturuldu. Algoritmanin etkinligini resmetmek

i¢in Oornekler verildi.

Dolayisiyla bu calismada genellestirismis Sylvester transpoz matris denklemi ig¢in
SSS metodu ile ¢dziim verildi. ikili genellestirismis Sylvester transpoz matris

denklemi,

A]_XB]_ + C1XD1 + E1XTF1 = M1
A2XBZ + C2XD2 + E2XTF2 = M2

icin ¢oziim elde edilmeye c¢alisilabilir. Hatta boyle bir denklem, n sonlu bir say1

olmak tizere, n’lisi i¢in ¢6zlim aranabilir.
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