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OZET

Anabhtar kelimeler: Dual-Hiperbolik Sayilar, De-Moivre Formiilii, Euler Formiilii

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci
boliimde kompleks, hiperbolik ve dual sayilar tanitilmistir.

Ugiincii boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Tezin orijinal kismi bes alt
boliim halinde diizenlenmistir. ilk béliimde dual-hiperbolik sayilarin cebirsel yapilari
tanitilmig ve trigonometrik degerler verilmistir. Daha sonra dual-hiperbolik sayilarin
iistel gosterimi tiiretilmis ve bu gosterim ile Euler formiilii verilmistir. Ayrica Euler
formiilii yardimiyla De-Moivre formiilii bulunmustur. Son olarak dual-hiperbolik
sayilarin logaritmik ve matris gosterimleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde bu tezin bir degerlendirilmesi yapilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik onerilerde bulunulmustur.
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DE-MOIVRE FORMULA FOR DUAL-HYPERBOLIC NUMBERS

SUMMARY

Keywords: Dual-Hyperbolic Numbers, De-Moivre Formula, Euler Formula

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction. In the second
part complex, hyperbolic and dual numbers are introduced.

The third part is the original part of the thesis. The original part of the thesis is
organized in five sub-sections. In the first chapter, algebraic strutures of dual-
hyperbolic numbers are introduced and trigonometric values are given. Then the
exponential representation of the dual-hyperbolic numbers is derived and the Euler
formula is given. Finally, logarithmic and matrix representations of dual-hyperbolic
numbers are given.

In the fourth chapter of this thesis, the general evaluation of the study is given and a
suggestion is proposed for further investigations.
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BOLUM 1. GIRIS

Italyan matematik¢i G. Carden kompleks sayilar igin a+~-b ifadesini ve R.
Bombelli ise +/~1 ifadesini kulland1. Fransiz filozof R. Descartes kompleks sayilari
ifade etmek icin kartezyen koordinat sistemini gelistirdi ve ilk defa “imaginery”
terimini kullandi. Fakat kompleks sayilar i¢in ilk defa Leonard Euler i = J-1 ifadesini
tanimlamugtir [1]. Daha sonra da Euler kompleks sayilarin iistel gosterimi olarak

e” =cos@+isin@ esitligini gosterdi. Abraham de Moivre kendi ad1 ile bilinen De-

Moivre formulunt

(cos@+isin@)" = cos(nb)+isin(nd)

seklinde gelistirmistir.

17. yiizyilda Clifford &> =0 ve ¢ #0 olan yeni bir say1 sistemi tanimland1. Bu say1

sistemini geometrik aragtirmalarda kullanmistir. Clifford tarafindan, kompleks say1

sistemine benzer olarak bir dual say1 A=a+¢ca* (a, a*e R) seklinde tanimlandi [2].

Daha sonra A. P. Kotelnikov ve E. Study tarafindan ¢izgi geometrisinde ve mekanigin

uygulamalarinda dual sayilar ve dual vektorleri kullanilmistir, [3,4].

Kompleks sayilar ile 2-boyutlu diizlemin iliskisini ¢ok iyi bilen ve 4-boyutlu
kuaterniyon cebirini tanimlayan W. R. Hamilton, bu iligskiyi 3-boyutlu uzaylarla
iliskilendirmek amaciyla, 3-boyutlu bir cebirsel yapr aradi. Hamilton 19. ytlizyilda “2-

boyutlu uzaylarda donme varsa neden 3-boyutlu uzaylarda?” diyerek baslattig



caligmasinda kuaterniyonlar1 kesfetti. Bu kesfini, Brougham Kopriisii altinda

dinlenirken yapti1 ve orada bulunan bir tasa yazdi. Daha sonrasinda birim vektdrleri

seklinde tanimlandi.

Bu olay herkes tarafindan bilindigi i¢in, diinyanin dort bir yanindan insanlar bu
kopriiyli “Hamilton Kopriisi” olarak bilir. Kuaterniyonlar, bilim diinyasinda ¢ok
biiyiik etkiye sahiptir. Matematik disinda fizik, kuantum fizigi, metafizik, miithendislik
gibi bir¢ok bilim dalinda kullanilir.

Kompleks sayilara benzer olan bir diger sayr sistemi de hiperbolik sayilardir.

Hiperbolik say1 sistemi ilk defa J. Cockle tarafindan kullanilmistir. Hiperbolik sayilar
z=x+jy (x,yeR) scklinde ifade edilir ve burada ; ( ji=1j¢ ]R) hiperbolik

imajiner kisim olarak adlandirilir. 20. Yiizyilin sonunda O. Bodnar, A. Stakhov ve 1.
S. Tkachenko altin oran yaridimi ile hiperbolik fonksiyon sinifin1 ortaya koydu [5].
Son zamanlarda yapilan 6nemli ¢aligmalardan biri de A. Harkin ve J. Harkin tarafindan
yapilan c¢alismadir. Bu c¢alismada kompleks, hiperbolik ve dual sayilari igceren

genellestirilmis trigonometri ¢calisilmistir [6].

Bu ¢alismanin amaci dual-hiperbolik sayilarin i¢in Euler ve De-Moivre formiillerini
gostermektir. Oncelikle dual-hiperbolik sayilar kiimesi ve cebirsel islemleri iizerinde
durulacaktir. Dual-hiperbolik sayilara karsilik gelen aginin gosterimi ve buna bagh
olarak dual-hiperbolik sayilarin {istel ifadesi ortaya konulacaktir. Ayrica dual-
hiperbolik sayilar i¢in Euler ve De-Moivre formiilleri verilerek bir dual-hiperbolik
sayinin kokleri bulunacaktir. Daha sonra dual-hiperbolik sayilarin matris gdsterimleri
de verilecektir. Ayrica bulunan teoremler 6rnekler ile desteklenecektir. Son boliimde

ise bu calismanin sonuclari degerlendirilecektir.



BOLUM 2. KOMPLEKS, HIPERBOLIK VE DUAL SAYILAR

2.1. Kompleks Sayilar

Tamm 2.1.1. R reel sayilar climlesini gostermek {izere, her x ve yreel sayisi i¢in

z= (x, y) ifadesine bir sirali ikili denir. Bu sirali ikililerle tanimlanan R x R climlesi

C olmak iizere
(C:{z=x+iy:x,yeRve i’ =—1}

olarak tanimlanan climleye kompleks sayilar climlesi ve bu climlenin her bir elemanina

kompleks say1 denir. Burada x reel sayisina kompleks sayinin reel kismi ve p reel

sayisina kompleks saymin sanal (imajiner) kismi1 denir [7].

Bir x reel sayisi ile (x,0) kompleks sayisi R’ de aymi noktayi ifade ettiginden
x=(x,0) yazilabilir. Boylece R={(x,0):xeR}cC oldugu goriliiyor. (0,1)
kompleks sayist ise R* deki y ekseni iizerinde 1 birim uzakliktaki noktaya karsilik

gelir. Bu say1 tanim olarak i =(0,1) simgesi ile gosterilir. Bu 7 sayisina C nin sanal

(imajiner) birimi diyecegiz (Sekil 2.1.).

Sekil 2.1. Karmasik saymnin gosterimi



Burada x ve y kompleks sayinin reel ve imajiner kismi olup Rez=x ve Imz=y
seklinde gosterilir. 7 uzakligina ve ¢ agisina sirastyla, kompleks saymin modiilii ve
arglimenti denir. Ayrica z = x —iy ifadesine z kompleks sayisinin eslenigi denir. z

kompleks sayisinin modiilii ise

=z =+
esitligi ile tanimlanir. Boylece
Rez =Rez, Imz=-Imz, |Z| = |z| ve argz =argz
ozellikleri verilebilir.

Tamm 2.1.2. z,z, € C olmak iizere z =x, +ix, ve z, =y +iy, i¢in x, =y, Ve
x, =y, esitlikleri saglaniyor ise bu iki kompleks say1 esittir denir ve z, = z, seklinde

gosterilir [7].

Tamm 2.1.3. z,z, € C olmak lizere z, =x, +ix, ve z, =y, +iy, i¢in +:CxC —>C

toplama islemi
itz =(x+y)+i(x, +,)
seklinde tanimlanir [7].
Tanim 2.1.4. ze C ve z=x+1iy olmak lizere
zte=et+tz=z

denkleminin ¢6ziimii olan e kompleks sayisina C ciimlesi iizerinde + islemine gore

etkisiz elemani denir ve 0 =0+;0 olarak gosterilir [7].



Tanim 2.1.5. z,,z, e C olmak iizere z, =x, +ix, ve z, =y, +iy, i¢in -:C=xC — C

carpma islemi

205, = (xlyl +x2y2)+i(x1y2 +x2)’1)

seklinde tanimlanir [7].

Kompleks saymin kutupsal gosterimi ise z=x+iy =r(cosp+isinp) seklindedir.

Dolayistyla bir kompleks sayisinin eslenigi
Z=x—iy= r(cos(—gp)+isin(—¢))) =r(cosp—ising)
olarak da verilebilir. z kompleks sayisinin arglimenti i¢in

Re:z
—_—= cos(arg Z),
E

mz

|z| =sin(argz), gné=tan(argz)

bagintilar1 yazilabilir. Baska bir deyisle

y

X y .
—=cos@p, —=sing, —=tang
r r X

olarak da verilir.

2.2. Hiperbolik Say1 Sistemi

Kompleks sayilar ile Oklid diizlemi arasindaki iliskiye benzer bir iliski de hiperbolik
sayilar ile Lorentz diizlemi arasinda vardir. Kompleks sayilar Oklid diizlemindeki
koordinatlar ile temsil edilirken hiperbolik sayilarda Lorentz diizlemindeki
koordinatlar ile temsil edilir.



Tanim 2.2.1. R reel sayilar cimlesi ve RxR ctimlesi H olmak iizere
]I-]I:{z=x+jy |x,yeR ve j>=1 (j;til)}

seklinde tanimlanan ciimleye hiperbolik sayilar ciimlesi ve bu ciimlenin her bir
elemanina da hiperbolik say1 denir. Burada x ve yp reel sayilarina sirasiyla, z
hiperbolik sayisinin reel ve sanal kismi1 denir [8].

Tamm 2.2.2. z,, z, e H olmak lizere z =x, + jx, ve z, =y, + jy, iki hiperbolik
sayilar1 i¢in x, =y, ve x, =), esitlikleri varsa z, hiperbolik sayis1 z, sayisina esittir

denir ve z, =z, seklinde gosterilir [8].

Tanim 2.2.3. z, z, € H olmak tizere z =x, +jx, ve z, =y, + jy, iki hiperbolik

sayilart igin +: H xIH — H toplama iglemi

zZ,+z, :(x1 +y1)+j(x2 +y2)
seklinde tanimlanir [8].
Tanmim 2.2.4. z € H ve z=x+ jy olmak lizere
Zte=e+z=z

denkleminin ¢oziimiinden elde edilen e hiperbolik sayisina toplama islemine gore

etkisiz eleman denir ve 0 =0+ jO seklinde gosterilir [8].
Tamm 2.2.5. z € H ve z=x+ j y olmak lizere

z+w=w+z=0



denkleminin ¢6ziimii olan w sayisina toplama islemine gore ters eleman denir ve

w=-x+ j(—y) seklinde gosterilir [8].

Teorem 2.2.1. (IH,+) ikilisi bir abel grubudur [8].

Tanim 2.2.6. z,, z, € H olmak lizere z, = x, + jx, ve z, =y, + jy, hiperbolik sayilar1

icin -: HxH — H ¢arpma islemi
z-z, = (x + ) (o, + ) = (0 + 3,0, )+ J (X0, +x,0,)
seklinde tanimlanir [8].
Tanim 2.2.7. z = x+ jy hiperbolik sayis1 i¢in
z-e=e-z=2z

denkleminin ¢6zlimii olan e sayisina ¢arpma islemine gore etkisiz eleman denir ve

1=1+ ;O seklinde gosterilir [8].
Tanmim 2.2.8. z =x+ jy hiperbolik say1 olmak {izere
z-w=w-z=1

denkleminden elde edilen w hiperbolik sayisina, () islemine gore ters eleman denir

8].

Tanmm 2.2.9. Her z=x+ jyeH hiperbolik sayisi icin z=x—jyeH hiperbolik

sayisina z hiperbolik sayisinin eslenigi denir [8].



. . . . . . Z
Diger taraftan z, =X, +jy, ve z,=x,+jy, iki hiperbolik sayr olmak iizere —-
Z

seklindeki bolme islemini yapmak i¢in pay ve payda z, hiperbolik sayisi ile ¢arpilir.

Yani

zZ (xlxz _ylyz) .(x2y1 _x1yz)
+

2 2 2 2
Z, Xy =W X, =W

oldugu goriiriiliir. Burada son denklem goz Oniine alindiginda hiperbolik sayilarda
z, =0+ ;0 sayis1 ve x, =Fy, olacak sekilde z, =x,+ jy, hiperbolik sayis1 i¢in

bolme islemi yapilamaz.
Boylece herhangi bir z hiperbolik sayisinin |z| modiilii
ol =[ez] =" - |

seklinde tanimlanmasi dikkate alinirsa z = x + jy hiperbolik sayist i¢in

w0 5 2l
W r 5 Hshl

2| =

yazilabilir. Hiperbolik sayilar, sifir bolen yani modiilii |z|=0 hiperbolik sayilara
boliinemez. Bolme iglemini yapabilmek i¢in |x|>|y| ve |y|>|x| durumlarini ayri ayr

incelemek gerekir. O halde |x|>|y| olmak {izere z hiperbolik sayisinin modiili

seklinde elde edilir. Diger taraftan x ve » ayni isaretli olacagindan



ve ¢ sayist i¢in hiperbolik kosiniis, hiperbolik siniis ve hiperbolik tanjant degerleri

sinhg _y _Imz

coshgozszeZ, sinhgo:X:Imz, tanh @ =
r r

|z |z coshp x Rez

seklinde elde edilir.

Diger taraftan |y| > |x| durumunda ise

bulunur. ¢ sayisi i¢in hiperbolik acilar

) R I i
smhgp=£=£, cosh¢=Z=£, tanh @ = =—=
F e r

seklinde elde edilir. ¢ sayisina z hiperbolik sayisinin argiimenti denir ve argz ile

gosterilir. Boylece z hiperbolik sayisi

a) z=r(coshg+ jsinhg)

b) z=r(sinhg+ jcoshg)
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denklemlerinden biriyle gosterilebilir. Burada a sikkindaki sayilara birinci gesit

hiperbolik sayilar ve b sikkindaki sayilara da ikinci ¢esit hiperbolik sayilar denir (Sekil
2.2).

Sekil 2.2. Hiperbolik sayilarin koordinat diizleminde gosterimi

Birinci gesit z = x + jy hiperbolik sayist i¢in z = x— jy olup

|E| = |Z , argz =-—argz
formiilleri elde edilir.

Ancak ikinci ¢esit hiperbolik sayilar i¢in bu formiiller

2l =~l=

, argz =-—argz

esitlikleriyle ile elde edilir. Ciinkii z=x+;jy=r(sinhg+ jcoshg) ise

Z=x—jy= —r(sinh(—(p) + jcosh (—(p)) esitligi vardir.
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Benzer  sekilde  birinci cesit  hiperbolik sayilarin carpimi icin
z, =1 (coshg, + jsinhg) Ve z, =r, (coshg, + jsinhg,) iki hiperbolik say1 olmak
lzere,

2,2, = h1, (cosh((pl +¢,)+ jsinh (¢ + ¢, ))
seklinde elde edilir. ikinci ¢esit hiperbolik sayillarin  carpimi  igin
z, =1 (sinhg + jcoshg ) Ve z, =r,(sinhg, + jcoshg,) 1ki hiperbolik sayr olmak
uzere

z,z, =17, (cosh (@, + @, )+ jsinh (o, + @, ))
esitligi bulunur. Diger taraftan farkli bolgelerdeki hiperbolik sayilarin ¢arpimi igin
z, =1 (coshg, + jsinhg) Ve z, =r, (sinhe, + jcoshg,) iki hiperbolik sayr olmak
uzere

z,z, =11, (sinh (@ +@,)+ jcosh (g + o, ))

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.2. Her z=x+ jyeH hiperbolik sayis1 r=F/x*—)>, p=argjz ve
ke{l,-1,j,—j} olmak iizere z=kr(cosh¢@+ jsinh¢) formunda yazilabileceginden

n € Z sayisl i¢in
" =k"r" (cosh (n@)+ jsinh (n(p))
dir [9].

Teorem 2.2.3. n €N igin cosh(ng) ve sinh(ng) ifadeleri,
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n n n n—=2 : 2
cosh (ng) = 0 cosh” ¢+ ) cosh” psinh® g + ...

. n n—1 - 1 n n-3 : 3
smh(ngo):(l)cosh @sinh ¢)+(3)cosh @sinh’ @ + ..
seklinde ifade edilir [9].

Tamm 2.2.10. weH ve neZ" olmak iizere z" =w esitligini saglayan hiperbolik

sayilarina w hiperbolik sayisinin » -inci dereceden kokleri denir [9].

Teorem 2.2.4. Her z=x+ jy € H hiperbolik sayis1 » =F+/x*—)*, p=In ve

X+y
r

ke{l,-1,j,—j} olmak tizere w=kr(coshp+ jsinhg) hiperbolik sayisinin »-inci

dereceden kokleri

z= Q/z(/;(cosh£+jsinh£j
n n

seklindedir [9].

Teorem 2.2.5. z =x+ jy € H hiperbolik sayisinin karekokii

\/ZZ\/W:\/X_F)};\/X_)’_FJ \/X-l-y;\/x—y
seklinde hesaplanir [9].

I

Teorem 2.2.6. x,yeR olmak iizere M ={A:{
y o x

}} formundaki matrislerin

ciimlesi H hiperbolik sayilar halkasina izomorftur [9].
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2.3. Dual Sayilar

Bu boliimde dual sayilar halkasi hakkinda genel bilgiler verilecektir. Kompleks

sayilardan yola ¢ikilarak sanal kismi i=+/—1’den farkli alimp farkli tanimlar
yapilmistir. Bunlardan biri de R reel sayilar cismi iizerinde 17. ylizyilda Clifford

birimi &” =0 ve & # 0 olan yeni bir say1 sistemi tanimladi. Bu say1 sitemi dual say1

sistemi olarak isimlendirilmistir ve A=a+&a’ (a, a e R) seklinde tanimlanmistir.

Tamim 2.3.1. Her x, x* € R igin X =(x,x") ikilisine bir siralu ikili denir. Bu sekilde

tanimlanan R xR ciimlesi D ile gdsterelim, o halde
D= {(x, x*): X, x € R}
cliimlesi iizerinde tanimlanan;

1-) ®:DxD—->D ; X@Yz(x,x*)®(y,y*)=(x+y, x*+y*)
2-) O:DxD—>D ; XOYz(x,x*)O(y,y*)z(xy,xy*+x*y)

3-)X=(x,x*) ve Yz(y,y*)e]D) igin x=y, x =y

islemleriyle birlikte D ciimlesine dual sayilar ciimlesi ve her (x, x*) e D sirali ikilisine

ise bir dual say1 denir [10].

Teorem 2.3.1. D dual sayilar ciimlesi olmak iizere (]D),@,O) ticliisii birimli ve

degismeli bir halka belirtir [10].

Teorem 2.3.2. D dual sayilar climlesi iizerinde tanimlanan ((—B) ve (@) islemleriyle

birlikte bir cisim degildir [10].
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Tamm 2.3.2. (D,®) grup yapisinin birimi 0=(0, 0)olup halkanin sifir1 ve (I,0)
yapisinin birimi 1=(1,0) olup halkanin reel birimi olarak adlandirihr. (0,1)=¢

halkanin dual birimi olup &* =0 dir [10].

Tanim 2.3.3. Her X = (x, x*) €D dual sayisinda "x" reel sayisina X dual sayisinin

* .
reel kismi, "x " reel sayisina da X dual sayisinin dual kismi denir ve sirasiyla

Re X =x ve DuX =x" seklinde ifade edilir [10].

Teorem 2.3.3. Her X = (x, x*) eD dual sayis1 X =x+ex" seklinde yazilabilir [10].

Tamim 2.3.4. X bir dual say1 olmak iizere X =x+¢&x dual sayisinin mutlak degeri

|x| reel sayisina karsilik gelir ve
|X| = ‘x+€x*‘ = |x|
esitligi ile ifade edilir. Fakat bu tanim D dual say1 climlesinde bir metrik vermez [10].
Teorem 2.3.4. X bir dual say1 olmak lizere
|X|=‘x+gx*‘=0 & x=0
dir [10].

Teorem 2.3.5. Iki dual sayismin carpimmin mutlak degeri, mutlak degerlerinin

carpimina esittir. Yani
|Xl-X2|:‘(x1+gxl*)-(x2+gx;)‘ = |X1||X2|:‘xl+gxl*Hx2+gx;‘

dir [10].
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Teorem 2.3.6. V X, X, €D dual sayilar1 i¢in

| X, + X, | <| X, |+]X, |

esitsizligi saglanir [10].

Tamm 2.3.5. Her X =x+¢x €D dual sayisi igin X =x—&x" dual sayisina X dual

sayisinin eslenigi denir [10].

Teorem 2.3.7. VX €D olmak uUzere

1. VX eD igin X ’nin dual eslenigi X | yani ()_() =X,

ii. VX, X,eDi¢in X, +X, =X, +X,,

e . . * . . Y
. VX,X,eDigin X,-X, =X X, ve X, ;t(O,x ) i¢in (TIJ: ,

2
s

iv. VX eD igin X - X =|X

v.VXeDigin X+X =2ReX, X—X =2cDuX ve X =X ise X e R
Ozellikleri saglanir [10].

Ispat:

Dogrudan dogruya hesaplamalar ile ispat1 yapmak miimkiindjir.

Teorem 2.3.8. /:D— D fonksiyonu f:X —> X seklinde tanimlansin. Bu taktirde f

bir izomorfizim (permiitasyon) dir.

Dual sayilar hakkindaki birgok teorem dual sayilarin esleniklerinin kullanilmasi ile

kolayca ispatlanabilir. Ornegin iki dual saymin boliimii eslenik dual sayilarin

kullanilmas ile elde edilebilir. X, # (0,x,) olmak iizere,
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X & +ex))(x, —x;) _ N +e(x X, —x,x,)

3 * * 2
X, (x,+e&x))(x,—¢€x,) X,

olarak elde edilir. Ayrica

* *
X—&X 1 &x
2

1
X (x+ex)(x—ex’) x «x

bulunur. Bir diger 8rnek olarak | X, X,| =|X,||.X,| verilebilir. Buradan

|X1 "Xv2|2 :(Xl 'Xz)(Xl 'Xz)
= (X, X,)(X, - X,)
= (X, X)(X, X,)
:|X1|2|X2|2

ve X, X[ =[x ]|

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.9. Her X =x+&x €D olmak iizere X = B } formundaki matrislerin

X

climlesi M ile D dual sayilar ciimlesi izomorftur [10].
Ispat:

f:D->M

fonksiyonu

faan=(5 )

X

olarak tanimlandigina gére f nin bir izomorfizim oldugu gosterilecektir.

f lineerdir: X=(x,x"), Y=(»,»") €D, A € R olmak lizere
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J(XHAY) =f(X)+ 21 (Y)
dir. Boylece,

f(X+/IY):(x+/1y x*+ly*J

x+Ay
15 7)
0 x 0 vy
elde edilir. Ayrica
S(AX-Y)=2f(X)-/(Y)

odugundan

Fax+yy=a| P YRV fx )y Y
0 Xy 0 x )0 vy
elde edllir.

f birebirdir: VX =Y eD i¢in f(X)# f(Y) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

X=(,x"), Y=,y )eDicin X #Yise x#y ve x" # )" olacagindan

x X[y
0 x 0 vy
olur. Dolayisiyla f(X) = f(Y) dir.

f ortendir: M deki her bir f(X) matrisi D deki bir tek X= (x,x") dual

sayisinin f ile elde edilmis bir goriintiisiidiir. O halde D ile M izomorftur.
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M deki elemanlarin toplam1 matris toplami ve ¢arpimi da matris ¢carpimi olarak sirasi
ille D deki toplama ve carpma islemlerine karsilik tutulursa asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.3.10. x, x' € R olmak iizere

x X
J(X)= [ j
0 x
formundaki matrislerin ciimlesi M ise (M,+, ) birimli ve degisimli bir halkadir.

(I\\/JI,+,-) ve (ID,®,©) halkalar1 izomorf oldugundan literatiirde dual sayilar halkas1

(M,+,-) olarak ve dual sayilar da f(X )2(3 * J formundaki matrisler olarak
X

tanimlanir.

(D,&®,©) halkasinin toplama iglemine gore etkisiz elemani olan (0,0), (M,+,-)

halkasinin

0o[0 ©
JO.0=| ",

seklindeki matrisine izomorftur. Benzer sekilde ¢arpma isleminin etkisiz elemani

(1,0) *a izomorf olan matris

Lor[1 ©
SA0=

seklindedir. £ =(0,1) ’1n izomorfu ise
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0.1) = 0 1
f(s)_(o Oj

matrisidir.

Teorem 2.3.11. n € N olmak iizere
X" = (x+8x*)n =x"+enx""'x"
dir [10].
Teorem 2.3.12. X =x+e&x €D dual sayisinin 0=(0,0) daki Taylor agilimi

x2 n

Zr(0) 44 1 (0)+..

21 n!
dir [10].

Buradan herhangi bir dual say1 i¢in F(x)= f'(x) in x=0 anindaki Taylor agilimi

g0z Oniine alinirsa
f(x+ex')=f(x)+ex"f'(x)
bagintisi elde edilir. Boylece
cos(x + 8x*) =cosx—e&x sinx

sin(x+8x*) =sinx+&x cosx

tan(x + gx*) =tanx+e&x’ (1 +tan’ x)

bagintilar1 yazilabilir.
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{D,®,R,+,-,0} dual sayilarm vektdr uzayi, {Gz,[+],R,+,-,[-]} Galilean vektor
uzayina izomorftur. Burada [+] islemi G* uzayinda iki vektoriin toplama islemi, []

islemi ise bir skalerle G* uzayinda bir vektdriin ¢arpimi olan dis islemidir (ID) = GZ)

[11]. Galile geometrisi, Oklid dis1 geometrilerdendir ve Galile hareketleri denildiginde
shear (makas) hareketleri akla gelmektedir. Bu konuda diizlemsel Galile hareketleri

Yaglom tarafindan genis bir sekilde incelenmistir, [11].

Galilean diizlemde birim ¢emberler ||z| =1 ifadesiyle karakterize edilir, yani x = =1

dir. Ayrica Sekil 2.3 ten de goriilecegi gibi Galilean diizlem iki bolgeye ayrilir.

II I

Sekil 2.3 Galilean birim ¢gemberi

Galilean diizlemde /, OM dogrusunu ve @ agisini gostersin.

Buradan,

lOP| 1
058 () = o0 "1
. ~ (MP) _a
sing(e) =00y "1 ¢

bulunur.



/ dogrusu ile aralarindaki a¢1 £ olacak sekilde d dogrusu verilsin. Bu durumda

11 M

/

Sekil 2.4. Galilean ag1
cosg(a+pf)=1 ve sing(a+pB)=a+pf=al+pl
oldugundan
cosg(a +,B) = cosg(a)cosg(ﬂ)

sing(a + f3) = sing (&) cosg( B) + cosg(a ) sing(B)

yazilabilir [11].
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BOLUM 3. DUAL-HIPERBOLIK SAYILAR

V. Majernik ¢ok bilesenli say1 sistemi iizerinde calismistir. Dort bilesenli sayi
sisteminin iizerinde kompleks, dual ve ikili (binary) kuaterniyonlar {izerine cebirsel
Ozellikleri incelemistir. Bu ¢alismalarinda Euler ve de Moivre formiillerini vermistir
[12]. Daha sonra F. Messelmi dual-kompleks sayilar ve onlarin holomorfik
fonksiyonlar1 tizerine ¢calismistir [13]. Bu tezde yukaridaki ¢alismalar dikkate alinarak
ilk dnce dual-hiperbolik sayilarin cebirsel 6zellikleri verilecek. Daha sonra bu cebirsel
Ozellikleri kullanilarak dual-hiperbolik sayilar i¢cin Euler ve de Moivre formiilleri elde
edilecektir. Herhangi bir dual-hiperbolik saymin kokiinii bulup 6rnekler ile bulunanlar

desteklenecektir.
3.1. Dual-Hiperbolik Sayilarin Yapisi

Tanim 3.1.1. z,z, e H iki hiperbolik sayr olmak {izere (z,z,) sirah ikilisinin

hiperbolik birimi 1 ve dual birimi & olmak iizere
w = Z1 + 822
sayisina dual-hiperbolik say1 denir ve dual-hiperbolik sayilar climlesi
]I))]HI:{a)zz1 +ez,|z.z,eHve & =O,€¢O}
esitligi ile tanimlanir. Burada x,, x,, y,, ¥, € R z, =x, + jx,, z, =y, +jy, € H i¢gin

O=X,+X,J+yE+V,jE
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seklinde dual-hiperbolik sayis1 yazilabilir [ 14].

Tanm 3.1.2. w=x, +x,j+y,e+y,je € DH dual-hiperbolik sayis1 i¢in

Rew=x,

reel sayisi, @ dual-hiperbolik sayisinin reel kismi olarak adlandirilir [14].

Tanm 3.1.3. w=z +¢z, dual-hiperbolik sayis1 i¢in z ve z, hiperbolik sayilari

strastyla hiperbolik ve dual kisim olarak adlandirilir [14].

Tanm 3.14. @ =z +¢&z,, @, =z,+¢z, € DH dual-hiperbolik sayilar olmak tizere

dual-hiperbolik sayilarda toplama ve ¢ikarma islemi

esitligi ile tanimlanir [ 14].

Tamm 3.1.5. @, =z +¢z,, @, =z, +&z, € DH dual-hiperbolik sayilar olmak tizere

dual-hiperbolik sayilarda ¢arpma islemi

o x 0, =(z,+&z,)x(zy +€z,) = 2,2, + €(z,2, + 2,2;)

seklinde tanimlanir [14].

Tanim 3.1.6. @ =z, +¢&z,, o, =z, +&z, € DH dual-hiperbolik sayilar ve Rew, #0

olmak iizere dual-hiperbolik sayilarda bolme islemi

o _z+éz

, Z3-|-¢C,'Z4
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(z,+¢2,)(z,—€z,) _A, DA

(Z3+€Z4)(Z3—8Z4) Zy Z3

seklindedir [14].
3.2. Dual-Hiperbolik Sayilarin Eslenik ve Modiil

Tamm 3.2.1. A= {gz2 |z, eH, & = O} cimlesini DH dual-hiperbolik say1

ciimlesinin sifir bélen climlesi olarak tanimlayalim. O halde w =z, + £z, e DH dual-

hiperbolik sayisi i¢in bes farkli eslenik

o' =z +¢z,, (hiperbolik eslenik)
0" =z ¢z, (dual eslenik )
0" =z ¢z, (sift eslenik)
o' = Z_1 [1 -& Z—zj (a) e DH - A) , (dual - hiperbolik eslenik)
Zl
0" =z,-¢&z, (anti-dual eslenik )
seklinde verilir ve buradaki "—" sembolii hiperbolik eslenigi temsil eder [14].

Tanim 3.2.2 o=z, +¢z, € DH dual-hiperbolik sayisin1 goz 6niine alalim. O halde o

dual-hiperbolik saysinin modiilii |e| . (1<i<5) olmak iizere,

|a)|?I =oxo" = |z1 |2 +2¢ Re(zlfz) eD,

|a)? =oxo"” =z eH,

2

|a)|j3 =oxa" :|zl|2 —2jelm(zz,) € DH,
|a);4 =wxo" :|Z1|2 eR (weDH-A),
|a)|i =ox0" =2z, +&(z; —zf)e]D)]HI,
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bes farkli modiil tanimlanir [14].
Teorem 3.2.1. w =z, + &z, € DH dual-hiperbolik sayis1 i¢in
L o+re' = 2Re(z)+&2Re(z,)eD,

ii. o+’ =2(z)eH,

iii. w+" =2Re(z)+¢&j2Im(z,),

. T4 - ZZZl
. o+ :(zl+zl)+€(zz— j(zlqr&O),

Z

Vot =(z+z)+e(z-z)

esitlikleri saglanir [14].

Teorem 3.2.2. w,w,,w, € DH dual-hiperbolik sayilar olmak tizere

i.(a)h) =w, (i:l,...,4 ve o iginzl;tO)

iii. (e, +a)2)+i o, +a, , (i=1,...,5)

. fi fio i . 4. .
1V.(a)la)2) =m o, , (z=l,...,4 ve @ iginz ;tO)

v.(lj =L (z,#0), (i=1,...,4)

esitlikleri saglanir [14].
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3.3. Dual-Hiperbolik Sayilari Ustel Gosterimi

Tamm 3.3.1. @ =z, + ¢z, dual-hiperbolik sayisin1 alalim, dual-hiperbolik sayilar

i¢cin kuvvet alma iglemi

o =(z,+éez,) = (g]z +mz (e2,) +...+(Zj(szz )

=z"+enz""z, (82 =g :...:0)
seklinde yazilir.

Diger taraftan tim z =x +jy, €H i¢in tanimlanan e istel fonksiyonu, DH

irine e” =e =e' +¢gez,=e &z 1 isletilebilir. Bu e
cebirine e” =e"? =¢" +ge”z, =" (1+¢&z,) seklinde genisletilebilir. Buradan e

d’e =¢” oldugu gorilir. Boylece herhangi bir

istel fonksiyonunun
yA
1

w=z +&z, e DH— A dual-hiperbolik say1s1 i¢in

z
2.

w=ze’

yazilabilir. Burada |x,|>|y,| ve r=|z|=%x>—»’ i¢in z =r(coshg+ jsinhg),

In|> x| ve r=|z|=%»’ =% igin z =r(sinh @+ jcosh ) sekildedir.

z
&2

Tanim 3.3.2. @ = z, + z,& dual-hiperbolik sayisinin iistel gosterimi @ =z, e * olmak

iizere buradaki 22 dual hiperbolik agisina dual hiperbolik sayisinin arglimenti denir

Z

ve argw = -2 = ¢ olarak gosterilir.
2
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3.4. Dual-Hiperbolik Sayilar icin Euler ve De-Moivre Formiilleri

Teorem 3.4.1. Herhangi @ =z, + £z, € DH — A dual-hiperbolik sayis1 ve ¢ agis1 @

dual-hiperbolik sayisinin esas argliimenti olmak tizere

®=_ze”

r(cosh g+ jsinh @) (cosg(p) + esing(9)), |x,| > |y,| ise

=21 (cosg(p) + esing(p)) = {r (sinh @+ jcosh @)(cosg(p) + esing(p)),

y1| > |xl| ise
dir.
s

2

Ispat. w= z, + &z, e DH— A dual-hiperbolik sayisinin iistel gosterimi @ =z, e

oldugunu ve buradaki 22 dual-hiperbolik agisinin arg @ = 22 = ¢ esas argiimentine
2 2

karsilik geldiginden dolay1

o e )

— o _ LA,
w=ze —zl[l+g(p+ Y 31

acilimi yapilabilir. Diger taraftan Galilean ac1 tanimlar1 goz dniine alinira cosg(¢) =1

ve sing(¢) = ¢ oldugundan

w=ze" =z (1+¢p)

=z, (cosg(q)) + gsing((p))

oldugu goriiliir. Son olarak |xl|>| y1| veya | y1| >|x1| durumlar1 i¢in ayr1 ayri

z, =x, + j ¥, € H hiperbolik sayisinin degerleri yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Teorem 3.4.2. w=z +¢&z, e DH—-A dual-hiperbolik say1 ve argw = 22 = p olmak

Z

luzere
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dir.

Ispat. ¢ ifadesi i¢in Euler formiiliine gore agilimi yapilirsa

1 1
sp 2 3
¢ (1+e¢+(8¢)) +(8(p) +j
2! 3!
B 1
cosg(p) + esing(p)

ifadesi elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

1 1 (cosg(p) — esing(p))
e cosg(p)+ssing(p) (cosg(p) - esing(p))

_ cosg(g) — esing(p)
cosg® ()

elde edilir. Ayrica cosg(e) =1 esitliginden

1 .
o = cosg(p) —esing(p)

elde edilir. Son olarak

1 )
- = cosg(¢) — ssing(p)
e

= cosg(—¢) + esing(—p) = ")

yazilabilir.
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Teorem 3.4.3. w=z +&z, e DH—A dual-hiperbolik say1s1

w = z,e” =z, (cosg(p) + esing(p))

formunda yazilabileceginden n € Z i¢in

o' = (zle‘“” )n =(z,(cosg(p) + esing(¢))" =z," (cosg(ng) + esing(ngp))
dir.

Ispat. Oncelikli olarak n € N i¢in De-Moivre formiiliiniin dogru oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in Galelian trigonometrik 6zdeslikler goz 6niine alinirsa, @ = z,e” e DH - A

dual-hiperbolik sayis1 7 = 2 i¢in

(zleg"’ )2 =z, (cosg(p) + esing(9) ) z, (cosg(p) + £sing(9))
= 27 (cos’g(p) + £ (cosg(p)sing(p) +sing(¢)cosg(p)) )
=z, (cosg(2¢) + sing(29))

dir. n = k i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edelim. Yani;

(z,(cosg(p) + gsing((p))k =z, (cosg(ke) + esing(kp))

olsun. Simdi n = k +1i¢in

(21 (cosg(p)+ esing(p)) " =z (cosg(p)+ &sing(p))' (= (cosg(p) + zsing(p))
= z," (cosg(kg) + esing(k)) z, (cosg(kg) + esing(kp) )
=z (cosg(k(p)cosg(q)) +& (cosg(kgo)sing((p) + sing(k(p)cosg((/))))
=z, (cosg((k +1)p) + esing((k +1)p) )

elde  edilir ~ Burada x| > || ve r=z|=Fx* =y’ igin

zf =r*(cosh(ke)+ jsinh(kp)),  |y|>|x] ve r=|z|=Fyn’-x> icin
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zf =r*(sinh(ke)+ jcosh(ke)) sekildedir. Diger taraftan @ =ze” e DH—-A dual-

hiperbolik sayis1 i¢cin #» € N i¢in

™" =z " (cosg(ng) —esing(ny))
=z (cosg(—n(p) + gsing(—ngo))

yazilabileceginden her n € Z igin

o' = (zle‘“”) =(z,(cosg(p) + esing(¢))" =z," (cosg(ng) + esing(ngp))
oldugu goriiliir.

Ornek 3.4.1. w=1+j+2&+2¢; dual-hiperbolik sayist i¢cin @ dual-hiperbolik

sayisinin dordiincii kuvvetini ((04) gostermeye calisalim. Burada @ dual-hiperbolik

Sayisini

a)=zl+gzz

seklinde yazilirsa z, =1+ j ve z, =2+2/ hiperbolik sayilar1 olur. W dual-hiperbolik

sayisinin arglimenti EERE 2¢ olarak alinir @ dual-hiperbolik sayisinin kutupsal formu
2

o = z, (cosg(p) + esing(p))
olarak yazilabilir. Buradan Teorem 3.4.3. geregince

o' =z (cosg(4p) + esing(49))

olur. Burada Galilean trigonometrik fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilirsa
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o' =(1+ )" (1+¢8)

=(8+8))(1+¢64)=(8+8)+&(32+32))

bulunur.

Ornek 3.4.2. w=1+j+e+3¢; dual-hiperbolik sayisi igin @* vew" degerlerini
bulalim. z,z, eH ve z =1+j,z, =1+3; alinsin. @w=z +z,& seklinde yazilan

. . . 1435 .
dual-hiperbolik say1 icin Lo 1 .Jz(p argiimenti almir. Doyisiyla @ dual-
Z +J

hiperbolik sayisinin kutupsal formu @ = z, (cos g(p)+esin g((p)) dir. Buradan

@’ = z,* (cosg(2¢) + esing(2¢))

=(1+j)2(1+52(1;3j)j

(1+))
=2+2j

Ve

@" =2z (cosg(10¢p) + esing(10¢)

=(1+j)" {1+glo((11:3f))J

=512+512;

olarak bulunur.

Teorem 3.4.8. w =z, +z,& bir dual-hiperbolik say1 olmak iizere, @ dual-hiperbolik

sayisinin #. dereceden kokii
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Yo = \/Z (cosg (%j " gsing(%jj

seklindedir.

Ispat. W=z +2z,E dual-hiperbolik say1sinin kutupsal gosterimi

o = z, (cosg(p) + esing(¢)) seklindedir. Burada
@" =(z,(cosg(p) + esing(p) )" =z," (cosg(ng) + esing(ng))

oldugunu Teorem 3.4.3. te gosterdik. Dolayisiyla
o 1 1
Yo =" = z," (cosg (— qoj + gsing (— (pD = {/Z(cosg [QJ + &sing (QD
n n n n

esitligi gosterilmis olur.

3.5. Dual-Hiperbolik Sayilarin Logaritma Fonksiyonu ve Matris Gosterimi

Z
e22

Tanmm3.5.1.Her o=z, +¢z, =z 2 dual-hiperbolik sayisinin logaritma fonksiyonu

Inw= ln(zlegzl] = [ln z,+In egZ‘J

V4
=Inz,+¢2=Inz +¢(argw)
z
1

bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 3.5.2 x,,x,,x; ve x, reel sayilar olmak iizere w=x, +x,j+x,&+x,&j dual-

hiperbolik sayis1 olsun. Her » € DH i¢in sol lineer doniistim
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L, :DH — DH

7 —)Lw(r):ra)

seklinde tanimlanir. Bu doniisiim bire bir ve ortendir. DH dual-hiperbolik sayilar

kiimesinin {1, J,E, € j} baz vektorleri kullanilarak;

D) =1(x, + %,/ + X6+ X,6] ) =X, + X, ] + X6+ X,E ]

(
(J)=J(x+x,j+x6+x,6))=xj+x, +X,6j +x,6

L,(e)=¢(x,+x,j+x6+x,6])=x6+X,6]
(

L,(ej)=¢j(x+x,j+X,6+x,6))=x6j+x,6

seklindedir. Buradan

oldugu goriiliir.

bulunur.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Yapilan bu tezde “Dual sayilarin bilesenleri hiperbolik say1 olursa ne olur?” sorusu
tizerine duruldu. Boylece yapilan arastirmalar sonucunda dual-hiperbolik sayilar
tanimlandi ve cebirsel yapisiyla ilgili teoremler verildi. Daha sonra bilinen De-Moivre

ve Euler formiilleri aciklanarak dual-hiperbolik sayilardaki karsiliklar aragtirildi.

Bu tezde yapilan dual-hiperbolik sayilar sistemi sayesinde bilinen teoremler daha
genis sayl sistemlerine tasinmis oldu. Ayrica yapmis oldugumuz g¢alisma genel

nitelikte olup, bundan sonraki ¢aligmalara temel olacak niteliktedir.
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