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ee  : Birim vektör 

e  : Dual birim 

 : Dual sayılar cümlesi 

 : Dual-Hiperbolik sayılar cümlesi  

†w  : Dual-Hiperbolik sayıların eşleği  

4G  : Galilean uzayı  

[ ].  : Galilean uzayında dış işlem 

 : Hiperbolik sayı cümlesi 

z  : Hiperbolik sayıların eşleniği 

( )´  : Kuaterniyon çarpımı 

 : Kompleks sayılar cümlesi 

( )×  : Öklid iç çarpım 

   : Reel sayılar cümlesi 

 : Tam sayılar cümlesi 

( )Ù  : Vektörel çarpım 
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ÖZET 

 
 

 

Anahtar kelimeler: Dual-Hiperbolik Sayılar, De-Moivre Formülü, Euler Formülü 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 
bölümde kompleks, hiperbolik ve dual sayılar tanıtılmıştır.  
 

Üçüncü bölüm tezin orijinal kısmını oluşturmaktadır. Tezin orijinal kısmı beş alt 

bölüm halinde düzenlenmiştir. İlk bölümde dual-hiperbolik sayıların cebirsel yapıları 
tanıtılmış ve trigonometrik değerler verilmiştir. Daha sonra dual-hiperbolik sayıların 
üstel gösterimi türetilmiş ve bu gösterim ile Euler formülü verilmiştir. Ayrıca Euler 

formülü yardımıyla De-Moivre formülü bulunmuştur. Son olarak dual-hiperbolik 

sayıların logaritmik ve matris gösterimleri verilmiştir. 
 

Dördüncü bölümde bu tezin bir değerlendirilmesi yapılmış ve bundan sonra yapılacak 
araştırmalara yönelik önerilerde bulunulmuştur.  
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DE-MOIVRE FORMULA FOR DUAL-HYPERBOLIC NUMBERS 

 

 

SUMMARY 

 

 
 

Keywords: Dual-Hyperbolic Numbers, De-Moivre Formula, Euler Formula 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction. In the second 

part complex, hyperbolic and dual numbers are introduced.  

 

The third part is the original part of the thesis. The original part of the thesis is 

organized in five sub-sections. In the fırst chapter, algebraic strutures of dual-

hyperbolic numbers are introduced and trigonometric values are given. Then the 

exponential representation of the dual-hyperbolic numbers is derived and the Euler 

formula is given. Finally, logarithmic and matrix representations of dual-hyperbolic 

numbers are given.  
 

In the fourth chapter of this thesis, the general evaluation of the study is given and a 

suggestion is proposed for further investigations. 

  



 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ  

 

 

İtalyan matematikçi G. Carden kompleks sayılar için a b+ -  ifadesini ve R. 

Bombelli ise 1-  ifadesini kullandı. Fransız filozof R. Descartes kompleks sayıları 

ifade etmek için kartezyen koordinat sistemini geliştirdi ve ilk defa “imaginery” 

terimini kullandı. Fakat kompleks sayılar için ilk defa Leonard Euler 1i = -  ifadesini 

tanımlamıştır [1]. Daha sonra da Euler kompleks sayıların üstel gösterimi olarak 

cos sinie iq q q= +  eşitliğini gösterdi. Abraham de Moivre kendi adı ile bilinen De-

Moivre formülünü 

 

( )cos sin cos( ) sin( )
n

i n i nq q q q+ = +  

 

şeklinde geliştirmiştir. 

 

17. yüzyılda Clifford 2 0e =  ve 0e ¹  olan yeni bir sayı sistemi tanımlandı. Bu sayı 

sistemini geometrik araştırmalarda kullanmıştır. Clifford tarafından, kompleks sayı 

sistemine benzer olarak bir dual sayı *A a ae= +  ( ), *a a Î )  şeklinde tanımlandı [2]. 

Daha sonra A. P. Kotelnikov ve E. Study tarafından çizgi geometrisinde ve mekaniğin 

uygulamalarında dual sayılar ve dual vektörleri kullanılmıştır, [3,4]. 

 

Kompleks sayılar ile 2-boyutlu düzlemin ilişkisini çok iyi bilen ve 4-boyutlu 

kuaterniyon cebirini tanımlayan W. R. Hamilton, bu ilişkiyi 3-boyutlu uzaylarla 

ilişkilendirmek amacıyla, 3-boyutlu bir cebirsel yapı aradı. Hamilton 19. yüzyılda “2-

boyutlu uzaylarda dönme varsa neden 3-boyutlu uzaylarda?” diyerek başlattığı 
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çalışmasında kuaterniyonları keşfetti. Bu keşfini, Brougham Köprüsü altında 

dinlenirken yaptı ve orada bulunan bir taşa yazdı. Daha sonrasında birim vektörleri 

 
2 2 2i j k ijk= = =  

 

şeklinde tanımlandı. 

 

Bu olay herkes tarafından bilindiği için, dünyanın dört bir yanından insanlar bu 

köprüyü “Hamilton Köprüsü” olarak bilir. Kuaterniyonlar, bilim dünyasında çok 

büyük etkiye sahiptir. Matematik dışında fizik, kuantum fiziği, metafizik, mühendislik 

gibi birçok bilim dalında kullanılır. 

 

Kompleks sayılara benzer olan bir diğer sayı sistemi de hiperbolik sayılardır. 

Hiperbolik sayı sistemi ilk defa J. Cockle tarafından kullanılmıştır. Hiperbolik sayılar 

z x j y= +  ( ),x yÎ )  şeklinde ifade edilir ve burada j  ( )2 1,j j= Ï )  hiperbolik 

imajiner kısım olarak adlandırılır. 20. Yüzyılın sonunda O. Bodnar, A. Stakhov ve I. 

S. Tkachenko altın oran yarıdımı ile hiperbolik fonksiyon sınıfını ortaya koydu [5]. 

Son zamanlarda yapılan önemli çalışmalardan biri de A. Harkin ve J. Harkin tarafından 

yapılan çalışmadır. Bu çalışmada kompleks, hiperbolik ve dual sayıları içeren 

genelleştirilmiş trigonometri çalışılmıştır [6]. 

 

Bu çalışmanın amacı dual-hiperbolik sayıların için Euler ve De-Moivre formüllerini 

göstermektir. Öncelikle dual-hiperbolik sayılar kümesi ve cebirsel işlemleri üzerinde 

durulacaktır. Dual-hiperbolik sayılara karşılık gelen açının gösterimi ve buna bağlı 

olarak dual-hiperbolik sayıların üstel ifadesi ortaya konulacaktır. Ayrıca dual-

hiperbolik sayılar için Euler ve De-Moivre formülleri verilerek bir dual-hiperbolik 

sayının kökleri bulunacaktır. Daha sonra dual-hiperbolik sayıların matris gösterimleri 

de verilecektir. Ayrıca bulunan teoremler örnekler ile desteklenecektir. Son bölümde 

ise bu çalışmanın sonuçları değerlendirilecektir. 

 

 

 



 

 

 

BÖLÜM 2. KOMPLEKS, HİPERBOLİK VE DUAL SAYILAR 

 

 

2.1. Kompleks Sayılar 

 

Tanım 2.1.1.  reel sayılar cümlesini göstermek üzere, her  ve x y reel sayısı için 

( ),z x y=  ifadesine bir sıralı ikili denir. Bu sıralı ikililerle tanımlanan ´́ cümlesi 

 olmak üzere 

 

{ }2: ,  ve 1z x iy x y i= = + Î = -{ }2: ,  ve 12z x iy x y i: ,  ve : ,  ve = { 2z x iyz x iy : ,  ve : ,  ve : ,   

 

olarak tanımlanan cümleye kompleks sayılar cümlesi ve bu cümlenin her bir elemanına 

kompleks sayı denir. Burada x  reel sayısına kompleks sayının reel kısmı ve y  reel 

sayısına kompleks sayının sanal (imajiner) kısmı denir [7]. 

 

Bir x  reel sayısı ile ( ), 0x  kompleks sayısı 22
 de aynı noktayı ifade ettiğinden 

( ,0)x x=  yazılabilir. Böylece {( ,0) : }x x= Î Ì{( ,0) : }( ,0) :( ,0) := Ì{( ,0) : },( ,0) :( ,0) :  olduğu görülüyor. ( )0,1  

kompleks sayısı ise 22
 deki y  ekseni üzerinde 1  birim uzaklıktaki noktaya karşılık 

gelir. Bu sayı tanım olarak (0,1)i =  simgesi ile gösterilir. Bu i  sayısına  nin sanal 

(imajiner) birimi diyeceğiz (Şekil 2.1.). 

 

 

Şekil 2.1. Karmaşık sayının gösterimi 
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Burada x  ve y  kompleks sayının reel ve imajiner kısmı olup Re z x=  ve Im z y=  

şeklinde gösterilir. r uzaklığına ve j  açısına sırasıyla, kompleks sayının modülü ve 

argümenti denir. Ayrıca z x iy= -  ifadesine z  kompleks sayısının eşleniği denir. z  

kompleks sayısının modülü ise  

 

2 2z zz x y= = +  

 

eşitliği ile tanımlanır. Böylece 

 

Re Re , Im Im , ve arg argz z z z z z z z= = - = =  

 

özellikleri verilebilir.  

 

Tanım 2.1.2. 1 2,z z Î  olmak üzere 1 1 2 2 1 2  ve   z x ix z y iy= + = +  için 1 1  x y=  ve

2 2 x y=  eşitlikleri sağlanıyor ise bu iki kompleks sayı eşittir denir ve 1 2z z=  şeklinde 

gösterilir [7]. 

 

Tanım 2.1.3. 1 2,z z Î  olmak üzere 1 1 2 2 1 2 ve  z x ix z y iy= + = +  için :+ ´ ®´ ®  

toplama işlemi 

 

( ) ( )1 2 1 1 2 2z z x y i x y+ = + + +  

 

şeklinde tanımlanır [7]. 

 

Tanım 2.1.4. zÎ  ve z x iy= +  olmak üzere  

 

                                               z e e z z+ = + =  

 

denkleminin çözümü olan e  kompleks sayısına  cümlesi üzerinde +  işlemine göre 

etkisiz elemanı denir ve 0 0 0i= +  olarak gösterilir [7]. 
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Tanım 2.1.5. 
1 2,z z Î  olmak üzere 1 1 2 2 1 2 ve  z x ix z y iy= + = +  için :× ´ ®× ´ ®  

çarpma işlemi  

 

( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 2 1z z x y x y i x y x y× = + + +  

 

şeklinde tanımlanır [7].  

 

Kompleks sayının kutupsal gösterimi ise ( )cos sinz x iy r ij j= + = +  şeklindedir. 

Dolayısıyla bir kompleks sayısının eşleniği  

 

( ) ( )( ) ( )cos sin cos sinz x iy r i r ij j j j= - = - + - = -  

 

olarak da verilebilir. z  kompleks sayısının argümenti için 

 

( ) ( ) ( )Re Im Im
cos arg , sin arg , tan arg

Re

z z z
z z z

z z z
= = =  

 

bağıntıları yazılabilir. Başka bir deyişle 

 

cos , sin , tan
x y y

r r x
j j j= = =  

 

olarak da verilir. 

 

2.2. Hiperbolik Sayı Sistemi 

 

Kompleks sayılar ile Öklid düzlemi arasındaki ilişkiye benzer bir ilişki de hiperbolik 

sayılar ile Lorentz düzlemi arasında vardır. Kompleks sayılar Öklid düzlemindeki 

koordinatlar ile temsil edilirken hiperbolik sayılarda Lorentz düzlemindeki 

koordinatlar ile temsil edilir. 
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Tanım 2.2.1.  reel sayılar cümlesi ve  ´  cümlesi ! olmak üzere 

 

( ){ }2 | ,  ve  1 1z x jy x y j j= = + Î = ¹ ±22j ve   ve  2 ve  2{z x= {z xz x  

 

şeklinde tanımlanan cümleye hiperbolik sayılar cümlesi ve bu cümlenin her bir 

elemanına da hiperbolik sayı denir. Burada x  ve y  reel sayılarına sırasıyla, z

hiperbolik sayısının reel ve sanal kısmı denir [8].  

 

Tanım 2.2.2. 1 2,  z z Î  olmak üzere 1 1 2z x jx= +  ve 2 1 2z y jy= +  iki hiperbolik 

sayıları için 1 1x y=  ve 2 2x y=  eşitlikleri varsa 1z  hiperbolik sayısı 2z  sayısına eşittir 

denir ve 1 2z z=  şeklinde gösterilir [8].  

 

Tanım 2.2.3. 1 2,  z z Î  olmak üzere 1 1 2z x jx= +  ve 2 1 2z y jy= +  !k! h!perbol!k 

sayıları !ç!n :+ ´ ®´ ®  toplama !şlem! 

 

( ) ( )1 2 1 1 2 2z z x y j x y+ = + + +  

 

şeklinde tanımlanır [8]. 

 

Tanım 2.2.4. zÎ  ve z x j y= +  olmak üzere  

 

z e e z z+ = + =  

 

denklem!n!n çözümünden elde ed!len e  h!perbol!k sayısına toplama !şlem!ne göre 

etk!s!z eleman den!r ve 0 0 0j= +  şekl!nde göster!l!r [8]. 

 

Tanım 2.2.5. zÎ ve z x j y= +  olmak üzere 

 

0z w w z+ = + =  

 



7 

 

 

 

denklem�n�n çözümü olan w  sayısına toplama �şlem�ne göre ters eleman den�r ve 

( )w x j y= - + -  şekl�nde göster�l�r [8]. 

 

Teorem 2.2.1. ( ), +), +  �k�l�s� b�r abel grubudur [8]. 

 

Tanım 2.2.6. 1 2,  z z Î  olmak üzere 
1 1 2z x jx= +  ve 

2 1 2z y jy= +  hiperbolik sayıları 

için :× ´ ®´ ®  çarpma işlemi 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 1 1 1 1 2 2 1 2 2 1x jy x jyz z x y x y j x y x y+ +× = × = + + +  

 

şekl�nde tanımlanır [8]. 

 

Tanım 2.2.7. z x jy= +  hiperbolik sayısı için  

 

                                                  z e e z z× = × =  

 

denklem�n�n çözümü olan e  sayısına çarpma �şlem�ne göre etk�s�z eleman den�r ve

1 1 0j= +  şekl"nde göster"l"r [8]. 

 

Tanım 2.2.8. z x jy= +  h"perbol"k sayı olmak üzere 

 

1z w w z× = × =  

 

denklem"nden elde ed"len w h"perbol"k sayısına, ( )×  "şlem"ne göre ters eleman den"r 

[8]. 

 

Tanım 2.2.9. Her z x jy= + Î  hiperbolik sayısı için z x jy= - Î  hiperbolik 

sayısına z  hiperbolik sayısının eşleniği denir [8].  
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Diğer taraftan 1 1 1z x jy= +  ve 2 2 2z x jy= +  iki hiperbolik sayı olmak üzere 1

2

z

z
 

şeklindeki bölme işlemini yapmak için pay ve payda 2z  hiperbolik sayısı ile çarpılır. 

Yani  

 

( ) ( )1 1 2 1 1 21

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2

x x y y x y x yz
j

z x y x y

- -
= +

- -
 

 

olduğu görürülür. Burada son denklem göz önüne alındığında hiperbolik sayılarda 

2 0 0z j= +  sayısı ve 
2 2x y=2 2y2 22 2

 olacak şekilde 
2 2 2z x j y= +  hiperbolik sayısı için 

bölme işlemi yapılamaz.  

 

Böylece herhangi bir z  hiperbolik sayısının z  modülü 

 

2 2 2z zz x y= = -  

 

şeklinde tanımlanması dikkate alınırsa z x jy= +  hiperbolik sayısı için  

 

2 2

2 2

;

;

x y x y
z

x yy x

ì - ³ï
= í

£-ïî

2 2x yx yx y

2 2y xy xy x

 

 

yazılabilir. Hiperbolik sayılar, sıfır bölen yani modülü 0z =  hiperbolik sayılara 

bölünemez. Bölme işlemini yapabilmek için x y>  ve y x>  durumlarını ayrı ayrı 

incelemek gerekir. O halde x y>  olmak üzere z  hiperbolik sayısının modülü 

 

2 2r z x y= = -2 2x yxx  

 

şeklinde elde edilir. Diğer taraftan x  ve r  aynı işaretli olacağından  
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2 2 2 2 2 2

2 2 2
1

x y x y x y

r r r x y

- -æ ö æ ö- = = =ç ÷ ç ÷ -è ø è ø
 

 

ve j  sayısı için hiperbolik kosinüs, hiperbolik sinüs ve hiperbolik tanjant değerleri 

 

Re Im sinh Im
cosh , sinh , tanh

cosh Re

x z y z y z

r z r z x z

j
j j j

j
= = = = = = =  

 

şeklinde elde edilir. 

 

Diğer taraftan y x>  durumunda ise 

 

2 2r z y x= = -2 2y xyy  

 

eşitliği vardır ve burada y  ve r  reel sayılarının işaretleri aynıdır. Böylece  

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2
1

y x y x y x

r r r y x

- -æ ö æ ö- = = =ç ÷ ç ÷ -è ø è ø
 

 

bulunur. j  sayısı için hiperbolik açılar 

 

Re Im sinh Re
sinh , cosh , tanh

cosh Im

x z y z x z

r z r z y z

j
j j j

j
= = = = = = =  

 

şeklinde elde edilir. j  sayısına z  hiperbolik sayısının argümenti denir ve arg z  ile 

gösterilir. Böylece z  hiperbolik sayısı  

 

a) ( )cosh sinhz r jj j= +  

b) ( )sinh coshz r jj j= +  
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denklemlerinden biriyle gösterilebilir. Burada a şıkkındaki sayılara birinci çeşit 

hiperbolik sayılar ve b şıkkındaki sayılara da ikinci çeşit hiperbolik sayılar denir (Şekil 

2.2.). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.2. Hiperbolik sayıların koordinat düzleminde gösterimi 

 

Birinci çeşit z x jy= +  hiperbolik sayısı için z x jy= -  olup 

 

                                       ,    arg argz z z z= = -  

 

formülleri elde edilir.  

 

Ancak ikinci çeşit hiperbolik sayılar için bu formüller  

 

                                     ,     arg argz z z z= - = -  

 

eşitlikleriyle ile elde edilir. Çünkü ( )sinh coshz x j y r jj j= + = +  ise 

( ) ( )( )sinh coshz x jy r jj j= - = - - + -  eşitliği vardır. 
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Benzer şekilde birinci çeşit hiperbolik sayıların çarpımı için 

( )1 1 1 1cosh sinhz r jj j= +  ve ( )2 2 2 2cosh sinhz r jj j= +  iki hiperbolik sayı olmak 

üzere, 

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cosh sinhz z r r jj j j j= + + +  

 

şeklinde elde edilir. ikinci çeşit hiperbolik sayıların çarpımı için 

( )1 1 1 1sinh coshz r jj j= +  ve ( )2 2 2 2sinh coshz r jj j= +  iki hiperbolik sayı olmak 

üzere 

 

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cosh sinhz z r r jj j j j= + + +  

 

eşitliği bulunur. Diğer taraftan farklı bölgelerdeki hiperbolik sayıların çarpımı için 

( )1 1 1 1cosh sinhz r jj j= +  ve ( )2 2 2 2sinh coshz r jj j= +  iki hiperbolik sayı olmak 

üzere 

 

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2sinh coshz z r r jj j j j= + + +  

 

şeklinde elde edilir.  

 

Teorem 2.2.2. Her z x jy= + Î  hiperbolik sayısı 2 2r x y= -2 2x yxx , arg jzj =  ve 

{ }1, 1, ,k j jÎ - -  olmak üzere ( )cosh sinhz kr jj j= +  formunda yazılabileceğinden 

nÎ  sayısı için 

 

( ) ( )( )cosh sinhn n nz k r n j nj j= +  

 

dir [9]. 

 

Teorem 2.2.3. nÎ  için ( )cosh nj  ve ( )sinh nj  ifadeleri, 
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( )

( )

2 2

1 1 3 3

cosh cosh cosh sinh ...
0 2

sinh cosh sinh cosh sinh ...
1 3

n n

n n

n n
n

n n
n

j j j j

j j j j j

-

- -

æ ö æ ö
= + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö æ ö
= + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 

 

şeklinde ifade edilir [9]. 

 

Tanım 2.2.10. wÎ  ve n +Î +  olmak üzere nz w=  eşitliğini sağlayan hiperbolik 

sayılarına w  hiperbolik sayısının n -inci dereceden kökleri denir [9]. 

 

Teorem 2.2.4. Her z x jy= + Î  hiperbolik sayısı 2 2r x y= -2 2x yxx , ln
x y

r
j

+
=  ve 

{ }1, 1, ,k j jÎ - -  olmak üzere ( )cosh sinhw kr jj j= +  hiperbolik sayısının n -inci  

dereceden kökleri  

 

cosh sinhnnz k r j
n n

j jæ ö= +ç ÷
è ø

 

 

şekl"nded"r [9]. 

 

Teorem 2.2.5. z x jy= + Î  h"perbol"k sayısının karekökü 

 

2 2

x y x y x y x y
z x jy j

+ + - + - -
= + = +  

 

şekl"nde hesaplanır [9]. 

 

Teorem 2.2.6. ,x yÎ  olmak üzere 
x y

M A
y x

ì üé ù
= =í ýê ú

ë ûî þ
 formundak" matr"sler"n 

cümles"  h"perbol"k sayılar halkasına "zomorftur [9]. 
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2.3. Dual Sayılar 

 

Bu bölümde dual sayılar halkası hakkında genel bilgiler verilecektir. Kompleks 

sayılardan yola çıkılarak sanal kısmı 1i = - ’den farklı alınıp farklı tanımlar 

yapılmıştır. Bunlardan biri de  reel sayılar cismi üzerinde 17. yüzyılda Clifford 

birimi 2 0e =  ve 0e ¹  olan yeni bir sayı sistemi tanımladı. Bu sayı sitemi dual sayı 

sistemi olarak isimlendirilmiştir ve *A a ae= +  ( )*,a a Î )  şeklinde tanımlanmıştır. 

 

Tanım 2.3.1. Her *,x x Î  !ç!n ( )*,X x x=  !k!l!s!ne b!r sıralı !k!l! den!r. Bu şek!lde 

tanımlanan ´́  cümles!  !le gösterel!m, o halde 

 

( ){ }* *, :  ,x x x x= Î }({ * *,x,,= ({ x,,  

 

cümles! üzer!nde tanımlanan; 

 

 1-) :Å ´ ®´ ®  ; ( ) ( ) ( )* * * *, , ,X Y x x y y x y x yÅ = Å = + +  

 2-) : ´ ®: ®´ ®  ; ( ) ( ) ( )* * * *, , ,X Y x x y y xy xy x y= = +( ) ( ) (( ) ( ) (* * *) ( ) (Y x x y y xy( ) ( ) (* * *) ( ) (, ,, ,) ( ) (x x y y xyx x y y x( ) ( ) (, ,, ,) ( ) (  

 3-) ( )*,X x x=  ve ( )*,Y y y= Î  için x y= , * *x y=  

 

!şlemler!yle b!rl!kte  cümles!ne dual sayılar cümles! ve her ( )*,x x Î  sıralı !k!l!s!ne 

!se b!r dual sayı den!r [10]. 

 

Teorem 2.3.1.  dual sayılar cümlesi olmak üzere ( ), ,Å, ,Å, ,, , )  üçlüsü birimli ve 

değişmeli bir halka belirtir [10]. 

 

Teorem 2.3.2.  dual sayılar cümlesi üzerinde tanımlanan ( )Å  ve ( ))  işlemleriyle 

birlikte bir cisim değildir [10]. 
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Tanım 2.3.2. ( ),Å),Å  grup yapısının b"r"m" ( )0 0, 0= olup halkanın sıfırı ve ( ),, )  

yapısının b"r"m" ( )1 1, 0=  olup halkanın reel b"r"m" olarak adlandırılır. ( )0,1 e=  

halkanın dual b"r"m" olup 2 0e =  dır [10]. 

 

Tanım 2.3.3. Her ( )*,X x x= Î  dual sayısında " "x  reel sayısına X  dual sayısının 

reel kısmı, *" "x  reel sayısına da X dual sayısının dual kısmı denir ve sırasıyla

Re X x=  ve *DuX x=  şeklinde ifade edilir [10]. 

 

Teorem 2.3.3. Her ( )*,X x x= Î  dual sayısı *X x xe= +  şeklinde yazılabilir [10]. 

 

Tanım 2.3.4. X  bir dual sayı olmak üzere *X x xe= +  dual sayısının mutlak değeri 

x  reel sayısına karşılık gelir ve  

 

*X x x xe= + =  

 

eşitliği ile ifade edilir. Fakat bu tanım dual sayı cümlesinde bir metrik vermez [10]. 

 

Teorem 2.3.4. X  bir dual sayı olmak üzere 

 

* 0          0X x x xe= + = Û =  

 

dır [10]. 

 

Teorem 2.3.5. İki dual sayısının çarpımının mutlak değeri, mutlak değerlerinin 

çarpımına eşittir. Yani 

 

 ( ) ( )* * * *

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2   X X x x x x X X x x x xe e e e× = + × + Þ = + +  

 

dir [10]. 
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Teorem 2.3.6. 
1 2,X X" Î  dual sayıları için 

 

1 2 1 2X X X X+ £ +  

eşitsizliği sağlanır [10]. 

 

Tanım 2.3.5. Her *X x xe= + Î  dual sayısı için *X x xe= -  dual sayısına X  dual 

sayısının eşleniği denir [10]. 

 

Teorem 2.3.7. X" Î  olmak üzere 

i. X" Î  için X ’nin dual eşleniği X , yani ( )X X= , 

ii. 
1 2,X X" Î  için 1 2 1 2X X X X+ = + , 

iii. 
1 2,X X" Î  için 1 2 1 2X X X X× = ve ( )*

2 0,X x¹  için 1 1

2 2

X X

X X

æ ö
=ç ÷

è ø
, 

iv. X" Î  için 
2

X X X× = , 

v. X" Î  için 2ReX X X+ = , 2 DuX X Xe- =  ve X X=  ise X Î  

 

özellikleri sağlanır [10]. 

 

İspat:  

 

Doğrudan doğruya hesaplamalar ile ispatı yapmak mümkündür. 

 

Teorem 2.3.8. :f ®®  fonksiyonu : f X X®  şeklinde tanımlansın. Bu taktirde f  

bir izomorfizim (permütasyon) dir. 

 

Dual sayılar hakkındaki birçok teorem dual sayıların eşleniklerinin kullanılması ile 

kolayca ispatlanabilir. Örneğin iki dual sayının bölümü eşlenik dual sayıların 

kullanılması ile elde edilebilir. 22 , )(0 xX *¹  olmak üzere, 
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1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2
3 2

2 2 2 2 2 2

( )( ) ( )

( )( )

X x x x x x x x x x x
X

X x x x x x

e e e
e e

* * * *

* *

+ - + -
= = =

+ -
 

 

olarak elde edilir. Ayrıca  

 

2

1 1

( )( )

x x x

X x x x x x x

e e
e e

* *

* *

-
= = -

+ -
 

 

bulunur. Bir diğer örnek olarak 1 2 1 2X X X X=  verilebilir. Buradan  

 

                  

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

2 2

1 2

( )( )

              ( )( )

              ( )( )

               

X X X X X X

X X X X

X X X X

X X

× = × ×

= × ×

=

=

          ve           1 2 1 2X X X X× = ×  

 

olduğu görülür. 

 

Teorem 2.3.9. Her *X x xe= + Î  olmak üzere 
0

x x
X

x

*é ù
= ê ú
ë û

 formundak" matr"sler"n 

cümles�   �le  dual sayılar cümles� �zomorftur [10]. 

 

İspat: 

 

!:" #   

 

fonksiyonu  

 

!($, $%) = &$ $%
0 $ ' 

 

olarak tanımlandığına göre f  nin bir izomorfizim olduğu gösterilecektir. 

  

f  lineerdir: )= ( ,X xx * , ,=( )yY y * Î , * + - olmak üzere 
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( + ) = ( ) + ( )f X Y f X f Yl l  

 

d�r. Böylece, 

 

( )
0

xx y
f

y

y
X Y

x

ll
l

l

* *æ ö+
+ = ç ÷

+è ø

+
 

0 0

x x y y

x y
l

* *æ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 

 

elde ed�l�r. Ayrıca 

 

( ) ( ) ( )f X Y f X f Yl l× = ×   

 

oduğundan  

 

( )
0 0 0

xyxy x x y y
f X Y

xy x y

x y
l l l

* * * *æ ö æ öæ ö
+ = =ç ÷ ç ÷ç ÷

è ø è øè ø

+
 

 

elde edll�r. 

 

f  b�reb�rd�r: X Y" ¹ Î  �ç�n ( ) ( )f X f Y¹  olduğunu gösterel�m. Bunun �ç�n 

)= ( ,X xx * , ,=( )yY y * Î �ç�n X Y¹ �se   ve  xx y y* *¹ ¹  olacağından  

 

                                        
0 0

x x y y

x y

* *æ ö æ ö
¹ç ÷ ç ÷

è ø è ø
 

 

olur. Dolayısıyla ( ) ( )f X f Y¹  d#r. 

 

f  örtend#r:   dek# her b#r ( )f X  matr#s# dek# b#r tek )= ( ,X xx *  dual 

sayısının f  #le elde ed#lm#ş b#r görüntüsüdür. O halde  #le   #zomorftur. 
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  dek! elemanların toplamı matr!s toplamı ve çarpımı da matr!s çarpımı olarak sırası 

!le  dek! toplama ve çarpma !şlemler!ne karşılık tutulursa aşağıdak! teorem 

ver!leb!l!r. 

 

Teorem 2.3.10. ,x x*Î   olmak üzere 

 

0
( )f

x x

x
X

*æ ö
= ç ÷
è ø

 

 

formundak! matr!sler!n cümles! ! !se ( ), ,+ ×), ,+ ×, ,, ,  b!r!ml! ve değ!ş!ml! b!r halkadır. 

 

( ), ,+ ×), ,+ ×, ,, ,  ve ( , , )Å, , )  halkaları !zomorf olduğundan l!teratürde dual sayılar halkası 

( ), ,+ ×), ,+ ×, ,, ,  olarak ve dual sayılar da 
0

( )f
x x

x
X

*æ ö
= ç ÷
è ø

 formundak! matr!sler olarak 

tanımlanır. 

 

( , ,Å, ,Å,, ) halkasının toplama !şlem!ne göre etk!s!z elemanı olan ( )0,0 , ( ), ,+ ×), ,+ ×, ,, ,  

halkasının 

 

0 0
,0)0

0
(

0
f

æ ö
= ç ÷
è ø

 

 

şekl!ndek! matr!s!ne !zomorftur. Benzer şek!lde çarpma !şlem!n!n etk!s!z elemanı 

( )1,0 ’a !zomorf olan matr!s  

 

1 0
,0)1

1
(

0
f

æ ö
= ç ÷
è ø

 

 

şekl!nded!r. 1)(0,e = ’ın !zomorfu !se  
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0 1
,1)0

0
(

0
f

æ ö
= ç ÷
è ø

 

 

matr�s�d�r. 

 

Teorem 2.3.11. nÎ  olmak üzere  

 

( ) 1
n

n n nX x x x n x xe e* - *= + = +  

 

dır [10]. 

 

Teorem 2.3.12. *X x xe= + Î  dual sayısının ( )0 0,0=  dak� Taylor açılımı 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0 ... 0 ...
1! 2! !

n
nx x x

f x x f f f f
n

e * ¢ ¢¢+ = + + + + +  

 

d�r [10]. 

 

Buradan herhang� b�r dual sayı �ç�n ( ) ( )F x f x¢=  �n 0x =  anındak� Taylor açılımı 

göz önüne alınırsa  

 

( ) ( ) ( )f x x f x x f xe e* * ¢+ = +  

 

bağıntısı elde ed�l�r. Böylece  

 

( )
( )
( ) ( )2

cos cos sin

sin sin cos

tan tan 1 tan

x x x x x

x x x x x

x x x x x

e e

e e

e e

* *

* *

* *

+ = -

+ = +

+ = + +

 

 

bağıntıları yazılab�l�r. 
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{ }, , , , ,Å + ×, , , , ,Å + ×, , , ,, , , , }  dual sayıların vektör uzayı, [ ] [ ]{ }2 , , , , ,G + + × ×[ ]}, , ,+ × ×[, , ,, , ,  Galilean vektör 

uzayına izomorftur. Burada [ ]+  işlemi 2G  uzayında iki vektörün toplama işlemi, [ ]×  

işlemi ise bir skalerle 2G  uzayında bir vektörün çarpımı olan dış işlemidir ( )2G@ )2G@  

[11]. Galile geometrisi, Öklid dışı geometrilerdendir ve Galile hareketleri denildiğinde 

shear (makas) hareketleri akla gelmektedir. Bu konuda düzlemsel Galile hareketleri 

Yaglom tarafından geniş bir şekilde incelenmiştir, [11]. 

 

Gal#lean düzlemde b#r#m çemberler 1z =  #fades#yle karakter#ze ed#l#r, yan# 1x = ±  

d#r. Ayrıca Şek#l 2.3 ten de görüleceğ# g#b# Gal#lean düzlem #k# bölgeye ayrılır. 

 

 

Şek#l 2.3 Gal#lean b#r#m çember# 

 

Galilean düzlemde ,  OMl  doğrusunu ve a  açısını göstersin. 

Buradan, 

 

( )

( ) ( )
( )

1
cosg 1

1

sing
1

OP

OM

MP

OM

a

a
a a

= = =

= = =

 

 

bulunur. 

 

+1 -1 
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l  doğrusu ile aralarındaki açı b  olacak şekilde d  doğrusu verilsin. Bu durumda  

 

                                                  

 

Şek#l 2.4. Gal#lean açı 

 

                       ( ) ( )cosg 1      ve       sing 1 1    a b a b a b a b+ = + = + = +

  

olduğundan  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

cosg cosg cosg

sing sing cosg cosg sing

a b a b

a b a b a b

+ =

+ = +
 

 

yazılabilir [11]. 

 

 

+1 -1 

 

+1  P 

 

1
 O 

x +1+1 P

 

 

 

 M 

  y 



 
 

 

  

BÖLÜM 3. DUAL-HİPERBOLİK SAYILAR 

 

 

V. Majernik çok bileşenli sayı sistemi üzerinde çalışmıştır. Dört bileşenli sayı 

sisteminin üzerinde kompleks, dual ve ikili (binary) kuaterniyonlar üzerine cebirsel 

özellikleri incelemiştir. Bu çalışmalarında Euler ve de Moivre formüllerini vermiştir 

[12]. Daha sonra F. Messelmi dual-kompleks sayılar ve onların holomorfik 

fonksiyonları üzerine çalışmıştır [13]. Bu tezde yukarıdaki çalışmalar dikkate alınarak 

ilk önce dual-hiperbolik sayıların cebirsel özellikleri verilecek. Daha sonra bu cebirsel 

özellikleri kullanılarak dual-hiperbolik sayılar için Euler ve de Moivre formülleri elde 

edilecektir. Herhangi bir dual-hiperbolik sayının kökünü bulup örnekler ile bulunanlar 

desteklenecektir. 

 

3.1. Dual-Hiperbolik Sayıların Yapısı 

 

Tanım 3.1.1. 1 2,z z Î  iki hiperbolik sayı olmak üzere ( )1 2,z z  sıralı ikilisinin 

hiperbolik birimi 1  ve dual birimi e  olmak üzere  

 

1 2z zw e= +  

 

sayısına dual-hiperbolik sayı denir ve dual-hiperbolik sayılar cümlesi 

 

{ }2

1 2 1 2,  ve  0, 0z z z zw e e e= = + Î = ¹{ 2

1 2 1 21 2 1,  ve  0,2

22w 1 2 11 2 11 2 1  ve  0, ve  0,22= = +{  ve  0   02w ew  ve  0, ve  0 ve  02

22z z zz zz z1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1,, 222
 

 

eşitliği ile tanımlanır. Burada 
1 2 1 2, , ,x x y y Î  

1 1 2z x jx= + ,  
2 1 2z y jy Î= +  için  

 

1 2 1 2x x j y y jw e e= + + +  
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şeklinde dual-hiperbolik sayısı yazılabilir [14]. 

 

Tanım 3.1.2. 
1 2 1 2x x j y y jw e e= + + + Î  dual-hiperbolik sayısı için 

 

1Re xw =  

 

reel sayısı, w  dual-hiperbolik sayısının reel kısmı olarak adlandırılır [14]. 

 

Tanım 3.1.3. 
1 2z zw e= +  dual-h"perbol"k sayısı "ç"n 1z  ve 2z  h"perbol"k sayıları 

sırasıyla h"perbol"k ve dual kısım olarak adlandırılır [14]. 

 

Tanım 3.1.4. 
1 1 2z zw e= + , 

2 3 4z zw e= + Î  dual-hiperbolik sayılar olmak üzere 

dual-hiperbolik sayılarda toplama ve çıkarma işlemi 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 4 1 3 2 4z z z z z z z zw w e e e= + + = +( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 4 1 3 2 4( ) ( ) ( ) ( z z(1 3 2 41 3 2(w e e e1 2 1 2 3 4 1 3 21 2 1 2 3 4 1 3 2( ) ( ) ( )1 3 21 3 2+ + +( ) ( ) ( )e ee e( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 41 2 11 2 1( z z z z z zz z z zz z z z z z) ( ) ( )1 2 1 2 3 4 1 3 21 2 1 2 3 4 1 3 21 2 1 2 3 41 2 1 2 3 4 1 3 2) ( ) ( )  

 

eşitliği ile tanımlanır [14]. 

 

Tanım 3.1.5. 
1 1 2z zw e= + , 

2 3 4z zw e= + Î  dual-hiperbolik sayılar olmak üzere 

dual-hiperbolik sayılarda çarpma işlemi 

 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 4 1 3 1 4 2 3z z z z z z z z z zw w e e e´ = + ´ + = + +  

 

şeklinde tanımlanır [14]. 

 

Tanım 3.1.6. 
1 1 2z zw e= + , 

2 3 4z zw e= + Î  dual-hiperbolik sayılar ve 
2Re 0w ¹  

olmak üzere dual-hiperbolik sayılarda bölme işlemi 

 

1 1 2

2 3 4

z z

z z

w e
w e

+
=

+
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( )( )
( )( )

1 2 3 4 2 3 1 41

2

3 4 3 4 3 3

z z z z z z z zz

z z z z z z

e e
e

e e
+ - -

= +
+ -

 

 

şeklindedir [14]. 

 

3.2. Dual-Hiperbolik Sayıların Eşlenik ve Modül 

 

Tanım 3.2.1. { }2

2 2A | , 0z ze e= Î =2, 02, , 2, ,  cümlesini  dual-hiperbolik sayı 

cümlesinin sıfır bölen cümlesi olarak tanımlayalım. O halde 
1 2z zw e= + Î  dual-

hiperbolik sayısı için beş farklı eşlenik 

 

    

( )
( )
( )

1

2

3

4

†

1 2

†

1 2

†

1 2

† 2
1

1

,                                    eşlenik

,                                       dual eşlenik

,                                   çift eşlen

hi

ik

perbolik

1

z z

z z

z z

z
z

z

w e

w e

w e

w e w

= +

= -

= -

æ ö
= -ç ÷

è ø
( ) ( )

( )5†

2 1

A ,  dual - hiperbolik

                                     anti-dual

 eşlen

eşlenik

ik

z zw e

Î -

= -

)A ,)-

 

 

şeklinde verilir ve buradaki " "-  sembolü hiperbolik eşleniği temsil eder [14]. 

 

Tanım 3.2.2 
1 2z zw e= + Î  dual-hiperbolik sayısını göz önüne alalım. O halde w  

dual-hiperbolik saysının modülü 
†i

w  ( )1 5i£ £  olmak üzere, 

 

           

( )

( )

( )

( )

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

2 2†

1 1 2†

2 † 2

1†

2 2†

1 1 2†

2 2†

1†

2 † 2 2

1 2 2 1†

2 Re ,

,

2 Im ,

   A ,

,

z z z

z

z j z z

z

z z z z

w w w e

w w w

w w w e

w w w w

w w w e

= ´ = + Î

= ´ = Î

= ´ = - Î

= ´ = Î Î -

= ´ = + - Î

e ,

,

m ,

( )   A ,( )    (    (    (

,
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beş farklı modül tanımlanır [14]. 

 

Teorem 3.2.1. 
1 2z zw e= + Î  dual-hiperbolik sayısı için  

 

i. ( ) ( )
†1

1 22Re 2Rez zw w e+ = + Î , 

ii. ( )
†2

12 zw w+ = Î , 

iii. ( ) ( )
†3

1 22Re 2Imz j zw w e+ = + , 

iv.  ( )†4 2 1
1 1 2

1

z z
z z z

z
w w e

æ ö
+ = + + -ç ÷

è ø
( )1 0z ¹ , 

v. ( ) ( )
†5

1 2 2 1z z z zw w e+ = + + -  

 

eşitlikleri sağlanır [14]. 

 

Teorem 3.2.2. 
1 2, ,w w w Î  dual-hiperbolik sayılar olmak üzere  

 

i. ( )
†

†
i

i

w w= ,   ( )†4

11,..., 4 ve için 0i zw= ¹  

ii. ( )
†5

†5

w w= - , 

iii. ( )
† † †

1 2 1 2

i i i

w w w w+ = + ,  ( )1,...,5i =  

iv. ( )
† † †

1 2 1 2

i i i

ww w w= ,  ( )†4

11,..., 4 ve için 0i zw= ¹  

v.

†

†

1 1
i

iw w
æ ö =ç ÷
è ø

,    ( )1 0z ¹ , ( )1,..., 4i =  

 

eşitlikleri sağlanır [14]. 

 

 

 

 

 



26 

 

 

 

3.3. Dual-Hiperbolik Sayıların Üstel Gösterimi 

 

Tanım 3.3.1. 1 2z zw e= +  dual–hiperbolik sayısını alalım, dual-hiperbolik sayılar 

için kuvvet alma işlemi  

( ) ( ) ( )

( )

21

1 2 1 1 2 2

1 2 3

1 1 2

...
0 1

              ... 0

n nn n n

n n

n n n
z z z z z z

n

z nz z

w e e e

e e e

-

-

æ ö æ ö æ ö
= + = + + +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø

= + = = =

 

 

şeklinde yazılır.  

 

Diğer taraftan tüm 
1 1 1z x j y= + Î  için tanımlanan 1ze  üstel fonksiyonu,  

cebirine ( )1 2 1 1 1

2 21
z z z z z

e e e e z e z
ew e e+= = + = +  şeklinde genişletilebilir. Buradan ew  

üstel fonksiyonunun 
1

nd e
e

dz

w
w=  olduğu görülür. Böylece herhangi bir 

1 2 Az zw e= + Î -A-  dual-hiperbolik sayısı için  

 

2

1

1

z

z
z e

e

w =  

 

yazılabilir. Burada 1 1x y>  ve 2 2

1 1r z x y= = -2 2

1 1x y1 11 1x  için ( )1 cosh sinhz r jj j= + , 

1 1y x>  ve 2 2

1 1r z y x= = -2 2

1 1y x1 11 1yy  için ( )1 sinh coshz r jj j= +  şekildedir. 

 

Tanım 3.3.2. 
1 2z zw e= +  dual-hiperbolik sayısının üstel gösterimi 

2

1

1

z

z
z e

e

w =  olmak 

üzere buradaki 2

1

z

z
 dual hiperbolik açısına dual hiperbolik sayısının argümenti denir 

ve 2

1

arg
z

z
w j= =  olarak gösterilir. 
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3.4. Dual-Hiperbolik Sayılar için Euler ve De-Moivre Formülleri  

 

Teorem 3.4.1. Herhangi 
1 2 Az zw e= + Î -A- dual-hiperbolik sayısı ve j  açısı w  

dual-hiperbolik sayısının esas argümenti olmak üzere  

 

( )
( )( )
( )( )

1

1 1

1

1 1

cosh sinh cosg( ) sing( ) ,  ise
cosg( ) sing( )

sinh cosh cosg( ) sing( ) ,  ise

z e

r j x y
z

r j y x

ejw

j j j e j
j e j

j j j e j

=

ì + + >ï
= + = í

+ + >ïî

 

dir. 

 

İspat. 
1 2 Az zw e= + Î -A-  dual–h perbol k sayısının üstel göster m  

2

1

1

z

z
z e

e

w =  

olduğunu ve buradaki 2

1

z

z
 dual-hiperbolik açısının 2

1

arg
z

z
w j= =  esas argüment ne 

karşılık geld ğ nden dolayı 

 

2 3

1 1

( ) ( )
1 ...

2! 3!
z e zej ej ej

w ej
æ ö

= = + + + +ç ÷
è ø

 

 

açılımı yapılab l r. D ğer taraftan Gal lean açı tanımları göz önüne alınıra cosg( ) 1j =  

ve sing( )j j=  olduğundan  

 

( )
( )

1 1

1

1

              cosg( ) sing( )

z e z

z

ejw ej

j e j

= = +

= +
 

 

olduğu görülür. Son olarak 1 1x y>  veya 1 1y x>  durumları  ç n ayrı ayrı 

1 1 1z x j y= + Î  h perbol k sayısının değerler  yer ne yazılırsa  spat tamamlanır. 

 

Teorem 3.4.2. 
1 2 Az zw e= + Î -A-  dual-hiperbolik sayı ve 2

1

arg
z

z
w j= =  olmak 

üzere  
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( )1
 e
e

e j
ej

-=  

 

dir. 

 

İspat. eej  ifadesi için Euler formülüne göre açılımı yapılırsa 

 

2 3

1 1

( ) ( )
1 ...

2! 3!

1
     

cosg( ) sing( )

eej ej ej
ej

j e j

=
æ ö
+ + + +ç ÷

è ø

=
+

 

 

ifadesi elde edilir. Burada gerekli işlemler yapılırsa 

 

( )
( )

2

cosg( ) sing( )1 1

cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( )

cosg( ) sing( )
     

cosg ( )

eej
j e j

j e j j e j

j e j
j

-
=

+ -

-
=

 

 

elde edilir. Ayrıca cosg( ) 1j =  eşitliğinden 

 

1
cosg( ) sing( )

eej
j e j= -  

 

elde edilir. Son olarak  

 

( )

1
cosg( ) sing( )

cosg( ) sing( )

e

e

ej

e j

j e j

j e j -

= -

= - + - =
 

 

yazılabilir.  
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Teorem 3.4.3. 
1 2 Az zw e= + Î -A-  dual-hiperbolik sayısı 

 

( )1 1 cosg( ) sing( )z e zejw j e j= = +  

 

formunda yazılabileceğinden nÎ  için 

 

( ) ( ) ( )1 1 1(cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( )
n nn nz e z z n nejw j e j j e j= = + = +  

 

dir.  

 

İspat. Öncelikli olarak nÎ  için De-Moivre formülünün doğru olduğunu gösterelim. 

Bunun için Galelian trigonometrik özdeşlikler göz önüne alınırsa, 1 Az eejw = Î -A-  

dual-hiperbolik sayısı 2n =  için
 

 

( ) ( ) ( )

( )( )
( )

2

1 1 1

2 2

1

2

1

cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( )

cos g( ) cosg( )sing( ) sing( )cosg( )            

cosg(2 ) sing(2 )  

z e z z

z

z

ej j e j j e j

j e j j j j

j e j

= + +

= + +

= +

 

 

dir. n k= için eşitliğin doğru olduğunu kabul edelim. Yani;  

 

( ) ( )1 1(cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( )
k kz z k kj e j j e j+ = +  

 

olsun. Şimdi 1n k= + için  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )

1

1 1 1

1 1

1

(cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( ) (cosg( ) sing( )

  cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( )                            

  cosg( )cosg( ) cosg( )sing( ) sing( )cosg( )               

k k

k

k

z z z

z k k z k k

z k k k

j e j j e j j e j

j e j j e j

j j e j j j j

+
+ = + +

= + +

= + +

( )1

1

             

  cosg(( 1) ) sing(( 1) )kz k kj e j+= + + +

elde edilir. Burada 1 1x y>  ve 2 2

1 1 1r z x y= = -2 2

1 1 11 1 11 1 11 1 1x y1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1xx  için 

( ) ( )( )1 cosh sinhk kz r k j kj j= + , 1 1y x>  ve 2 2

1 1 1r z y x= = -2 2

1 1 11 1 11 1 11 1 1y x1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1yy  için 
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( ) ( )( )1 sinh coshk kz r k j kj j= +  şekildedir. Diğer taraftan 1 Az eejw = Î -A-  dual-

hiperbolik sayısı için nÎ  için 

 

( )
( )

1

1

cosg( ) sing( )

      cosg( ) sing( )

n n

n

z n n

z n n

w j e j

j e j

- -

-

= -

= - + -
 

 

yazılabileceğinden her nÎ  için 
 

 

( ) ( ) ( )1 1 1(cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( )
n nn nz e z z n nejw j e j j e j= = + = +  

 

olduğu görülür. 

 

Örnek 3.4.1. 1 2 2j jw e e= + + +  dual-hiperbolik sayısı için w  dual-hiperbolik 

sayısının dördüncü kuvvetini ( )4w  göstermeye çalışalım. Burada w  dual-hiperbolik 

sayısını  

 

                
1 2z zw e= +  

 

şeklinde yazılırsa 1 21  ve z 2 2z j j= + = +  hiperbolik sayıları olur. w  dual-hiperbolik 

sayısının argümenti 2

1

2
z

z
j=  olarak alınır w  dual-hiperbolik sayısının kutupsal formu 

 

     ( )1 cosg( ) sing( )zw j e j= +  

 

olarak yazılabilir. Buradan Teorem 3.4.3. gereğince 

 

( )4 4

1 cosg(4 ) sing(4 )zw j e j= +  

olur. Burada Galilean trigonometrik fonksiyonların özellikleri kullanılırsa 
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( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

44 1 1 8

    8 8 1 4 8 8 32 32

j

j j j

w e

e e

= + +

= + + = + + +

 

bulunur. 

 

Örnek 3.4.2. 1 3j jw e e= + + +  dual-hiperbolik sayısı için 2w  ve 10w  değerlerini 

bulalım. 
1 2,z z Î  ve 

1 21 , 1 3z j z j= + = +  alınsın. 
1 2z zw e= +  şeklinde yazılan 

dual-hiperbolik sayı için 2

1

1 3

1

z j

z j
j

+
= =

+
 argümenti alınır. Doyısıyla w  dual-

hiperbolik sayısının kutupsal formu ( )1 cos ( ) sin ( )z g gw j e j= +  dir. Buradan  

 

( )

( ) ( )
( )

2 2

1

2

cosg(2 ) sing(2 )

2 1 3
    1 1

1

    2 2

z

j
j

j

j

w j e j

e

= +

æ ö+
= + +ç ÷ç ÷+è ø
= +

 

 

ve 

 

( )

( ) ( )
( )

10 10

1

10

cosg(10 ) sing(10 )

1 3
     1 1 10

1

     512 512

z

j
j

j

j

w j e j

e

= +

æ ö+
= + +ç ÷ç ÷+è ø

= +

 

 

olarak bulunur.  

 

Teorem 3.4.8. 
1 2z zw e= +  bir dual-hiperbolik sayı olmak üzere, w  dual-hiperbolik 

sayısının .n  dereceden kökü  
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1 cosg singn n z
n n

j j
w e

æ öæ ö æ ö= +ç ÷ ç ÷ç ÷
è ø è øè ø

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 
1 2z zw e= +  dual-hiperbolik sayısının kutupsal gösterimi 

( )1 cosg( ) sing( )zw j e j= +  şeklindedir. Burada 
 

 

( ) ( )1 1(cosg( ) sing( ) cosg( ) sing( )
nn nz z n nw j e j j e j= + = +

 

 

olduğunu Teorem 3.4.3. te gösterdik. Dolayısıyla 

 

           

1 1

1 1

1 1
cosg sing cosg singn n n nz z

n n n n

j j
w w j e j e

æ ö æ öæ ö æ ö æ ö æ ö= = + = +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è øè ø è ø

 

 

eşitliği gösterilmiş olur. 

 

3.5. Dual-Hiperbolik Sayıların Logaritma Fonksiyonu ve Matris Gösterimi 

 

Tanım 3.5.1. Her 
2

1

1 2 1

z

z
z z z e

e

w e= + =  dual-hiperbolik sayısının logaritma fonksiyonu  

 

( )

2 2

1 1

1 1

2
1 1

1

ln ln ln ln

      ln ln arg

z z

z z
z e z e

z
z z

z

e e

w

e e w

æ ö æ ö
= = +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø

= + = +

 

biçiminde tanımlanır. 

 

Tanım 3.5.2 1 2 3 4, ,  ve  x x x x  reel sayılar olmak üzere 1 2 3 4x x j x x je ew = + + +  dual-

hiperbolik sayısı olsun. Her rÎ  için sol lineer dönüşüm  
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( )
:

          

L

r L r r

w

w w

®

® =

®
 

 

şeklinde tanımlanır. Bu dönüşüm bire bir ve örtendir.  dual-hiperbolik sayılar 

kümesinin { }1, , ,j je e  baz vektörleri kullanılarak; 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2

1 2 3 4 1 2

1 1L x x j x x j x x j x x j

L j j x x j x x j x j x x j x

L x x j x x j x x j

L j j x x j x x j x j x

w

w

w

w

e e e e

e e e e

e e e e e e

e e e e e e

= + + + = + + +

= + + + = + + +

= + + + = +

= + + + = +

 

 

elde edilir. Böylece tanımlanan Lw  dönüşümünün temel matris temsili,  

 

 

1 2

2 1

3 4 1 2

4 3 2 1

0 0

0 0

x x

x x
L

x x x x

x x x x

w

æ ö
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
è ø

 

 

şeklindedir. Buradan  

( ) ( )
1 2

1 4 1 2 2 3 1 2

3 2 1 4 2 1

0 0 0 0

det

x x

L x x x x x x x x

x x x x x x

w = -  

 

 

( ) ( )

4

2
2 2

1 2

2

1

†

det

            

            

L x x

z

w

w w

= -

=

= ´

 

 

olduğu görülür. 

bulunur.  

 



 
 

 

 

BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 

Yapılan bu tezde “Dual sayıların bileşenleri hiperbolik sayı olursa ne olur?” sorusu 

üzerine duruldu. Böylece yapılan araştırmalar sonucunda dual-hiperbolik sayılar 

tanımlandı ve cebirsel yapısıyla ilgili teoremler verildi. Daha sonra bilinen De-Moivre 

ve Euler formülleri açıklanarak dual-hiperbolik sayılardaki karşılıkları araştırıldı.  

 

Bu tezde yapılan dual-hiperbolik sayılar sistemi sayesinde bilinen teoremler daha 

geniş sayı sistemlerine taşınmış oldu. Ayrıca yapmış olduğumuz çalışma genel 

nitelikte olup, bundan sonraki çalışmalara temel olacak niteliktedir.
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