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OZET

Anahtar kelimeler: Regle yiizeyler, Ofset regle yiizeyler, Catilandirilmis regle
yiizeyler, Catilandirilmis regle yiizeylerin ofsetleri

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismma ayrilmistir. ikinci
boliimde regle yiizeyler ve regle yiizeylerin ofsetleri hakkinda temel tanimlar ve
teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii béliimde gatilandirilmis egrilerin ve catilandirilmis yiizeylerin temel tanim ve
teoremleri verilmis olup ayrica ¢atilandirilmig yiizeylerin Gauss egriligi ve ortalama
egriliklerinin hesaplanis1 hakkinda bilgiler verilmistir.

Dordiincii boliim bu ¢alismanin orijinal kismint olusturmaktadir ve iki alt boliim
halinde diizenlenmistir. Dordiincii boliimiin birinci alt boliimiinde ¢atilandirilmis regle
yiizeylerin nasil olustugu hakkinda bilgiler verilmistir. Daha sonrasinda ¢atilandirilmis
regle ylizeylerin Gauss egriligi ve ortalama egriligi farkli sekillerde bulunup bunlar
arasinda iligkiler kurulmustur. Ikinci alt boliimde ise regle yiizeyin Bertrand
ofsetlerinin nasil olustugu ve ayrica Gauss egriligi ve ortalama egriligi hakkinda bilgi
verilmigtir.

Son boliimde ise tiim ¢alismanin genis bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak
aragtirmalara yonelik 6neride bulunulmustur.
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BERTRAND OFFSETS OF FRAMED RULED SURFACES

SUMMARY

Keywords: Ruled surfaces, Offsets of ruled surfaces, Framed ruled surfaces, Offsets
of framed ruled surfaces.

This thesis consists of five parts. The first part is devoted to the introduction. The
second section contains the basic definitions and theorems about ruled surfaces and
offsets of ruled surfaces.

The basic definitions and theorems are given about framed curves and framed surfaces
in the third part also the informations are given about Gaussian curvature and
calculation of mean curvature.

The fourth part forms the original part of this work and organized into two
subdivisions. Information is given about how framed ruled surfaces are formed in the
the subsection of the fourth section. Afterwards Gaussian curvature and mean
curvature of framed ruled surfaces were found in different ways than relations have
been established between these. The information are given about how Bertrand offsets
of ruled surface and mean curvature are formed.

In the fifth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a suggestion
is proposed for investigations on involute — evolute offsets of framed ruled surface.

vii



BOLUM 1. GIRIS

Yiizey teorisi birgok bilim dalinda uygulama alanina sahip oldugundan stirekli gelisen
bir aragtirma alani olmustur. Yiizey konular1 arasinda en ¢ok ilgi duyulan regle
yiizeyler ilk olarak G. Monge tarafindan ele alinmistir. Birden ¢ok isimle adlandirilan
regle yiizeyler, bir dogrunun bir egri boyunca hareket ettirilmesi sonucu dogrusal
yiizey ve sonsuz sayida diiz ¢izgiden olusmasindan dolay1 cizgiler yiizeyi olarak
bilinir. R*’de bir regle yiizey, bir parametreye bagl dogrular ailesinin geometrik yeri
olarak da tanimlanabilir, [1]. Yani 3 —boyutlu Oklid uzayinda bir dogrunun uzay egrisi
boyunca yaptig1 siirekli hareket sonucu olusan bir yiizeydir. Regle yiizeylerin en
meshur drnekleri silindir ve koni yiizeylerdir. Bugiin regle ylizey 6rneklerini dnemli
mimari eserler de gormekteyiz. Ornegin, ‘‘Ciechanow Su Kulesi, Kobe Port Kulesi,
Shuckhov Kulesi’” gibi birgok iinlii yapida regle yiizeylerin kullanildig
goriilmektedir. Regle yiizeylerin bir¢ok kullanim alani oldugundan dolay1 yaygin
olarak kullanilan bu yiizeylerin bir¢ok 0zeligi mevcuttur. Regle yiizeylerin
acilabilirligi, agilamazligi, minimalligi ve bu ylizey iizerinde bulunan egrilerin
karakterizasyonu gibi konular en ¢ok arastirilan konular olmustur. Calisilan bu
konulardan en dnemlilerinden birisi B. Ravani ve T.S. Ku tarafindan yayimlanan
acilabilir regle yiizeylerin Bertrand ofsetleri caligmasidir. Bu ¢alismada regle

ylizeylerin dayanak egrileri arasinda olusan iki farkli a¢i durumundaki ofsetler
incelenmistir. Eger bu ag1 0° segilirse regle ylizeyin olusan ofseti, regle yiizeye paralel

olur ve bu ofset yonlii ofset olarak adlandirilir. Eger bu ag1 90° segilirse regle ylizeyin

olusan ofseti regle yiizeye dik olur ve bu ofset dik ofset olarak adlandirilir, [2].

Son yillarda calisilmaya baslanan catilandirilmis egriler ve bunun neticesinde
olusturulan ¢atilandirilmis regle yiizeyler birgcok matematikei tarafindan ilgi duyulup
arastirilmaya baslanmustir. ilk olarak S. Honda ve M. Takahashi ¢atilandirilmis egrileri

tanimlamis ve ayni c¢alismada bu egriler hakkinda bircok bilgi vermistir. Bu



calismalarinda S. Honda ve M. Takahashi, singiiler noktalara sahip bir egri nasil olugur
kavrami tizerinden ¢atilandirilmis egrileri agiklamislardir, [3]. Catilandirilmis egriler
ile olusturulan ¢atilandirilmis yiizeyler ile ilgili ¢alisma ise ilk kez, T. Fukunaga ve M.

Takahashi tarafindan agiklanmis olup bu yiizeyler hakkinda bir¢ok bilgi vermislerdir,
[4].

S. Honda ve M. Takahashi’nin gatilandirilmis egrileri tanimlamasinin ardindan bu
egriler tlzerine Onemli ¢aligmalar yapilmistir. Y. Wang, D. Pei ve R. Gao
catilandirilmis egrilerin genel 6zelliklerini kullanarak c¢atilandirilmis rektifyan egrileri

elde etmistir, [5].

Bu ¢aligmada ise ilk olarak 3—boyutlu Oklid uzayinda gatilandirilmis regle yiizeyler
hakkinda bilgi verilmistir. Ardindan ¢atilandirilmis regle yiizeylerin K Gauss egrilik
ve H ortalama egrilikleri elde edilmis ve elde edilen bu denklemler {izerinden
sonuglara varilmistir. Daha sonra ¢atilandirilmig regle yiizeylerin Bertrand ofsetleri
tizerinde c¢alisilmis ve bu ofsetler hakkinda bilgi verilmistir. Ayrica elde edilen
catilandirilmis regle yiizeylerin Bertrand ofsetleri hakkinda belli 6zellikler dikkate

alarak onemli sonuclar elde edilmistir. Son olarak elde edilen Bertrand ofsetlerin
K*, K* Gauss egrilikleri ve H*,H** ortalama egrilikleri hakkinda bilgi

verilmistir.



BOLUM 2. REGLE YUZEYLER VE OFSETLERI

Bu boliimde yiizeyler, regle yiizeyler ve regle yiizeylerin ofsetleri ile ilgili temel

kavramlardan bahsedilmistir.

2.1. Yiizeyler ve Regle Yiizeyler

Tamm 2.1.1. ¢:U — R® koordinat komsulugu ve M — R® olmak iizere VP e M
icin M ’nin i¢inde goriintiisii P ’nin bir komsulugunu igeren uygun bir koordinat

komsulugu var ve ¢ :p(U)—U siirekli ise M ye bir yiizey denir, [6].

Tamm 2.1.2. R"’nin bir hiperyiizeyi M ve M ’nin birim normal vektor alan1 N

olsun. D kovaryant tiirev operatdrii olmak tizere VX € X( M ) icin

seklinde tanimli S doniisiimiine M {izerinde sekil operatorii denir, [7].

3—boyutlu Oklid uzayinda temel formlardan bahsetmeden énce ilk olarak n —boyutlu

Oklid uzay: iizerindeki bir M yiizeyi iizerinde ¢. temel formu tanimlayalim. Bu g.

temel form yardimiyla 1. ve 2. temel formlarin esitliklerini ifade edelim.

Tamm 2.1.3. R" uzayinin bir hiperyiizeyi M olsun. M {izerinde sekil operatorii S ve

1<qg<n olmak iizere M hiperyiizeyi lizerinde q. temel form



1":x(M)xy(M)—> C”(M,R)
(X.Y) > 19(X,Y)=(s"(X),Y)

olarak tanimlanir. Buna gore

1. temel form

l:x(M)xz(M)—> C”(M,R)
(XY) > 1(X.Y)=(X.Y)

ve 2. temel form

dir, [7].

Tamim 2.1.4. M Dbir yiizey ve bu yiizeyin TP(M) tanjant uzayindaki herhangi

vektorler Vo, W, olmak uzere 1.temel form
I(vp,wp):<vp,wp >

tanjant vektorlerinin i¢ ¢arpimi yardimiyla tanimlanir. 1. temel formun katsayilar

2

2
e ot |22
90
F=(oun)-(2.2) 1)
6(/)2
G=|ln| = 0




biciminde olmak {izere

dv? = Eds® + 2Fdsdu + Gdu?

dir, [8].
Tanim 2.1.5. M bir yiizey ve bu yiizeyin T, (M) tanjant uzayindaki vektorleri v, ve

w, olsun. S sekil operatdrii olmak lizere 2. temel form
I (vp,wp)=< S(vp),wp >

olarak tanimlamir. M = R® i¢in 2. temel form, T,(M) tanjant uzayinda simetrik

bilineer formdur. n yiizeyin normal vektorii ve 2.temel formun katsayilar

L =(no)
M =<n,(psu> (2.2)
N =<n,§0uu>

bigiminde olmak iizere

dv? = Lds? + 2Mdsdu + Ndu?

dir, [8].
Teorem 2.1.6. 3—boyutlu Oklid uzayindaki bir M yiizeyinde x, Ve «, asli egrilikler

olmak tizere K Gauss egriligi fonksiyonu

K=k x,

dir, [8].



1.temel formun katsayilari1 E,F,G ve 2. temel formun katsayilart L,M,N olmak
iizere, 3—boyutlu Oklid uzaymdaki bir M yiizeyinin K Gauss egriligi

fonksiyonunun temel formlar cinsinden ifadesi

Kdet([E F]_(L MJJLN—M: 23)
F 6)\M NJ| EG-F

seklindedir, [8].

Teorem 2.1.7. R® Oklid uzayindaki bir M yiizeyinin asli egrilikleri x, ve x, olmak

tizere M yiizeyinin H ortalama egriligi

_ Kt

2

H

dir.
1.temel forum katsayilart E, F, G ve 2. temel formun katsayilar1 L, M, N olmak

tizere 3—boyutlu Oklid uzayindaki bir M yiizeyinin H ortalama egriligi

fonksiyonunun temel formlar cinsinden ifadesi

H=1i{(E F](L M)}:ENZFMJFGL 2
2°\\F 6) (M N 2(EG - F?)

seklindedir, [8].

Tammm 2.1.8. M, R*’de bir yiizey olmak iizere M yiizeyinin H ortalama egriligi

sifir ise bu ylizeye minimal yiizey denir, [9].

Tammm 2.1.9. U c R? uzaymin bir agik alt kiimesi, ﬁ(S) ve /I(S) regiiler egri ve

uelR olmak tizere



p: U > McR® (2.5)
(s,u) > p(s,u)=B(s)+ui(s)

parametrizasyonu ile verilen M yiizeyine regle yiizey denir. Burada ﬂ(s) dayanak
egrisi, ﬂ(s) ise dogrultman vektoriidiir. se | sabit tutulup u degistirilerek elde

edilen S(s)+uA(s) dogrusuna yiizeyin ana dogrusu denir, [8].

Tanmm 2.1.10. M cR® regle yiizeyi olmak iizere komsu iki dogrultmanim ortak

dikmelerinin dogrultmanlar {izerinde bulunan ayaklarina bogaz (striksiyon) noktasi
denir, [10].

Tamm 2.1.11. Bir M cR® regle yiizeyinin ana dogrusu, dayanak egrisi boyunca
yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine bogaz (striksiyon) ¢izgisi

(egrisi) ad1 verilir, [10].

Tamm 2.1.12. M < R® regle yiizey olmak iizere regle yiizeyin ana dogrulari boyunca

teget diizlemleri ayn1 olacak sekilde kaliyorsa regle yiizeye agilabilirdir denir, [10].

Teorem 2.1.13. M, R*’de bir yiizey olmak iizere, M yiizeyinin agilabilir olabilmesi
icin gerek ve yeter sart K =0 olmasidir, [11].

Tanmm 2.1.14. M cR® regle yiizey olmak iizere, regle yiizeyin komsu iki ana
dogrusunun arasindaki en kisa mesafenin ana dogrular arasinda bulunan agtya oranina

regle yiizeyin dagilma parametresi denir, [10].

Tanmm 2.1.15. go(s,u) = ﬂ(s)+u;t(s) kapali regle ylizey olmak iizere kapali regle

yiizeyin ac¢ilim uzunlugu (adimi)

L: I >R
u—>Ll(u):95du

A



seklinde ifade edilir, [10].

Ac¢ilim uzunlugu regle yiizeyin integral invaryantidir. A¢ilim uzunlugu sifir olmasi

durumunda striksiyon egrisi bir nokta ve agilabilir regle yiizey ise koni olur, [12].

M, 3—boyutlu Oklid uzayinda agilamaz bir regle yiizey olsun. M yiizeyinin

parametrizasyonu
p(s,u)=pB(s)+ui(s)

seklinde ifade edilir. Burada </1(s),/1(s)> =1, </1’(S),l'(s)> =1ve A(s) dogrultman,
B(s) ise ¢ yiizeyinin bogaz (striksiyon) egrisidir. Bu durumda 3—boyutlu Oklid
uzayinda bir kiiresel egri i¢in S parametresi A(S)’nin yay uzunlugu parametresi
olarak adlandirilir. Ayrica /1(8) , @ acgilamaz regle ylizeyinin kiiresel gosterge vektorii

olarak adlandirilir. /I(S), (/)(S,u) acillamaz regle yiizeyinin striksiyon egrisi

oldugundan dolay1 <ﬁ’(s),ﬂ’(s)> =0 dir, [13].
Bundan sonra gosterim kolaylig1 i¢in S parametresi yazilmayacaktir.

k=2 ve g=AxA" olsun. Bu durumda {4,k,q} kiimesi A egrisinin kiiresel Frenet
catis1 olarak adlandirilir. Burada k ve q, sirasiyla, go(s,u) acilamaz regle ylizeyinin

merkez normal ve asimptotik normal vektorleridir. {/I, k,q} kiiresel Frenet catisi i¢in

tirev vektorleri

A=k
k' =-4-Jq
q =Jk

seklinde ifade edilir. Burada J = </1",/1'><}t> , A egrisinin geodezik egriligidir.



Ayrica, S striksiyon egrisinin tlirevi

B = AL+Cq

dir. Burada A=(f',1) ve C=(f,Ax ') dir.

J,A ve C fonksiyonlar1 ¢ acgilamaz regle yiizeyinin yapi fonksiyonlar1 olarak

adlandirtlir, [14].
2.2. Bertrand Ofset Regle Yiizeyler

Bu boliimde regle yiizeylerin Bertrand ofsetleri hakkinda temel bilgiler verilecektir.
Iki parametreli noktalar ailesi olarak bir regle yiizey gdz oniine alirsak, bu yiizeyin
normal ofseti orijinal temel yiizeyi ile her noktasinda ortak normale sahip bir yiizeydir.
Boyle yiizeyler, paralel ofsetler olarak isimlendirilecektir. Farouki tarafindan, belirli
bir ylizey smifi i¢in hem tam hem de yaklasik paralel ofset iiretim metotlar
gelistirilmistir, [15,16]. Burada elde edilen sonuglar Bertrand egri ciftlerinin sahip
oldugu egrilik ve burulma gibi 6zelliklerin birbiri cinsinden ifade edilmesi durumlarini
icermemektedir. Burada, regle yiizeyler, dogrular geometrisi kapsaminda bir
parametreli dogrular ailesi olarak g6z oniine alinirsa, boyle yiizeyler igin Bertrand

ciftleri ile ilgili 6zellikler kullanilabilir.

-

Sekil 2.1. Tki dogru arasindaki ofset (Ravani ve Ku, 1991).
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r, iki dogrunun ortak dikmesinin uzunlugu ve @ ise iki dogrudan birinin ortak dikme

boyunca kaydirilip diger dogruyla kesistirilmesi sonucu aralarinda olusan agidir.

Bir regle yiizey igin her iirete¢ konumunda, iirete¢ boyunca yiizeyin pek ¢ok normali
vardir. Ornegin, regle yiizey parcalariyla siirl kalmazsa, iiretecin sonsuzdaki yiizey

normali, ylizeyin  asimptotik normaline paraleldir. Ayn1 {irete¢ lizerindeki merkez

noktasinda, yiizeyin normali asimptotik dogrultudan 90° doner ve yiizeyin k merkez

normaline paralel konuma gelir. Ayni lireteg izlenirse, yiizeyin normali 90° daha doner

ve tiretecin diger u¢ noktasi q ’ya paralel konuma gelir, [2].

Tamim 2.2.1. Ortak normale sahip iki regle yiizeyin karsilikli iireteclerinin bogaz
noktalarinda birebir esleme mevcut ise bu iki regle yiizeye birbirinin Bertrand

ofsetleridir denir, [2].

go(s,u) temel regle ylizeyi,

@(s,u)=pB(s)+ui(s) (2.6)

denklemi ile verilsin. Burada f, yiizeyin striksiyon egrisi ve S, [ egrisi boyunca yay
uzunlugu olsun. {4, k, q}, ¢ yiizeyinin Jeodezik Frenet iigyiizliisii olmak iizere bu

ylizeyin ¢ * Bertrand ofsetinin Jeodezik Frenet ti¢yiizliisii

A* cos¢ 0 sin@ || A
k*l=| 0 1 0 k (2.7)
q* —sind 0 cosé || q

seklinde ifade edilir.

@ temel yiizeyi cinsinden, ¢* ofset yiizeyinin denklemi
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p*(s,u)=pB*(s)+ui*(s)= -
=[ B(s)+rk(s)]+u[(cos@)A(s)+(sind)q(s)] (28)
bigiminde yazilabilir. Burada r, lineer ofset ve @, iki yiizey arasindaki acisal ofsettir.

6 =0° olmasi durumunda, temel yiizey ve ofseti iizerindeki karsilikli liretegler
birbirine paraleldir. Bu durumda bu iki yiizeye yonlii ofsetler denir. (2.8) denkleminde

6 =0° alinirsa
p*(s,u)=pB(s)+rk(s)+ul(s)=e(s,u)+rk(s) (2.9)
elde edilir. Benzer bigimde, 8 =90° olmas1 durumunda temel yiizeyin ve Bertrand

ofsetinin karsilikli tiretegleri birbirlerine dik olur. Bu durumda, bu iki yiizeye dik

ofsetler denir. (2.8) denkleminde 6 =90° alinirsa
@*(s,u)=B(s)+rk(s)+uq(s) (2.10)

elde edilir, [2].



BOLUM 3. CATILANDIRILMIS EGRILER VE YUZEYLER

Singiiler noktalara sahip egrilerin Frenet catisi bilinen yollarla olusturulamaz. S.
Honda ve M. Takashi, Frenet ¢atis1 olusturulamayan egrileri tanimlamis ve bu egriler
catilandirilmig egriler olarak isimlendirmistir. Vektorlerin belli bir ag1 etrafinda
dondiiriilmesi sonucu taginabilir catilar elde edilir ve tasmabilir gatilar ile uzay egrileri
catilandirilmig egrilerdir ve onlar singiiler noktalara sahip olabilir. Catilandirilmis
egriler lineer bagimsizlik sartlari ile diizenli egrilerdir, [5]. Oklid uzaymdaki
catilandirilmis bir ylizey hareketli bir egri ile diizgiin bir yiizeydir. Catilandirilmis
yiizeyler sadece diizenli ylizeylerin bir genellemesi degildir, ayn1 zamanda singiiler
noktalara sahip olabilirler, [4]. Bu béliimde ¢atilandirilmig egrilerin nasil tanimlandigi
ve ¢atilandirilmis egriler ile kurulan Frenet catilar1 hakkinda bilgi verilecektir. Ayrica

catilandirilmis ytizeylerin nasil olustugu hakkinda genel bilgi verilecektir.

3.1. Catilandirilmus Egriler

R®, 3—boyutlu Oklid uzay1 ve y : I — R® singiiler noktalara sahip bir egri olsun. Bir
A, = {ﬂ = (4, 1) € R XRS‘M-IL‘J‘ =651, ] :112}

kiimesi tanimlayalim. Bu durumda A,, 3-boyutlu diizgiin bir manifoldtur.
1=, 1,) €A, olsun. O halde v=y4xu,eR® birim vektdr olacak sekilde

tanimlanabilir. Bu durumda v vektorii x4, ve u, vektorleriyle ortogonaldir.

Tamm 3.1.1. Vsel ve =12 ¢in (y'(5),24(5))=0 saglaniyorsa

(}/, ,u) .1 — R®x A, ifadesine catilandirilmis egri denir. (7/, ,u) bir ¢atilandirilmis egri
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olacak sekilde z:1 — A, doniisiimii varsa y:1 — R® egrisine ¢atilandirilmig temel
egri denir, [5].

Catilandirilmis egriler sadece Frenet egrilerinin degil, ayn1 zamanda R? iizerindeki
birim teget demetindeki Legendre egrilerinin dogal genecllemesidir. Bir Frenet
egrisinin veya Legendre egrisinin egriliklerine benzer sekilde ¢atilandirilmis egrinin

egriligi olarak adlandirilan degismezler tanimlanir. Bu egrilikler, ¢catilandirilmis egriyi

ve singiiler noktalarini analiz etmek i¢in oldukga yararhidir, [17].

(7/, y ,uz): | > R®xA, catilandirilmis egri ve V(s)=4(S)x 1,(S) olmak iizere

Frenet formiilleri asagidaki gibi yazilabilir:

1 (8)=1(s) s, (s)+m(s)v(s)
() =—1(s)w(s)+z(s)v(s) (3.1)

V'(s) =-m(s)(s)—z(s)m,(9).

Burada I(s), m(s) ve z(s) fonksiyonlari

m(s) =<ul'(s),v(s)> (3.2)

esitlikleri yardimiyla elde edilir. Bunlara ek olarak
7'(s)=a(s)v(s) (3.3)

esitliginde ifade edilen bir

a.l >R
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diizgiin doniisiimii mevcuttur.

(Lmz,a): 1l >R bir  diferansiyellenebilir ~ doniisiim  olmak  iizere
(7.1):1 > R*xA, catilandirilnus egrisi mevcuttur ve (I (s),m(s),z(s),a(s)) bu
catilandirilmis egrinin egrilikleridir. Eger (3.1) ifadesindeki esitliklerden tigiinciisiinde

m(s) = Z(S) =0 alinirsa V'(S) = 0 olur. Singiiler noktalarin analizi i¢in ¢atilandirilmis
egrinin egriliklerini kullanacagiz. Bu nedenle V'(s)#0olarak alnacaktir. Eger

a(so) =0 ise s,, y egrisinin singiiler noktasi olarak adlandirtlir, [5].

(}/, 7 ,uz): | - R®xA, catilandirilmis bir egri olmak iizere gatilandirilmis egrinin

Frenet elemanlari

(3.4)

dir, [3].

(7,44, 44,) 11 > S*x A, bir kiiresel ¢atilandirilmis egridir. Burada s =y olarak
alalm. v=yxu, ve 7'(s)za(s)v(s) dir. ¥ catilandirilmis temel egrisinin

| (S) ,m (S) ve z (S) egrilikleri yardimiyla Frenet formiilleri agagidaki gibi

5) (35)



15

elde edilir, [5].

Teorem 3.1.2. (y,14,18,):1 = S*xA, bir ¢atilandirilmis kiiresel egridir.  'nin
) 2 g

I(s)

¢ember olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a(S) #0 ve ﬁ = sabit olmasidir, [5].
a\S
Onerme 3.1.3. (}/,,ul,,uz): | - S?xA, bir ¢atilandirilms kiiresel egri olsun. y nin

S? lizerinde biiyiik gember olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a(s)#0 ve I(s)=0

olmasidir, [5].

3.2. Catilandirilms Yiizeyler

Tamim 3.2.1. n catilandirilmis regle yiizeyin normali olmak iizere (S, u) eU i¢in
<gos(s,u),n(s,u)> =0 ve <¢u(s,u),n(s,u)> =0 sartlari saglaniyorsa
(p.n,d):U 5>R*xA ifadesine ¢atilandinlmis yiizey denir. (¢,n,d) bir

catilandirilmis yiizey olacak sekilde (n,d) ‘U —> A déniisiimii varsa ¢:U — R® bir

catilandirilmis temel yiizeyi denir, [4].

¢:U — R® bir regiiler yiizey olmak iizere V(S,u)eU icin <(ps(s,u),n(s,u)> =0,

<(pu (s,u), n(s, u)> =0 sartlar1  saglaniyorsa (qo, n) ‘U > R3¥xS? Legendre

immersiyondur. Burada n:||¢5x¢“|| yiizeyin normalidir. d:U — S? regiiler
P X P,
doniistim mevcuttur yle ki ((p, n,d) bir ¢atilandirilmis yiizeydir. Burada d = ”(/)_S”
s
veya d =”¢—”|| dir. t ise n ve d’nin dis ¢arpimi sonucunda elde edilir. Yani
Py

t(s,u)=n(s,u)xd(s,u) seklinde gbsterilir. Elde edilen {n(s,u),d(s,u),t(s,u)}

catisi, (p(s, u) boyunca bir hareketli ¢atidir. Bu durumda
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(Z:j:@ E](f] (3.6)

ve

ng 0 ¢ f
=& 0 g
t, -f, -9, O it
(3.7)
n, 0 e f,
u |=| 76 0 g,|d
t, -f, -9, 0 )(t

esitlikleri  verilir. Burada a,b,e, f,g.:U >R, i=12 diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar catilandirilmis yiizeylerin temel degismez

fonksiyonlar1 olarak adlandirilir, [4].

a,b.e, f ve g, ( i =1,2) temel degismez fonksiyonlar1 yardimiyla olusturulan

a b 0 e f 0 e, f,
T:[a? bjlvl: —€ 0 0, ’V2: —€, 0 9,
i _f1 —0 0 _fz -0 0

matrisleri (¢,n,d) catilandirilmis yiizeyinin temel degismezleri olarak adlandirilir.

(s,u), @ ’nin singiiler noktasi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart T (s,u) =0
olmasidir. X, =X, ve V,, -V, , =VV, —VV, olmak iizere integrallenebilme sartlari

altinda temel degismezler
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al,u _blgz = az,s _bzgl
bl,u —a,0,; :bz,s —a,0, (3-8)
ac, +b1f2 :a2e1+b2f1

ve

€u— f192 =€~ fzgl
fl,u —6,0, = fz,s - €0, (3-9)
0,, 76 fz =0,s 6 fl

sartlar1 saglanmalidir, [4].

Teorem 3.2.2. U, R?’de basit baglantili bir bolge olmak iizere (3.8) ve (3.9)
integrallenebilme kosullar1 ile birlikte a,b.e, f,0,:U->R,1=12
diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. T,V,,V, temel degismezleri ile iligkili bir

(go, n, d) U = R®x A catilandirilmus yiizeyi vardr, [4].

Ispat. (3.7) ve (3.9) esitlikleri ile birlikte bir {n,d,t} ortogonal catis1 vardir. (3.6)
kosulu ile birlikte ¢:U — R® diferansiyellenebilir doniisiim mevcuttur. Bu nedenle
T,V,,V, temel degismezleri ile iligkili bir (go,n,d):U S R3xA catilandirilmis

yiizeyi vardir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 323. T,V,V, ve T,V,V, temel degismezler ile birlikte
(p.n,d), (&F\H)U — R®x A catilandirilmus yiizeyler olsun. (go,n,d) ve (;)ﬁa)

yiizeyleri ¢atilandirilmig yiizeyler gibi birbirleriyle uyumlu olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart T,V,,V, ve T,V,,V, temel degismezlerin birbirleri ile ¢akisik olmasidir, [4].

Tamm 3.2.4. Temel degismez fonksiyonlar yardimiyla
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Je :det(

f
K. =o|et[el 1}, (3.10)

tanimlanan D =(Jg, K¢, H.):U > R® diferansiyellenebilir doniisiimiinde ifade

edilen D =(J;, K¢, H;) catilandirilmis yiizeyin bir egriligi olarak adlandirilir, [4].
Sonug 3.2.5. (3.9) denklemini kullanarak

Ke =0, — 9, (3.11)
elde edilir, [4].

@:U = R® bir regiiler yiizey olmak iizere (n,d):U — A mevcutsa (go,n,d) bir
catilandirilmig ylizeydir. 1. ve 2. temel formun katsayilart ile a,b,e,f, ve g,

(i=1,2) temel degismez fonksiyonlar1 arasindaki iliski

E=a’+b/, F =aa, +bb,, G=a’+h?,

(3.12)
L:_a1el_b1f1' M:_aiez_ble' N=—a262—b2f2

seklindedir, [4].

Sonug 3.2.6. (2.3), (2.4), (3.10) ve (3.12) denklemleri yardimiyla ¢ regiiler ylizeyinin

K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi

k=Ke p_He (3.13)
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olarak elde edilir, [4].

Onerme 3.2.7. T,V,V, temel degismezler ile birlikte (¢,n,d):U —>R>xA

catilandirilmis yiizey olsun. Her (S, u) eU ig¢in

HEZ(s,u)—Jq(s,u)Kg(s,u)=0 (3.14)
dir, [4].

Onerme 3.2.8. (¢,n,d):U - R*xA bir ¢atilandirilmis yiizey ve (s,u)eU olsun.
(p.n):U > R*xS? yiizeyi S noktast etrafinda bir Legendre immersiyonu olabilmesi

icin gerek ve yeter sart D, () #0 olmasidir, [4].

Ispat. Onermenin bir pargasimin gerekliligini gosterelim. Eger D (S) =0 ise
(go, n) U > R*xS? vyiizeyi S noktasinda bir Legendre immersiyon degildir.
J:(5)=0 oldugundan dolay: s noktasinda ki +k; =0 ve k (a,a,)+k,(b,b,)=0

olacak sekilde k;,k, € R vardir.

Buna ek olarak, K.(s)=0 oldugundan dolayi S noktasmda h?+h;=0 ve

h(e.e,)+h,(f,f,)=0  olacak  sekildle  h,h,eR  vardir.  Burada

kih =0, k,h #0, kh, #0 ve k,h, #0 olacak sekilde dort farkli durum elde edilir.

Kabul edelim ki k,h, =0 olsun. Bu durumda s noktasinda (a,,a,)=—(k,/k,)(b,.b,)

ve (e,e,)=—(h,/h)(f, f,) esitlikleri mevcuttur. Boylece

@ N B bw,  fw,
[¢u nuj(S)_(bzwl fzwzj(S)
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esitligi elde edilir. Burada w, ve w, vektorleri sifirdan farkli vektorler olup

w, =—(k,/k )d +t ve w, =—(h,/h,)d +t dir. rank(gps nsj(s)<2 olabilmesi i¢in

u nU

b f
gerek ve yeter sart det b1 (s)=0 olmasidir.

2 2

f
Simdi de det[g1 flJ(s);tO oldugunu kabul edelim. H.(s)=0 oldugunu

2 2

varsayarsak

f f
O:det[a1 1j(s)—det(b1 elj(s)z[—ﬁ+EJdet(bl lJ(s)
a'2 f2 b2 eZ kl hl b2 f2
elde edilir. Buradan
=0 (3.15)
olur. Diger taraftan (3.9) kosullar ile birlikte
f f
O:det(al el}(s)jtdet(b1 lJ(S)=[%+1jdet(bl 1j(s)
a2 e2 b2 f2 hlkl b2 f2

elde edilir. Boylece

h2 k2

+1=0 (3.16)

bulunur. (3.15) ve (3.16) denklemleriyle h?/h? +1=0 oldugu goriiliir. Bu durumda
bir saymin karesinin negatif oldugu goriiliir; ama bu olamaz. Bu nedenden dolayi

geliski oldugu sonucuna varilir. (¢,n) yiizeyinin § noktasinda bir immersiyon
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olmadigi anlagilir. Diger durumlarda benzer muhakeme ile gosterilebilir. Tersine, eger

n
rank(goS nsj(s)<2 ise s noktasmda kZ+ki=0 ve k(a.b,e,f)
wu u

+k, (a,,b,,e,, f,) =0 olacak sekilde k;,k, e R vardir. Elde edilen bu sonuglar goz

Oniine almirsa J. = K. = H. =0 oldugu goriiliir. Sonug olarak D, =0 ’dir. Boylece

ispat tamamlanur.

Lemma 3.29. (¢,n), s eU civarinda Legendre immersiyonu ve s noktast ¢ ’nin bir

singiiler noktast ise K Gauss egriligi veya H ortalama egriligi S noktasinda ihmal
edilebilir, [4].

Onerme 3.2.8. yardimiyla, eger D, (S)zO ise @, S noktasinda front degil bir
frontaldir. Yani (q), n) bir immersiyon degildir. O halde catilandirilmis yiizeyin nasil
immersiyon olup olmadigi sorusu karsimiza g¢ikmaktadir. ((p,n,d):U —>R¥*xA,

temel degismezleri (T , V., VZ) olan bir ¢atilandirilmis yiizey olsun.

f
IF:[DF,det(a1 glJ,det[b1 glj,det[e1 gl],det(l glj,det(a1 el)]
a, 9, b, 9, e 0, f, 9, a, &

olmak iizere (¢,n,d) catilandirilmis yiizeyinin bir 1. :U —R® diferansiyellenebilir
doniistimii  tanimlayalim. Bu durumda eger ((p,n,d) bir immersiyon ise

( o,.n, d) ‘U > R¥*xA bir catilandirilmis immersiyondur.

Onerme 3.2.10. (¢,n,d):U > R*xA bir ¢atilandinlmis yiizey ve seU olsun.
((p,n,d) catilandirilmis yiizeyinin S noktasi civarinda catilandirilmis immersiyon

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart | (s) 0 olmasidir, [4].
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Ispat. Kabul edelim ki I.(s)=0 olsun. Bu durumda (¢,n,d), s noktasinda bir

catilandirilmis immersiyon degildir. Burada

n. d
rank(@s s 5] <2
q)u nU dLI

oldugunu gostermek yeterlidir. Asagidaki durumlar yukaridaki esitsizlige denk

durumlardir.

rank(% ”S}(s), rank((ps SSJ(S), rank[::s j‘“’](s)<2

(DLI n u ¢U u

n
D-(s)=0 varsaymmi ve onerme 3.2.8. yardimiyla rank[zs nsj(s)<2 oldugu

@, g

goriiliir. Simdi rank(
A

j(s) <2 oldugunu gosterelim. Temel degismezler

tanimiyla

o, d, (ad+bt -en+agt
o, d,) lad+bt —en+gt

u

elde edilir. J.(s)=0 ve det{el %
eZ g2

j(s) =0 oldugu i¢in S noktasinda k;k, e R

olmak iizere ki+k;#0 ve k/(a,a,)+k,(b,b,)=0 dir. Dahast § noktasinda
h,h, e R olmak iizere h>+h?=0 ve h(e,e,)+h,(9,,0,)=0 dir. Buradan dort

farkli durum elde edilir ve bu dort durum kh #0,k,h =0, kh, #0 ve k,h, =0
seklindedir.

Kabul edelim ki k,h, =0 olsun. Bu durumda s noktasinda (a,,a,)=—(k,/k,)(b,.b,)

ve (e,e,)=—(h,/h)(9,,9,) esitlikleri mevcuttur. Bdylece
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K R el ©

D, u b,w, g,w,

esitligi elde edilir. Burada w, ve w, vektorleri sifirdan farkli vektdrler olup

o, dq

q j(s) <2 olabilmesi i¢in
@, Yy

w, =—(k,/k,)d +t ve w, =(h,/h)n+t dir. rank(

b 9,

b, g J(S) =0 olmasidir. I (S) =0 varsayimi yardimiyla
2 2

gerek ve yeter sart det(

d
det [ by gl}(s) =0 elde edilir. Bundan dolay1 rank [(05 s j(s) < 2 oldugu goriiliir.

b, g,

u u

n, d
Diger durumlar da benzer muhakeme ile gosterilebilir. Simdi de rank (ns ds J(s) <2

u u

oldugunu gosterelim. Temel degismezler yardimiyla

ng d;) (ed+ft -en+gt (s)
n, d,) led+ft —en+gt

u u

& O

j(s) =0 aldigimizdan dolay1 S
& 9

esitligi elde edilir. K. (s)=0 ve det(
noktasinda  k;(e,e,)+k,(f,f,)=0, h(e.e,)+h,(0,,9,)=0 kZ+ki=0 ve

h? +h #0 olacak sekilde k;,k,,h,h, € R vardur.

Burada kh =0,k,h =0, kh, #0 ve k,h, #0 olacak sekilde dort farkli durum elde

edilir. Kabul edelim ki kh #0 olsun. Bu durumda s noktasinda

(e,.6,)=—(k,/k)(f,. f,) ve (e.e,)=—(h,/h)(9,,9,) esitlikleri mevcuttur. Bdylece

ns ds _ f1W1 glw2
w ool e



24

esitligi elde edilir. Burada w, ve w, vektorleri sifirdan farkli vektorler olup

n, d, . L
0 J(S)<2 olabilmesi igin

u u

w, =—(k,/k )d +t ve w, =(h,/h)n+t dir. rank(

f. g

$) =0 olmasidir.
f, gzj()

gerek ve yeter sart det(

f, g

j(s):o elde edilir. Bundan dolay:
f, 9,

I (S) =0 varsaymmi yardimiyla det(

n d
rank[ ) S](s)<2 oldugu goriiliir. Diger durumlar da benzer muhakeme ile

u u

gosterilebilir. Bu nedenle (¢,n,d), S noktasinda bir immersiyon degildir. Tersine

n, d
rank(gpS ns dsj<2 ise s noktasinda k’+ki=0 ve k(a.b,e,f,0,)
¢U u u

+k, (a,,b,,&,, f,,0,) =0 olacak sekilde k,,k, € R vardir. Buradan I.(s)=0 oldugu

goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Yukaridaki ifadelerden yola ¢ikarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.11. (go, n, d) ‘U = R®xA bir catilandirilmus yiizey ve seU olsun.

e @’nin S noktasi etrafinda bir immersiyon (bir regiiler yiizey) olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart J. (S)#0 olmasidr.

o (go, n) ‘nin S noktasi etrafinda bir Legendre immersiyon olabilmesi i¢in gerek
ve yeter sart D () #0 olmasidur.

° (gp,n,d)’nin S noktasi etrafinda catilandirilmis immersiyon olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart 1. (s) =0 olmasidir, [4].



BOLUM 4. CATILANDIRILMIS EGRILERIN BERTRAND
OFSET REGLE YUZEYLERI

Bu boliimde diger boliimlerde tanimladigimiz kavramlar ve elde ettigimiz denklemler
yardimiyla catilandirilmis egriler ile olusturulan regle yiizeyler ve bu regle ylizeylerin
Bertrand ofsetleri incelenmistir. Catilandirilmis regle yiizeyler olusturulurken regle
yiizeyin striksiyon egrisi, regiiler egri olarak alinmis olup dayanak egrisi

catilandirilmis egridir.
4.1. Catilandirilmis Acillamaz Regle Yiizeyler

Genellikle catilandirilmis egrilerin yay uzunlugu parametresini dikkate alamayiz.

Ancak, (7, 1,,Vv) birimmersiyon ise (7, ,,V) catilandirilmis immersiyonlari i¢in yay

uzunlugu parametresini gosterebiliriz, [17]. Bu ¢alismada yay uzunlugu parametresi S

alinmustir. ﬂ’(s) # 0 olmak iizere f:1 — R® bir egri ve (}/,,uz,v): | - S?xA, bir

kiiresel catilandirilmis egri olsun. Béylece R*® Oklid uzayimnda catilandirilmis dayanak

egrili M yiizeyi bir agilamaz regle yiizey olur. M yiizeyi i¢in parametrizasyon

p(s,u)=pB(s)+uy(s) (4.1)

olarak verilir. Burada (y,7)=1 (v,v)=1 ve (B',v)=0 dir. Burada Vv,

7'(s) =a(s)v(s) olmak iizere {y,4,,V} catisinin binormal vektoriidiir. ¢ agilamaz

regle yiizey oldugundan S bir striksiyon egrisidir. Ciinkii

7(s) (4.2)
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esitliginde <ﬂ’(s),7/’(s)> = <ﬁ’(s),a(s)v(s)> = a(s)<ﬁ'(s),v(s)> =0 oldugundan

C(S) =f (S) striksiyon egrisidir.

Lemma 4.1.1. R® Oklid uzayinda ¢(s,u) catilandirilmis agilamaz regle yiizeyinin

striksiyon egri se¢imi, dayanak egri segiminden bagimsizdir.

p' vektori y, p, ve v vektorlerinin lineer terkibi olarak yazilabileceginden ve

(B',v)=0 oldugundan
B'(s)=Ar+Cu, (4.3)
yazilabilir.

@:U — R bir regiiler yiizey olmak iizere V(s,u)eU i¢in <gos(s,u),n(s,u)> =0 ve

<¢)u (s,u), n(s, u)> =0 sartlar1  saglantyorsa (go, n) U 5> R*xS®  Legendre

immersiyondur. n= ”% X%” yiizey normali ve d :U — S diferansiyellenebilir bir
Ps X @,
doniistim mevcut olup ((p, n,d) bir ¢atilandirilmis yiizeydir. Burada d = ”% ” olarak
P,

alalim.

Onerme 4.1.2. t(s,u)zn(s,u)xd(s,u) olmak iizere R® Oklid uzayinda qo(s,u)

catilandirilmis regle yiizey iizerinde olusturulan ortogonal ¢ati

. Ua " - C v
Jula? +C? ? Jula? +C2?

d=y (4.9

Jula? +C? ’ Ju?a? +C?

t
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dir. Yukaridaki denklemleri {y, s,,v} ¢atisini dikkate alarak tekrar diizenlersek

{ Ua -C }
n= Oa 1
Jula? +C? JuPa® +C?

d ={1,0,0} (4.5)

t—{O B C B Ua }
" ut+c?t JuPa? +C?
bulunur.

Ispat. (D(S,U) catilandirilmis regle yiizeyinin S ve U parametrelerine gore kismi

tirevleri

=p'+uy = +uav
Q=7

(4.6)

olmak iizere bu yiizeyin normalini

— q)s Xq)u (4.7)
lo. > @,

esitligi yardimiyla hesaplayalim. (4.6)’da verilen esitliklerin vektorel ¢arpimi

(psx¢u=(ﬂ'+uav)><7/
(B'xy)+ua(vxy)
(A}/+C,u2 xy/)+u0£( }/)
(A(

ug,

(yx7)+C(u 7))+ua(v><7/)
o, —Cv

olarak bulunur. Yukaridaki esitligi (4.7) esitliginde yerine yazip gerekli islemleri

yaparsak regle yiizeyin normali
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. -Cv

Ju’a® +C?

(4.8)

elde edilir. Burada D =VEG — F? =+u’a? +C? dir.

{n, d ,t} catisi (7/, y7 V) bazi ile elde edilen bir ¢atidir. Catilandirilmis yiizey tanimi ve
(4.8) denkleminde elde edilmis olan qo(s,u) catilandirilmis regle yilizeyin normali ile

{n,d,t} catismdaki n ayni oldugundan

n = Yot -Cv
Ju’e? +C?
a -C

u
Hy + v
Jula? +C? "7 Juta? +C?

=0y +

{ Ua -C }
= Ol ]
Jula? +C2 Jula? +C2

elde edilir. Benzer sekilde gatilandirilmig yiizeyin tanimindan yararlanir ve (4.6)

denkleminde elde edilen ¢(s,u) catilandirilmus regle yiizeyinin U parametresine gore

kismi tiirevi alinirsa
d=y={10,0}

elde edilir. Boylece t vektorii ¢atilandirilmis yiizeyin tanimi goz Oniine alinarak n ve

d vektorlerinin birbirleriyle vektorel carpimlarindan

t:nxdz{ na —C }x{Lo,o}

01 )
Ju2a? +C? Juka? +C?
3 C Ua

~lo- —
et

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Onerme 4.13. a,b.e,f,g,:U >R, i:1,2 diferansiyellenebilir fonksiyonlar:

catilandirilmig yiizeyin temel degigsmez fonksiyonlar1 olsun. Bu fonksiyonlar

a, = A b, = —/u’a®+C?,
a2 :1, b2 :Oa
_ Ca | ‘¢ _ —IC? - &'Cu + C'ua — lu%a? | (4.9)
Jula? +C? ' u?a’® +C?
Ca
%= T

dir.

Ispat. (3.6) ifadesinde verilen ¢ =ad+bt esitliginde d ve t vektdrlerinin

degerlerini yazarsak

C Ua
=a{10,0! +b<0,— ,—
7 =a{100} bl{ Ju?a? +C? \/u2a2+C2}

elde edilir. Yukaridaki ifadenin ve (4.6) ifadesinin 1. esitliginin sol taraflar1 ayni

oldugundan

a, = A

b, = —Ju’a® +C?

bulunur. Benzer sekilde (3.6) ifadesinde verilen ¢, =a,d +b,t esitliginde d ve t

vektorlerinin degerlerini yazarsak

C Ua
=a,{1,0,0}+b,<0,— ,—
7 =2 10,0} 2{ Jula? +C2 \/u2a2+02}
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elde edilir. Yukaridaki ifadenin ve (4.6) ifadesinin 2. esitliginin sol taraflar1 ayni

oldugundan

bulunur.

(4.8) esitligiyle verilen n normal vektoriinin S ve U parametrelerine gore kismi

turevleri
B Cla+Cu’a® C’l+CPua’ +Cu’a’l—CCua Clual -C'U’a’ +u’d’l + Cl’ad’
s 3! 3 ! 3
(va? +C7); (va? +C7) (va? +C7);
ve
_lo C’a Cua?
M =15 7 E
(P +C7) (v +C7):
dir.

Ayrica (3.7) ifadesinde verilen n, =ed + fit ve n, =e,d + f,t esitliklerinde sirastyla

d ve t vektorlerinin degerleri yazilirsa

C ua

n, =€ {1,0,0} + fl{O,—\/uZO{2 — ’_\/uzaz +C2}
C Ua

n, =¢,{10,0} + fz{O,—\/uZO[2 — ’_«/uzaz +C2}
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bulunur. Yukarida elde edilen n; ve n, vektdrlerinin birbirleriyle esitligi sonucu

Ca -IC? = a'Cu + C'ua — lu?a?
€ = , f, = 2 2 2 )
\JC? +u%a? ua”+C
Co
e, =0, fo=-—— 2
u‘a®+C

fonksiyonlar1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4. (go,n,d) ‘U 5> R*xA temel degismezler ile birlikte gatilandirilmis
yiizey ve D =(Jg, K, H):U > R® bir diferansiyellenebilir déniisimdiir. R®

Oklid uzayimnda go(s, u) catilandirilmis regle yiizeyinin Dy = (JF , Ke, He ) egrilikleri

1, =Jula? +C2,
2 2
K, =% (4.10)
2 2 2
(u a +C )
—a'Cu+ ACa + Clua -1 (uzoz2 +C2)

2(u2a2+C2)

H, =

dir.

Ispat. (go, n,d ) U > R°*xA temel degismezler ile birlikte gatilandirilmis yiizey ve
D: =(J, K¢, Hp):U > R® bir diferansiyellenebilir déniisiimdiir. (4.9)’da verilen

fonksiyonlar (3.10) denkleminde verilen J.,K.,H. denklemlerinde yerine yazilirsa

sirasiyla

’2 2 2
\]deet[A —wa +C J=\/u2a2+C2,

1 0
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Ca -IC? = &'Cu + C'ua - Iu*a?®
K, =det| Yu'@® +C’ ua®+C*
L=
Ca
0 .
u?a’® +C?
C?a?

ve
2 [} [ 2 2
A IC°—a'Cu+Clua -lu‘a \/ﬁ Ca
1 u’a’® +C? e +C —
HFZ_E det c —det Jula® +C2
(04
1 S e— 0 0
u’a’ +C*?
—a’Cu+ACa+C’ua—I(u2a2+C2)
- 2(u2a2+C2)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

R* Oklid uzayinda qo(s, u) catilandirilmis regle yiizeyi acilamaz oldugundan K. #0

dir. Dolayistyla C =0 olup hem J. hemde D =(J:, K., H.) ve

2 3
I, =| D, Uo 0.0, Cua Ca

C? +ua? (C2 + uzoﬁ)s/2 ’_\/Cz +ua?

(4.11)

egrilikleri sifirdan farklidir. Bu durumda asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Sonug 4.1.5. ¢ yiizeyi S noktasi etrafinda bir immersiyondur.

Sonug 4.1.6. (go, n) catilandirilmis temel regle yilizeyi S noktasi etrafinda bir Legendre

immersiyon olur.
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Sonu¢ 4.1.7. ((p,n,d) catilandirilmis regle yiizeyi S noktast etrafinda bir

catilandirilmis immersiyondur.

Sonuc 4.1.8. R*® Oklid uzayimda go(s,u) catilandirilmis agilamaz regle yiizeyinin

minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
~a'Cu+ ACa +Clua — I (u*a® + C*) =0

olmasidir.

(4.12)

Onerme 4.1.9. (3.13) denklemleri yardimiyla qo(s,u) catilandirilmis regle ylizeyinin

K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi

2 2
K——CD‘ff
l 2 ' ! 2 2
H = 3(AC0{—C|—CUC¥+CU0{—UC¥|)
2D

seklinde elde edilir.

Ispat. (4.10)’da verilen fonksiyonlar, (3.13) denkleminde yerine yazilirsa

C2a?
< (watc))”
Je Jula? +C?
Ca?
-

ve

(4.13)

(4.14)
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a'Cu—(AC +C'u)a+|(u2a2 +CZ)

2 2 2
L _He_ 2(u’a” +C?)
I Ju?e? +C? (4.19)
— (ACa—C?l -Cua'+Clua —u’a )
2D°

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi de (4.9)’da verilen esitlikler yardimiyla §0(S, U) catilandirilmis regle yiizeyinin
1. ve 2. temel formlarinin katsayilarini elde edelim.

Teorem 4.1.10. a,b.,¢, f,,0,:U >R, i=12 diferansiyellenebilir fonksiyonlar
catilandirilmis yiizeylerin temel degismez fonksiyonlari olsun. R® Oklid uzayinda

¢(s,u) catilandirilmus regle yiizeyinin 1.ve 2. temel formunun katsayilari

A%+ C? +u%a?,
(B.y)=A (4.16)
1

E
F
G

ve
L —ACa —C% —Cua'+C'ua —u?a?l
Jula® +C? ’
M=o % (4.17)
Jula? + C?
N =0
dir.

Ispat. a,b,e,f,0,:U >R, i=12 diferansiyellenebilir fonksiyonlar1
catilandirilmig ylizeylerin temel degismez fonksiyonlart olsun. (3.12) ve (4.9)

denklemleri kullanilarak 1.temel formun katsayilari



2
E=a’+b’=A° +(—\/u2a2 +C2) = A>+C* +u’a?,
F=-aa, +hb, = A1+(—\/u2a2 +cz)0 - A,

G=a;+bj=1"+0"=1
ve 2. temel formun katsayilar

L :_a1€1_b1f1

N/
- ((—A)(% n - ((I; a'Cu)JrC'ua - quaZJ

u’a® + C?
_ —ACa —C?l —Cua'+ C'ua —u?a?l
Jula? +C? '
M =g, b= ((-A)0) - (a7 -5 s

u?a® +C?
—Ca

N :_azez—bzfz=((—1)(0))—((0)[ C—aD

u’a® +C?
=0

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ayrica yukaridaki teoremle verilen go(s,u) catilandirilmis regle yilizeyin 1.ve 2.

temel formunun katsayilarini (2.1) ve (2.2) denklemleri kullanilarak da elde edilebilir.

(p(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin (4.6)’da verilen birinci mertebenden kismi

turevlerinin ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa
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=(p+uy)

(A U ) +(C'—ula) , + (A +Cl +ua')v
(8 +u;/) =y =av

(7), =

elde edilir. qo(s,u) catilandirilmis regle yilizeyin elde edilen birinci ve ikinci

mertebeden tiirevleri (2.1) ve (2.2)’de yerine yazilirsa sirasiyla 1. temel formun

katsayilar

:<¢s’¢s> <,8 +uav,ﬂ'+uav>

= A’ +C* +u’a?,

(B'+uav,y) (4.18)
(B.7)=A
(rr)=1

=<§DS’¢)U>

=<¢U’¢U>

ve 2. temel formun katsayilar

—ACa —C34 -Cua'+C'ua —u?a?

L :<¢55'n> = D ’
M ={¢p,,n) :_CTQ' (4.19)
N :<¢7uu,n>:0

bulunur. Bu esitliklerin sirasiyla Teorem 4.1.10°da verilen 1. ve 2. temel formun

katsayilari ile ayn1 oldugu goriilmektedir.

Simdi de ¢(s,u) catilandinlms regle yiizeyin (4.18)’de verilen 1. temel formun

katsayilarin1 ve (4.19)’da elde edilen 2. temel formun katsayilarmi kullanarak K

Gauss egriligini ve H ortalama egriligini hesaplayalim.

1. ve 2. formun katsayilarini sirasiyla (2.3) ve (2.4) denklemlerinde yerine yazilirsa
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D D
u’a® +C* =D’ (4.20)

(—AC(Z—CZI—Cua'+C’ua—u2a2|) 0 (_Ca)z

ve
(A*+C? +u2a2).0—2A(_Caj+
D
1 —ACa —C?l —Cua' + Clua —u%a’l
: D (4.21)
H = 2
2 D
1 2 ' !, 2 2
= ——(ACa -C* -Cua’ +Clua —u’a )
D
bulunur.

Bu esitliklerin Onerme 4.1.9°da verilen K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi ile

ayni oldugu goriilmektedir.

4.2. Catilandirilmis Regle Yiizeylerin Bertrand Ofsetleri

Catilandinlmis regle yiizey iizerindeki {4, k, q} kiiresel Frenet tigyiizliisii

P BT
ﬂ/!

= (4.22)

ile ifade edilir.

Burada A, k ve q sirasiyla kiiresel gosterge, merkez normal ve asimptotik normaldir.

(o(S, u) catilandirilmis regle yiizeyinin kiiresel Frenet elemanlari ise
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A=y
Y oav
==y, (4.23)
1 v
yxy'  yxav
Q=T = o VXV E A
(72—l i

ile ifade edilir. Burada go(s, u) catilandirilmis regle ylizeyinin Frenet tigytizliisti, y, 4,

ve V sirasiyla kiiresel gosterge, asimptotik normal ve merkez normaldir.
Tamim 4.2.1. Ortak normale sahip iki regle yiizeyin karsilikli iireteclerinin bogaz

noktalarinda birebir esleme mevcut ise bu iki regle yiizeye birbirinin Bertrand

ofsetleridir denir. Catilandirilmis agilamaz regle yiizeyin denklemi
o(s,u)=B(s)+uy(s)

ile ifade edilir. Burada g, ylizeyin bogaz egrisi ve S, f egrisi boyunca yay

uzunlugudur.

Eger y, u, ve vV, @ yiizeyinin jeodezik Frenet elemanlar1 ise ¢ yiizeyinin ve ¢*

Bertrand ofsetinin jeodezik Frenet elemanlari arasinda

y* cosg sing Of »
W, *|=|-sing cosg O] u, (4.24)
v* 0 0 1 v

bagintis1 vardir.

Catilandirilmis go(s, u) regle yiizeyin Bertrand ofseti, Tanim 2.2.1 dikkate alinarak

p*(s,u)=pB*(s)+uy*(s)=

=[ B(s)+rv(s)]+u[(cosg)r(s)+(sing)u,(s)] (4.25)
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olarak yazilabilir. Eger burada ¢ =0 olursa catilandirilmis acilamaz regle yiizeyin

Bertrand ofseti
p* (s,u)=B(s)+rv(s)+uy(s)=p(s,u)+rv(s) (4.26)
olur. Eger ¢ =90° olursa catilandirilmis agilamaz regle yiizeyin Bertrand ofseti

@** (s,u)=B(s)+rv(s)+uwm,(s) (4.27)
olur.
(4.27) denkleminden asagidaki sonug agik¢a goriiliir.

Sonu¢ 4.2.2. Catilandirilmis agilamaz regle yilizeyin ofsetleri yine catilandirilmis

olmak zorunda degildir.

(o(S,u) catilandirilmis regle yiizeyinin Bertrand ofset yiizey denklemleri ¢ agisinin

durumuna gore elde edilen (4.26) ve (4.27) esitlikleri yardimiyla ofset yiizeylerin 1.
ve 2. temel form katsayilarmi, K* Gauss egriligini ve H™* ortalama egriligini

inceleyelim.

p*:U —>R® bir regiler yiizey olmak {izere V(S,u) eU icin
<g0*ls (s,u),n*l (s,u)> =0 ve <(p*1u (S,u),n*l(s,u)> =0 sartlar1 saglaniyorsa

*x1 *1
QT XQT,

H€0*ls ey yiizey normali

(¢*,n*):U - R°xS’ Legendre immersiyondur. n=

ve d:U—S? diferansiyellenebilir bir déniisim mevcut olup (¢,n,d) bir

*1
Py

H ) olarak alalim.
(A

catilandirilms yiizeydir. Burada d * =
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Onerme 4.2.3. t*(s,u)=n*(s,u)xd™*(s,u) olmak iizere R® Oklid uzayinda
go(s, u) catilandirilmis regle yiizeyinin birinci ofset yiizeyi olan ¢* (S, u)

catilandirilmis regle yiizeyi tizerinde olusturulan ortogonal ¢ati

a*_ o Ua +r' —C+rl

’\/(UOchr')2 +(—C+r|)2 ,\/(uaJrr')2+(—C+rl)2
d*={1,0,0} (4.28)
o+ _Jo Ir-C —I'—uax

\/(ua + r')2 +(-C+ rl)2 ’\/(ua + r')2 +(-C+ rI)2
dir.

Ispat. qo*l(s,u) catilandirilmis regle ylizeyinin s ve u parametrelerine gore kismi

tirevleri

P =@, +rv+rv
=B +uav+rv+r(—ay —lu,)
=(A-ra)y+(C—rl)u, +(ua+rv (4.29)

dir. o> (S, u) catilandirilmis regle yiizeyinin yiizey normali

*1 *1
N = HZ*;% (4.30)

esitligi yardimiyla hesaplanir. go*l(s,u) catilandirilmis regle yiizeyinin s ve u

parametrelerine gore kismi tiirevlerinin vektorel ¢arpimi
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P* xp*, = (((A— ra)y +(C—rl)u, + (ua + r’)v)x y
:(ug+ r’),u2 +(—C + rl)v

olarak bulunur. Yukaridaki esitligi (4.30) esitliginde yerine yazar ve gerekli islemleri

yaparsak regle yiizeyin normali

n*l:(uowrr),uer(—CJrrI)v 4.31)

\/(ua + r’)2 +(-C + rI)2

elde edilir. Burada D* = \/(ua +1)?+ (=C +rl)? dir.

{n*l,d *1,t*l} catist (y,4,,V) bazi ile elde edilen bir ¢atidir. @* (s,u) ofset regle
yiizeyinin normali ile {n*',d*,t*'} catisindaki n** ayni oldugundan n** normalini

(]/, Iy, V) baz vektorleri cinsinden

e (U +1")p, +(-C +rl)v
\/(Ua+r')2 +(ua+r'y’

Ua +r' —C +rl
=0y + M, +

Juasry+(=cany \/(Ua+r')2+(—C+r|)2V
U +r' —C+rl

\/(UOH- r')2 +(-C+ rl)2 1\/(u0{+ r')2 +(-C+ rI)2

:O’

*1
_ Py

olarak yazabiliriz. d* =
o

alalim. (4.29) ifadesi ile verilen ¢* (s,u) regle

ylizeyinin U parametresine gore kismi tiirevi d * *de yerine yazilirsa

d*lzﬁ:y:{l,0,0}
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bulunur. Catilandirilmis ylizeyin tanimi dikkate alinirsa

t* =n*xd*

_Jo ua +r' —C +rl ><{100}
,\/(Ua+l")2+(—c+l’|)2’\/(Ua-l-l")z—i-(—c-l-”)z -
r-cC —I'—ua
=0y + + v

\/(ua + r')2 +(—C+rl )2 & \/(ua + r')2 +(-C+ rI)2

elde edilir. y, 1, ve v nin lineer terkibi olarak yazilan t*' diizenlersek

%2l rl-C -I'-ua

\/(Ua + r')2 +(-C+ rl)2 ’\/(Ua + r')2 +(-C+ rI)2

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.24. a* b* e* f* g*:U—>R,i:L,2 diferansiyellenebilir

fonksiyonlar1 c¢atilandirilmis yiizeylerin temel degismez fonksiyonlar1 olsun. Bu

fonksiyonlar

a*, = A—ra, b, = —{(-Ir +C )’ + (' +ua)’,
a*, =1, b*, =0,
—Ir+C)a
e* = ( ) : e*, =0, (4.32)

JEAr+CY +(r' +ua)
—*r? —ua’C +21*rC —Cr" +C'r' = I'rr' + uC'ar
- L—ul’ra +lua'r =IC% +Irr" -2l (r’)2 —3lur'a —lu*a?
(-Ir+C)* +(r' +ua)’
(Ir-C)a
(—Ir +C)2 +(r'+ua)2

1

f*l_

dir.
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Ispat. {n*1 (s,u), d*(s,u), t*l(s,u)} catis, @* (s,u) boyunca bir hareketli catidur.

Bu durumda

1 1 1 1
(17200 _ a* b*l d*
S sy (W 02

ve

n*, 0 ex, ¥\ n*
d *1S B *ll 0 g *11 d
t *15 _f *11 g *11 0 t#L

4.34
n* 0 e, f*,\(n* o
d *1u =| —* *12 0 g *12 d*
t*, ) \-f*, —-g*, 0 |t~

esitlikleri mevcuttur. (4.33) ifadesinde verilen @*_ =a* d* +b* t* esitliginde
P 1 1

d* ve t* vektorlerinin degerlerini yazarsak

Ir-C —I'—uax
Jua+rY +(=C+r1Y J(ua+r) +(-C+rlY

p* =a* {1,0,0} + b* <0,

bulunur. Yukarida ifade ve (4.29) ifadesinin 1. esitliginin sol taraflar1 ayni oldugundan

a*, =A-ra,

b, = —(-Ir +CY +(r' +ua)’

elde edilir. Benzer sekilde (4.33) ifadesiyle verilen @* =a*, d* +b* t*
u 2 2

esitliginde d ** ve t*' vektorlerinin degerlerini yazarsak
sithig g Y
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Ir-C —r'—ua
\/(Ua + r’)2 +(~-C +rl )2 \/(ua + r’)2 +(-C+ rI)2

p*, =a*,{1,0,0}+b*, |0,

bulunur. Yukarida ifade ve (4.29) ifadesindeki 2. esitliginin sol taraflar1 ayni

oldugundan

b*l2 =0
elde edilir.

(4.31) esitligiyle verilen n*" vektoriiniin S ve U parametrelerine gore kismi tiirevleri

sirastyla

(v u0{)[2(” _C)(-C+1T+ Ir,)j

+2(ua’ +r")(r' +ua)
+21(~Ir + C)((—Ir +C) +(r'+ ua)2)+

2(ua’+1")((-Ir +C) +(r' +ua)’)

2(-Ir +C)a((-Ir +C)" +(r' +ua)’)

n* = ,
S (2((—Ir+C)2+(r'+ ua)z)m) (z((_|r+c)2+(r'+ua)2)“)
I’r* +ua'C-2IrC+Cr"—C'r'+1'rr’ —uC'a
2(r'+ua ,
+ul'ra +1 (—ua’r +C =" +2(r') +3ur'a + uzaz)
(2((—Ir+C)2 +(r’+ua)2)3/2)
ve

1 U +r' —C +rl
Jua+r Y +(—C+rly J(ua+r) +(-C+rly
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dir.  Ayrica  (4.34) ifadesinde  verilen n* =e* d*+f* t*  ve
n* =e* d*+f* t* esitliklerinde de d* ve t* vektorlerinin degerlerini

sirastyla yazarsak

Ir-C —-r'—ua
Jua+rY +(-C+rl) J(ua+r) +(-C+r)

n* =e* {10,0}+ f * 40,

Ir-C —I'— U
Jua+rY +(-C+n) Jua+r) +(-C+rly

n*, =e*,{1,0,0}+ f*,<0,
bulunur. Yukarida elde edilen n*, ve n*  vektorlerinin birbirleriyle esitligi goz

Ontine alinirsa

—I’r? —ua'C +21rC -Cr"+C'r' -

I'rr’ + uC'a —ul'ra + lua'r — IC?

ot _ (-Ir+C)e i _ Hrr" = 21(r')* = 3lur'a —lu’a?
l \/(—Ir+C)2+(r’+ua)2 | l (-Ir+C)" +(r' +ua)’ |
e® 0 o (Ir-C)a

(—Ir + C)2 +(r'+ ua)2
fonksiyonlar1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.25. (go*l,n*l,d*l):U - R*xA  temel degismezler ile birlikte

catilandirilmis  yiizeyin birinci ofset yiizeyi olmak iizere bu yiizeyin

D*, =(J*,, K*, H*_) egrilikleri



46

3% = J(Ir+CY +(r' +ua),
- (—Ir+C)2052 _ (4.35)
((—Ir+C)2+(r'+UOz)2)32

—I’r* —ua'C + 21°rC = Cr" +C'r'—I'rr’

+UC'a —ul'ra + ACa —rCa’ + lua'r —IC?

K *

2
" +Hrr"=21(r')" = Alra = 3ulr'a — lua’ +Ir’a’

B 2((-Ir+C ) +(r' +ua)’)

F

dir.

Ispat. ((o*l,n*l,d *1):U —> R*xA temel degismezler ile birlikte catilandirilmis

ylizeyin birinci ofset ¢atilandirilmis yilizeyidir. Asagida verilen

I _ det(a*ll b*llj
F

*1 *1
a2 b 2

*1 f *1
K = det[e : 1} (4.36)

e, f*,
1 a* f* b* e*
H *1F = __{det( *11 *11J - de‘{ *11 *11
2 a*, f*, b*, e*,

esitlikleri yardimiyla bir D*, = (J * OK*  H *1F):U — R® diferansiyellenebilir

doniisiim tanimlanabilir.

(¢*l,n*l,d *1):U — R*x A temel degismezler ile birlikte ¢atilandirilmis yiizey ve
D*, =(J*,K*_, H*_):U — R bir diferansiyellenebilir doniisiimdir. (4.32)’de

verilen fonksiyonlar (4.36) ifadesindeki J*_, K*_ esitliklerinde yerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa



A-ra —\/(—Ir +C) +(r' +ua)’
1 0

J*_ =det

2 2
= J(-Ir+Cy +(r'+ua),
—I’r? —ua'C + 21*rC - Cr"
+CTr'=1I''r' +uC'a —ul'ra

2
+lua'r =I1IC? +1rr" =2l (r)

K * = det (-Ir+C)a =3lur'a - lu’a?
\/(—Ir+C)2+(r’+ua)2 (-Ir +C)" +(r' +ua)’
0 (Ir-C)a

(—Ir +C)2 +(r’+ua)2
(-Ir+C)*a?
((-Ir+C) +(r' +ua)’)

3/2

ve H*_ esitliginde yerine yazilirsa

—1°r? —ua'C + 21*rC - Cr”"
+CTr'=1I'rr' +uC'a —ul'ra

2
+lua'r =1C? +1rr" =21 (r)

det A te =3lur'a —lu?a? -
L 1 (—Ir+C)2+(r'+UOz)2
FT2 1 (Ir-C)a
(-Ir +C)’ +(r' +ua)’
—\/(—Ir+C)2+(r’+Ua)2 (r+C)a
det \/(—Ir +C)2 +(r'+ UO!)Z
0 0

[—Prz —uad’C+21rC-Cr"+C'r'=I'r +uC'a —ul'ra + ACa — rCaZJ

2
+lua'r =I1C? +1rr" -2l (r')" - Alra - 3ulr'a - lua? +Ira?

2((-Ir+C)*+(r' +ua)’)

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.
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Sonuc¢ 4.2.6. @*’nin s noktas: etrafinda bir immersiyon (bir regiiler yiizey)

olabilmesi igin gerek ve yeter sart J *, (S) # 0 olmasidir. Bu durumda (4.35)’de elde

edilen J*_ egriliginin sifirdan farkli olabilmesi igin gerek ve yeter sart

—Ir#C,

, (4.37)
r #-Ux

saglanmasidir.

Sonug 4.2.7. ((o*l, n*l) catilandirilmig temel regle ylizeyinin S noktasi etrafinda bir
Legendre immersiyon olabilmesi igin gerek ve yeter sart D*'_ (S) #0 olmasidir.

D*, (S) # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.37)’nin saglanmasidir.

Sonu¢ 4.2.8. ((p*l, n*,d *1) catilandirilmis regle yiizeyinin S noktas: etrafinda
catilandirilmis immersiyon olabilmesi icin gerek ve yeter sart | *_ (S) # 0 olmasidir.

Bu durumda (go*l, n*, d *1) catilandirilmis regle yiizeyin | *'_ si asagidaki gibi

|*1,: _| pw a(r' +ua) 0.0, a (Ir=c)(r' +ua) a(lr-C) (4.38)

" \/(Ir —-C) +(r'+ua) | ((Ir —Cc) +(r'+ ua)z)m l\/v+(r' +ua)

dir. 1*_(s)=0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.37)’nin saglanmasidir.

Sonug 4.2.9. R*® Oklid uzayinda ¢ * (s,u) catilandirilmis regle yiizeyinin agilamaz

olabilmesi igin gerek ve yeter sart K*'_ #0 olmasidir. K*_ #0 olmasi igin gerek

ve yeter sart (4.37) denklemlerinde verilen esitsizliklerden birincisinin saglanmasidir.

Sonug 4.2.10. R® Oklid uzayinda ¢* (s,u) catilandirilmis regle yiizeyinin minimal

olmasi icin gerek ve yeter sart
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—I’r* —ua'C + 21°rC = Cr" +C'r' —1I'rr’
+uC'a —ul'ra + ACa —rCa’ +lua’'r-1C>  |=0 (4.39)

2
Hrr"=21(r')" — Alra = 3ulr'e — lu?a® +Ir’a’?
Olmasidir.

Onerme 4.2.11. ¢* (s,u) catilandirilms regle yiizeyinin K ** Gauss egriligi ve H *!

ortalama egriligi

Kot —(Ca - racl)2
- (0¥
—I’R? —ua'C + 21rC —Cr" +C'r' = I'rr’ +uC'ar |  (4.40)
H* = -| —ul'ra + ACa — rCa’ +lua'r —IC? +Irr”
2(D*1) n2 i 2 2 2 2
=21(r")* =1Ara - 3lur'a —lu“a” +Ira
seklindedir.

Ispat. (4.35)’de verilen fonksiyonlar, (3.13) denkleminde yerine yazilirsa

(—II’JrC)2 ot
x o ((recy s (rrua))”
K e \/(—Ir+C)2 +(r'+ua)’
—(Ca—ral)2
((a+1)? + (-C + 1))

(4.41)

_ —(Ca - rocl)2
(D%

ve
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—Pr? —ua'C+21’rC-Cr"+Cr'=1I'rr’
+uC'a —ul'ra + ACa — rCa? + lua'r —IC?
+lrr" =2l (r')2 — Alra = 3ulr'a — lu?a? + Ira?
2 , 2
L HA 2((Hr+C) +(r'+ua)’)
H* = 75 = - = (4.42)
F JEr+CY +(r' +ua)
—IPR? —ua'C +21’rC —=Cr"+C'r'=I'rr’ + uC'ae
1

=—— | —ulra+ ACa —rCa? +lua'r —=IC* +Irr"
ADﬂf

=21(r')? =1Ara = 3lur'a — u’a® + Ir’a?

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4212, a* b* e* f* g*:U >R, i=1,2 diferansiyellenebilir
fonksiyonlar1 gatilandirilmis yiizeylerin temel degismez fonksiyonlart olsun. Bu
fonksiyonlar yardimiyla elde edilen R® Oklid uzayinda go*l(s,u) catilandirilmis

regle ylizeyinin 1. ve 2. temel formunun Katsayilari

E*=(A- ra)2 +(C —rl)2 +(ua + r’)z,
F*=A-ra, (4.43)
G*=1

ve

—1P’r? —ua'C+21*rC-Cr"+C'r'—I'rr'

L* = S +uC'a—ul'ra — ACa +rCa’ +lua'r—-1C* |,
+rr"=21(r")? +1Ara = 3lur'a - lu’a? - Ir’a?
M*%:B%ﬂ—Ca+raU, (4.44)

N* =0

dir.
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Ispat. ¢*:U — R®bir regiiler yiizey olmak iizere (n*l,d *1):U — A mevcutsa
((p*l,n*l,d *1) bir catilandirilmis yiizeydir. 1. ve 2. temel formun katsayilari ile

a* b* e* f* ve g* temel degismez fonksiyonlar: arasindaki iliski

E *l _ (a*ll)z + (b*11)2
F*—a* a*, +b* b, (4.45)

G* =(a%,) +(b%, )

ve

L*l :_a*lle*ll _b*ll f*ll
1 1 1 1 1

M * = _g* e* _p* f* (4.46)
1 1 1 1 1

N* =—a* e* _ph* f*

dir. (4.32) ile verilen temel degismez fonksiyonlarinin esitlerini sirasiyla (4.45) ve

(4.46)’da verilen esitliklerde yerine yazarsak, 1. temel formun katsayilari

2

E% = a? +bf:(A—ra)2+(—\/(—lr+C)2 +(r'+ua)2)
=(A-ra)’+(C—rl)*+ (ua +r"?,

Edl_ aa, +hb,= (A— ra)(l)+(—\/(—lr + C)2 +(I"+ Ua)2 )(0)

=A-ra,
G*=al+bl=1"+0
=1

ve 2. temel formun katsayilari
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L*l :_ai*le1*l _bl*l fl*l
(A-ra) (-Ir+C)a B
\/(—Ir+C)2 +(r' +ua)
_ [—Isr2 —ua'C+21rc=Cr"+Cr' =I'rr +uC'a - ul'raj

(—\/(—Ir +C) +(r'+ua)

2
+lua'r —1C* +Irr" = 21(r')" = 3lur'a - Iu*a’

(-Ir+C) +(r' +ua)

:F

1 (-I’r* —ua'C +21°rC —Cr"+C'r'—I'rr’ +uC'a —ul'ra — ACa + rCa*
+Hua'r =IC?* +Irr” = 21(r'")* +1Ara = 3lur'a — lu’a® - Ir*a?

M *l:_al*le *1_b1*l f *1
2 2

=—(A-ra )(0)—[(—\/(—Ir+C)2+(r'+ua)2)( (Ir-C)a B

(—Ir +C)2 +(r'+uoc)2

- Dl*l (-Ca +ral),

1 1 1 1 1
N* :_az* ez* _bz* fz*

=—<1><o>—<0)[ (r ~C)a j

(—Ir+C)2 +(r’+ua)2

=0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi de yukaridaki teoremle verilen ¢ *' (S, u) catilandirilmis regle yiizeyin 1. ve 2.

temel formunun katsayilarini (2.1) ve (2.2) denklemlerini kullanarak elde edelim.

go*l(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin S ve U parametrelerine gore ikinci

mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

(A'—Zr’a—ra’—uaz)y+(C'—2r'l —rl'—lua) u,

+(Aa—ra2 +Cl—rl? +Ua’+r")v

*1

p* =0
p*, =av
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elde edilir. (4.29)’da elde edilen esitliklerle beraber yukarida elde edilen esitlikler (2.1)

ve (2.2)’de yerine yazilirsa sirasiyla 1. temel formun katsayilari

Ex_ (o o) _ y(A-ra)+ 1, C—rl)+v(ua +r),
_<¢ ¥ S>_<7/(A—roc)+yz(c—rI)+v(uoc+r')>

=(A=ra)*+(C—rl)? + (ua +r)?

F*=(p*,0*,)=(r(A=ra)+ 1,(C—rl) +v(ua +1),7) (4.47)
=A-ra,

G* =(p*,,0%,)=(r.7)
=1

ve 2. temel formun katsayilar

—1r? —ua’C +21°rC —Cr" +C'r’'
1 | =l'rr' +uC'a —ulra — ACa + rCa’
L*1=<(0*l n*l>: - )
ss!?
D*| +lua'r —IC* +Irr" = 21 (r')" + |Are

=3lur'a —u’a® —Ir’a?

L (—Ca +ral), (4.48)

*1

M*l=<(0*l

su

uu’?

N* — <(0*1
elde edilir.

Elde edilen bu katsayilarin Teorem 4.2.12°de verilen 1. ve 2. temel formun katsayilari

ile ayn1 oldugu goriilmektedir.

Simdi de ¢* (s,u) catilandirilmis regle yiizeyin (4.47)’de elde edilen 1. temel

formun katsayilarini ve (4.48)’de elde edilen 2. temel formun katsayilarini kullanarak

K * Gauss egriligini ve H *' ortalama egriligini hesaplayalim.

(4.47)’de elde edilen 1. temel formun katsayilarini ve (4.48)’de edilen 2. temel

formun katsayilarini sirasiyla (2.3) ve (2.4) denklemlerinde yerine yazilirsa
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2
cw LENFE-(MF) g ~(Ca-ral)’
Exl g _(|: *1)2 (D*l)2 (Ua + 1" +(=C +rl)°
2 (4.49)
_ —(Ca-ral)
(o
ve
. E*N*¥2F*M*4G* L+
H* =
2(E*1G*1—(F*1)2)
—1’r* —ua'C +21°rC —Cr"+C'r'-1'rr'+uC'a (4.50)
:% —ul'ra + ACa —rCa’ +lua'r —IC* +Irr"
Z(D*l) n2 ' 2 2 2 2
=2l(r")* =1Ara -3lur'a —lu“e” +Ir‘a
bulunur.

Bu esitliklerin Onerme 4.2.11°de verilen K*' Gauss egriligi ve H ** ortalama egriligi

ayni oldugu goriilmektedir.

Simdi de ¢ agisinin ¢ = 90° olmasi1 durumunda qo(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin

o* (s,u) ikinci ofsetini inceleyelim.

Teorem 4.2.13. R® Oklid uzaymda ; ve ;7* vektorleri arasindaki a¢1 ¢ olsun.

¢ =90° olmasi durumunda go(s,u) catilandirilmis regle yiizeyinin ikinci ofset regle

yiizeyi @* (s,u) >nun 1. ve 2.temel formlarinin katsayilari

E %2 :(A_ra)z+(C—r|)2+(r’+ul)2,
F*=C—rl, (4.51)
G* =1
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ve
—Ar' + 2(r’)2 a+ra'r’+3aulr’ — A'ul
s _ L | +reul +au’l® + A’a — Ara’ + Ar” + Aul’
D**| L ACI — Arl? — Ara? + R%® — r'raa ’
—ul'r =Clra + ril’a
1
M = (Al —ral), (4.52)
N* =0
dir.

Ispat. R® Oklid uzayinda y ve y* vektorleri arasindaki a1 ¢ olsun. ¢ =90° olmasi

durumunda ¢ ** (s,u) Bertrand ofsetinin S ve U parametrelerine gore kismi tiirevleri

P* =B +rV+1Iv +uu,
=Ay+Cu, +rv—ray—rlu, +ulv

—(A=rat)y +(C—rl) gy +(r' +ul)v (4:53)

*2

(p uzluz

dir. Bu esitlikler yardimiyla ¢**(s,u) Bertrand ofsetinin 1. temel formunun

katsayilari

(A-ra)y+)((A-ra)y+
E*2:<(p*25,g0*25>: (C—rl)u,+ |,| (C—rl) s, +
(r'+ul)v (r'+ul)v
:(A—ra)2+(C—rI)2+(r'+u|)2,
F*Z:<¢)*25,(p*2u>:<(A—ra)7+(C—rl),uz+(r'+u|)v,,u2>
=C—rl,
G* =(p*,0*,) =1, 1)



56

elde edilir. ¢** (s,u) Bertrand ofsetinin s ve U parametrelerine gére 2. mertebeden

kismi turevleri

V' (A-ra)+y(A-ra-ra')+
p* = V(r'+ul)+v(r"+ul)+
i, (C=rl)+ 1, (C' =r'l1=rl")

av(A-ra)+y(A —r'a—ra')+(—oc7/—|,u2)(r'+u|)]
(r

+v(r"+ul’)+v(C —rl)+ 1, (C' =1 = rl")

(A=r'a—ra'—ar' —aul)y +(-r1—ul® + C' =1 —rl") u, +
(Aa—ra2+r”+ul’+CI —rlz)v

*2
nw = 7P o (4.54)

esitligi yardimiyla hesaplanir. ¢** (s,u) regle yiizeyinin S ve U parametrelerine gdre

kismi tlirevlerinin vektorel ¢arpimi

dir. Bu esitligi (4.54) esitliginde yerine yazar ve gerekli islemleri yaparsak ofset regle

ylizeyin normali

) xq) . (r—ul)j/+(A ra)v

\/ r—uI +(A- ra)

n*

(4.55)
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olarak elde edilir. Burada D* :\/(—r’—ul)2+(A—roz)2 olarak alnmistir. Elde

edilen bu yiizey normali yardimiyla ofset yiizeyin 2.temel formunun katsayilari

L* =(p*,n*)

(A-r'a-ra' —ar' —aul)y +
([ (~rT=ul? +C ==l gy + (‘r‘“')ﬂ(A—m)VJ

y D*z
(A =ra® +r"+ul'+Cl—rl*)v
2
AT +2(r") a+ra'r'+ 3aulr’ — Aul + ra'ul + au?l®
1
=57 +A’a — Ara’® + Ar” + Aul’ + ACI - Arl® - Ara?
+R%*a® —r'raa —ul'r = Clra + r’l*a

M*2:<¢*2su,n*2>

o (=r=ul)y+(A-ra)v
fuemgp
1(Al—ral)

*={p*un*)
r—uI +(A-ra)v
g

D*

=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.14. R*® Oklid uzayinda 7_; ve 7/_)* vektorleri arasindaki ag1 ¢ olsun.
¢ =90° olmasi durumunda elde edilen ¢(s,u) catilandirilmis regle yiizeyinin ikinci

ofset regle yiizeyi olan ¢** (s,u)’nun K ** Gauss egriligi

~(Al-ral)’

(o)

K* = (4.56)
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dir.

ispat. R® Oklid uzayinda » ve »* vektorleri arasindaki agt ¢ =90° olsun. (4.51)’de

elde edilen 1. temel formun katsayilar1 yardimiyla

E*G* —(F*)

((A=ra) +(r+ul)’ +(C—-r)’)1)-(C-rlY
(—r'—ul)’ +(A-ra)’ (4.57)
(0

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (4.52)’de elde edilen 2. temel formun katsayilari

yardimiyla

AT+ 2(r')2 a+ra'r' +3aulr’
—A'ul + ra'ul + au®l? + A’a

D1*2 —Ara?® + Ar" + Aul’ + ACI (0)

L* N* (M *) = _Arl? — Ara? +R%®
—r"raa —ul'r - Clra + r’l°a (4.58)
1 2
_(D*Z (Al - ral)j
_ —(Al=ral)’

(o)
elde edilir. (4.57) ve (4.58) esitlikleri (2.3) denkleminde yerine yazilirsa

~(Al—ral)’
_LENEME) (0F) (Al-ral)

K*2 = -
E¥G®—(F*) (-r'-ul)’+(A-ra)’  (D®)

esitligi bulunur. Boylece ispat tamamlanur.
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Teorem 4.2.15. R*® Oklid uzayinda ; ve ;7* vektorleri arasindaki agi ¢ olsun.

¢ =90° olmasi durumunda elde edilen ¢(s,u) catilandirilmus regle yiizeyinin ikinci

ofset regle yiizeyi olan ¢** (s,u)’nun H ** ortalama egriligi

—A'r' + 2(r’)2 a+ra'r’ +3aulr’ — A'ul + ra'ul
H* = _ +au?l®> + A’a — Ara® + Ar" + Aul’ = ACI + Arl* | (4.59)

2(D*)
~Ara’® +r’a® —r'ra® —ul'r + Clra — ril’a

dir.

Ispat. R® Oklid uzayinda ; ve 7/_)* vektorleri arasindaki ag1 ¢ =0 olsun. (4.57)
esitligi ile birlikte Teorem 4.2.13"de verilen (4.51) ve (4.52) esitlikleri ¢** (s,u)

Bertrand ofsetinin

E* N* 2F* M ** +G** L*

H *
Z(E*ZG*Z—(F*Z)Z)

ortalama egriligi formiiliinde yerine yazilirsa

2
AT +2(r') a+ra'r’ +3aulr’ — A'ul + ra'ul
+aU?l® + A’a — Ara® + Ar” + Aul’ — ACI + Arl?

4

—Ara® +r?a® —r'ra?® —ul'r +Clra — r’l’a

H *2 = D*
2((=r' - ul) +(A-ra)’)
~Ar'+ 2(r')2 a+ra'r' +3aulr’ — Alul + ra'ul

=———| +au’l> + A’a — Ara’ + Ar" + Aul’ — ACI + Arl?
2(D*)

14

—~Ara® +r’a® —r'ra® —ul'r + Clra — rl’a

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.2.16. R® Oklid uzayinda ¢** (s,u) regle yiizeyinin agilamaz olabilmesi igin

gerek ve yeter sart K ** = 0 yani (4.56) denkleminde
A=ra (4.60)

olmasidir.

Sonu¢ 4.2.17. R® Oklid uzaymnda ¢*° (s,u) regle yilizeyinin minimal olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

2
AT +2(r') a+ra'r’ +3aulr’ — Alul +ra'ul + au’l® + A’a — Ara?
+Ar"+ Aul’ = ACl + Arl? = Ara® + r’a® = r'ra® —ul'r + Clra — r’l’a

J:o (4.61)

olmasidir.

Sonu¢ 4.2.18. Catilandirilmig agilamaz regle yiizeyin Bertrand ofset regle yiizeyleri

acillamaz degildir.

Ornek 4.2.19. R® Oklid uzayinda y catilandirilmis temel dayanak egrili regle yiizey
s —2s 2 3 4_ 6
p(s,u)= ?'T’O +u(s S A1-s"—s ) (4.62)

parametrik denklemi ile verilsin, (Sekil 4.1) .

Sekil 4.1. 7 catilandirilmis temel dayanak egrili regle yiizey ¢(s,u)
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y = (52,53,m ) catilandirilmig regle yiizeyin dayanak egrisidir. Bu durumda
@(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin {y,,,v} catisinmn elemanlarini elde edelim.
<7/,7> =1 <v,v> :1,<,uz,,uz> =1 olup y, &, ve V birim uzunluktadir. {7/,,uz,v} bir cat1
olusturdugundan y ve u, vektorleri birbirine diktir. Bu nedenle <7/, ,uz> =0 olacak

sekilde (o(s, u) catilandirilmis regle yiizeyin asli normali

q 6 —Af1— 5% — 25 + 258 + ¥
' ~1+5s*
9 4 6
$'1-s*—s
D SN R e Y
Ha ~1+s
$3\1—s* —s8/1— 5% — 25% + 258 4+ 51
~1+5s*
—1+s*+5s°

(4.63)

elde edilir. y ve (4.63) ile verilen g, nin vektorel ¢arpimi yardimiyla (/)(S,u)

catilandirilmis regle yiizeyin binormali

_\/1_52_2844_258_’_510 s(—1+56—s“(—l+\/1—32—254+258+31°))
J1-s*—sf , (—1+s“)\/1—s4—s6 ’ (4.64)

§¢ —52\1— 5% — 25% 4+ 25° + 51
—1+5¢*

elde edilir. ¢(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin y dayanak egrisinin egriliklerini elde
etmek i¢in (4.62)-(4.64) esitlikleri (3.2) esitliginde yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa
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1—5° — 5 +35%4/1— 5% — 25* + 25% + ¥

—g" (1+ J1-52—2s* + 258 + sm)

(—1+ s“)\/l—s4 —551— 52— 25% + 25° 4+ 5%

35° 457 + 254152 - 25* + 25° + '
(—1+ s“)\/l— st —gb
1% — s 4 35152 — 25* + 25° 4 s

—s? (1+ J1-5% — 25 +2s% + slo)

(4.65)

=

(-1+ s“)\/l— s* =0 1—52 —25* + 25° + 5™
bulunur. (3.2) esitliginde z4 =y alindigmna dikkat edilmelidir.

¢(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin y dayanak egrisinin & egriligini bulmak igin ise
Tanim 3.1.1°de verilen 7'(5) =a (S)V(S) esitliginde y dayanak egrisinin tiirevi (4.64)

’de elde edilen binormal vektorii yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

e —35° +57 + 25y/1— 52 — 25* + 25° + 5'¢
(-1+5*)V1-s* -5

(4.66)

elde edilir.

go(s,u) catilandirilmis  regle yiizeyin S striksiyon egrisinin  tiirevi
ﬂ’(s) = Ay + Bv + Cpu, seklinde yazilabilir. Burada A, B ve C katsayilar sirasiyla

asagidaki gibi

(4.67)

c_ —35% + 8% + 21— 52 — 25* + 26% + 5%
3(—1+ s“)
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bulunur.

Simdi de go(s,u) catilandirilmis regle ylizeyin egriliklerini hesaplayalim.
D: =(Jg,Kg,He)  egriliklerini bulmak igin (4.65)-(4.67) denklemleri (4.10)

denklemlerinde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa sirasiyla (Sekil 4.2), (Sekil
4.3) ve (Sekil 4.4) elde edilir.

Sekil 4.2. ¢(s,u) catilandirilms regle yiizeyin J egriligi

Sekil 4.3. ¢(s,u) catilandirilnus regle yiizeyin K, egriligi

Sekil 4.4 q)(s,u) catilandirtlmus regle yiizeyin H. egriligi
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qo(s,u) catilandirilmis regle ylizeyin K  Gauss egriligini bulalim. (4.13)

denklemlerinde (4.65)-(4.67) denklemleri yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

qo(s,u) catilandirilmig regle yiizeyinin K Gauss egriligi elde edilir, (Sekil 4.5).

Sekil 4.5. ¢(s,u) catilandirilmis regle yiizeyinin K Gauss egriligi

qo(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin H ortalama egriligini bulalim. (4.13)

denklemlerinde (4.65)-(4.67) denklemleri yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
go(s,u) catilandirilmis regle yiizeyinin H ortalama egriligi elde edilir, (Sekil 4.6).

Sekil 4.6. ¢(s,u) catilandirilnus regle yiizeyinin H ortalama egriligi

R® Oklid uzayinda ; ve 77* vektorleri arasindaki ag1 ¢ olsun. (4.25) ifadesinde ¢ =0

olmasi durumunda ¢(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin ¢* (s,u) Bertrand ofset
yiizeyi (4.26) denkleminde elde edildi. Bu denklem g6z Oniine alinip (4.64)’deki
@(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin binormal vektdrii, (4.62) ifadesindekig(s,u)
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catilandirilmis regle ylizeyin striksiyon egrisi ve y catilandirilmis temel dayanak

egrisi yerine yazilirsa ¢*' (s,u) birinci ofset yiizey

$2 syl-s?2—2s*+2s®+s®
- +s%u,
2 J1-s*—s°

95 52(—1+ b — 54(—1+ J1—s? - 25 4 25° + ¥ ))

p* (s,u) = +
3 (—1+s*)V1-s"-5°
s(s4 —s2\1—-s2 — 25" +25° + 510)
+41-s*—sfu

+s’u,; (4.68)

-1+5¢*

elde edilir, (Sekil 4.7).

Sekil 4.7. ¢=0° olmasi durumunda elde edilen ¢* (s,u) Bertrand ofseti

go(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin birinci ofset yiizeyi olan ¢* (s,u) ‘nun
egriliklerini hesaplayalim. D*_ :(J =, K*lF,H*lF) egriliklerini bulmak i¢in

(4.65)-(4.67) denklemleri (4.35) denklemlerinde yerine yazilir ve gerekli islemler
yapilirsa (Sekil 4.8), (Sekil 4.9) ve (Sekil 4.10) elde edilir.
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Sekil 4.8. Catilandirilmis @*" (s,u) birinci ofset yiizeyinin J*'. egriligi

Sekil 4.9. Catilandirilmis @** (s,u) birinci ofset yiizeyinin K *. egriligi

Sekil 4.10. Catilandirilmis @* (s,u) birinci ofset yiizeyinin H*'_ egriligi

o (s,u) catilandirilmis birinci ofset regle yiizeyin K ** Gauss egriligini bulalim.
(4.65)-(4.67) denklemleri (4.40) denklemlerinde yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa o* (s,u) catilandirilmis birinci ofset regle yiizeyinin K*' Gauss egriligi

elde edilir, (Sekil 4.11).
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- 4

Sekil 4.11. ¢=0° olmast durumunda elde edilen @* (s,u) Bertrand ofsetinin K *' Gauss egriligi

o* (s,u) catilandirilmis birinci ofset regle yiizeyin H ** ortalama egriligini bulalim.
(4.40) denklemi ele alinip (4.65)-(4.67) denklemleri (4.40) denklemlerinde yerine

yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa go*l(s,u) catilandirilmis birinci ofset regle

yiizeyinin H *' ortalama egriligi elde edilir, (Sekil 4.12).

Al

Sekil 4.12. ¢=0° olmasi durumunda elde edilen @*' (s,u) Bertrand ofsetinin H *' ortalama egriligi
grilig

R® Oklid uzayinda ; ve ;/_)* vektorleri arasindaki ag1 ¢ olsun. (4.25) ifadesinde
¢ =90° olmasi durumunda qo(s,u) catilandirilmus regle yiizeyin ¢** (s,u) Bertrand

ofset yiizeyi (4.27) denkleminde elde edildi. Bu denklem g6z Oniine alinip sirasiyla
(4.63) ve (4.64)’deki qo(s,u) catilandirilmis regle yiizeyin asli normal ve binormal

vektorii, (4.62) ifadesindeki ¢(s,u) catilandinilmus regle yiizeyin striksiyon egrisi

yerine yazilirsa @ ** (s,u) ikinci ofset yiizey
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@* (s,u) =

25 sz(—1+ss7sd(71+\/1752723A+235+]D))
-—
s 5\/1—52—254+253+sm 3 (—1+s°)\/175°7sﬁ
+su |,

+

2 «/_‘_° . 2 .
( l-s -s S —\/1—5 —-2s +25 + )u

“1+5s'

(4.69)

s(s“ —sz\/l—sz -2s +2s +sm)

“1+s

s . . SV\l-s -s
sVl-s -s + ———

“1+5s

+

u
sa\/lfs" 755\/1732 —2s" 428" +5"

-1+s

-1+s +s

elde edilir, (Sekil 4.13).

Sekil 4.13. ¢ =90° olmasi durumunda elde edilen ¢**(s,u) Bertrand ofseti

p* (s,u) ikinci ofset regle yiizeyi birinci ofset yiizeyi gibi ¢atilandirilmis degildir.
Bu nedenden dolay1 ¢* (s,u) ikinci ofset yiizeyinin K ** Gauss egriligi ve H*
ortalama egriligi (2.3) ve (2.4) denklemleri kullanilarak sirasiyla (4.56) ve (4.59)

denklemlerinde elde edildi.
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Simdi ¢(s,u)catilandinlmis regle yiizeyin ikinci ofset yiizeyi olan ¢**(s,u) nun

K ** Gauss egriligini bulalim. (4.65)-(4.67) denklemleri (4.56) denkleminde yerine
yazilir ve gerekli islemler yapilirsa K ** Gauss egriligi elde edilir, (Sekil 4.14).

fe gy

Sekil 4.14. ¢=90° olmasi durumunda elde edilen ¢** (s,u) Bertrand ofsetinin K ** Gauss egriligi

Simdi de (o(s, u) catilandirilms regle yiizeyin ikinci ofset yiizeyi olan ¢** (S, u) regle

yiizeyinin H** ortalama egriligini bulalim. (4.65)-(4.67) denklemleri (4.59)

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa H ** ortalama egriligi elde
edilir, (Sekil 4.15).

Sekil 4.15. ¢=90° olmasi durumunda elde edilen ¢** (s,u) Bertrand ofsetinin H ** ortalama egriligi



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasinin orijinal kismi olan dordiincii boliimde ilk olarak y ¢atilandirilmis

temel dayanak egrili c¢atilandirilmis regle ylizeyin temel degismez fonksiyonlari
hesaplandi Ardindan temel degismez fonksiyonlar kullanilarak catilandirilmis regle
yizeyin temel formlar1 ve c¢atilandirilmis regle yiizeyin egrilikleri bulundu.
Catilandirilmis regle yiizeyin egrilikleri hesaplanarak yiizeyin K Gauss egriligi ve H
ortalama egriligi elde edildi. Daha sonra yiizeyler igin bilinen standart temel form
denklemleri kullanilarak yiizeyin temel formlar1 hesaplandi ve bu temel formlar
yardimiyla ylizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi tekrar bulundu. Ardindan
catilandirilmis regle yiizeyin Bertrand ofset denklemleri elde edildi ve elde edilen ofset
yiizey denklemlerinin birincisi ¢atilandirilmig iken ikincisinin ¢atilandirilmamis
oldugu goriildii. Buradan gatilandirilmis regle yilizeyin Bertrand ofset yiizeylerinin
catilandirilmig olmak zorunda olmadigi sonucuna varildi. Daha sonra catilandirilmis
regle yiizeyin birinci ofseti ¢atilandirilmis oldugundan yukaridaki gibi catilandirilmig
regle yiizeyimiz i¢in yapilan benzer islemler yapildi ve bu ylizeyin temel formlari,
K ** Gauss egriligi ve H * ortalama egriligi hesaplandi. Bundan sonra catilandiriimig
regle yiizeyin ikinci ofset yiizeyi catilandirilmis olmadigindan dolay: yiizeyler igin

verilen standart temel form denklemleri kullanilarak temel formlar elde edildi ve bu

temel formlar kullanilarak K ** Gauss egriligi ve H ** ortalama egriligi hesaplandi.

Bu ¢alismada y catilandirilmis temel dayanak egrili ¢atilandirilmis regle yiizey igin
elde edilen teorem ve sonuglar y catilandirilmis temel dayanak egrili ¢atilandirilmis

regle ylizeylerin involiit — evoliit ofsetleri i¢inde arastirilabilir.
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