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ÖZET 

 

 
Anahtar kelimeler: Paralel Yüzey, Yoğunluklu Uzay, Weingarten Yüzey, Regle 

Yüzey 

 

Bu çalıĢma 5 bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde GiriĢ kısmı yer almaktadır. 

Ġkinci bölümde ise 3 boyutlu Öklid uzayında eğriler teorisi, yüzeylerin karakteristik 

özellikleri ve yüzeylerle ilgili tanım ve teoremlere yer ayrılmıĢtır.  
 

Üçüncü bölümde e  yoğunluklu uzayda yüzeylerin karakteristik özelliklerine 

değinilmiĢ, yüzeyin Gauss   eğriliği ve ortalama   eğriliği hesaplanmıĢtır. 

Bununla ilgili Teorem ve sonuçlar ifade edilmiĢtir. 

 

Dördüncü bölüm bu çalıĢmanın orijinal kısmını oluĢturmaktadır. Orijinal bölüm iki 

kısımda incelenmiĢtir. Dördüncü bölümün birinci kısmında ze  yoğunluklu uzayda 

bir  ,u v  regle yüzeyin Weingarten yüzey olma Ģartı incelenmiĢ, ilgili teoremler 

ve sonuçlar gösterilmiĢtir. Dördüncü bölümün ikinci kısımda ise ze  yoğunluklu 

uzaydaki bir  ,u v  regle Weingarten yüzeye ait paralel yüzey  ,r u v  nin Gauss 

ve ortalama   eğrilikleri hesaplanarak  ,r u v  nin de Weingarten olma durumu 

incelenmiĢ, teoremler, sonuçlar ve örnek verilmiĢtir. 

 

Son bölümde ise tüm çalıĢmanın geniĢ bir özeti yapılmıĢ ve bir regle yüzeyin paralel 

yüzeyinin Weingarten olma Ģartı ile ilgili bundan sonra yapılacak araĢtırmalara 

yönelik öneride bulunulmuĢtur. 
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PARALLEL WEINGARTEN SURFACE IN EUCLIDEAN SPACE 

WITH DENSITY 

 

SUMMARY 

 

 

Keywords: Parallel surface, Space with density, Weingarten surface, Ruled surface 

  

This study consists of five sections. The first part contains literature review and 

fundamental facts. In the second section, the theory of curves in 3 dimensional 

Euclidean space, the characteristic features of surfaces and the definitions and 

theorems about surfaces are reviewed.  

In the third section, the characteristic features of surfaces in e  density space were 

discussed while Gaussian   curvature and mean   curvature of the surface were 

calculated. Related theorems and results are expressed. 

 

The fourth chapter generates the original part of this study and it is divided by two 

subsections. In the first subsection of this chapter, the condition for a  ,u v  ruled 

surface to be a Weingarten surface in density with ze  space has been studied, related 

theorems and results are shown. In the second subsection, the Gaussian and mean 

  curvature of the parallel surface  ,r u v  of a ruled surface  ,u v  in a density 

with ze  space was calculated and the Weingarten condition of  ,r u v  is examined, 

the related theorem, result and examples are given.  

 

In the final section, an extensive summary of the entire work was made and 

suggestions for future research on the condition of the parallel surface of a ruled 

surface to be Weingarten surface have been made. 



 

 

 

 

BÖLÜM 1. GĠRĠġ 

 

 

Eğri ve yüzey teorileri birçok gerçek hayat probleminin çözümünde kullanılmasından 

dolayı bilimsel metotlarla ele alınan ilk çalıĢma alanlarının baĢında yer almaktadır. 

Diferansiyel ve integral hesabının kullanılması ile diferansiyel geometri geliĢim 

göstermiĢtir. 1736 yılında Euler düzlem eğrisini koordinatlar ile ifade etmiĢ aynı 

zamanda geodezikler ve yüzeyler teorisine büyük katkı sağlamıĢtır. Ardından 

Gaspard Monge uzay eğrileri teorisini ortaya atmıĢ ve 1807 de ilk diferansiyel 

geometri kitabını kaleme alıp yayınlamıĢtır. 

  

Diferansiyel geometrinin geliĢiminde hatırı sayılır öncü matematikçilerden biri de 

Carl Friedrich Gauss (1777-1865)’dır. Gauss birinci temel formun önemini 

vurgulamıĢ ve Egregium teoremi ile verilen Gauss eğriliğinin ifadesinin sadece 

birinci temel formun katsayıları ve onların türevleri ile yapılabileceğini göstermiĢtir. 

 

Yüzey teorisi, matematik baĢta olmak üzere fizik, mühendislik, mimari gibi birçok 

bilim alanında geniĢ bir yere sahiptir. Mimariyi, matematik ile iliĢkilendiren esas 

nokta oran ve simetridir. Mimaride geometri sadece antik yunanda kullanılmamıĢtır. 

Eski Mısır, Hindistan ve Ġslam dünyasında, piramitler, tapınaklar, camiler, saraylar 

ve türbeler dâhil binalar dini nedenlerle belirli oranlarda düzenlenmiĢtir. Ġslam 

mimarisinde, hem iç hem de dıĢ cepheleri süslemek için geometrik Ģekiller ve 

geometrik döĢeme desenleri kullanılmıĢtır. Yüzey sınıflarından, açılabilir yüzeyler 

gerilmeden ve yırtılmadan düzleme serilebilen yüzeylerdir ve bu özelliğinden ötürü 

mühendislikte, sheet-metal ve plate-metal temelli endüstrilerde, deniz araçlarının 

yüzeyinde, uçak yüzeylerinde ve mimari yapılarda yaygın olarak kullanılır, (Boersma 

ve Molenaar, 1995), (Pegna ve Wolter, 1992). Yüzeyler içinde önemli kullanım 

alanına sahip regle yüzeyler ilk defa G. Monge tarafından çalıĢılmıĢtır. Bu çalıĢmaya 

ait detaylı bilgiye (Carmo, 1976) kitabından sahip olunabilmektedir. Bir regle yüzey 
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3E  de bir doğrunun dayanak eğrisi boyunca yaptığı sürekli hareket sonucu meydana 

gelir ve      ,u v u vX u    parametrik denklemi ile ifade edilir. Burada   

dayanak eğrisi, X ise doğrultman vektörüdür. Regle yüzeyler, açılabilir ve açılamaz 

regle yüzeyler olarak iki farklı sınıfta incelenmiĢtir. Açılabilir regle yüzeylerin yoğun 

ve açık alt kümelerinin elemanlarını silindir, koni ve tanjant yüzeyleri olarak ifade 

edilir. Tüm açılabilir yüzeyler regle yüzey olmasına rağmen, tüm regle yüzeyler 

açılabilir değildir, (Ushakow, 1999). Regle yüzeyler, bilgisayar destekli imalat 

(CAM), bilgisayar destekli geometrik tasarım (CAGD), geometrik modelleme ve 

kinematik gibi birçok bilim alanında çok kullanılmaktadır, (ġentürk ve Yüce, 2019).  

 

Regle yüzeyleri birçok mimari yapıda da görmek mümkündür. On dokuzuncu 

yüzyılda Rusya’da Vladimir Shukhov ve Barselona’da Antoni Gaudi hiperboloid 

yapıların kullanımına öncülük etmektedir. Gaudi’nin Sagrada Familia bazilikasında 

hiperbolik paraboloidler, mozaikler, katener kemerleri, katenoidler, helikoidler ve 

regle yüzeyleri de görmek mümkündür. Bir yüzeyin iç metriği Gauss eğriliğini 

belirler, yüzeydeki tüm uzunluklar ve açılar üretimde değiĢmez kalır. Bu nedenle, 

açılabilir yüzeyler mühendislik, mimari ve tasarımda sıklıkla kullanılır. 

 

Diğer taraftan, Öklid uzayındaki birçok değiĢmez sonucun Minkowski uzayında da 

bir karĢılığı vardır. Bu bağlamda regle yüzey teorisinin Minkowski uzayındaki 

kurulumu ve geliĢtirilmesi birçok matematikçinin uğraĢ alanı olmuĢtur. Dillen ve 

Kühnel, Minkowski uzayında regle Weingarten yüzeyleri incelemiĢlerdir, (Dillen ve 

Kühnel, 1999). Minkowski uzayında birinci temel formun determinantı pozitif 

tanımlı ise yüzey spacelike, birinci temel formun determinantı indefinit ise yüzey 

timelike olarak adlandırılır. Günümüzde de regle yüzeylerin sınıflandırılması ile ilgili 

pek çok çalıĢma yapılmıĢtır. Izumiya regle yüzeyleri beĢ sınıfa ayırır, 

 

1. Açılabilir yüzeyler 

2. Asli ve Binormal yüzeyler 

3. Darboux açılabilir yüzeyler 

4. Rektifyan açılabilir yüzeyler 

5. Uzay eğrilerinin odak yüzeyleri, (Izumiya, 2005). 
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Yüzey teorisinde, matematikçilerin özel olarak ilgilendiği regle yüzeyler, minimal 

yüzeyler, paralel yüzeyler gibi bazı yüzeyler vardır. Bunların içerisinden paralel 

yüzeyler birçok çalıĢmaya konu olmuĢtur. Craig elipsoidin paralel yüzeyi ile 

ilgilenmiĢ, (Craig, 1883). Nizamoğlu ise paralel regle yüzeyleri birim dual küre 

üzerindeki bir parametreye bağlı dual eğriler olarak hesaplamıĢtır, (Nizamoğlu, 

1986). (Park ve Kim, 1998) de 3 boyutlu Öklid uzayında açılamaz bir regle 

yüzeyin paralel yüzeyinin regle yüzey olmadığı, ancak açılabilir bir regle yüzeyin 

paralel yüzeyinin açılabilir bir regle yüzey olduğunu göstermiĢtir. 

 

Ġlk olarak J. Weingarten tarafından 1861 ve 1863 yılları arasında yapmıĢ olduğu 

çalıĢmalarla karĢımıza çıkan yüzeyler Weingarten yüzeyler olarak adlandırılır. Bu 

yüzeyler, Weingarten tarafından 1861’de, belirli bir dönel yüzeye izometrik tüm 

yüzeyleri bulma sorunu bağlamında tanımlanmıĢtır, (Fu ve Li, 2013). 1857 yılında 

doktora tezinin de bir bölümü olan bir yüzeyin eğrilik çizgileri hususundaki 

çalıĢmasından dolayı ödül almıĢtır. 1863’de wyüzeyler diye geçen teorisini 

geliĢtiren Weingarten (Weingarten, 1863), bu teorinin 3 boyutlu Öklid uzayında bir 

yüzeyin Weingarten yüzey veya wyüzey olmasını, yüzeye ait asli eğriliklerin ya da 

Gauss ve ortalama eğriliklerinin lineer bağımlı olması ile açıklamıĢtır. Lokal olarak 

Weingarten yüzeyler beĢ ana sınıfa ayrılır; 

 

1. Dönel yüzeyler, 

2. Asli eğriliklerinden biri sabit olan bir eğrinin kanal yüzleri, 

3. Helikoidsel yüzeyler, 

4. Sabit Gauss eğrilikli yüzeyler, 

5. Sabit ortalama eğrilikli yüzeyler, (Kühnel ve Steller, 2005). 

 

Weingarten ile baĢlayan bu çalıĢmalar (Beltrami, 1865), (Darboux, 1894) gibi 

isimlerin katkısı ile devam etmiĢtir. Bir eğrinin helisel hareketi sonucu oluĢan yüzeye 

helikoid denir. Beltrami ve Dini, 3 boyutlu Öklid uzayında açılamaz regle yüzeyler 

cümlesine karĢılık geldiğini ispatlamıĢ, helikoidsel regle yüzeyler 1  parametreli 

vida hareketi grubu altındaki, doğrunun yörüngesidir ve   dayanak eğrisi ile X  

doğrultman vektörü arasındaki iliĢki , , 1X X X X    ve , 0X    koĢulları 
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ile karakterize edilmiĢtir. Helikoidsel yüzey (regle olması Ģart değil) Weingarten 

yüzeydir, çünkü Gauss ve ortalama eğrilikleri yalnızca bir parametreye bağlıdır, 

(Beltrami, 1865; Dini, 1865). Bu çalıĢma Öklid uzayında Gauss ve ortalama 

eğrilikleri arasındaki bağıntı ile Weingarten yüzeyleri sınıflandırmıĢtır. Kühnel, 

Weingarten yüzey olma Ģartına bağlı olarak yüzeyin yapı fonksiyonlarının sabit 

olması Ģeklindeki Weingarten yüzey olma Ģartını vererek Weingarten yüzey 

sınıflandırmasını bir adım öteye taĢımıĢtır. Günümüz çalıĢmalarına da bakacak 

olursak Kalkan, 3 boyutlu Öklid uzayında lineer Weingarten yüzeyleri ve bunların 

özel halleri olan cylic yüzeyleri incelemiĢtir, (Kalkan, 2010). Cylic yüzeyler, çember 

parçalarının foliasyonu ile elde edilen yüzeylerdir. German ise 3 boyutlu Öklid 

uzayında Weingarten öteleme yüzeylerinin sınıflandırılmasını yapmıĢtır, (German, 

2010). 

 

Günümüzde yeni bir çalıĢma konusu olan yoğunluk fonksiyonu matematikçilerin 

ilgisini çekmiĢ ve konuya dair birçok çalıĢma bilim dünyasına sunulmuĢtur. 

Yoğunluk fonksiyonu bazı matematikçiler tarafından minimal yüzeyler için 

çalıĢılmıĢtır. Belarbi, yoğunluklu Öklid uzayındaki lineer minimal yüzeylerle ilgili 

eĢitlikleri ifade etmiĢ ve bazı minimal grafiklerin çözümlerini karakterize etmiĢtir, 

(Belarbi, 2012). Hieu, 
ze  yoğunluklu uzayda regle minimal yüzeyleri sınıflandırarak 

silindirik ve silindirik olmayan regle minimal yüzey ailesini göstermiĢtir, (Hieu, 

2009). 

 

Diferansiyel geometri de yoğunluklu uzaylarda eğri ve uzay yapıları son zamanda sık 

çalıĢılan konular arasında yerini almaktadır, özellikle Morgan ve Corwin’in 

yoğunluklu uzaylarda çalıĢmaları mevcuttur, (Morgan, 2005), (Corwin ve ark., 

2006). Bu çalıĢmalardan esinlenerek yoğunluklu farklı uzaylarda, farklı yüzeylerin 

yapıları incelenmeye baĢlanmıĢtır.  

 

Bu çalıĢmada, ze  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid uzayında  ,u v  regle yüzeyi 

tanımlanarak, Weingarten olma Ģartı incelenmiĢtir.  ,u v  regle yüzeyinin 

Weingarten olduğu ispat edilerek, bu regle yüzeyin Weingarten yüzey olmasına bağlı 
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olarak bazı teorem ve sonuçlar verilmiĢtir. ze  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid 

uzayında  ,u v  regle Weingarten yüzeye paralel olan yüzey  ,r u v  olarak ifade 

edilmiĢ ardından regle Weingarten yüzeye paralel olan yüzeyin, Weingarten olma 

Ģartı incelenmiĢtir. Burada; ze  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid uzayında  ,u v  regle 

Weingarten yüzeyinin açılabilir olma ve açılabilir olmama duruma göre regle 

Weingarten yüzeyin paralel yüzeyi ile ilgili teorem, sonuç ve örnek verilmiĢtir. 



 

 

 

 

BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Bu bölümde, 3 boyutlu Öklid uzayında temel kavram ve teoremlere yer 

verilecektir. 

 

2.1. 3E  de Eğriler 

 

Bu baĢlıkta diferansiyel geometride önemli bir yere sahip olan eğriler ile ilgili temel 

kavramlara yer verilecektir. 

 

Tanım 2.1.1. BoĢtan farklı bir A  cümlesi ve bir K  cismi üstünde bir vektör uzayı 

V  olsun. AĢağıdaki önermeleri sağlayan bir 

 

:f A A V   

 

fonksiyonu var ise A  ya V  ile birleĢtirilmiĢ bir afin uzay denir. 

 

(1) , ,P Q R A   için      , , ,f P Q f Q f P RR   

(2) P A   ve V   için  ,f P Q   olacak Ģekilde bir tek Q A  noktası 

vardır, (Hacısalihoğlu, 1993). 

 

Tanım 2.1.2. 3 boyutlu standart reel vektör uzayı 3  ile birleĢtirilmiĢ, A  afin 

uzayını ele alalım. Bu 3  vektör uzayında Öklid iç çarpımı 

 

 

3 3

3

1

, :

, , i i

i

x y x y x y


 

 
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biçiminde tanımlanırsa A  afin uzayına 3 boyutlu Öklid uzayı denir ve 3E  ile 

gösterilir, (Hacısalihoğlu, 1993). 

 

Bir reel A  afin uzayında tanımlanabilen bütün kavramlar, bir Öklid uzayında anlam 

kazanır. Çünkü bir V  reel vektör uzayı ile birleĢen A  afin uzayındaki metrik, V  

uzayında seçilecek olan iç çarpımdan doğar.  

 

Tanım 2.1.3.  1 2 3, ,x x x x  ve  1 2 3, ,y y y y olmak üzere 

 

     

3 3

3
2

1

:

, , i i

i

d

x y d x y xy y x


 

   

E E

 

 

olarak tanımlanmıĢ d  fonksiyonuna 3E  de uzaklık fonksiyonu ve  ,d x y  reel 

sayısına da 
3,x yE  noktaları arasındaki uzaklık, tanımlanan d  fonksiyonuna 3E  de 

Öklid metriği denir, (Hacısalihoğlu, 1993). 

 

Tanım 2.1.4. 
3, ,x y z E  için xyz  açısının ölçüsü 

 

,
cos

xy yz

xy yz
   

 

ile tanımlanan   reel sayısıdır, (Hacısalihoğlu, 1993). 

 

Tanım 2.1.5. 3E  de sıralı bir  0 1 2 3, , ,P P P P  nokta dörtlüsüne, 3  de karĢılık gelen 

 0 1 0 2 0 3, ,P P P P P P  vektör üçlüsü 3  için bir ortonormal baz ise  0 1 2 3, , ,P P P P  

sistemine 3E  ün bir dik çatısı veya Öklid çatısı denir, (Hacısalihoğlu, 1993). 
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Tanım 2.1.6. 
3:f E  bir diferansiyellenebilir fonksiyon ve  3

p pv  E  olsun. 

Burada pv PQ  olmak üzere 

 

         1 1 1 2 2 2 3 3 3 0, , |p t

d
v f f P t Q P P t Q P P t Q P

dt
        

 

reel sayısına f  fonksiyonunun pv  vektörü yönündeki türevi denir, (Hacısalihoğlu, 

1993). 

 

Tanım 2.1.7. I   bir açık aralık ve 

 

        

3

1 2 3

:

, ,

I

t t t t t



   



 

E
 

 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu halde   3I  E  alt cümlesine Öklid 

uzayında  ,I   koordinat komĢuluğu ile tanımlanan bir eğri denir, (Carmo, 1976). 

 

Tanım 2.1.8.  , 3E  de bir eğri olsun. t I   için   0t   ise yani 3E  de her 

noktadaki hız vektörü sıfırdan farklı ise   eğrisine regüler eğri denir, (O’Neill, 

1997). 

 

Tanım 2.1.9. 3E  Öklid uzayında M  eğrisi  ,I   koordinat komĢuluğu ile verilmiĢ 

olsun. Eğer t    için 

 

  1t   

 

ise M  eğrisi  ,I   ya göre birim hızlı eğri ve t   yay parametresi olarak 

adlandırılır, (Carmo, 1976). 
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Tanım 2.1.10.    de tanımlı 3E  Öklid uzayında bir   eğrisi verilsin. ,a b   

iken 

 

 
b

a

t dt  

 

reel sayısına a  dan b  ye   eğrisinin yay-uzunluğu denir, (Carmo, 1976).  

 

Tanım 2.1.11. 3 boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3  E  eğrisi için 

   T t t  vektörüne   eğrisinin birim teğet vektörü, T ’ye   eğrisi üzerinde bir 

vektör alanı ve bu vektör alanına aynı zamanda birim teğet vektör alanı denir. 

 
 

 

T t
N t

T t





 vektörüne   eğrisinin asli normal vektörü, N ’ye   eğrisi üzerinde 

bir vektör alanı ve bu vektör alanına asli vektör alanı denir.      B t T t N t   

vektörüne   eğrisinin binormal vektörü, B ’ye de   eğrisinin binormal vektör alanı 

denir, (Sabuncuoğlu, 2004). 

 

Tanım 2.1.12.  , 0   eğriliğine sahip Öklid uzayında birim hızlı bir eğri olmak 

üzere,  , ,T N B  vektör alanları   eğrisinin her noktasında ortonormal vektör 

alanıdır ve   eğrisi üzerinde Frenet çatı alanı olarak adlandırılır, (O’Neill, 1997). 

 

Teorem 2.1.1. 3E  de   birim hızlı eğrisi 0   eğriliğine ve   torsiyonuna sahip 

olmak üzere Frenet formülleri 

 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
       
     
          

  

 

biçimindedir, (O’Neill, 1997). 
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Tanım 2.1.13. M , 3E  de bir yüzey ve bu yüzey üzerinde  ,I   koordinat 

komĢuluğu ile verilen 

 

3: I M    E  

 

birim hızlı bir eğri olsun.   eğrisinin Frenet çatısı  , ,T N B
 
ve    T t t  olmak 

üzere, 

 

   

: I

t t T t







 
 

 

biçiminde tanımlanan fonksiyonuna   eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir.  t   

sayısına da   eğrisinin  t  noktasındaki eğriliği adı verilir, (Ru, 1999). 

 

     

:

,

I

t t N t B t







 
 

 

biçiminde tanımlanan fonksiyonuna da   eğrisinin burulma fonksiyonu denir.  t  

sayısına da eğrinin  t  noktasındaki burulması adı verilir, (Sabuncuoğlu, 2004). 

 

2.2. 3E  de Yüzeyler 

 

Bu baĢlıkta ilk olarak yüzeyler hakkında temel kavramlardan bahsedilecektir. Daha 

sonra çalıĢmamızın orijinal kısmını oluĢturacak olan ve günlük yaĢantımızda 

örneklerine rastladığımız regle yüzey kavramından bahsedilecek, bu yüzey 

yardımıyla oluĢturulabilen paralel ve Weingarten yüzeyleri hakkında temel kavram 

ve teoremlere yer verilecektir. 

 

Tanım 2.2.1. 
3:U   koordinat komĢuluğu 3M  olmak üzere P M  için 

M  nin içinde görüntüsü P  nin bir komĢuluğunu içeren uygun bir koordinat 
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komĢuluğu var ve  1 : U U    sürekli ise M  ye bir yüzey denir, (Hacısalihoğlu, 

1994). 

 

Tanım 2.2.2. M , 3E  de bir yüzey olsun. M  nin bir P  noktasından geçen bütün 

eğrilerin bu noktadaki teğetleri aynı düzem içinde kalır. Bu düzleme M  nin P  

noktasındaki teğet düzlemi denir, (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Teğet düzlemi, parametre eğrilerinin u  ve v  teğet vektörlerine paralel olduğundan 

 

0 u v  N  

 

vektörü, M  nin P  noktasındaki teğet düzlemine diktir. Bu vektöre M  nin P  

noktasındaki normal vektörü ve 

 

u v

u v

 

 





N  

 

vektörüne de birim normal vektörü denir, (Carmo, 1976). 

 

Tanım 2.2.3. M , 3E  de bir yüzey ve N  de M  yüzeyi üstünde birim dik vektör 

alanı olmak üzere  p pv T  M  için M  nin bir P  noktasında 

 

 
pp vS v D N  

 

eĢitliği ile tanımlı    :p p pS T TM M  fonksiyonuna M  yüzeyinin P  noktasında 

N  vektör alanına bağlı Ģekil operatörü veya Weingarten dönüĢümü denir, 

(Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Tanım 2.2.4. 3E  de bir yüzey M  ve bu yüzeyin Ģekil operatörü S  olsun. M  

yüzeyinin bir P  noktasına karĢılık gelen  S P  nin karakteristik değerlerine M
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yüzeyinin bu noktasındaki asli eğrilikleri denir. Asli eğriliklere karĢılık gelen 

karakteristik vektörlere de M  yüzeyinin P  noktasındaki asli eğrilik vektörleri veya 

asli eğrilik doğrultuları adı verilir, (Struik, 1988).  

 

Tanım 2.2.5. 3E  Öklid uzayında bir M  yüzeyi üzerinde, 1 3q   olmak üzere .q

temel form  

 

     

     1

: ,

, , ,

q

q q

I C

X Y I X Y S X Y

  



 

 

M M M
 

 

olarak tanımlanır, (Hiks, 1974). 

 

Tanım 2.2.6. M , 3E  de  ,u v   parametrik ifadesi ile verilen bir yüzey olsun. 

M  yüzeyi üzerindeki bir 

 

      ,t u t v t   

 

eğrisinin yay uzunluğu parametresi t  ise 

 

2 2I 2E du F dudv Gdv    

 

yazılabilir. Bu ifadeye M  yüzeyinin birinci temel formu denir ve   ile gösterilir. 

Burada birinci temel formun katsayıları , ,E F G  olmak üzere 

 

, , , , ,u u u v v vE F G         

 

dir. Eğer M  nin birim normal vektörü N  ise 

 

,,, ,,uu uv vvL M N    N N N  

 



13 
 

 
 

ifadesine M  yüzeyinin ikinci temel formu denir ve II ile gösterilir. Burada ikinci 

temel formun katsayıları , ,L M N  olmak üzere, birinci temel formda olduğu gibi 

ikinci temel formda II  ile gösterilir, (O’Neil, 1997). 

 

3E  Öklid uzayının bir M  yüzeyine ait Gauss ve ortalama eğriliklerini hesaplamak 

için birden fazla farklı yöntem kullanılabilir. AĢağıda bunlarından bahsedilmiĢtir. 

 

Tanım 2.2.7. 3E  Öklid uzayının bir M  yüzey olsun. PM  noktasındaki Ģekil 

operatörü  S P  olmak üzere  

 

   

:

det

K

P K P S P



 

M
 

 

biçiminde tanımlanan fonksiyona M  yüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu ve  K P  

değerine de M  yüzeyinin P  noktasındaki Gauss eğriliği denir, (Gray, 1997). 

 

Tanım 2.2.8. 3E  Öklid uzayında bir yüzey M olsun. PM  noktasındaki Ģekil 

operatörü  S P  olmak üzere 

 

    

:

1

2

H

P H P iz S P



 

M

 

 

Ģeklinde tanımlanan fonksiyona M  yüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu denir. 

Burada  H P  değerine de M  yüzeyinin P  noktasındaki ortalama eğriliği denir, 

(Gray, 1997). 

  

M  yüzeyinin asli eğrilikleri 1k  ve 2k  olmak üzere, K  Gauss eğriliği ve H  ortalama 

eğrilikleri sırasıyla 
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 1 2K k k  ve 1 2

2

k k
H


  (2.1) 

 

dir, (Sabuncuoğlu, 2004). 

 

Tanım 2.2.9. M , 3E  Öklid uzayında bir yüzey olsun. , ,E F G  ve , ,L M N  sırasıyla 

M  yüzeyine bağlı birinci ve ikinci temel formun katsayıları iken bu yüzeyin Gauss 

ve ortalama eğrilikleri 

 

 
 

2

2 2

2
,

2

LN M LG MF NE
K H

EG F EG F

  
 

 
  (2.2) 

  

dir, (Sabuncuoğlu, 2004). 

 

2.2.1. 3E  de regle yüzeyler 

 

Tanım 2.2.10. 
3E  Öklid uzayında  0 I   olmak üzere diferansiyellenebilir 

birim hızlı bir eğri  

 

        

3

1 2 3

:

, ,

I

u u u u u



   



 

E
 

 

olsun. Her u I  için  u  noktasındaki T  teğet vektörü ile anadoğrunun 

doğrultman vektörü lineer bağımsız olacak Ģekilde  

 

      

3:

i i

l

v l v u vX u



  

E
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doğrusunu seçelim. Burada 1 3i   olmak üzere  iX u   skalerleri  u  

noktasındaki doğrultman vektörün bileĢenleridir. l  doğrusunun   eğrisi boyunca 

hareket etmesiyle,  ,I   parametrizasyonu ile verilen  

 

        

3:

, , i i

I

u v u v u vX u



 

 

  

E
 

 

regle yüzey elde edilir, (Gray, 1997).  

 

Burada  u  regle yüzeyin dayanak eğrisi,  X u  doğrultman vektörüdür. 

 

Tanım 2.2.11. Bir  ,u v  regle yüzeyine ait komĢu iki doğrultmanın ortak 

dikmesinin esas doğrultman üzerindeki ayağına boğaz (merkez veya striksiyon) 

noktası denir, (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Tanım 2.2.12. Bir  ,u v  regle yüzeyine ait doğrultman dayanak eğrisi boyunca 

yüzeyi oluĢtururken striksiyon noktalarının geometrik yerine, regle yüzeyin 

striksiyon eğrisi denir, (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Tanım 2.2.13. Bir  ,u v  regle yüzeyine ait komĢu iki doğrultman arasındaki en 

kısa uzaklığın bu iki komĢu doğrultman arasındaki açıya bölümüne regle yüzeyin 

dağılma parametresi (drali) denir ve yüzeyin dralinin diferansiyel denklemi 

 

 det , ,

,

T X X

X X





 
 

 

Ģeklinde ifade edilir, (Hacısalihoğlu, 1994). 
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Tanım 2.2.14. 3E  Öklid uzayında bir regle yüzeye ait ana doğruların her birini dik 

olarak kesen bir eğri var ise bu eğriye regle yüzeyin bir ortogonal yörüngesi denir, 

(Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Tanım 2.2.15. Bir  ,u v  regle yüzeyinin ana doğruları boyunca teğet düzlemleri 

aynı ise regle yüzeye açılabilirdir denir, (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Teorem 2.2.1. Bir  ,u v  regle yüzeyi açılabilirdir ancak ve ancak dağılma 

parametresi sıfırdır, (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

ġimdi küresel Frenet çatısı yardımıyla oluĢturulan regle yüzeyin yapısından 

bahsedelim; 

 

 ,u v , 3E  de açılamaz bir regle yüzey olsun.      ,u v c u ve u    

parametrizasyonu ile verilen  ,u v  yüzeyi, Öklid uzayında açılamaz regle yüzeyin 

standart denklemi olarak adlandırılır. Burada    , 1,e u e u      , 1e u e u    ve 

 c u  doğrultmanı  ,u v  açılamaz regle yüzeyinin boğaz (striksiyon) eğrisidir. 3E  

de bir küresel eğri  e u  nun u  parametresi yay uzunluğu parametresidir. Böylece 

 e u
 
da bir vektör olarak alınabilir ve  e u ,  ,u v  nin küresel gösterge vektörü 

olarak isimlendirilir.  c u ,  ,u v  nin striksiyon eğrisi olduğu için 

   , 0c u e u   dır, (Yoon, 2016). Kısalık adına u  parametresi buradan sonra 

yazılmayacaktır.  

 

e  küresel gösterge vektörünün küresel Frenet çatısı  , ,e t g  olmak üzere, t e  ve 

g e e   dir. Burada t ,  ,u v  açılamaz regle yüzeyinin merkez normali, g  ise 

 ,u v  açılamaz regle yüzeyinin asimptotik normalidir.  , ,e t g
 
küresel çatısı için 

türev vektörleri  

 



17 
 

 
 

 

e t

t e Jg

g Jt

 

   

 

  (2.3) 

 

olarak ifade edilir. Burada ,J e e e    küresel gösterge eğrisi e  vektörünün 

geodezik eğriliğini belirtir. Öte yandan c  striksiyon eğrisinin türevi, 

 

 c Fe Qg     (2.4) 

 

olup ,F c e , ,Q c e e    dir. Burada , ,Q F J  fonksiyonları 3 boyutlu Öklid 

uzayında  ,u v  açılamaz regle yüzeyin yapı fonksiyonlarıdır. Aynı zamanda u  

parametresi  ,u v  ye ait c  striksiyon eğrisinin yay uzunluğu parametresi 

olduğundan dolayı 
2 2 1F Q   eĢitliği vardır, (Yoon, 2016). 

 

3E  de  ,u v  açılamaz bir regle yüzeyin Gauss ve ortalama eğrilikleri, yapı 

fonksiyonları cinsinden aĢağıdaki Ģekilde hesaplanır. 

 

(2.3) ve (2.4) ile verilen denklemler göz önüne alınarak  ,u v  yüzeyinin birinci 

temel formuun katsayıları 

 

 

2 2 2

,

1

E F Q v

F c e

G

  





  (2.5) 

 

olarak ifade edilir. Bu yüzeyin birim normal vektörü  

  

    
1 1

c e ve e Qt vg
D D

      N   (2.6) 
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dir. Burada 
2 2 2D EG F Q v     olarak alınmıĢtır. Ġkinci temel formun 

katsayıları , ,L M N  olmak üzere 

 

 

  21

0

L Q F QJ Q v Jv
D

Q
M

D

N

   





  (2.7) 

 

dir. Bu nedenle  ,u v  regle yüzeyinin sırasıyla Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği 

 

 
2

4

Q
K

D
     (2.8)  

   2

2

1

2
H Jv Q v Q QJ F

D
      (2.9) 

   

dir, (Yoon, 2016). 

 

Açılabilir yüzeyler, sıfır Gauss eğriliğine sahip pürüzsüz yüzeylerdir. Yukarıda ele 

alınan  ,u v  regle yüzeyi açılamaz bir yüzey olduğundan 0K   olup Q  

fonksiyonu her yerde sıfırdan farklıdır, (Yoon, 2016). 

 

2.2.2. 3E  de paralel yüzeyler 

 

Tanım 2.2.16. 1M  ve 2M , 3E de iki yüzey ve 1M  in birim normal vektör alanı 

 

3

1

1

i

i i

a
x





N  ,  ,ia C M  

 

olmak üzere eğer bir r  sabit sayısı ve her 1PM  noktası için 
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        1 1 2 2 3 3, ,f P P ra P P ra P P ra P     

 

olacak biçimde bir 

 

1 2:f M M  

 

fonksiyonu varsa 2M  yüzeyine 1M  yüzeyinin paralel yüzeyi denir. Burada 3E  

yüzeylerinin cümlesinde paralel yüzey olma bağıntısı bir denklik bağıntısıdır, 

(Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Bundan sonra 3E  ün M  yüzeyine paralel olan yüzey r
M  ile gösterilecektir. 

 

Tanım 2.2.17. 3E  de M  yüzeyine paralel r
M  yüzeyi verilsin. 3E  Öklid uzayının 

 1 2 3, ,x x x  Öklid koordinat sistemine göre,    , rX X  M M  vektör alanları 

P M  için      , 1 3i ib P b f P i    olmak üzere 

 

3

1

i

i i

X b
x





  , 

3

1

i

i i

X b
x





  

 

olarak verilsin. Bu durumda,  

  

 
   

    

*

*

1)

2) r

f X X rS X

S f X S X

 


  (2.10) 

 

 eĢitlikleri geçerlidir, (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Tanım 2.2.18. : rf M M  ve M  yüzeyinin bir paralel yüzeyi r
M  olsun. Bu 

durumda 

 

1) f  üçüncü temel form olma özelliğini korur. 
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2) f  umbilik nokta olma özelliğini korur. 

3) f asli eğrilik doğrultusu olma özelliğini korur. 

4) , ,   , M  yüzeyinin temel formları olmak üzere P M  ve 

 ,X Y   M  için 

 

           2

* *, | , 2 , ,p p p p p pf P
f X f Y X Y r X Y r X Y       

 

ifadeleri sağlanır, (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Teorem 2.4.2. 3 EM  yüzeyinin bir paralel yüzeyi r
M  olsun. PM  noktasında 

M  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri K  ve H ,   rf P M  noktasında r
M  

yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri rK  ve rH olsun. O halde 

 

 
21 2

r K
K

rH r K


 
  (2.11) 

 
21 2

r H rK
H

rH r K




 
  (2.12) 

   

dır. 

 

Ġspat. PM  noktasında M  yüzeyinin asli eğrilikleri 1 2,k k  ve bu asli eğriliklere 

karĢı gelen asli eğrilik doğrultuları da sırasıyla 1 2,X X  olsun. r
M  nin  f P  

noktasındaki asli eğrilik doğrultuları da  * 1f X ,  * 2f X  olur. (2.10) eĢitlikleri 

dikkate alınarak r
M  paralel yüzeyinin asli doğrultuları yardımıyla Ģekil operatörü 

 

    

    

1
* 1 * 1

1

2
* 2 * 2

2

1

1

r

r

k
S f X f X

rk

k
S f X f X

rk






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Ģeklindedir. Buna göre     * 1 * 2,f X f X  bazı ile rS  Ģekil operatörü matrisi 

 

1

1

2

2

0
1

0
1

r

k

rk
S

k

rk

 
 
 
 
 

 

 

 

dir. Bu matris yardımıyla paralel yüzeyin Gauss eğriliği 

 

1 2

1 2

det .
1 1

r

r

k k
K S

rk rk

   
     

    
 

 

elde edilir. Bu ifade düzenlenirse 

 

 
1 2

2

1 2 1 21 ( )

r k k
K

r k k r k k


  
  

 

bulunur. Son eĢitlikte (2.1) eĢitlikleri dikkate alınırsa r
M  paralel yüzeyin Gauss 

eğriliği, M  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri cinsinden ifade edilirse 

 

 
21 2

r K
K

rH r K


 
  (2.13) 

 

elde edilir. ġekil operatörünün matrisi yardımıyla paralel yüzeyin ortalama eğriliği 

 

  1 2

1 2

1 1

2 2 1 1

r

r

k k
H iz S

rk rk

 
   

  
 

 

olarak elde edilir. Bu ifade düzenlenirse 
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1 2 1 2

21 2 1 2

2
2 2

1
2

2 2 2

r

k k k k
r

H
k k k k

r r





     

     
    

 

 

bulunur. Son eĢitlikte, (2.1) eĢitlikleri dikkate alınırsa paralel yüzeyin ortalama 

eğriliği, M  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri cinsinden ifadesi 

 

 
21 2

r H rK
H

rH r K




 
  (2.14) 

 

elde edilir.  

 

Sonuç 2.2.1. 3 EM  yüzeyinin bir paralel yüzeyi r
M  olsun. M  yüzeyine ait

PM  noktasındaki Gauss ve ortalama eğrilikleri sırası ile ,K H  ve r
M  yüzeyinin 

  rf P M  noktasındaki Gauss ve ortalama eğrilikleri sırası ile ,r rK H  olsun. Bu 

durumda 

 

 
21 2

r

r r

K
K

rH r K


 
  (2.15)    

 
21 2

r r

r r

H rK
H

rH r K




 
  (2.16)    

 

eĢitlikleri vardır.  

 

3 EM  yüzeyinin paralel bir yüzeyi r
M  olmak üzere sırasıyla (2.13) eĢitliğiyle 

verilen rK  Gauss eğriliği ve (2.14) eĢitliğiyle verilen 
rH ortalama eğriliği yüzeyin 

, ,Q F J  yapı fonksiyonları yardımıyla tekrar düzenlenirse 

 

 
 

2

4 2 2 2 22 4 2

r Q
K

D Dr Jv Q v Q J QF r Q




    
  (2.17) 
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 

 

2 2 2

4 2 2 2 2

2

2 2 2

r
D Jv Q v Q J QF rQ

H
D Dr Jv Q v Q J QF r Q

   


    
  (2.18) 

 

elde edilir. 

 

Sonlu boyutlu bir vektör uzayı V  ve :T V V  bir lineer dönüĢüm olsun.   

karakteristik değeri için  T v v  ise  det 0T I   olur. Bu ifade  T v v  ile 

denktir. Tersine  det 0T I   ise   öz değer iken  T v v  dir. Aynı zamanda 

A  matrisine karakteristik değer verebilmek için 

 

    det det 0A I I A       (2.19) 

 

olması gerekir. Bu ifadeye denk olarak, 

 

   det 0xI A f x    

 

ifadesine de A  matrisinin karakteristik çok terimlisi (karakteristik polinomu) denir, 

(Greub, 1975).  

 

2.2.3. 3E  de Weingarten yüzeyler  

 

Weingarten’ın çalıĢmalarına kadar yalnızca açılabilir yüzeyler biliniyordu. Öte 

yandan 1865 de Beltrami ve Dini 3E  de açılabilir olmayan yegâne regle Weingarten 

yüzeyin helikoidal regle yüzey olduğunu ispatlamıĢlardır. 3E , 3 boyutlu Öklid 

uzayında bir  ,u v  yüzeyinin asli eğrilikleri 1 2,k k  ve yüzeye ait K  Gauss eğriliği 

ve H  ortalama eğriliği olmak üzere, , ,a b c  iken 

 

1 2ak bk c   veya aH bK c    
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bağıntısını sağlayan  ,u v  yüzeyine lineer Weingarten yüzey adı verilir. Burada 

2 2 0a b  ’dır, (Lopez, 2008). Bunun ilk örnekleri umbilik yüzeyler, sabit ortalama 

eğrilikli  0b   ve sabit Gauss eğrilikli  0a   yüzeylerdir, (Kalkan, 2010). 

 

Öklid uzayında yüzeyleri incelemek için kullanılan asli eğrilikler arasındaki 

fonksiyonel bağıntı ile Weingarten yüzeylerin elde edilmiĢtir. Böylece Gauss ve 

ortalama eğrilikler arasındaki fonksiyonel bir bağıntı mevcuttur. Bu bağıntıya iliĢkin 

tanım, teorem ve sonuçlar aĢağıda verilmiĢtir.  

 

Weingarten yüzeyler ile ilgili tarihsel süreçte birçok çalıĢılma yapılmıĢtır. Ancak 

Kühnel, 1994 de regle yüzeyin belirlenmesin de kullanılan , ,Q F J  büyüklüklerin 

sabit olma Ģartını H  ve IIK  arasındaki bağıntıyı vererek Weingarten yüzeylere 

farklı bir bakıĢ açısı kazandırmıĢtır. O halde yerel olarak Weingarten yüzeyleri beĢ 

ana sınıfta ifade edelim: 

 

1- Dönel yüzeyler, 

2- Asli eğriliklerden biri sabit olan bir eğrinin kanal yüzeyleri, 

3- Helikoidsel yüzeyler, 

4- Sabit Gauss eğrilikli yüzeyler, 

5- Sabit ortalama eğrilikli yüzeyler, (Kühnel and Steller, 2005).  

 

Tanım 2.2.19.   3,u v  E  yüzeyinin Weingarten yüzey olması için yüzeyin K  

Gauss ve H  ortalama eğriliklerinin arasında  

 

  , 0K H    (2.20) 

 

olacak Ģekilde fonksiyonel bir bağıntının var olması ya da bunla özdeĢ olarak bu 

eğriliklerin değiĢimleri lineer bağımsız ise  ,u v  yüzeyine Weingarten yüzey 

denir, (Sipus, 2008). 
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Teorem 2.2.3.   3,u v  E  bir yüzey olsun. Bu yüzeyin K  Gauss eğriliği ve H  

ortalama eğriliği olmak üzere 

 

0u v v uK H K H                             (2.21) 

 

eĢitliği sağlanıyorsa  ,u v  yüzeyi Weingarten yüzeydir, (Sipus, 2008). 

 

Sonuç 2.2.2. 2x2  tipindeki bir 
a b

A
c d

 
  
 

 matrisinin karakteristik polinomu 

 

     2det detA I Tr A A       

 

olarak yazılır. Burada  Tr A , A  matrisinin asli köĢegen elemanlarının toplamıdır, 

(Greub, 1975). 

 

Sonuç 2.2.3. 1k  ve 2k  asli eğrilikleri 

 

2 2 0k Hk K    

 

kuadratik denkleminin kökleridir. 1k  ve 2k  eĢitlikleri 

 

2

1k H H K    ve 
2

2k H H K    

 

dir, (Kuhnel, 1994). 

 

2.2.4. 3E  de regle Weingarten yüzeylerin paralel yüzeyleri 

 

Park ve Kim tarafından 3E  de açılabilir olmayan regle yüzeyin, paralel yüzeyinin 

regle yüzey olmadığı ancak açılabilir regle yüzeyin, paralel yüzeyinin açılabilir bir 

regle yüzey olduğu ifade edilmiĢtir, (Park ve Kim, 1998). Lopez, 2008’de yaptığı bir 
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çalıĢmada aH bK c   lineer bağıntısını sağlayan Weingarten yüzeyleri çalıĢmıĢtır. 

1785’de Meusnier, 3E  de bulunan tek minimal dönel yüzeyin katenoid olduğunu 

ispatlamıĢtı, dönel yüzeyler cyclic yüzeylerin en iyi bilinen örneklerindendir. Lopez, 

dönel yüzey hariç aH bK c   bağıntısını sağlayan cyclic yüzeylerin, minimal 

yüzeylerin Riemann örnekleri  0H   ve genelleĢtirilmiĢ koniler  0K   olduğunu 

vermiĢtir. 

 

Lopez tarafından 2008 yılında yapılan bir diğer çalıĢmada 3E  de ,m n  ve yüzeyin 

asli eğrilikleri 1 2,k k  olmak üzere 

 

1 2k mk n    

 

bağıntısını sağlayan lineer Weingarten yüzeyleri ele alınmıĢtır. Bu çalıĢmada 

   , ,0m n m  olmak üzere bir cyclic lineer Weingarten yüzeyin foliasyon 

düzlemlerinin paralel olduğu kısaca yüzeyin Riemann tipli olduğu ispatlanmıĢtır. 

Ayrıca bir Riemann tipli Weingarten yüzeyin ya bir dönel yüzey ya da minimal 

yüzeylerin  0H   klasik Riemann örnekleri olduğu gösterilmiĢtir, (Lopez, 2008). 

 

Teorem 2.2.4. Parametrik olarak verilen      ,u v u vX u    regle yüzeyinden 

elde edilen                ,r

u uu v u r u X u v X u r X u X u            

paralel yüzeyine ait birinci temel formun katsayıları , ,r r rE F G  ve ikinci temel 

formun katsayıları , ,r r rL M N  olsun.  ,r u v  paralel regle yüzeyinin yüzeyine ait 

birinci temel form katsayıları 

 

2

2

2

2 ,

2 ,

,

r

u u

r

u v

r

v v

E E rL r

F F rM r

G G r

  

  

 

N N

N N

N N

 

 

ve ikinci temel formun katsayıları ise 
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,

,

,

r

u u

r

u v

r

v v

L L r

M M r

N r

 

 

 

N N

N N

N N

 

 

dir, (Savcı, 2011). 



 

 

 

 

BÖLÜM 3. YOĞUNLUKLU UZAYDA YÜZEYLER 

 

 

Yoğunluklu manifoldlar, farklı fiziksel yoğunluğa sahip yüzeyler veya bölgeler göz 

önüne alındığında ortaya çıkmaktadır. Yoğunluklu yüzeylere en iyi örneklerden biri 

iki boyutlu Gauss düzlemidir. Gauss düzlemi,  
2

2
1

2
r

e
 

 ile ağırlıklandırılan hacim 

ve uzunluklu Öklid düzlemidir. Burada r  orijine olan uzaklığı temsil etmektedir. 

Hacim, çevre ve alan için kullanılan e  pozitif yoğunluklu diferansiyellenebilir 

manifold için Riemann hacmi dV , çevre dP  ve alan dA  olmak üzere yoğunluklu 

hacim, çevre ve alan sırası ile 

 

dV e dV

dP e dP

dA e dA



















 

 

Ģeklindedir. Bir eğrinin eğriliğini veya bir yüzeyin ortalama eğriliğini, yoğunluğu 

olan manifoldlara genelleyebiliriz. Genellemeler, manifoldların standart eğrilik 

kavramına uygun biçimde tanımlanmıĢtır, (Corwin ve ark, 2006). 

 

Tanım 3.1. Yoğunluğu e  olan n  uzayındaki bir hiperyüzey için 
 1 1

, ,
n

k k 
 asli 

eğrilikler olmak üzere aĢağıdaki eĢitlikler elde edilir. 

 

 

   

1 1

1 1n n

d
k k

d

d
k k

d








 

 

 

N

N

  (3.1) 
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Burada 
 1 1

, ,
n

k k 
 Riemann asli eğrilikleri ve N  hiperyüzeyin normalidir. 

 

Özel olarak 2boyutlu yoğunluklu Riemann manifoldları için N  birim normal 

vektörü,   Riemann eğriliği olmak üzere yoğunluklu Riemann eğriliği 

 

 
d

d



  

N
  (3.2) 

 

dir, (Corwin ve ark, 2006). 

 

e  yoğunluklu n boyutlu bir Riemann manifoldu üzerinde, H  Riemann ortalama 

eğriliği, N  birim normal vektör olmak üzere bir hiperyüzeyin H  yoğunluklu 

ortalama eğriliği 

 

1

1

d
H H

n d



 

 N
 

 

dir. Özel olarak e  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid uzayında bir   regle yüzeyin 

ortalama eğriliği 

 

 
1

2

d
H H

d



 

N
  (3.3) 

 

biçimindedir, (Hieu, 2009). Bu Ģekilde tanımlanmıĢ H  ortalama eğriliğine 

yoğunluklu ortalama   eğrilik denir.  

 

(3.3) denklemi ile verilen 
d

d



N
 nin geometrik hareketi, uzayın yoğunluğu ve bazı 

basit minimal yüzeylerin ( 0H  ) varlığını anlamamızı sağlar. Örneğin, Gauss 

uzayında 
d

d



N
 yüzey üzerinde bir noktanın tanjant hiperdüzlemine orijinden olan 

uzaklığıdır. Yani 3G  Gauss uzayında bunu görmek kolaydır. 
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a) Düzlemler sabit ortalama eğriliğe sahiptir ve orijin boyunca geçen düzlem 

minimaldir.  

b) Orijindeki küreler sabit ortalama eğriliğe sahiptir ve 
1

2
 yarıçaplı olan 

küreler minimaldir. 

c) Eksenleri orijinden geçen dairesel silindir sabit ortalama eğriliğe sahiptir ve 1 

yarıçaplı olan dairesel silindirler minimaldir. 

 

 x , nE  Öklid uzayında  
1

n

i i

i

x a x


  biçiminde lineer bir fonksiyon ve  x
e


 log-

lineer yoğunluk olsun. Sabit yoğunluklu nE  Öklid uzayında her bir noktalar 

kümesine bir hiperdüzlem denir. Uygun koordinatlar seçilerek yoğunluğu nx
e  

formunda varsayabiliriz. Böylece 1nE ,  1n  boyutlu Öklid uzayı ve E , nx
e  

yoğunluklu reel doğrular olmak üzere 1n



 E E  üretiliyor iken  x
e


 yoğunluklu nE  

uzayını inceleyebiliriz.  0,0, ... ,1   olmak üzere 

 

   , . .cos , cos ,
d

d


           N N N N

N
 

 

dir ve ,
d

d


  N

N
 , z  ekseni ile N  arasındaki açının kosinüsüdür, (Hieu, 2009). 

 

ze  yoğunluklu Öklid uzayında 0K   olmak üzere,      ,u v u vX u    

parametrik denklemi ile verilen regle yüzeyi açılamayan bir yüzey olsun. 

 

1X X     ,  , 0X    

 

eĢitlikleri sağlanmak üzere , ,Q F J  yapı fonksiyonlarını 

 

 

  2

, det , ,

det , ,

F X Q X X

J X X X D EG F

    

   
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olarak kabul edelim. 

 

e  yoğunluklu n boyutlu bir Riemann manifoldu üzerinde K  Riemann Gauss 

eğriliği olmak üzere, K  yoğunluklu Gauss eğriliği arasında 

 

K K    

 

iliĢkisi mevcuttur, (Corwin ve ark, 2006). 

 

ze  yoğunluklu Öklid uzayında ,
d

d


  N

N
 olduğu dikkate alınarak (3.3) 

denklemi tekrar düzenlenirse 

 

 
1

,
2

H H    N   (3.4) 

 

elde edilir. Burada açılamaz regle yüzeyinin birim normali  

 

 
1

Qt vg
D

 N  

 

olup 

 

2 2 2D EG F Q v   
 

 

biçimindedir. (2.9) eĢitliğini ve yukarıda elde edilen birim normal vektörün eĢitini 

(3.4) eĢitliğinde yerine yazarsak ze  yoğunluklu Öklid uzayında  ,u v  regle 

yüzeyin yoğunluklu ortalama eğriliği 

 

   2

3

1 1
,

2 2
H Jv Q v Q QJ F Qt vg

D D
          (3.5) 
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elde edilir, (Ulucan, 2019). 

 

ze  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid uzayında  0,0,1   ve 0   olduğu göz 

önüne alınarak gerekli hesaplamalar yapıldığında yoğunluklu Gauss eğriliği  

 

2

4

Q
K K

D
               (3.6) 

 

olarak bulunur, (Yoon, 2016). 

 



 

 

 

 

BÖLÜM 4. YOĞUNLUKLU UZAYDA REGLE WEINGARTEN 

YÜZEYLER 

 

 

Bu bölüm iki kısımdan oluĢmaktadır. Birinci kısımda ze  yoğunluklu 3E  Öklid 

uzayında  ,u v  regle yüzeyinin Weingarten olma durumu incelenecek, bununla 

ilgili teorem ve sonuçlar verilecektir. Ġkinci kısımda ise ze  yoğunluklu 3E  Öklid 

uzayında  ,u v  regle yüzeyinin paralel yüzeyi  ,r u v  nin Weingarten olma 

durumu incelenecek, bununla ilgili teorem, sonuç ve örnek verilecektir.  

 

4.1. ze  Yoğunluklu Uzayda Regle Weingarten Yüzeyler 

 

Ġkinci bölümde bir   3,u v  E  yüzeyinin Weingarten yüzey olması için (2.20) 

bağıntısının var olmasının gerekliliğinden bahsedilmiĢti. Buradan yola çıkılarak bu 

bölümde, ze  yoğunluklu Öklid uzayında  ,u v  regle yüzeyinin ortalama  

eğriliği ile Gauss   eğriliğinden faydalanarak yüzeyin Weingarten olma durumu 

incelenecektir.  

 

Tanım 4.1.1. ze  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid uzayında  ,u v  regle yüzeyinin 

Weingarten yüzeyi olması için yüzeye ait K  Gauss ve H  ortalama   eğrilikleri 

arasında  

 

 , 0K H    
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olacak Ģekilde fonksiyonel bir   bağıntısının var olması veya buna eĢ olarak, K  ve 

H    eğriliklerinin değiĢimlerinin lineer bağımsız olması durumunda  ,u v  

regle yüzeyi Weingarten yüzey olarak adlandırılır.  

 

(2.21) eĢitliğiyle verilen Weingarten yüzey olma Ģartını dikkate alarak bu yüzeyin 

Gauss   eğriliği ile ortalama   eğriliğinin u  ve v  parametrelerine göre 

türevlerini bulalım. 

 

Ġlk olarak (3.6) denklemiyle verilen K  fonksiyonun u  parametresine göre kısmi 

türevini hesaplayalım. 

 

  
 2 2

6

2 '

u

QQ Q v
K

D



   (4.1) 

 

ve v  parametresine göre kısmi türevi de 

 

  
2

6

4
v

vQ
K

D
    (4.2) 

 

olarak elde edilir. 

 

ġimdi de ortalama   eğriliğinin u  ve v  parametrelerine göre kısmi türevlerini 

sırayla elde edelim. 

 

ze  yoğunluklu Öklid uzayındaki  ,u v  regle yüzeyinin merkez ve asimptotik 

normalleri sırasıyla  1 2 3, ,t t t t  ve  1 2 3, ,g g g g  vektörleri ve  0,0,1   

olduğu dikkate alınarak (3.5) denklemi düzenlenirse 

 

 

2 ' 2 3 2 2 3

3 3 3 3

3
2 2 22

Jv Q v Q J QF Q t Qv t Q vg v g
H

Q v



      




              (4.3) 
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bulunur, (Ulucan, 2019). 

 

(4.3) denklemi ile verilen H  fonksiyonun u  parametresine göre kısmi türevini 

hesaplayalım. 

  

 
 

   

   

 

2 ' 2 3 2 2 3

3 3 3 3

3
2 2 2

3
2 ' 2 3 2 2 3 2 2 2

3 3 3 3

3
2 2 2 ' 2 3 2 2 32

3 3 3 3

2
3

2 2 2

2

' . 2

2 ' .

2

u

u

Jv Q v Q J QF Q t Qv t Q vg v g
H

Q v

Jv Q v Q J QF Q t Qv t Q vg v g Q v

Q v Jv Q v Q J QF Q t Qv t Q vg v g

Q v



 
       

  
 
 

 
        

 
              

 
 

 

 

 

eĢitliğinde gerekli iĢlemler yapılırsa 

 

   52

u

u

S
H

D
    (4.4) 

 

elde edilir. Burada 

 

     

 

 

5 4 '' 2 2 3

3 3 3 3 3 3

2 2 2 3 2

3 3 3

2 '' 3 4 2 3 4 3 4 3 2

3 3 3 3

' ' ' ' ' ' '

2 ' ' ' ' ' ' '

2 ' ' 3 ' 3 ' ' ' ' ' 2 '

u

g v J Q t Qt v Q Q g Q g QQ g v

Q J Q F QF Q t Q Q t Q t QQ J v

Q Q Q Q g Q g QQ Q Q g v Q J Q F Q t Q Q J Q Q F

S

       

      

          

 
 

  
 
  

 

dir. 

 

ġimdi de (4.3) denklemiyle verilen H  fonksiyonun v  parametresine göre kısmi 

türevini hesaplayalım. 
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 
 

   

   

 

2 ' 2 3 2 2 3

3 3 3 3

3
2 2 2

3
' 2 2 2 2 2

3 3 3

1
2 2 2 ' 2 3 2 2 32

3 3 3 3

2
3

2 2 2

2

2 2 3 2

3
2 2

2

2

v

v

Jv Q v Q J QF Q t Qv t Q vg v g
H

Q v

Jv Q Qvt Q g v g Q v

Q v v Jv Q v Q J QF Q t Qv t Q vg v g

Q v



 
       

  
 
 

 
     

 
              

 
 

 

 

 

eĢitliğinde gerekli iĢlemler yapılırsa 

 

   52

v

v

S
H

D
    (4.5) 

 

elde edilir. Burada 

 

       2 ' 4 2 3 ' 2 2 3

3 3 3 33 2 3vS Q Q Q g Q J QF Q t v Q Q g v J Qt v             

 

dir. Gauss   eğrilikleri ve Ortalama   eğriliğinin u  ve v  parametrelerine kısmi 

türevleri yardımıyla aĢağıdaki teorem verilir. 

  

Teorem 4.1.2. ze  yoğunluklu 3E  Öklid uzayında  ,u v  regle yüzeyinin K  Gauss 

  eğriliği ve H  ortalama   eğriliği olmak üzere 

 

         0
u v v u

K H K H       (4.6) 

 

eĢitliği sağlanıyorsa  ,u v  regle yüzeyi bir Weingarten yüzeydir. 
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Ġspat. Bir ze  yoğunluklu 3 boyutlu bir Öklid uzayında  ,u v  regle yüzeyin 

Weingarten yüzey olması için (4.1),(4.2),(4.4),(4.5) eĢitlikleri yardımıyla (4.6) 

eĢitliğinin sağlandığını gösterelim. 

 

       
 

      

    

2 22 6 2 2 4 5 5

3 3 3 3

3 22 '' 4 4 4 6 4

3 3 3 3

4 2 4 4

3

2 2 2

6 5 6 5

3

3

3

4 ' 4 ' 4 ' 4 ' 4 ' 12 '

4 4 4 4 ' 8 ' 4 '

8 ' 4 ' 4 ' 4 4 '

2 ' 4

2 2

v u

u v v u

Q g v Q J Q Q t Q t Q Q J Q Q t v

Q Q Q g Q g Q Q g Q Q Q Q g v

Q J Q Q F Q F Q t Q Q t

QQ Q v S SvQ
K H K H

D D D D
   

     

     

    


      
             





     

    

 

5

3 3 3

2 2 26 5 7

3

3 24 '' 5 6 2 5 6 8

3 3 3 3

6 5 6 5 4

3

3

3 2

11

4

4 ' 4 ' 12 ' 4 '

4 8 ' 4 12 ' 12 ' 4 ' 4 '

' ' ' 8 '4 4 4 4

2

Q t
v

Q Q J J Q Q F Q Q Q Q t

Q Q Q Q g Q g Q Q Q Q g Q Q Q Q g v

Q J Q F Q t Q Q J Q Q F v

D



   

     

    

 
 
 
 
  
  
  
 

 
 
 
 

 

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

        
 2 3 2

11

2 ' 2 ' 4

2

v u

u v v u

QQ v Q Q S vQ S
K H K H

D
   

 
    (4.7) 

 

sonucu elde edilir. (2.8) denklemi ile verilen K  Gauss eğriliği sıfırdan farklı olduğu 

için 0Q   Ģartını sağlayan herhangi bir nokta komĢuluğunda 0Q F J      ve 

3 3 0t g    olmalıdır. Bu durumda (4.7) denklemi sıfıra eĢit olacağından ze  

yoğunluklu 3 boyutlu bir Öklid uzayında  ,u v  regle yüzeyi bir Weingarten 

yüzeydir. 

 

Buna bağlı olarak 0K   olduğu herhangi bir regle Weingarten yüzey için 

3 3, , , ,Q F J t g  büyüklükleri sabit olmalıdır. Özel olarak 0J F   iken 0H   olur.  

Bu durumda yüzey helikoidal yüzeydir. 
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Sonuç 4.1.3. ze  yoğunluklu Öklid uzayında açılabilir olmayan bir  ,u v  regle 

yüzeyi için aĢağıdaki koĢullar bir birine denktir.  

 

i)  ,u v  bir Weingarten yüzeydir. 

ii) 3 3, , , ,Q F J t g  büyüklükleri sabittir. 

 

Örnek 4.1.4. 3E  Öklid uzayında 

 

          cos sin , sin cos, ,u v u u v u uu v      

 

parametrik denklemi ile verilen bir helikoidal yüzey, 

 

           

   

cos , sin , sin , co ,, s 0u u u v u u

u vX u

u v







   


 

 

olacak Ģekilde bir regle yüzey belirtir. Burada ze  yoğunluklu 3E  Öklid uzayında bir 

 ,u v  regle yüzeyinin Weingarten yüzey olduğunu gösterelim. 

 

 

ġekil 4.1.  ,u v  açılamaz regle yüzeyin grafiği 
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 ,u v  regle yüzeyinin u  ve v  ye göre 1. ve 2. mertebeden kısmi türevleri 

 

        

    

        

    

cos sin , cos sin ,1

sin , cos ,0

cos sin , cos sin ,0

cos ,si

0

n ,0

u

v

uu

uv

vv

v u u u v u

u u

u v u v u u

u u















  





 



 

 

dir. Yüzeyin N  birim normal vektörü olmak üzere 

 

    
2

cos ,sin ,

1

u u v

v





N   

 

olarak elde edilir. Elde edilen kısmi türevler yardımıyla  ,u v  regle yüzeyine ait 

birinci temel formun katsayıları 

 

2, ,

, 1,

, 1

2u u

u v

v v

E v

F

G

 

 

 

 

 



 

 

 

ve ikinci temel formun katsayıları 

 

2

2
,

1
,

1

0

1
,

,

1

uu

uv

vv

L

v

,

M

N

v












 



 

N

N

N

  

 

olarak bulunur. Temel formun katsayıları, (2.2) ifadesinde yerine yazılırsa,  ,u v  

açılamaz regle yüzeyine ait K  Gauss eğriliği ve H  ortalama eğriliği sırasıyla 
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 
2

2

1

1 v
K 


   (4.8) 

 

ve 

 

 

 
3/2

2

1

2 1
H

v



  (4.9) 

 

olarak bulunur. K  ve H  eğriliklerinin u  ve v  ye göre kısmi türevlerini hesaplar, 

(2.21) denkleminde yerlerine yazdığımızda  

 

0u v v uK H K H    

 

bulunur. O halde  ,u v  açılamaz helikoidal yüzeyi regle Weingarten yüzeydir.  

 

ġimdi de bu yüzeyin ze  yoğunluklu 3E  Öklid uzayında Weingarten yüzey olduğunu 

gösterelim.  

 

 0,0,1   olmak üzere (4.8) ve (4.9) denklemleri sırayla (3.4) ve (3.6) 

denklemlerinde yerine yazıldığında, ze  yoğunluklu Öklid uzayına ait yüzeyin Gauss 

  eğriliği ve ortalama   eğriliği sırasıyla 

 

 
2

2

1

1 v
K 


 

 

ve 

 

 

3

3/2
2

1

2 1
H

v v

v


  


  
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olarak bulunur. K  ve H  eğriliklerinin u  ve v  ye göre kısmi türevlerini hesaplar, 

(4.6) denkleminde yerine yazarsak, 

 

         0
u v v u

K H K H      

 

bulunur. O halde ze  yoğunluklu 3  boyutlu Öklid uzayında  ,u v  açılmaz regle 

yüzeyi Weingarten yüzeydir. 

 

Sonuç 4.1.5. 3E  Öklid uzayında  ,u v  regle Weingarten yüzey, ze  yoğunluklu 3E  

Öklid uzayında da yine bir Weingarten yüzeydir. 

 

4.2. z
e  Yoğunluklu Uzayda Paralel Regle Weingarten Yüzeyler 

 

Bu bölümde ze  yoğunluklu Öklid uzayında  ,u v  regle Weingarten yüzeye ait 

paralel yüzeyin Gauss   eğriliği ve ortalama   eğriliğinden faydalanarak yüzeyin 

Weingarten olma durumu incelenecektir.  

 

Burada,  ,u v  regle yüzeyinden elde edilen  ,r u v  paralel yüzeyinin denklemi 

Teoremde 2.6.1 de verilen bilgilerin bir genellemesi olmak üzere, , ,r r rE F G    birinci 

ve , ,r r rL M N    ikinci temel formların katsayıları esas alınarak iĢlemler yapılacaktır.  

 

Teorem 4.2.1. ze  yoğunluklu Öklid uzayında  ,r u v  yüzeyinin birinci temel 

formun katsayıları 

 

2

2

2

2 ,

2 ,

,

r

u u

r

u v

r

v v

E E rL r

F F rM r

G G r

  

  

 

  

  

 

N N

N N

N N
 

 

ve ikinci temel formun katsayıları, 
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,

,

,

r

u u

r

u v

r

v v

L L r

M M r

N r

 

 



 

 

 

N N

N N

N N

 

 

dir. 

 

Ġspat. ze  yoğunluklu Öklid uzayında  ,u v  regle Weingarten yüzeye ait birinci 

temel formunun katsayıları  ,r u v  paralel yüzeyinin kısmi türevleri kullanılırsa 

 

   

   

2 2

2

2 2

2

,

,

, , , ,

, , ,

, ,

, ,

r r r

u u

u uu u u uu

u uu u u u uu

u u u uu u u u uu

uu u uu uu uu u

uu u uu uu

u u uu u u u u

E

r X X v X r X X

r X X v X r X X

r X v X rv X X

r X r X X r X X

rv X X r v X X X

r X X r X X

r

  

  

  

     

     

 

   



        


        

     

       

    

     



2 2

2 2

2 2 2

, , ,

, , ,

, ,

, ,

u u uu u u u uu

u u u uu uu u

uu uu uu u u

uu u uu uu

v X X X v X vr X X

v X X v r X X X rv X X

r v X X X r v X X X

v r X X X r v X X X X

  



 

    

    

     

    

 

     
2

2

2

,

,

, , ,

, ,

, ,

r r r

u v

u uu u u u uu u

u u u uu u

u u u u u

u uu u

F

r X X v X r X X X r X X

X r X X r X X X

r X X r X X X

v X X vr X X X X

  

  

  

 



           

     

    

   

 

   
2

,

,

, , , ,

r r r

v v

u u

u u u u

G

X r X X X r X X

X X r X X X r X X X r X X X X

  

    

        

 

 

olup Teorem 2.6.1. deki ifadelere göre düzenlenir ise 
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22 ,r

u uE E rL r     N N  

22 ,r

u vF F rM r     N N  

2 ,r

v vG G r   N N  

 

elde edilir. Aynı Ģekilde ikinci temel formunun katsayıları, 

 

   

 

2

,

,

, , ,

, ,

, ,

, ,

, ,

r r

u u

u uu u u u uu

uu u u uu

u uu u uu uu uu

uu u u uu u u

uu uu u u uu

u u u u u u uu

u uu u uu

L

r X X v X r X X

X X v X X

a X v X X r a X a X

r a X a X rv a X a X

rv a X X X r a X a X

r a X a X rv a X X X

v X a X v X X X vr

 

  

 

 

 

        
 

    

     

     

     
 

     

    

N

2

,

, ,

uu uu

uu u uu uu

X X a X

vr X X a X v r X X X X

 
 
 
 
 
 
 
  
 
       

 

   

,

,

, ,

, ,

r r

u v

u uu u u u uu u

u u uu u

u u u uu u

M

r X X v X r X X X X

X X r X X X

r X X X vr X X X X

 

  

 



 

           

     
  

       

N

 

 

,

,

,

r r

v v

u u

u u

N

X r X X X X

X X X X

  

    

   

N

 

 

olup Teorem 2.6.1. deki ifadelere göre düzenlenir ise 

 

,

,

,

r

u u

r

u v

r

v v

L L r

M M r

N r

 

 



 

 

 

N N

N N

N N
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elde edilir. Buradan ze  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid uzayında  ,u v  regle 

yüzeyinin de regle yüzey olması için yüzey normalinin v  parametresinden bağımsız 

olması gerektiği elde edilir. 

 

ze  yoğunluklu 3 boyutlu Öklid uzayında  ,u v  regle yüzeyinin paralel yüzeyi 

 ,r u v  olmak üzere, bu yüzeyin Gauss   eğriliği 

 

r rK K    

 

olarak ifade edilir. (2.17) denklemi ve 0   olduğu dikkate alınıp paralel yüzeyin 

Gauss   eğriliği hesaplanırsa, 

 

 
 

2

4 2 2 2 22 4 2

r r Q
K K

D Dr Jv Q v Q J QF r Q



 

    
  (4.10) 

 

elde edilir. Ayrıca paralel yüzeye ait ortalama   eğriliği 

 

1
,

2

r rH H    N  

 

olarak ifade edilir. (2.18) denklemi ve  0,0,1   olduğu dikkate alınıp ortalama 

  eğriliği hesaplanırsa 

 

 
 

 

2 2 2

3 3

4 2 2 2 2

2

22 2 2

r
D Jv Q v Q J QF rQ Qt vg

H
DD Dr Jv Q v Q J QF r Q



    
 

    
  (4.11) 

 bulunur. 

Teorem 4.2.2.  ,r u v , ze  yoğunluklu Öklid uzayında      ,u v u vX u    

açılamaz regle yüzeyin paralel yüzeyi olsun.  
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1 , , 0X X X      , 0K   

   , , det , , , det , ,F X Q X X J X X X         

 

eĢitlikleri sağlandığı taktirde,  ,u v  bir Weingarten yüzey ise  ,r u v  bir 

Weingarten yüzeydir. 

 

Ġspat.  ,u v  Weingarten yüzey olsun. Bu durumda 3, , ,Q F J t  ve 3g  değerleri 

sabittir. (4.10) denklemiyle verilen Gauss   eğriliğinin kısmi türevleri u  ve v  

parametrelerine göre alınırsa aĢağıdaki denklemler elde edilir. 

 

  
  4 4 2 2 2 2 2 22 2

r u

u
K

D Q v Q v Dr Jv Q v Q J QF Q r





      
  (4.12) 

   

dir. Burada 

 

    
 

 

5 2 3 2 2 3 2 5 5

4 3 2 4 2 2 2 3 2 3 2

2 22 3 2 2

3 2 3 3 2

4

2 2 2 4 4

2 2

2

4 2 4

2

u

Q Q D Q D rQ J Q Q D rF Q Q r D DQ Q Q Q Jr

Q Q Fr Q Q JD r Q J D r Q Q FD r Q F D r Q Q r D

Q Q D r Q Q r D Q Q r v

Q Q D QQ D rJ DQ Q rQ Q J v

QQ D v



            
               
 

      
 

        
 

   

 

 

ve 

 

  
  4 4 2 2 2 2 2 22 2

r v

v
K

D Q v Q v Dr Jv Q v Q J QF Q r





      
  (4.13) 

  

dir. Burada 

 

   

4 4 4 3 2 2

2 2 2 2 2 3

4 2

4
v

Q Q r Q D rQ J rQ F Q JD r v

rQ Q Q Q r v DQ Q Jr v


      
 
      
 
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dir. 

 

(4.11) denklemiyle verilen  ,r u v  paralel yüzeyinin ortalama   eğriliğinin u  ve 

v  parametresine göre kısmi türevi alınırsa aĢağıdaki denklemler elde edilir. 

 

 
 

  
2 3

4 2 2 2 42 2 2

r u u

u
H

DD D Dr Jv Q v Q J QF Q r


 
 

       (4.14) 

  

dir. Burada 
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7 6 8 7 7 6 52 2 2 2 4 2 8

5 2 4 4 6 5 22 2 2 2 4

5 2 5 4 3 2 52 8 2 2 2

4 3 2 4 2 3 54 2 2 8 2

42

Q Q J Q Q F Q J Q F Q Q J Q Q F Q Q rD

DrQ Q J DrJQ Q F DrJQ Q F DrQ JJ DrQ Q J

DrJQ F r Q JQ DrFQ Q J DrQ Q F DrFQ J

DrFQ Q J DrQ Q F DrQ FF r FQ Q rQ Q J

rQ Q F

u


           

        

        

        





6 5 4 5 3 22 4 2 2 8

2 5 5 2 4 3 3 2 3 48 2 2 4 2

3 2 3 3 2 3 2 4 42 2 4 8 2

3 2 3 2 3 3 3 2 3 22 4 2 2 2

2 24

rQ J rQ Q J rQ Q F rQ F Q r Q D

D Q Q J Q rQ J D Q Q rFDJ D rQ Q J D rQ J J

D rQ FQ J D rF Q J D Q rQ J D Q Q F Q rQ JDF

Q Q rF D D rQ Q JF D rQ J F D rQ F Q D rQ F F

D Q Q rF

        

        

        

        



   

   

   

 

2 25 6 32 2 2

2 22 4 32 2 4

2 22 3 2 32 2 8

232 2

5 2 3 2 2 4 2 2 2 28 2 8 4 4

2 3 2 3 24 8

Q Q Q Q DrQ Q J

DrQ Q F DrQ Q J DrQ Q J

Dr Q Q F DrQ Q F r Q Q

DrQ J Q Dr

DQ Q r D Q JQ r D J Q r D r Q FQ

D F Q r DQ Q r

    

      
 
       
 
   
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 

       
 
    

 

 

     

 

   

 

   

24 22

23 3 42 2 2

2 2 22 3 3 28 2 2

23 3 24 2

2 23 3 22 2 4

23 3 22 2
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2 5 4 24 4

2 2 24

JQ Q DrFQ Q

DrFQ Q Q r Q rQ Q

D Q Q r Q Q JD Q Q rFD

D rQ Q J D rQ J Q

D r Q F D rF QQ D Q Q r

Q Q rDJ D rQ Q J
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D r Q Q



 

    

    

   

     

  

    

  


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 
 
 
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 
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 
 
 
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 
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Q J Q Q J Q Q F Q J Q Q J Q Q F

Q F QQ rD Q Q J Q J Q J Q Q J Q Q F Q F

DrQQ J DrQ JJ DrQ JJ DrQQ J DrJQ F DrJQF

r JQQ DrQ




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



         

              

          

   

 

   

2 2 22 2 44 5

2 22 2 3 32 2 2 8 8

2 32 2 4

2 2 2 6 72 2 2 4 2 2 4 2 8 2 2

Q Q Q Q Q Q
v v

DrJQ DrQ J
Q DrQ JJ DrQFJ Q rJ JQ Q Q Q J

DQQ rJ D rJJ QQ rJ

QQ J Q J Q J QQ J Q F QF Q J DrJJ QQ J v Q v

 
 
 
 

       
         

         
 

     
 

                       8J v

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

ve 

 

2 2 2 2

3 3 3 3 32 2 2u D Q t D Qt D vg Q Q t QQ vg           

 

dir. 
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 
  

3

2
4 2 2 22 2 2

r v

v

Dg
H

vD D Dr Jv Q v Q J QF Q r



 

    
  (4.15) 

 

dir. Burada 

 

 

6 2 3 3 4 3 2 3

2 2 2

26 5 6 3 4 2 3 2 2 3

3 2 2 3 4 3 4

4 2 3 2 4 4 2 3

2 2 2 2 2 2

4

2 2 4 2 2 2 4

2 2 4 2 2 4

8 8 16 2 2

v

Q Q rQ JQ D rFQQ D rQ Q D rQ Q J D rQ QF

D r Q Q

Q J Q F Q J r Q D DrQ J DrQ JF rQ J D

DrFQ J DrQ F rQFJD rQ J rQ F rQ J

Q D J Q D F Q Dr rQ J D rQ JFD



           
   

     

     

      



 

2 4

3 2 2 2 3 3 2 3 2 2 2

23

4 4 4 3 2 3

2 2 2 2 2 2

2 2

4

2 2 4 4 4 8

2

2 2 4 2 2 2 4

2 2 2 2 8 2

2 4 2

r Q J v

rFQ JD rQ F D r FQ D rJQ J D rJQF D r JQ

D r Q

Q Q Q Q Q Q rJQ D DrQ Q J DrQ QF rQ JD

DrQ JQ DrQFQ rQ Q rQ Q Q D Q rQ Q JD

rQ QFD r Q Q

 
 
 
 
 
      
 
 
 

            

           

   

 

 

2

2 3 3

4 4 4 3 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3

2 4 2

2 4 4 4 8 2 2 4

2 2 2 2 4 8

8 16 8 2 2 4 2

2 2 4

v

rQ JDQ rFDQQ D rJQ D rQ J

Q J Q J Q J Q F Q J DrJ Q DrJQF DrJ Q

Dr Q DrQ J DrQFJ rQ J rQ J D Q J

D QF DQ r Q D J rJ Q D rJQFD r JQ r Q D

rQ J D rQFDJ D r

 
 
 
       

      

     


      

 

 

 

 

 

3

2

2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 5

6

7

2 4 4 2 2 8 2 2

4 2 2 4 8 2 4 8 2

2 2

4 2

v

J

Q Q Q Q Q Q DrJQ DrQ J D Q rJDQ rQ DJ v

JQ Q J QF Q J Q J DrJ DrJ D J rJ D v

Q Q v

J J v

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  


               

        


   
  










 

dır.   

 

(4.6) denklemine benzer olarak paralel yüzeyin Weingarten olma Ģartını  

 

         0r r r r

u v v u
K H K H       (4.16) 

  

eĢitliğinin sağlandığını gösterelim. 
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(4.16) denkleminde, (4.12)-(4.15) denklemleri yerlerine yazılır ve Sonuç 4.1.3’deki 

ii) koĢulu dikkate alınırsa, 0K   olan herhangi bir regle Weingarten yüzey için 

0Q   Ģartını sağlayan herhangi bir nokta komĢuluğunda, , ,Q F J  ve 3 3,t g  

büyüklükleri sabit olduğundan 0Q F J      ve 3 3 0t g    olmalıdır. Buna bağlı 

olarak (4.16) denklemi, 

 

        0r r r r

u v v u
K H K H      

 

olup ze  yoğunluklu Öklid uzayında Weingarten regle yüzeyin paralel yüzeyi de 

Weingarten yüzeydir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.3. ze  yoğunluklu Öklid uzayında  ,u v  açılabilir regle Weingarten 

yüzeyinin ze  yoğunluklu uzayda paralel yüzeyi  ,r u v  de açılabilir regle 

Weingarten yüzeydir. 

 

Ġspat. ze  yoğunluklu Öklid uzayında
 

     ,u v u vX u    açılabilir regle 

Weingarten yüzey olmak üzere 

 

  1X u     ve      1uX u   

 

olsun. Açılabilir regle yüzeyin normalleri bir doğrultman boyunca sabit ve v  

parametresinden bağımsızdır.  ,u v  nin normal vektörü 

 

        1 u uu X u v X u X u   N  

 

olduğundan    u u X u   ve    uX u X u  lineer bağımlıdır. Böylece 

        u uu X u X u X u     yazılabilir, (Park and Kim,1998). 
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Ayrıca, 1N  eĢitliğinden  1 uv X X  N  bulunur ve yoğunluklu yüzeyin birim 

normali 

 

 

 

1

1

u

u

v X X

v

X X







 




 

N
N

N

 

 

bulunur. 

 

ze  yoğunluklu Öklid uzayında
 

     ,u v u vX u    regle yüzeyinin paralel 

yüzeyi uX X  göz önüne alınarak yazılırsa, 

 

          ,r

uu v u r X u X u vX u      

 

olarak elde edilir. Yoğunluklu uzayda paralel yüzeyin dağılma parametresi  

 

 det , ,

,

,

, ,

u uu u

u u uu u

T X X

X X

rX X X X

X X r X X X X










 

   

    

 

 

dir. Burada 

 

uu uX X bX X    

 

ve 
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 

 

uu u

u

u

X X X bX X X

X X b X X X

bX





    

    

 

 

 

olduğu dikkate alınır, dağılma parametresi tekrar düzenlenirse 

 

 

 

 

 

olduğu görülür. Yani ze  yoğunluklu Öklid uzayında
 

 ,r u v  paralel yüzeyi de 

açılabilir regle yüzeydir. 

 

Teorem 4.2.4. 3 boyutlu ze  yoğunluklu uzayındaki bir  ,u v  yüzeyinin 1k   ve 

2k   asli eğrilikleri 

 

2 2 2 0
d d

H K H
d d

  

 
  

   
        

   N N
 

 

kuadratik denkleminin kökleridir. Burada 1k   ve 2k   asli eğrilikleri 

 

2

2

1

2

2

2

2 4 4 4 4

2

2 4 4 4 4

2

d d d
H H K H

d d d
k

d d d
H H K H

d d d
k

   



   



  


  


   
         

   


   
         

   


N N N

N N N

 

 

dir. 

 

, ,

,

0

u u uu u

u u

X X r X X X X

rb X X X

     

  


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Ġspat.  ,u v , 3 boyutlu ze  yoğunluklu uzayda bir yüzey ve 1k  , 2k   de bu 

yüzeyin asli eğrilikleri olsun.
1

2

0

0

k
A

k





 
  
 

 bir matris ve   bir reel sayı olmak 

üzere  det 0A I   eĢitliği   ya göre bir karakteristik denklem oluĢturur.  

 

 
1 1

2 2

0 01 0
det det .

0 00 1

k k
A I

k k

 

 


 



      
               

 

 

olup karakteristik denklem 

 

  2

1 2 1 2 0k k k k          (4.17)  

 

olarak bulunur. Bu denklemin ze  yoğunluklu Öklid uzayında  ,u v  regle 

yüzeyinin yoğunluklu Gauss ve ortalama eğriliği cinsinden eĢitini bulalım.  

 

Burada ilk olarak ortalama    eğriliğini 1k   ve 2k   asli eğrilik fonksiyonları 

cinsinden hesaplayalım, 

 

1 2

2 2

k k d
H

d



 

N
 

 

eĢitliğinde (3.1) eĢitliği dikkate alınırsa 

 

1 2
1 2

1 2

2 2 2

1

2

d d d
k k

k k dd d d
H

d

d
k k

d

 
 



 

  





   
            

 
   

 

N N N

N

N

 

 

elde edilir. Son eĢitlikten kökler toplamının  
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 1 2 2
d

k k H
d

  


  

N
  (4.18) 

 

olduğu görülür.  

 

ġimdi de Gauss   eğriliğini 1k   ve 2k   asli eğrilik fonksiyonları cinsinden 

hesaplayalım. 

 

1 2K k k    

 

eĢitliğinde (3.1) eĢitliği dikkate alınırsa 

 

 

1 2

2

1 2 1 2

d d
K k k

d d

d d
k k k k

d d

  

   

 


 


  
     
  

 
     

 

N N

N N
 

 

elde edilir. Son eĢitlikte (4.18) eĢitliği yerine yazılırsa  

 

2

1 2 2
d d d

k k K H
d d d

   

  


   
       

   N N N
 

 

kökler çarpımı elde edilir. Son eĢitlik sadeleĢtirilirse 

 

 1 2 2
d

k k K H
d

   


  

N
  (4.19) 

 

bulunur. Elde edilen (4.18) ve (4.19) denklemleri (4.17) eĢitliğinde yerine yazılırsa  

 

2 2 2 0
d d

H K H
d d

  

 
  

   
        

   N N
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kuadratik denklemi elde edilir. Bu kuadratik denklemin kökleri  

 

2

2

1

2 4 4 4 4

2

d d d
H H K H

d d d
k

   



  


   
         

   


N N N
 

 

ve 

 

2

2

2

2 4 4 4 4

2

d d d
H H K H

d d d
k

   



  


   
         

   


N N N
 

 

dir. 

 

Buradan aĢağıdaki sonuca ulaĢabiliriz. 

 

Sonuç 4.2.5. ze  yoğunluklu Öklid uzayında Gauss   eğriliği ve ortalama  

eğriliği sırasıyla 

 

 
2

1 2 1 2

1 2

,

1

2

d d
K k k k k

d d

d
H k k

d

 

    

  





 
     

 

 
   

 

N N

N

 

 

olmak üzere 

 

 

2

4
d

K
d

 
  

 N
  (4.20) 

 

eĢitliği mevcuttur. 
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Bu sonucu görmek oldukça kolaydır. Teorem 4.2.4 de kuadratik denklemin kökler 

1k   ve 2k   asli eğrilikleri olmak üzere 

 

2

2

1 ,2

2 4 4 4 4

2

d d d
H H K H

d d d
k

   

 

  


   
         

   


N N N  

 

ile verilmiĢti. Kökün içinin pozitif olma Ģartı ile 

 

2

24 4 4 4 0
d d

H K H
d d

  

 


 
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olup, dörde bölüp düzenlendiğinde 

 

2

2 1
0

4

d d
H H K

d d
  

 


  
         N N

 

 

bulunur. ze  yoğunluklu Öklid uzayında ortalama   eğriliği 
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ikiye bölünüp kökün içi tekrar düzenlendiğinde 
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olduğu görülmektedir. 



 

 

 

 

BÖLÜM 5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

 

Bu çalıĢmada, Öklid uzayında temel kavramlar ve teoremlere yer verildi. Regle 

yüzey üzerindeki bir eğrinin eğrilik tanımları verildi ve ayrıca Frenet çatısı 

tanımlandı. ze  yoğunluklu Öklid uzayında bir regle yüzeye ait temel formlar ve bu 

regle yüzeye ait paralel yüzeyin temel formları hesaplandı. Hesaplanan temel 

formların katsayıları yardımı ile Gauss    eğriliği ve ortalama    eğriliği 

bulundu. ze  yoğunluklu Öklid uzayındaki regle Weingarten yüzeyin paralel 

yüzeyinin de Weingarten yüzey olduğu teorem ifade ve ispat edildi. ze  yoğunluğu 

yerine 
2 2x ye 

 yoğunluklu alınarak Öklid uzayındaki regle yüzeylerin ve paralel regle 

yüzeyin Weingarten olup olmama durumları da araĢtırılabilir.  
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