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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

mxn

bkz.

VS.

: Karmagik sayilar kiimesi

: MXn boyutlu karmagik matrisler kiimesi
. nxn boyutlu karmasik matrisler kiimesi

. N boyutlu karmasik vektorler kiimesi

: N boyutlu reel vektorler kiimesi
: Uygun boyutlu birim matris

: Uygun boyutlu sifir matrisi

: M matrisinin devrigi

: Bos kiime

: Elemanidir

: Alt kimesidir

. a,b sirali ikilisi
: Toplam

:Esit degildir
saislemb

: Bakiniz

: Vesaire

: 1spat sonu



OZET

Anahtar Kelimeler: idempotent matris, involutif matris, {icgensel matrisler, matris
halkalar1

Ik boliimde, matris halkalar1 ile ilgili kisa bir literatiir arastirmasi sunulmaktadir.
Calismanin geri kalan kisminda kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve 6zellikler
ikinci boliimde verilmektedir.

Calismanin {ciincii boliimiinde, sonlu ya da sonsuz boyutlu iiggensel matris
halkalarindaki idempotentlerin yapisin1 karakterize eden ve halka sonlu boyutlu
oldugunda bu matrislerin bigimlerinin sayisini veren literatiirdeki bir ¢calisma detayli
olarak incelenmektedir.

Dordiincii boliimde ise calismanin esas amaci olan iiggensel matris halkalarinda
involutif matrislerin yapist genel olarak karakterize edilmektedir. Sonra, halkanin
sonlu boyutlu olmasi1 durumunda bu tip matrislerin bigimlerinin sayisini ortaya koyan
bir sonug¢ verilmektedir.

Son boliimde konu ile ilgili tartismalar ve 6neriler yer almaktadir.



INVOLUTIVE MATRICES IN TRIANGULAR MATRIX RINGS

SUMMARY

Keywords: Idempotent matrix, involutive matrix, triangular matrices, matrix rings

In the first chapter, a brief literature research on the matrix rings is presented. Some
basic concepts and features that will be used in the rest of the study are given in the
second part.

In the third part of the study, a study that characterizes the structure of idempotents
in finite or infinite dimensional triangular matrix rings and gives the number of these
matrices when the ring is finite dimensional is examined in detail.

In the fourth section, the structure of involutive matrices in the triangular matrix
rings, which is the main purpose of the study, is generally characterized. Then, in
case the ring is finite dimensional, a result indicated the number of such matrices is
given.

The last section includes discussions and suggestions on the subject.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cahsmann icerigi ve Onemi

Matematigin uygulamali bilimlerin neredeyse biitiin alanlarindaki 6nemi asikardir.
Bu alanlarda oOzellikle matrislerin  6nemi biyiiktiir. Mesela; fizikle ilgili
uygulamalarda elektrik devreleri ve batarya gii¢ ¢ikiglarinin hesaplanmasinda ve
elektrik enerjisinin baska bir yararli enerjiye doniistiiriilmesinde matrisler kullanilir.
Ayrica robotik ve otomasyonda ise matrisler, robot hareketleri icin temel
bilesenlerdir. Robotlarin hareketleri matris satir ve siitunlarinin hesaplanmasiyla
programlanir. Robotlarm kontroliine yonelik girdiler, matrislerden yapilan
hesaplamalara dayanilarak elde edilir. Buna ek olarak bir¢ok BT sirketi, kullanici
bilgilerini izlemede, arama sorgularmi incelemede ve veri tabanlarini ydonetmede,
veri yapilar1 olarak matrisleri kullanir. Jeolojide sismik etiitler yapmak igin de
matrisler kullanilir. Sifrelemede ise verileri sifrelemek ve bu sifreleri ¢6zmek i¢in de

yine matrislere ihtiyacimiz vardir [1].

Bununla birlikte, karsilasilan ¢ok degiskenli bir lineer denklem sisteminin ¢oziimii
i¢in, bu denklem sistemi matris formuna doniistiiriiliir. Ayrica bazi 6zel tipli matrisler
yardimiyla matematik ve fizik gibi alanlardaki problemler kolaylikla
¢oziilebilmektedir. Mesela; kuantum mekaniginde kullanilan Pauli spin ve Dirac spin

matrisleri involutif matrislerdir [2].

Matlab, Mathematica gibi programlar miihendisliklerde ¢ok kullanilmakla birlikte,
bunlarin temelinde yine matris kavrami bulunmaktadir. Ayrica istatistik teorisi, karar
teorisi, kontrol teorisi gibi alanlarda karsilagilan ¢ogu problem, matrisler yardimiyla

matematiksel olarak ifade edilerek ¢oziime kavusturulur [3,4].



1.2. Literatiir Arastirmasi

Matris teorisinde calisilan 6zel tipli matrislerin (idempotent, involutif, nilpotent,
tripotent vs.) lineer bilesimlerinin karakterizasyonu ile ilgili ¢alismalara benzer
olarak, halka teorisinde de 6zel tipli matrislerin yapilarmm karakterizasyonu ile ilgili

calismalar son yillarda ilgi gérmeye baslamistir.

1991°de Hannah ve O’Meara, matris halkalarinda, es zamanlh {i¢gensellestirilebilir
idempotent matrislerin ¢arpimini karakterize ettiler [5]. 2005’de Fosner, keyfi bir F
cismi lizerinde Nxn boyutlu tiim iist liggensel idempotent matrislerin kismi sirali
kiimelerinin otomorfizmalarini koruyarak ortogonalligin genel formunu elde ettiler
[6]. 2009’da Chen ve arkadaglari, elemanlari, degismeli olan bir idempotent ve bir
birimin toplami olarak tek tiirlii ifade edilebilen halkalar tizerinde ¢alistilar [7]. 2016
yilinda Ying ve arkadaslari, ilk olarak bir R halkasinin her elemaninin, degismeli
olan bir idempotent matris ve bir tripotent matrisin toplami olmasinin gerek ve yeter
kosullar1; daha sonra her elemanin, degismeli iki idempotent matrisin toplami veya
farki olmasi igin gerek ve yeter kosullar1 ve son olarak her elemanin, degismeli iki
tripotent matrisin toplami olmasi i¢in gerek ve yeter kosullarimi arastirdilar [8].
2017°de Sheibani ve Chen, her elemani bir tripotent matris ve bir nilpotent matrisin
toplami olan bir matris halkas1 tizerinde ¢aligsmalar yaptilar [9]. 2018’de Zhou, her
elemani, biri digerleri ile degismeli olan bir nilpotent matris, bir idempotent matris
ve bir tripotent matrisin toplami olan halkalar, daha sonra da her elemani, biri
digerleri ile degismeli olan bir nilpotent matris ve iki tripotent matrisin toplami olan
halkalar {izerinde ¢alismalar yaptilar [10]. 2018’de Danchev, elemanlari, ii¢ tane
degismeli idempotent matrisin toplami veya iki tane degismeli idempotent negatif
toplami1 olan halkalar iizerinde galist1 [11]. 2019°da Cheraghpour ve Ghosseiri, sonlu
bir F cismi tizerindeki bir matris halkasinin idempotentlerinin ve sifir bolenlerinin

sayisini hesapladilar [12].

Yine 2019°da Tang ve arkadaslari, Hirano-Tomigana’nin her elemani iki idempotent
matrisin toplami olan halkalar tizerindeki ¢aligmasi (bkz: [15]) ve Seguins Pazzis’in
pozitif karakteristikli bir cisim iizerindeki her matrisin, idempotent matrislerinin

toplamina ayristirilmast ile ilgili ¢alismasindan (bkz: [16]) esinlenerek bir degismeli



halka iizerinde li¢ idempotent ve ii¢ involutif matrisin toplami olan matrisleri
incelediler [13]. Yine 2019’da Hou, iist iiggensel matris halkalarinda idempotent
matrislerin yapisini inceleyerek, halkanin sonlu boyutlu olmasi durumunda bu tip

matrislerin sayisini belirleyen bir sonug elde ettiler [14].

Bu c¢aligmada ise Once, Ust li¢gensel matris halkalarinda idempotent matrislerin
karakterizasyonuna benzer sekilde, {ist ilicgensel matris halkalarinda involutif
matrislerin yapis1 karakterize edilmektedir. Sonra, halkanin sonlu boyutlu olmasi
durumunda bu tip matrislerin bigimlerinin sayisin1 ortaya koyan bir sonug

verilmektedir.



BOLUM 2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu boliimde, sonraki boliimlere hazirlik niteliginde olmak tizere bazi kavramlar,

tanimlar ve teoremler (ispatsiz olarak) verilmektedir.

2.1. Grup ve Halka

G#O olmak tizere o:GxG —>G doniisimiine, G’ de bir ikili islem denir.
Uzerinde ikili islemin tarif edildigi kiimeye ise cebirsel yap: denir ve genellikle
(G,0) ile gosterilir. Tariften anlagilacagi gibi (G,o) bir cebirsel yap1 ise G, o
islemine gore kapalidir. Yani her a,b e G i¢in acb e G’ dir [17].

Tamm 2.1. (G,°) bir cebirsel yapi olsun. (G,°) asagidaki sartlar1 sagliyorsa G ’ye
o islemine gore bir grup denir.
i.  Her ab,ceG igin ao(boc)=(acb)oc’dir.

ii. Her aeG i¢in ace=eca=a olacak sekilde bir € € G vardur.

iii. Her aeG i¢in aca'=a'oa =e olacak sekilde bir a'€ G vardir [17].

Tamim 2.2. (G,o) grubundaki ‘-’ ikili islemi degismeli ise yani her a,beG igin
aob=Dboa oluyorsa bu gruba degismeli (Abel veya komiitatif) grup denir [17].
Tanmmm 2.3. R=< ve R’ de toplama (+) ve carpma (.) denilen iki tane ikili islem

verilmis olsun. Bu (R,+,.) iigliisiine, eger asagidaki kosullar1 sagliyorsa, bir halka

denir.



I (R,+) degismeli bir gruptur.
il. (R,+.) deki ¢arpma iglemi birlesme Ozelligine sahiptir. Yani her
a,b,ceR i¢in (ab).c=a.(bc)’ dir.
(R,+,.) deki carpma, toplama iizerinde dagilma Gzelligine sahiptir. Yani her

a,b,ceR i¢in (a+b).c=ac+b.c’ dir [17].

R halkasindaki carpma isleminin birim elemani varsa yani her aeR igin

l.a=al; =a olacak sekilde R de 1 ile gosterilen bir eleman varsa (R,+,.)’ye
birim elemanli halka denir Sayet bu (R,+,.) ¢arpma islemine gore degismeli ise yani

her a,beR i¢in ab="D.a oluyorsa (R,+,.)’ya degismeli halka denir [17].

2.2. Baz1 Temel Matris Kavramlar

Tamm 2.4. g, (i=12,...,m; j=12,...n) karmasik sayilarinn

a; a, a,
A= 8y Ay o
a a a

bi¢iminde diizenlenmesine M satirli N siitunlu bir karmastk matris veya kisaca

mxn boyutlu bir matris denir. Boyle bir matris A=[a;] ile gdsterilir [18]. Calisma

boyunca mxn boyutlu karmasik matrisler C_ . ile gosterilecektir.

n

n=m oldugunda A matrisine, NxnN boyutlu kare matris veya bunun yerine kisaca

N mertebeli matris denir. N mertebeli karmasik matrisler C ile gosterilir.
A=[a;]eC,  matrisinin a;, (i=1,2,...,n)  elemanlarma A matrisinin esas

kosegenini olusturur denir [19].



Tez boyunca, i. satir ve j. siitundaki elemani a; ile gosterilen bir A matrisi

A=[g;] ile gosterilecektir.

Tamm 2.5. Bir M € C,__ matrisinin satir ve siitunlarinin yer degistirmesiyle elde

n

edilen matrise M matrisinin devrigi denir. Bu matris M " ile gosterilir. M matrisi

mxn boyutlu ise M™ matrisi nxm boyutludur [19].

Tamm 2.6. Bir kare matrisin esas kosegeninin solunda ve asagisinda yer alan tiim

elemanlar1 sifir ise, bu matrise bir st iicgensel matris denir. Bir M eC_ st

licgensel matrisinin genel bigimi

Q; &, a3 - &,
0 A, a3 -t Gy,

0 0 A v 4,

0O 0 O 0 a

nn

seklindedir. Benzer sekilde, bir kare matrisin esas kosegeninin saginda ve tstiinde

yer alan tiim elemanlar1 sifir ise, bu matrise bir alt iiggensel matris denir. Bir

M eC, alt iiggensel matrisinin genel bigimi

a, a, 0 - 0
Q Q3 9 o 0
an1 an2 an3 '” ann

seklindedir. Daha genel olarak, bir M € C_ matrisine, eger j<i=12,..,n igin
m, =0 ise bir st iicgensel matris, j>i=12,..,n igin m; =0 ise bir alt iicgensel

matris denir [2].



Tamm 2.7. Bir M € C_ = matrisinin baz1 satir ve/veya siitunlarinin silinmesi ile elde

n

edilen matrise M matrisinin bir alt matrisi denir [2].

Tanim 2.8. Bir matris, satirlar1 veya siitunlar1 arasina yatay veya dikey cizgiler

cizilerek alt matrislere parcgalanabilir. Bu durumda matrise bir par¢alanmis matris ve

alt matrislere de bloklar denir. Bir M € C_ = parcalanmis matrisinin genel bigimi

M11 M12 Mlc
le Mzz Mzc
Mkl Mkz Mkc

seklindedir. Burada, Mij (i=1...,k; j=L1...,c); m,...m ve n,...n sayilar
m +---+m,=m ve n +---+n. =n olacak sekildeki pozitif tamsayilar olmak tizere

m, xNn; boyutlu bir matristir. Eger bir matris,

Mll M12 Mlc
MZl MZZ MZC
Mkl MkZ Mkc

seklinde parcalanmis bir matris ise, i. satirdaki M,,...,M,  alt matrislerinin her biri

aym sayida satir igerir ve benzer sekilde j. siitundaki M,;,..., M,; alt matrislerinin

her biri ayni sayida siitun igerir. Bir parcalanmis matriste bloklarin her birini,
goriinen bloklarin satirlarmi ve siitunlarmi isaret ederek tanimlamak gelenek haline

gelmistir. Boylece M alt matrisi,

Mu M12 Mlc



par¢alanmis matrisinin 1, ] —blogu olarak tanmmlanir. k =c olmak lizere i=j ise,

M;; alt matrisine M matrisinin bir késegen blogu denir [2 ].

k
Tamm 2.9. M; eC_ (i=1...,k)ve > n =n olmak iizere

i=1

M11 Mlz M13 Mlk
0 Mzz Mzs M2k
M= 0 0 M, - M,
0 0 O M,

seklinde kosegen bloklarmin asagisindaki tiim bloklar: sifir matrisi olan bir M e C |

matrisine bir blok iist iicgensel matris denir. Bir matrise, devrigi bir blok iist tiggensel
matris ise, bir blok alt iicgensel matris denir. Blok iist liggensel veya blok alt

ticgensel matrisler kisaca blok ticgensel matrisler olarak adlandirilir [20].

Tamm 2.10. M €C_ verilmis olsun. Eger bir A skaleri ve sifirdan farkli bir X

vektori
Mx=Ax, xeC"
denklemini sagliyorsa, A skalerine M matrisinin bir ézdegeri ve X vektoriine de

M matrisinin A 6zdegeri ile iligkili bir 6zvektorii denir [19].

Tanim 2.11. Bir M € C_ matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesine, M matrisinin

spektrumu denir ve o(M) ile gosterilir [19].



2.3. Baz1 Ozel Tipli Matrisler ve Bu Matrislerin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda, matrislerin kuvvetlerinin sagladig1 6zelliklere gore tanimlanan bazi 6zel
tipli matrisler tanitilmakta ve onlarla ilgili bazi temel teoremler ispatsiz olarak

verilmektedir.

Tamm 2.12. Bir M € C, matrisi M’ =M Gzelligini sagliyorsa, M matrisine bir

idempotent matris denir [21].

Tamm 2.13. Bir M e C_ matrisi M? =1_ 6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir

involutif matris denir [20].

Tamm 2.14. Bir M eC, matrisi M°=M o6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir

tripotent matris denir [21].
Yukaridaki tanimlar g6z oniine alindiginda, idempotent ve involutif matrislerin ayni
zamanda birer tripotent matris olduklar1 ve ayrica, involutif matrislerin aslinda

tersinir tripotent matrisler oldugu goriilmektedir.

Teorem 2.15. M matrisi bir idempotent matris ise, onun spektrumu o(M) < {0,1},

M matrisi bir involutif matris ise, onun spektrumu o(M) < {-1,1} *dir [21].

Teorem 2.16. Eger A C_, B, matrisleri kare matrisler olmak tizere,

Bll BlZ BlS
A — BZZ BZ3
BSS

seklindeki bir blok matris ve A idempotent ise bu durumda tiim i indisleri i¢in B;

matrisleri de idempotenttir [14].

Bu teoremin involutif matrisler icin de gecerli olacagma dikkat edelim.



BOLUM 3. UCGENSEL MATRIS HALKALARINDA
IDEMPOTENTLER

3.1. Giris

Bu boliimde, tezde calisilacak problem igin esinlendigimiz, literatiirdeki [14]
calismasi detayl bir sekilde ele alinacaktir. Bu bolim boyunca N, dogal sayilar

kiimesini, R, 1 birimli ve idempotentleri sadece 0 ve 1 olan degismeli bir halkay1
ve |R|, R ’nin eleman sayisini gosterecektir. Ayrica 7 (n,R) ve 7 (oo, R) sirasiyla,

neN olmak iizere elemanlart R halkasindan aliman Nnxn boyutlu ve sonsuz

boyutlu matrislerden olusan iist liggensel matris halkalarini gosterecektir.

Konuya ge¢meden &nce su aciklamayr yapmak uygun olacaktir. Idempotent
matrislerin karakterizasyonu ile ilgili olan bu boliimde, geleneksellesmis ‘halka’
kavrami yerine ‘birlesmeli halka’ kavrami kullanilmistir. Ancak g¢alisma boyunca
halkanin degismeli olma 6zelligi kullanilmaktadir. Dolayisiyla kullanilan tabirin ya
‘degismeli halka’ olmas1 gerekiyordu ya da halkanin degismeli oldugu
vurgulanmaliydi. Bu sebeple bu ¢alisma irdelenirken de bu diizeltme dikkate aliarak

ve degismeli halka yazilarak ilerlenmistir.

M, elemanlar1 R halkas1 lizerinden alinan {ist iggensel matrisler halkas1 olsun. Bu
bolimde M halkasindan alinan bir elemanin idempotent olmasi igin gerek ve yeter
kosullar ortaya koyulmaktadwr. Ayrica, R sonlu oldugunda, 7 (n,R)’deki

idempotentlerin bi¢imlerinin sayisini belirleyen bir sonug verilmekte ve bu sonucu

destekleyen 6rnekler sunulmaktadir.
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3.2. Ust Ucgensel Matris Halkalarinda idempotentler

Asagidaki teorem, sonlu veya sonsuz boyutlu iist liggensel matris halkalarindaki bir
elemanin idempotent olmasi i¢cin saglamasi gereken gerekli ve yeterli ozellikleri

ortaya koymaktadir.

Teorem 3.1. R, 1 birimli ve idempotentleri sadece 0 ve 1 olan bir degismeli halka

olsun. M, 7 («,R) ya da neN olmak iizere 7 (n,R) matris halkasi olsun. Bu

durumda M halkasindan alman bir A matrisinin idempotent olmasi i¢in gerek ve

yeter kosulu, A’nm asagidaki gibi karakterize edilmesidir.

i) Tim i ler icin a; €{0,1} dir.

0 =i+l

i) i<] icin eger a,=a; ise g;= ( dir.

1-a; —ajj)ia”a,j , >+l

=i+l

i) i< icineger a; =a; ise a; keyfidir.

Ispat. A elemani, M ’nin bir idempotenti olsun. A*=A esitliginden asagidaki

denklemleri elde ederiz.

2 _
& =g
Qi i+ @i, =8
i iz T8 T80 = &0

., T8

k
zai,i+lai+l,l+k :ai,i+k
1=0

Bu denklem sistemlerinin ise asagidakilere denk oldugu agiktir.
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QD

2
ii

= q;
i+, _1) a,;,, =0

i i,i+1

8 + 8502 _1) Q2 T &0 = 0

o —

(3.1)

k-1
(aii + a'i+k,i+k _1) a'i,i+k + z a'i,iJrIa‘i+I,I+k = O
1=1

R halkasinin idempotentleri sadece 0 ve 1 oldugundan (3.1) denklem sisteminin ilk

denkleminden a; € {0,1} elde edilir. Boylece teoremin (i) sikk1 saglanur.

k=j—i, esas kosegen yukarisindaki A matrisinin st kosegen sayis1 olsun. Esas
kosegenin yukarisinda 1> ] oldugundan k>1 oldugu agiktir. (ii) ve (iii) siklarmin

ispati i¢in, k=1 ve k >1 olmasi durumlarini ayr1 ayri inceleyecegiz.
k =1 olmast durumu:
(3.1) denklem sisteminin ikinci denkleminden

(aii +a 1)ai,i+1 =0 3.2)

i+1i+l

esitligine sahibiz. a; =a,,,,, ise, (3.2) esitliginden @, =0 olmalidir. Ciinkii
a; €{0,1} idi. Ote yandan a; #a,,,,, ise, & +&,,;,, =1 oldugundan (3.2) esitligine

gore &, ,,, keyfi segilebilir. Dolayisiyla k=1 i¢in (ii) ve (iii) saglanir.
k>1 olmast durumu:

(3.1) denklem sisteminin (k +1) . denklemini ele alalim:
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k-1

(aii & ik _1) & ik +Zai,i+lai+l,i+k =0 (3.3)

1=1

a; €{0,1} ve R’nin birim elemam 1 oldugundan, eger a; =&, iSe,

-1 8 =8, =0 Ise

A
&+ —1= (aii F ik _1) :{ 1 a;, =a =1 ise
y i~ Yi+k,i+k T

dir. Boylece (3.3) esitliginin her iki tarafi (aii+ai+k’i+k —l)_1 ile carpilarak
k-1

I (1— & — Ay ik )Zai‘iﬂamyﬂk elde edilir. Dolayistyla (ii) sikki saglanir.

1=1

Eger a; #4a,,,,, ise, bu durumda a; +a,,;, —1=0 olmalidir. Dolaysiyla (3.3)’ten

k-1

D a8 =0 elde edilir.
1=1
a'ii ai,i+1 a'i,i+k
. . - a‘i+1,i+1 ai+l,i+k .. e . . ..
Simdi, A(k,i)= . : matrisi, A matrisinin bir alt matrisi
ai+k,i+k
olsun. Bu matrisi,
ai+1,i+|< ai+1,i+1 ai+l,i+2 ai+1,i+k—1
ai+2,i+k 0 ai+2,i+2 ai+2,i+k—1
a:(ai,i+l a'i,i+k—l)' V= : . B=| . . . .
a'i+k—l,i+k O O e ai+k—l,i+k—l
olmak tlzere
& a @y,
Aki)=l0 B 7 (3.4)
0 0 a
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seklindeki bir blok matris olarak yazalim. A idempotent bir matris oldugundan, A

matrisinin esas kosegeni tlizerindeki bir blogu olan A(k,i) matrisi de idempotenttir.

s

ai+k,i+k

N (8 «
Dolaystyla, A(k—1,|):(6' IBJ ve A(k—l,i+1):[ ) blok matrislerinin

de idempotent oldugu aciktir. Ciinkii bu iki matris te A(k,i) matrisinin esas kosegeni

tizerindeki birer matristir. (A(k -1, i))2 = A(k —1,i) oldugundan,

& a)e o) (& «

o plo B) o B

veya denk olarak

aii2 qa+af _(aii 0‘]

0 g ) lo p

oldugundan, buradan

aa+of=a ve [P=p (3.5)

bulunur. Benzer sekilde, (A(k =Li +1))2 = A(k-1,i+1) oldugundan,

B v (P v ) (B ¥
0 ai+k,i+k 0 ai+k,i+k - 0 ai+k,i+k

veya denk olarak

B Br+ 78y :[IB 4 J
0 a'i+k,i+k2 O ai+k,i+k

oldugundan,
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ﬂ7+7/ai+k,i+k =y Ve ﬂz =p (3.6)
denklemleri elde edilir. Boylece, a; =a; vea’, . =a.,;. oldugu dikkate alnarak,
(3.5) ve (3.6)’dan
& O R TV @k
Ak,i)=(AKk,))=| 0 5 ¥ (3.7)
O 0 a'i-¢—k,i-¢—k

bulunur.

Hatirlayalim ki a; #a,,, ;,, oldugundan a; +a,,, ., =1 dir ve bununla birlikte (3.3)

k-1 k-1
’ten Zai.i+lai+l,i+k =0 idi. Bu toplam ay c¢arpimina esittir yani Z:amami+k =ay
=1 =1

dir. Buradan ay =0 olur. Dolayisiyla (3.7)’deki matrisin (L, k+1). eleman
(aii +ai+k'i+k)a1.i+k ifadesine esit olur. Fakat a; +a,,,;,, =1 oldugundan bu eleman

dogrudan a_., olur. Boylece (A(k,i))2 = A(k,i) elde edilir.

i,i+k

Sonu¢ olarak, @, 'mn degeri ne olursa olsun, A(k,i) matrisi idempotenttir.

Boylece, (ii1) sikki saglanir.

Teoremin tersinin ispatina gegelim. Yani A elemani teoremin (i), (ii) ve (iii) siklarmni
saglasim. A’nin idempotent oldugunu géstermek istiyoruz. Bunun igin K iizerinden

tiimevarim uygulayacagiz.

Once tiim A(2,i) alt matrislerinin idempotent oldugunu gdsterelim.
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& Qi o || & &
(A(Z’ i))z =0 CRTREC Wy 0 TR Wy
0 0 a,,)(0 0 a,.,
N N . TG, MTTPR - U NP
=0 T A1i%1i2 T 08052
0 0 R (3.8)

olup, (i) sikkindan dolayr tim i ler i¢in a; {01} oldugundan a;=a;,

2 2 ~
a'i+1,i-¢-1 = ai+1,i+1’ a'i+2,i-¢—2 = a'i-+—2,i+2 Oldugu aglkt]r'

Halka degismeli oldugundan, (A(Z,i))2 matrisinin (1,2). eleman (&; +2,,,;, ).,
seklinde yazilabilir. a;=a,,;, ise, (ii) sikkindan &, =0 dir. Dolayisiyla
d i, +a ;. =0 dir. Eger & #a,;, ise  a;+a,;,=1, dolaysiyla
A, + 8 18,1, =&, Olur. Boylece (3.8) in (1,2). elemam A(2,i) matrisinin

(1,2). elemanina esit olur.

Benzer sckilde a,,;,=4a,,,, ise (ii) sikkindan a;,,=0 ve dolaysiyla
a'i+l,i+la'i+l,i+2 +a‘i+1,i+2ai+2,i+2 :O Olur' ai+1,i+1 * a'i+2,i+2 ise ai+1,i+l+ai+2,i+2 :1’ dOIaYISIYIa
(ai+1,i+l+ai+2,i+2)ai+1,i+2 :ai+1,i+2 Olur' Béylece (38) in (213) elemani A(Z,I)
matrisinin (2,3).elemanina esit oldugu goriiliir. Simdi (1,3). elemani i¢in inceleme

yapalim. @; =a,,;,, Ve &; #@,,,;,, durumlarmi ayr ayr1 inceleyecegiz.
&; =&,,;,, olmasi durumu:

Bu durumda, (ii) sikkindan,

i+1

Q2 = (1_ &i — @22 ) z & ., = (1_ & ~&i0is2 ) & ia@ii1is2 (3.9)

I=i+1
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olur. Simdi a; =a,,,;,, =1 ise (3.9)’den

ai,i+2 = _ai,i+la'i+l,i+2 (310)

elde edilir. Ote yandan

Qi TR0 T 08050 = (aii + ai+2,i+2)ai,i+2 &0 = 2ai,i+2 & 1.0
dir. Buradan (3.10) dikkate alinirsa

Qi T8 B0 T 1080502 = (_2) &2 T8 0,07 (_1) &2 = Sy

olur.

Benzer sekilde a; =a,,,;,,=0 ise (3.9) dan a;,,=a.,a.,,., elde edilir. Ayrica,

Qi T8, T 0805, = (aii + a'i+2,i+2)a'i,i+2 & Qi = & iaiie =&
bulunur. Boylece (3.8) in (1,3). elemanmm A(2,i) matrisinin (1,3). elemani ile ayni

oldugu goriiliir.

& # &,0ii0 olmasit durumu.

Bu durumda, a; +4,,,;,, =1 olmakla birlikte iki durum s6z konusudur.

1) a;=a,,,;, olmast durumu:

Bu durumda (ii) sikkindan a ., =0 oldugunda (3.8) matrisinin (1,3). eleman:

(aii + a'i+2,i+2)ai,i+2 +8,48,15., = 8;,, seklinde olur.

2) a; #a,,,;, olmasi durumu:
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Bu durumda a,,,,=a,,;,, ise (ii) skkindan dolayt a,;,=0 oldugundan

(aii + ai+2,i+2)ai,i+2 +8,48.15., =&, Olur.

Ayrica not edelim ki a; #a,,;,, Ve a #a,;, iKen a, ., #a.,;, durumu
imkansizdir. Boylece, her durumda (3.8) matrisinin (1,3). elemanmmn A(2,i)

matrisinin (1,3). elemanma esit oldugu goriiliir. Yani (A(2,i))2 = A(2,i) elde edilir.

Sonug olarak, A(2,i) matrisi idempotenttir.

Simdi, kabul edelim ki A(2,i),A(3i),...,A(k-1i) matrisleri tim | ler igin
idempotent matrislerdir. Ispatlamak istedigimiz A(k,i) matrisinin de her i i¢in

idempotent oldugudur.

A(k,i) matrisi, (3.4) bigiminde yazilabildiginden,

2
a; at+af ay+ (aii + a’+k,i+k)ai,i+k

1
2

(A(ki) =0 5 BY +8in? (3.11)
0 0 a’

i+k,i+k

olur. Kabuliimiize gore

(A(k -1 i))2 _(aii ajz _ a; aa+af _(aii aj
o o) Lo g ) Lo op

ve (3.12)
. 2 (P Y i ﬁz By +78 i p 7

(A(k _1, I +1)) - ( O a‘i+k,i+kj :( 0 ai2+k,i+k j ) [ 0 ai+k,i+k)

seklinde yazilabilir. Bu matris esitliklerinden,
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aa+af=a
(3.13)
Br+yain =Y

elde edilir. (3.13) esitliklerinin ilki ¥ ile sagdan, ikincisi ¢ ile soldan ¢arpilirsa,

qay +afy =ay
apy+ayd i =y

bulunur. Buradan
afy = (1_311 )OW = (1_ai+k,i+k )OW (3.14)

olur. a; #a,, ., ise, (3.14) esitligine goére ay=0 ve a;+a,, ., =1 olmaldir.

Boylece (A(k,i))2 matrisinin (1, k +1). eleman
057+(aii +ai+k,i+k)ai,i+k =& ik (3.15)

olur. Ote yandan a, =a,,, .., ise, teoremin (ii) sikkmn ikinci durumundan

i+K,i+
8 =, =1 158 &, =—ay.ve g; =a,,;, =0 ise &, =ay olur. Yani

& = Ay ik =1ise

ay + (aii &y ik )ai,i+k =ay+2a;, =ay+2(-ay)=-ay (3.16)

Ve &; =&, i =0 ise

a7+(aii + a'i+k,i+k)ai,i+k =ay+0a;, =ay (3.17)
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olur. Boylece, (3.11)’deki matris ile birlikte (3.13), (3.15), (3.16) ve (3.17) esitlikleri

dikkate alinarak (A(k,i))2 = A(k,i) bulunur.

Sonug olarak A(k,i) matrisinin st {iggensel bir matris halkasinda idempotent
olmasi i¢cin gerek ve yeter kosullar kiimesinin (i), (ii) ve (iii) olmas1 gerektigi
goriilmiis olur. [ |

Asagida Teorem 3.1°1 saglayan {i¢ 6rnek verilmistir.

Ornek 3.2. A*=A esitligini saglayan 7 (2,R)’deki tiim idempotent matrisler,

a e R keyfi olmak iizere

o loa ot ol

bi¢imlerinden birine sahiptir.

Ornek 3.3. A’ = A esitligini saglayan 7 (3, R) *deki tiim idempotent matrisler, a ve

b elemanlar1 R halkasinin keyfi elemanlari olmak iizere,

1 00 1 0 b 1 a -ab 0

01 0| |01 af, |00 b | |0 ,
0 01 0 00O 0 0 1 0

1 ab 0 a ab 0 0 a 0 0O
0 00, |O1 b{| |0OO0WDb| |OO00O0
0 0O 00 O 0 01 0 00O

bigimlerinden birine sahiptir.
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Ornek 3.4. A’=A esitligini saglayan 7 (4,R)’deki tiim idempotent matrisler

a,b,c ve d elemanlar;, R halkasmin keyfi elemanlar1 olmak tizere,

1 000 0 ab c 1 a -ab -ac 1 0 b —bd
0100 0100 00 b ¢ 0 1 ¢ —cd
0010/ (00110 (OO0 1 01} |00O0O d|
0001 0001 00 0 1 000 1
1 0 0 a 0 0 ab 0 a ab d 0 a b ac+bd
01 00D 0 0 c d 0 1 b -bc 010 ¢
001c| (0010 |00 0 ¢ 001 d [
0000 000 1 00 0 1 000 O
1 a b —-ac-hd 1 a -ab ¢ 0 0 0 a 0 0 a ac
0 00 0 0 b bd 000D 0 0 b be
0 00 d | |00 1 d| |00O0T¢c| |001 c]
0 00 00 0 O 0001 000 O
0 a ab ac 1 a b c 1 0 ab 0 00O
01 b ¢ 0000 01 cd 0 00O
00 0 o0 (00OTO [00O0OTU O |00O0TO
00 0 O 0000 000 O 0000

seklindedir. Bu tip matrislerin alabilecegi bigimlerin tamami bunlardan ibarettir.

Istenilen boyuttaki ve tiirdeki matris sayis1 asagidaki formiil yardimiyla belirlenir.

Sonug 3.5. R, 1 birimli, idempotentleri sadece 1 ve 0 olan bir degismeli halka
olsun. |R|, R halkasindaki eleman sayismi gostersin. Bu durumda, n pozitif bir

tamsayr olmak iizere, 7 (n,R) matris halkasindaki iist ti¢ggensel idempotent

matrislerin bigimlerinin sayist,

s n! k(n—K)
N({(nR)= ————|R
(nR) kz_(;k!(n—k)!| |

drr.
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Ispat. Teorem 3.1’ gore, 7 (n,R) ’deki iist {iggensel idempotent matrislerin sayist,

tam olarak a; #a; olan kosegen eleman ¢ift sayisma baglidir. Bu olasiliklar:

hesaplamak icin, d, € {0,1}, i=1...,n olmak iizere, d = :2 vektoriinii goz Oniine

d

n

alalm. A ile, i<j ve d, #d; olmak {izere (d;,d;) giftlerinin sayismi gésterelim.

D, 1 satir ve j. siitundaki elemant,

d,(1-d,)+(-d)d, ={1’ %=, (3.18)
0, d =d,

olan nxn boyutlu bir matris olsun. (3.18)’nin sol tarafi, € vektorii, tiim elemanlar1 1
olan n-boyutlu bir vektéor olmak iizere, D=d(e—d)" +(e—d)d" olarak
yazilabilecegini gosterir. e'De ifadesi D matrisinin elemanlar: toplami, k =e'd

ifadesi d *deki elemanlarin toplami ve n=e"e oldugu agiktir.

A, D’deki elemanlarin toplaminin yarisma esit oldugundan,

_e'De e'[d(e—d)" +(e—d)d"]e
2 2
_ (e"d)[(e—d)"e]+[e" (e—d)](d"e)
2

A

_kle'e—de]+[e"e—e"d]
2
_ k[n-k]+[n-k]k K(h—K)
2
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olur.A, d’de goriinen 0 ve 1’lerin sirasindan bagimsizdir. Sonug olarak, kosegen

™) tane iist

izerinde k tane 1’in ve n—k tane 0’in her bir diizenlemesi,
I
iicgensel idempotent matrise gotiiriir. Boyle bir diizenlemeyi segmek igin ﬁ
n—Kj!
tane yol oldugundan ispat tamamlanmis olur. [ |

Bu sonucun, alt iggensel matris halkalar1 tizerinde ¢alisilmas: durumunda da gegerli

olacag1 yukaridaki agiklamalardan dolay1 aciktir.
Simdi ise Sonug 3.5 ile Ornek 3.2’deki matrisleri degerlendirelim:

Ornek 3.2°de esas kdsegen iizerinde 2 tane 1 iceren 1 tane; 2 tane O igeren 1 tane
ve 1 tane 1 igerip, 1 tane de 0 iceren 2 tane matris vardir. Fakat bu son iki matris,

iist kosegen tizerinde 1 tane keyfi eleman igerir. Yani toplamda 2+ 2|R| tane 2x2

boyutlu iist liggensel idempotent vardir.

Diger yandan, Sonu¢ 3.5’e gore, 2x2 boyutlu st tiggensel idempotent matrislerin

bi¢gimlerinin sayisinin

2 k(2-k)
V-Xi o

k=0

| |ll

O|2|| | 111! 2'0I| |

=1+2|R|+1
=2+2|R|

oldugu asikardir. Dolayistyla verilen drnegin, Sonug 3.5 ile uyumlu oldugu goriiliir.
Benzer sekilde, Ornek 3.2°de, esas kdsegen iizerinde 2 tane 0 ve 1 tane 1 iceren
matris sayis1 3 (list kosegenler iizerinde ikiser tane keyfi degisken igeren); 1 tane 0

ve 2 tane 1 igeren matris sayis1 3 (iist kosegenler lizerinde ikiser tane keyfi degisken
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iceren); 3 tane 1 igeren matris sayis1 1 ve 3 tane 0 igeren matris sayis1 1°dir. Yani,

3x3 boyutlu iist liggensel idempotentlerin sayisi 3|R|2 +3|R|2 +1+1=2+ 6|R|2 dir.

Ote yandan, Sonug 3.5’¢ gore,

3 3! K(3-k)
-y >R
Z“k! 3-k) !| |

k=0

| |12 3! |R|2.1 3! |R|0

| I| | 121 111 * 1.0!
ICTELAETY 2111 310!
=1+3|R* +3|R[ +1

=2+6|R[

oldugu gorilir. Dolayisiyla, verilen Ornegin yine, Sonug¢ 3.5’i dogruladig:

goriilmektedir.

Ayrica su notu da eklemek isteriz Ki Sonug¢ 3.5°deki k(n—k) ifadesi, esas kosegen
tizerinde k tane 1’in, n—k tane 0’in bulundugu matrislerin tist kosegenleri
tizerindeki keyfi degisken sayisini ifade eder. Ayrica 2x2 boyutlu iist tiggensel
idempotentlerin 4 farkli bigimi, 3x3 boyutlu iist tiggensel idempotentlerin 8 farkli
bi¢iminin mevecut oldugu goriilmektedir. Biz biliyoruz ki bu sayilar, 2° ve 2°

sayilarindan ibarettir. Burada, tabandaki 2 says1 {0,1} kiimesinin eleman sayisin,

kuvvetlerdeki sayilar ise, matrislerin mertebesini belirtir.



BOLUM 4. UCGENSEL MATRIiS HALKALARINDA INVOLUTIF
MATRISLERIN KARAKTERIZASYONU

4.1. Giris

Onceki boliimde verilen sonuclar, iicgensel matris halkalarinda idempotent
matrislerle ilgiliydi. Bu boliimde ise yine iiggensel matris halkalarinda, involutif
matrisler i¢in benzer sonuglar ortaya koyulacaktir. Yani R sonlu veya sonsuz
boyutlu, 1 birimli ve involutifleri sadece —1 ve 1 olan bir degismeli halka ve M ,
elemanlar1 R halkas1 {izerinden alinan st tiggensel matrisler halkasi olsun. M
halkasindan alman bir elemanin involutif matris olmasmin gerek ve yeter kosullari
ortaya koyulacaktir. Ayrica, R sonlu boyutlu oldugunda, M halkasindaki involutif
elemanlarin sayisin1 belirleyen bir sonug verilecek ve bu sonuglar sayisal 6rneklerle

desteklenecektir.

Bu béliim boyunca da, 7j, (n,R) ve 7, (o, R) sirastyla, elemanlar1 R halkasindan

alman neN olmak tlizere nxn boyutlu st tiggensel matrisler halkasmi ve sonsuz

boyutlu iist tiggensel matris halkasmni; 7_(n,R) ve 7 (oo,R) de sirasiyla elemanlari

R halkasmdan alinan neN olmak tizere nxn boyutlu alt liggensel matrisler

halkasini ve sonsuz boyutlu alt iggensel matris halkasini gostermektedir.
4.2. Ust Ucgensel Matris Halkalarinda Involutif Matrislerin Karakterizasyonu

M halkasi, 7;(n,R) veya 7, (w,R) olmak iizere, A=[a;]eM bir involutif

eleman olsun. A”> =1 oldugundan,
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al =1,

;@ 1,1+ @15, =0,

i@ i T A0 TR0 = 0,

aua| 3 T 8 a8gie T 8082008 T 8 4s8iai = 0

k
Zal |+Ia|+l ik — ’

1=0

elde edilir. R halkas1 degismeli oldugundan, bu denklem sisteminin asagidakilere

denk oldugu agiktir.

ai =1,

(aii + ai+1,i+1)ai,i+l =0,

(aii + a‘i+2,i+2 ) a'l i+2 + a‘l |+la|+1 i+2 T O’

(aii 8343 ) Qa8 @i 88,0 =0, (4.)
k-1

(a + a‘|+k |+k) ii+k +Za| i+l |+I i+k O’
1=1

Asagidaki teorem, sonlu veya sonsuz boyutlu {ist ticgensel matris halkalarindaki bir

elemanin involutif olmasi i¢in saglamasi gereken 6zellikleri ortaya koyar.

Teorem 4.1. R, 1 birimli ve involutifleri sadece —1 ve 1 olan bir degismeli halka

olsun. M halkasi, 7 (o0, R) veya neN olmak iizere 7 (n, R) matris halkasi olsun.
Bu durumda, bir A=[a;]eM matrisinin involutif olmasi i¢in gerek ve yeter

kosullari;
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i) Tim | ler i¢in a; e {-1,1} * dir,
i) i< j igineger a; =a; ise, bu durumda

0 . J=i+l

a. = dir,

. 1 L .
J _Z(aii+ajj)zai'a'i’ J>i+l

=i+l

i) i< ] icin eger q; #a; ise, bu durumda &; keyfi segilebilir
ozelliklerinin saglanmasidir.

Ispat. A=[a;], M halkasmm bir involutif elemam olsun. Oncelikle gereklilik

sartin1 ispatlayalim. A matrisinin elemanlarinin (4.1) denklem sistemini sagladigi
aciktir. R ’nin involutifleri sadece —1 ve 1 oldugundan (4.1) denklem sisteminin ilk

denkleminden a; e {-1,1} elde edilir. Béylece teoremin (i) sikki saglanr.

A matrisinin ana kdsegeninin iizerindeki iist kdsegenlerin sayis1 k = j—i olsun. Ust
kosegenlerde i> j oldugundan k >1 oldugu agiktir. (ii) ve (iii) siklarmin ispati igin,

k=1 ve k>1 olmasi durumlarini ayr1 ayr1 inceleyecegiz.
k =1 olmast durumu:

(4.1) denklem sisteminin ikinci denkleminden
(aii + ai+l,i+1)ai,i+l =0 (4.2)

esitligine sahibiz. a; € {-1,1} oldugu dikkate alinirsa (4.2) esitliginden; a; =&, ,
ise, a,;,=0 oldugu ve a;#a,,;, ise, a;+a,,;,;, =0 oldugundan dolay1 &,

elemanmin keyfi secilebilecegi goriiliir. Dolayisiyla k =1 igin (ii) ve (iii) saglanir.
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k>1 olmast durumu:
(4.1) denklem sisteminin (k +1) . denklem ailesini ele alalim:

k-1

(aii + &,k ) &yt z Qi =0 (4.3)

1=1

a; €{-11} ve R’nin birim elemam 1 oldugundan, eger a; =a,, . ise,

g 2, 8 =8 =1 ise
Qi ik :4(aii +ai+kvi+k) - 9 a =a =-lise

i — “i+k,i+k T

dir. Boylece (4.3)in her iki tarafi (& +a,.) ile  carpilarak

1 k-1
Ak = _Z(aii + ai+k,i+k) ;i@
=

elde edilir. Dolayistyla teoremin (ii) sikki

i+1,i+k

saglanir.

Eger a; #a,, ., Ise, bu durumda a; +a,,;,, =0 olmalhdir. Dolayisiyla (4.3)’ ten

k-1
8,18« =0 elde edilir.
1=1
aii ai,i+l a'i,i+k
. . - ai+1,i+l a'i-¢-1,i+k . . .. . ..
Simdi, A(k,i)= . . matrisi, A matrisinin bir alt matrisi
a‘i+k,i+k
olsun. Bu matrisi
ai+1,i+k ai+1,i+l ai+l,i+2 ai+1,i+k—l
ai+2,i+k 0 ai+2,i+2 ai+2,i+k—1
a:(ai,i+l a'i,i+k—l)l V= : , P= . . . .

a'i+k—l,i+k O O e ai+k—l,i+k—l



29

olmak tzere

a

By (4.4)
0

seklinde bir blok matris olarak yazalim. A involutif bir matris oldugundan, A’nin

esas kosegeni iizerindeki bir blogu olan A(k,i) matrisi de involutiftir. Dolayistyla,

ai+k,i+k

L (a
A(k—l,l):( " “ﬂ] ve A(k—l,i+1):(ﬂ ! J blok matrislerinin de involutif

oldugu agiktir. Cilinkdi bu iki matris de A(K,i) matrisinin esas kdsegen iizerindeki

birer blogudur. (A(k -1, i))2 = oldugundan,

Y i

veya denk olarak

a'ii2 aga+af ) 10
0 B ) o1

olup, buradan,
aa+af=0 ve p°=I (4.5)

bulunur. Benzer sekilde, (A(k —1,i +1))2 =1 oldugundan,

By B v ) (VO
O a'i+k,i+k 0 ai+k,i+k B O 1 '
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veya denk olarak

B’ Br+raiw| (10
0 a. .2 | lo1

i+K,i+k
olup, buradan
By +73.,n =0 ve B =1 (4.6)

elde edilir. Boylece, a’ =a’, .., =1 oldugu dikkate alinarak, (4.5) ve (4.6)’dan

i+k,i+k

Qi tay+a;;,8i 0

10
I=(AK,i)) =|0 1 0 (4.7)
0 0 1

bulunur.

k-1
Hatirlanirsa, Zai.i+lai+l,i+k =0 idi. Bu esitligin sol yanindaki toplam ay g¢arpimina
1
esittir. Dolayisiyla, (4.7)’nin (L k+1). elemani (a; +a,, )&, ifadesine esittir.
Fakat a; +a,,;, =0 oldugundan, bu eleman dogrudan O olur. Bdylece, g, nin

degeri ne olursa olsun, A(k,i) matrisi involutif olur. Boylece, Teorem 4.1’in (iii)

sikk1 saglanir.
Teoremin yeterlilik kisminin ispatma gegelim. A elemani teoremin (i), (ii) ve (iii)
siklarindaki kosullar1 saglasin. Gosterilmesi gereken, A matrisinin involutif

oldugudur. Bunun i¢in K {izerinde tiimevarim uygulayacagiz.

Once tiim A(2,i) alt matrislerinin involutif oldugunu gésterelim.
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2
aii ai‘i+1 ai,i+2 aii ai‘i+1 ai,i+2 aii aiiai‘i‘*’l + ai,i+lai+1,i+l aiiai,iJrZ +ai,i+1ai+1,i+2 +ai‘i+za1'+2‘i+2 4 8
2 .
0 ai+1,i+1 ai+1,i+2 O ai+1,i+1 a'i+1,i+2 = 0 ai+1,i+1 ai+1,i+1ai+1,i+2 +ai+1,i+2ai+2,i+2 ( )
2
0 0 a'i+2,i+2 0 0 ai+2,i+2 0 O a‘i+2,i+2
olup, teoremin (i) sikkindan dolay1 a’=1, a’,.,, =1, a’,,,, =1 oldugu agiktir.

&; =a,,;,, Iise, teoremin (ii)) sikkindan @a;,=0 dir, dolaysiyla
88y + 808, =0 dir & #a,,, e, g;+a,;;=0 dr, dolaysiyla
(a” +ai+l,i+l)ai,i+l =0 olur. Boylece (4.8)’in (1,2). eleman1 O olur.

Benzer sekilde, a,,,;,, =4&,,;,, ise, teoremin (ii) sikkindan, a,,;,, =0 ve dolayisiyla

a'i+l,i+la'i+l,i+2 +a'i+1,i+2ai+2,i+2 = O Olur' a'i+l,i+l * a'i+2,i+2 ise’ a‘i+1,i+1 + a'i+2,i+2 = 0 ve
buradan yine, (&,;;.;+8.21.2 )81, =0 olur. Boylece (4.8)’in (2,3). elemam 0

olur.

Simdi, (1,3). elemant igin inceleme yapalim. a; =a,,,;,, V& &; #a,,;,, durumlarmi

ayr1 ayri1 inceleyecegiz.
& =&,,i,, Olmast durumu.:

Bu durumda, teoremin (ii) sikkindan,

i+1

1 1
Qi = _Z(aii T8 22 ) |Z1 8, = _Z(aii &0 )ai,i+lai+1,i+2 (4.9)

olur. Simdi, &, =a,,,,, =1 ise, (4.9)’dan a,,, = —%Zamla yani

i+1,i+2

i,i+1ai+1,i+2 (410)

1
Qi = _Ea
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elde edilir. Ote yandan
aiia'i,iJrZ + ai,i+1a'i+l,i+2 + ai,i+2ai+2,i+2 = (a'u +ai+2,i+2)ai,i+2 + ai,i+la'i+1,i+2 = 2a'i,i+2 + ai,i+1ai+l,i+2

dir. Buradan (4.10) dikkate alinirsa,

Qi i TR Q5 T 00000 = i85 T @0 T 0 olur.

Benzer sekilde, &; =a,,,;,, =—1 ise, (4.9)’dan Qo = _%(_Z)ai,i+lai+l,i+2 yani,

8, = %a a (4.11)

i+ +1,i+2

elde edilir. Ayrica,
a'iiai,iJrZ + a'i,i+la'i+1,i+2 + ai,i+2a'i+2,i+2 = (au + ai+2,i+2)ai,i+2 + a'i,i+la'i+1,i+2 = _Zai,i+2 + a'i,iJrla'iJrl,iJrZ

olup, (4.11) dikkate alinirsa,

it i, T 13 +a . a —a, . .a +a. . a

i, i1+, i+ 2 i,i+2 |+2,i+2: i1+ 2 i,i+T :O bUIunur' Boylece’

i+1,i+2

(4.8)’in (1,3). elemanmin 0 oldugu goriliir.

& # &1, olmast durumu:

Bu durumda, a; +a,,,;,, =0 olmakla birlikte iki durum s6z konusudur:
1. &; =@,,;,, Olmast durumu:

Bu durumda, teoremin (ii) sikkindan a;;,, =0 oldugundan, (4.8)’in (1,3). eleman:

(& +@,2i42) 512 T & 1,18, =0 seklinde olur.
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2. a; #a,,;,, Olmast durumu:

Bu durumda, a,.,;,=4a,,;, ise teoremin (ii) sikkindan a,,;,=0 oldugundan

(a'ii + ai+2,i+2)a‘i,i+2 + a'i,i+lai+1,i+2 =0 olur.

Not edelim ki A E 50, V& & F &, iken Q110 # Q,p1, durumu imkansiz

durumdur. Boylece, her durumda, (4.8)’in (1,3). elemani daima sifirdir. Sonug

olarak, A(2,i) matrisi involutiftir.

Simdi, A(2,i),A(3,i),..., A(k-1,i) matrisleri tiim i ler i¢in involutif matrisler olsun.
Ispatlamak istedigimiz A(k,i) matrisinin de her i i¢in involutif oldugudur. A(k,i)

matrisi, (4.4) bigciminde yazabildiginden,

2
a at+af ay+ (aii + ai+k,i+k)ai,i+k

(AkD)=[0 B BY +8i? (4.12)
0 0 az

i+k,i+k

olur. Kabuliimiize gore

(A(k—l,i))2=(6gi ;Tz(‘f a"a;zaﬂj:((l) ?j

ve (4.13)

(A(k—l,i+1))2:[§ a.7 I:(ﬂoz ﬂy;yank,nk]:[cl) (l)]

i+k,i+k i+k,i+k
seklinde yazilabilir. Bu matris esitliklerinden,

a,a+aff=0

414
Br+rain =0 ( )
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elde edilir. (4.14) esitliklerinin ilki » ile sagdan, ikincisi « ile soldan garpilirsa,

sirastyla

a,ay+afy=0

apy+aya, i, =0

bulunur. Buradan

afy =—g;ay =—ayd, . (4.15)
olur. a; #a,,;, ise, (4.15)’e gore ay =0 olmahdir. Ayrica a;+a,,;, =0 dr.
Boylece (A(k,i))2 matrisinin (1,k +1) . eleman1

ay +(2 80 ) By =0 (4.16)
olur. Ayrica, (4.13)’ten

pi=1a=1vea,,, =1 (4.17)

i+k,i+k

dir. Ote yandan a, =a ise, teoremin (ii) sikkmn ikinci durumundan,

i+K,i+k

’ ’ -2
ve
a; =a,,. ., =—1ise a,, :%

olur. Yani, a; =a,,;,, =1 ise

ay + (aii & ik ) i =y + 28,

:a}/+2a—72/:0 (4.18)
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Ve @ =8, =1 ise

a7+(aii +ai+k,i+k)ai,i+k =y =28,

:ay—Z%:O (4.19)
oldugu goriiliir. Boylece, (4.12)’deki matris ile birlikte, (4.14), (4.16), (4.17), (4.18)

ve (4.19) esitlikleri dikkate alnarak (A(k,i))" =1 bulunur.

Sonug olarak, A’nin ist tiggensel bir matris halkasinda involutif matris olmasi igin

gerek ve yeter kosullar kiimesinin (i), (ii) ve (iii) olmas1 gerektigi goriiliir. |

Yukaridaki teorem, aslinda herhangi bir alt {iggensel matris halkasinda gegerlidir.
Ciinkii bir B matrisi alt iggensel matris ise B' matrisi iist iiggensel matris olup,
Teorem 4.1’¢ gore B' matrisinin involutif olmasi icin, elemanlarm saglamasi
gereken sonuglar bellidir. Buradan da B matrisi yorumlanabilir. Dolayisiyla burada
ele alinan problemin tamamen {iggensel matris halkalari ile ilgili oldugu sdylenebilir.
Bu soylenilenin, bu caligmaya ilham veren g¢alismada vurgulanmamasma ragmen,

orada da gecerli oldugu asikardir.

Sonug olarak Teorem 4.1°in alt liggensel halka durumundaki ifadesi asagidaki gibi

olup ispat1 ise tamamen denktir.

Sonu¢ 4.2. R, 1 birimli ve involutifleri sadece —1 ve 1 olan bir degismeli halka
olsun. M, 7, (,R) veya neN olmak tizere 7, (n,R) matris halkasi olsun. Bu
durumda, bir B=[b;]e M matrisinin involutif matris olmas i¢in gerek ve yeter

kosullar,

i) Tim i ler igin b, e {-1,1} dir,
0 ,  I=j+1

N i i icineser b —b ise b — i1 :
i) i>] icineger b; =b; ise by 1(b"+bjj)zbilblj s el dir,

I=j+1
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i) i>] icineger b, b ise b, keyfidir
ozelliklerinin saglanmasidir.

Asagida Teorem 4.1°e iligkin 6rnekler verilmistir.

Ornek 4.3. A’ =1 esitligini saglayan 7 (2,R)’deki tiim matrisler, aeR keyfi

P R A Gy

bigimlerinden birine sahiptir.

olmak tizere

Ornek 4.4. A’ =1 esitligini saglayan 7, (3, R) *deki tiim involutif matrisler, a ve b,

R halkasinin keyfi elemanlar1 olmak iizere,

1aab
1 a b 1 0 b 10 b - >
0 -10|,/0 -1al,01 al,|0 1 b,
00 -1 0 0 1 00 -1 0 0 -1

1 ab

1 a b a = 100 1 0 0
0 10/,/0-10bl|,|010]/,l0 -1 0
0 0 1 00 1 00 1 0 0 -1

bigimlerinden birine sahiptir. Bu ¢aligmada yontem geneldir. Daha agiklayici olmasi

adina n=4 i¢in de agagidaki 6rnegi verebiliriz.
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Ornek 4.5. A* =1 esitligini saglayan 7, (4,R)deki tim involutif matrisler a,b,c

ve d, R halkasinin keyfi elemanlar1 olmak tizere,

o O O =
o O +» O
o O O
o O+ 2

O O O -
o O +— O
O O O

[EEN
o

o O O

bi¢imlerinden birine sahiptir.

O - O 2

o O T

. O O O

m O S T

o O O

ab ac
2 2
-1 b ¢ |,
0O 1 0
0O 0 1
aa?bd
Ly
2
0 -1 ¢
o o0 1
1 0 a
01 c
10 0 -1
00 O
1 a b ¢
0 -1 0 O
0 0 -1 0
0 0 0 -1

o O T

-1 0
0
0
0

0
0

-1 0
0 -1
0 O
0 O

-1 0

0

-1
0

= O T 9

0 O
0 O
-1 0
0 -1

Simdi, ise R halkas1 sonlu boyutlu oldugunda, 7, (n,R) matris halkadaki involutif

matrislerin bi¢imlerinin sayisini belirleyen sonucu verelim.
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Sonug¢ 4.6. R, 1 birimli, involutifleri sadece —1 ve 1 olan bir degismeli halka olsun.
|R|, R halkasindaki eleman sayismi gostersin. Bu durumda, n pozitif bir tamsay:
olmak tzere, 7,(n,R) matris halkasindaki st tiggensel involutif matrislerin

bi¢imlerinin sayist,

s n! k(n—K)
N({(nR)= ————|R
(nR) kz_(;k!(n—k)!| |

drr.

Ispat. Teorem 4.1°e gore, 7., (n,R) deki iist iiggensel involutif matrislerin sayist,

tam olarak a; #a; olan kdsegen eleman ciftlerinin sayisina baghdir. Bu olasiliklari

d,
d

hesaplamak i¢in, d, e{-11}, i=1..,n olmak iizere, d= :2 vektoriinii  goz

d

n

Oniine alalim. A ile, i<j ve d;#d; olmak iizere (d;,d;) ciftlerinin sayisin

f, 0

. . f, 9, | . .

gosterelim. f = Sog=| | i=Le,n dgin fg, e{O,l} ve f.#0. olmak lizere
f, d,

d=f —g olarak yazilabilir. A’nm ayni zamanda i<j ve f =f; olan (f;,f,;)

ikililerinin sayisina da esit oldugunu gérmek kolaydir.

F matrisi, i. satir ve j. siitundaki elemant,

1, f=f
fi(l—fj)+(1—fi)fj={0 L (4.20)
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olan nxn boyutlu bir matris olsun. (4.20)’nin sol tarafi, e vektorii, tiim elemanlar1

1 olan n- boyutlu bir vektér olmak iizere, F=f(e—f) +(e—f)f" olarak
yazilabilecegini gosterir. e'Fe ifadesi, F matrisinin elemanlar1 toplami, k =e' f

ifadesi f deki elemanlarin toplami ve n=e"e oldugu aciktr.

A, F’deki elemanlarin toplaminin yarisina esit oldugundan,

A

_e'Fe_e'[f(e-f) +(e-f)f'le_(e'f)[(e—f)e]+[e’(e—d)](de) _k(n—k

2 2 2 )

olur. A, f’de goriinen O ve 1 elemanlarmin; dolayisiyla d ’de goriinen 1 ve —1

elemanlarinin sirasindan bagimsizdir. Sonug olarak, esas kdsegen tlizerinde k tane 1

k(n-k .
R| (nk) tane st

elemaninin ve n-k tane —1 elemaninin her bir diizenlemesi,
n!
ki(n—k)!

tane yol oldugundan ispat tamamlanir. |

iicgensel involutif matrise gotiiriir. Boyle bir diizenlemeyi se¢mek igin

Bu sonucun, alt tiggensel halkalar iizerinde ¢alisilmasi durumunda da degismeyecegi
kolaylikla sOylenebilir. Dolayisiyla burada ele alinan problemin tiim iiggensel

halkalar i¢in gegerli oldugu agiktir.

Simdi ise buldugumuz bu sonug¢ ile Ornek 4.3, Ornek 4.4 ve Ornek 4.5°deki

matrisleri yeniden degerlendirelim.

Ornek 4.3°de verilen 2x2 boyutlu matrislere bakildiginda, ana kosegen iizerinde 2
tane 1 elemanini iceren 1 tane matris; 2 tane -1 elemanii igeren 1 tane matris ve 1
tane 1 elemanini igerip, 1 tane de -1 elemanini i¢eren 2 tane matris vardir. Fakat bu
son iki matris, st kosegen lizerinde 1 tane keyfi eleman igerir. Yani toplamda

2+2|R| tane 2x2 boyutlu iist tiggensel involutif matris vardur.
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Ote yandan, Sonu¢ 4.6° e gore, 2x2 boyutlu iist {icgensel involutif matrislerin

bi¢imlerinin sayismin

2 k(2—k)
zk i

k=0
| | | |11 2!

0' 2! 111!

:l+2|R|+1

= 2+2|R|

oldugu agiktir. Bu durum, Ornek 4.3’iin Sonu¢ 4.6 ile uyumlu oldugunu ortaya
koymaktadir.

Benzer sekilde, Ornek 4.4’te verilen 3x3 boyutlu matrislere bakildiginda, ana
kosegen lizerinde 2 tane —1 elemani ve 1 tane 1 elemani igeren matris sayis1 3 (list
kosegenler iizerinde ikiser tane keyfi degisken igeren); 1 tane —1 elemanini ve 2
tane 1 elemanini iceren matris sayis1 3 (list kdsegenler iizerinde ikiser tane keyfi
degisken iceren); 3 tane 1 elemanini igeren matris sayist 1 ve 3 tane —1 elemanini

iceren matris sayis1 1 dir. Yani, 3x3 boyutlu iist tiggensel involutif matrislerin

bi¢imlerinin sayisi 3|F\’|2 +3|F\’|2 +1+1= 2+6|R|2 dir.

Ote yandan, Sonug 4.6’e gbre,

3

3! K(3-K)
= ———|R
Zk! 3—k !| |

1.2 3! 21 3l 0
0'3|| | l|2|| | 2!.1!| | +3!.0!|R|
:1+3|R| +3|R| +1
=2+6|R[

oldugu goriilmektedir.
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Yine benzer sekilde Ornek 4.5°te verilen 4x4 boyutlu matrislere bakildiginda, ana
kosegen tizerinde 1 tane —1 elemani ve 3 tane 1 elemani iceren matris sayisi 4 (iist
kosegenler lizerinde tiger tane keyfi degisken igeren); 2 tane —1 elemanini ve 2 tane
1 elemanmi igeren matris sayis1 6 (list kosegenler iizerinde dorder tane Keyfi
degisken igeren); 3 tane —1 elemanmi ve O tane 1 elemanini iceren matris sayisi 4
(tst kosegenler tizerinde tiger tane keyfi degisken igeren); 4 tane 1 elemanini i¢eren

matris sayist 1 ve 4 tane —1 elemanini iceren matris sayisi 1 dir. Yani, 4x4 boyutlu
iist tiggensel involutif matrislerin sayist 1+ 4|R|3 + 6|R|4 + 4|R|3 +1= 2+8|R|3 + 6|R|4

dir.

Ote yandan, Sonug 4.6’e gbre,

4 k(4-K)
-3

_ 41 13 41 22 4l

=salRl+ l,|| RS R R
041! 113! 21.2! 3111 41,01

=1+4|R’ +6|R[ +4|R[* +1

=2+8|R[ +6|R/

oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla, verilen 6rnekler, Sonug 4.6’y1 dogrulamaktadir.

Not edelim ki Sonu¢ 4.6’daki k(n—k) ifadesi, kosegen lizerinde k tane 1

elemaninin, n-k tane -1 elemaninin bulundugu matrislerin st kosegenleri
tizerindeki keyfi degisken sayisimi ifade etmektedir. Ayrica 2x2 boyutlu st
iicgensel involutif matrislerin 4 farkli bigiminin, 3x3 boyutlu iist liggensel involutif
matrislerin 8 farkli bi¢iminin, 4x4 boyutlu st liggensel involutif matrislerin 16
farkli bi¢iminin mevcut oldugu goriilmektedir. Bu sayilarm, 2°, 2° ve 2°

sayilarindan ibaret oldugu asikardir. Ayrica burada, tabandaki 2 sayisi ise {—1, 1}

kiimesinin eleman sayisini, kuvvetlerdeki sayilar ise, matrislerin mertebesini belirtir.

Bu tip drneklerin n>4 tamsayilar1 i¢in de genisletilebilecegi agikca goriilmektedir.



BOLUM 5. TARTISMALAR VE ONERILER

Idempotent, involitif ve tripotent gibi dzel tipli matrislerin istatistik teorisi, atom ve
molekiil fizigi gibi bircok alanda uygulamalara sahiptir. Ornegin, istatistik teorisinde
Ki-kare dagilimi olarak bilinen dagilim bu tip matrisler ile dogrudan iliskilidir Ayrica
bu tiir matrisler lineer modellerde ortaya ¢ikan normal denklemlerin ¢dziimlerinde de
ortaya ¢ikmaktadrr [3,21]. Bundan baska bu tiirden matrislerle ilgili olan bir¢ok

problem alinmis, bu tiirden agiklamalar da o ¢alismalarda not edilmistir [24,25].

Bu calisma ve calismanm ilham kaynagi olan calismanin tam olarak nasil bir
uygulama alanima sahip olabilecegi konusu iizerinde durulmamistir. Her seyden once,

bu ve benzeri calismalarin bu yonii ile de ele alinabilecegi goz ardi edilmemelidir.

Bu ¢alismada ele alinan problem, iicgensel matrisler ile ilgilidir. Ote yandan iyi
bilinmektedir ki her matris bir tiggensel matrise denktir. Bu nedenle, ¢alismada ele
alinan problem, herhangi bir karesel matris i¢in de kullanilisli olabilir. Ancak
calismanin sadece liggensel matrislerin ilgili probleme iligskin yapi lizerinde teorik bir
calisma oldugunu, uygulanabilirligi tizerinde durulmamus oldugunu vurgulamakta

yarar vardir.
Bu tez calismas1 asagidaki plan ¢ergevesinde tasarlanarak tamamlanmistir:

Birinci boliimde, oncelikle iist licgensel matrislerle ilgili olarak ele alinacak
problemin igerigine ve dnemine vurgu yapilmistir. Sonra ilgili literatiir arastirmasmin
kisa bir 6zeti verilmistir. Ikinci boliimde, temel tanim, kavram ve bazi temel

teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Ucgiincii boliimde, tez konusunun belirlenmesinde esinlenilen [14] ¢alismas: detayli

bir sekilde aciklanmistir. Ust iicgensel matris halkalarinda idempotent matrislerin
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karakterizasyonu i¢in bir teorem ve halkanin sonlu boyutlu olmast durumunda bu tip
matrislerin bicimlerinin sayisini veren bir sonu¢ verilmistir. Ayrica not etmek
gerekirse [14] c¢alismasinda ‘birlesmeli halka’ kavrami Yyazar tarafindan
geleneksellesmis ‘halka’ ifadesi yerine kullanilmistir. Ancak c¢alisma boyunca
halkanin degismeli olma o6zelligi kullanilmistir. Dolayisiyla kullanilan ifade ya
‘degismeli halka’ olmaliyd1 ya da halkanmn degismeli oldugu vurgulanmaliydi. Bu
sebeple, hem [14] c¢ahsmasinin anlatildigi bu boliminde ve hem de kendi
calisgmamizin anlatildigi sonraki bolimde ‘degismeli halka’ tabirinin kullanilmasi

uygun gorilmistiir.

Dordiincii boliimde ise calismanin esas amaci olan, licgensel matris halkalarinda
involutif matrislerin karakterizasyonu problemi, esinlendigimiz ¢alismaya benzer bir
yontemle ele alinmistir. Tekrar yinelemek isteriz ki, yaptigimiz ¢alisma aslinda alt
ticgensel halkalar i¢in de gegerlidir. Ciinkii alinan bir B matrisi alt tiggensel bir
matris ise, transpozesi olan B matrisi iist iiggensel olur. Teorem 4.6’ gore B’
matrisinin involutif olmasi icin, elemanlarm saglamasi gereken kosullar bellidir.
Buradan da B matrisinin elemanlar1 yorumlanabilir. Bdylece rahatlikla
sOyleyebiliriz ki burada ele aliman problem tamamen {iggensel matris halkalariyla

ilgilidir.

Halkanin sonlu olmasi durumunda involutif matrislerin sayismi bulmak i¢in elde

edilen formiil ise Sonug¢ 4.6” da verilmistir. Bu ifadede yer alan k(n—k) ifadesi, ana

kosegen tizerinde k tane 1’in, n—k tane -1’in bulundugu matrislerin {ist
kosegenleri lizerindeki keyfi degisken sayisini ifade etmektedir. Ayrica alt liggensel
matris halkalarinda ¢alisilmasi durumunda da bu sayinin da degismeyecegi asikardir.
Dolayisiyla burada elde edilen sonucun da tamamen liggensel matris halkalariyla
ilgili oldugu sdylenebilir. Bu ifade [14] ¢caliymasinda vurgulanmamasina ragmen, bu

diisiincenin orada da gecerli oldugu agiktir.

Ayrica Ornek 4.2, Ornek 4.3, Ornek 4.4’¢ baktigimizda, 2x2 boyutlu iist {iggensel
involutif matrislerin 4 farkli bi¢iminin, 3x3 boyutlu ist tg¢gensel involutif

matrislerin 8 farkli biciminin, 4x4 boyutlu ist tiggensel involutif matrislerin 16
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farkli biciminin mevcut oldugu goriilmektedir. Bu sayilarm, 2°,2° ve 2°
sayilarindan ibaret oldugu asikardir. Ayrica burada, tabandaki 2 sayisi ise {-1,1}
kiimesinin eleman sayisini, kuvvetlerdeki sayilar ise, matrislerin mertebesini
belirtmektedir. Verilen 6rnekler n tamsayisinin 4 ’ten biiyiik oldugu durumlar igin

de genisletilebilir.

Iyi bilinir ki, bir M e C_ matrisinin bir tripotent matris olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul M = X —Y olacak sekilde iki ayrik idempotent X ve Y matrislerinin mevcut

olmasidir. Ayrica, bu matrisler X = % (M?+M) ve Y = % (M?—-M) seklinde tek

tiirlii olarak belirlidir [22]. Bu gercekler gz oniine alindiginda, tezde ele alinan

¢alismanm tripotent (A’ = A) matrislere de genisletilebilecegine dikkat edilmelidir.

Ayni problem quadri-potent (A'=A) matrisler i¢in de ele alinabilir Ancak bu

durumlarda, benzer sekilde ilerlendiginde, islemlerde daha kabalik olacag:
muhakkaktir. Belki farkli bir yaklasimla yaklasilabilmesi durumunda bu kabaliktan
da kurtulmak miimkiin olabilir. Bu yoniiyle de benzer problemler incelemeye

degerdir.

Bu calismada elde edilmis ve yukarida belirtilen durumlarda elde edilebilecek
sonuglar teorik agidan onemlidir. Biitiin bunlarin reel problemlere uygulanabilirligi

ve saglayacagi yararlar da ayrica arastirmaya degerdir.
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