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ÖZET 

 

 
Anahtar kelimeler: Siacci Teoremi, Regüler Yüzey Eğrisi, Darboux Çatısı, Jerk 

Vektörü 

 

Bu tez dört bölüm içermektedir. Ġlk bölüm giriĢ bölümü olup, literatür bilgisine 

ayrılmıĢtır. 

 

Ġkinci bölümde matematiksel ve fiziksel temel kavramlara yer verilmiĢtir. 

 

Üçüncü bölümde bir uzay eğrisi boyunca harekette jerk vektörü üzerine [11] de 

verilen teori tanıtılmıĢtır. 

 

Son bölüm tezin orjinal kısmını oluĢturmaktadır. Bu bölümde jerk vektörü üzerine 

[11] de verilen teori regüler yüzey eğrileri için çalıĢılmıĢtır. Ayrıca, aydınlatıcı bir 

örneğe de yer ayrılmıĢtır. 
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THE CONCEPT OF JERK IN MOTION ALONG REGULAR 

SURFACE CURVE 

 

SUMMARY 

 

 

Keywords: Siacci’s theorem, Regular surface curve, Darboux frame, Jerk vector 

 

This study includes four sections. The first section is an introduction devoted to the 

literature knowledge.  

 

In the second section, mathematical and physcal basic concepts are given. 

 

In the third chapter, the theory, which is given in [11] about the jerk vector in motion 

along a space curve, is introduced. 

 

The last section constitutes the original part of the thesis. In this section, the theory 

given on the jerk vector in [11] is studied for regular surface curves. In addition, an 

illustrative example is given. 

 

 

 



 
 

 

 

BÖLÜM 1. GĠRĠġ 

 

 

Kinematikte, 3-boyutlu Öklid uzayındaki bir eğri boyunca hareket eden bir 

parçacığın zaman parametresine göre hızının değiĢimi ivmeyi verir. Ġvme vektörü 

genellikle teğet ve normal bileĢenlerinin toplamı Ģeklinde yazılır. Bu yazım Ģekli pek 

çok uygulamada yarar sağlar. Fakat açısal momentumun korunduğu hareketlerde 

durum biraz farklıdır. Bu defa ivme vektörünü birbirine dik olması gerekmeyen teğet 

ve radyal bileĢenlerinin toplamı Ģeklinde yazmak daha faydalı ve kullanıĢlıdır. Ġvme 

vektörünü bu Ģekilde teğet ve radyal bileĢenler boyunca elde etme baĢarısı italyan 

matematikçi Francesco Siacci’ye aittir [1]. F. Siacci bu çalıĢmasında kendinden 

sonra Siacci teoremi olarak adlandırılacak olan ünlü teoremini vermiĢ ve 

ispatlamıĢtır.  

 

F. Siacci’nin ardından bu konu üzerine eğilen ilk isim E. T. Whittaker olmuĢtur. E. 

T. Whittaker 1937 yılında gerçekleĢtirdiği çalıĢmasında düzlemde Siacci teoremini 

geometrik olarak ispatlamıĢtır [2]. N. Grossman 1996 yılında [3] de E. T. 

Whittaker’ın ispatından daha modern bir ispat sunmayı baĢarmıĢtır. Daha sonra, F. 

Siacci’nin formüllerinin ve ispatının oldukça ağır olduğunu düĢünen Ġngiliz fizikçi 

James Casey ifadeleri basitleĢtirmek adına Siacci teoremini Serret-Frenet 

formüllerine dayalı uzayda ele almıĢtır [4]. Günümüze en yakın çalıĢmalardan birini 

ise türk matematikçiler Z. Küçükarslan, M. Y. Yılmaz ve M. BektaĢ 

gerçekleĢtirmiĢtir [5]. Yazarlar bu çalıĢmada Finsler manifoldu üzerinde yatan eğriler 

için Siacci teoremini ifade ve ispat etmiĢlerdir. Onların ardından bu konuya türk 

matematikçiler eğilmeye devam etmiĢtir. Ġlk olarak K. E. Özen [6] da, 1. ve 2. tip 

Bishop çatıları için Siacci teoremini ele almıĢtır. Ġkinci olarak, K. E. Özen, M. Tosun 

ve M. Akyiğit [7] de, bir parçacığın regüler yüzey eğrisi boyunca hareketi için Siacci 

teoremini Darboux çatısına göre incelemiĢtir. Daha sonra, [8] de K. E. Özen, M. 

Güner ve M. Tosun Siacci teoremini modifiye ortogonal çatı ile donatılmıĢ uzayda 
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ele almıĢtır. Son olarak, K. E. Özen [9] da 3 boyutlu Minkowski uzayında Frenet 

eğrileri için Siacci teoremini ifade ve ispat etmiĢtir.  

 

Kinematikte, en az ivme vektörü kadar önemli olan kavramlardan biri de jerk 

vektörüdür. Jerk vektörü, ivme vektörünün zamana göre türevinin alınmasıyla elde 

edilir. Bu durumun bir sonucu olarak, jerkin büyümesi ivmede ve kuvvette kısa 

sürede büyük bir değiĢime neden olur. Bu değiĢim makinalarda darbe yükü veya Ģok 

meydana getirir. Dolayısıyla, ulaĢtırma yapılarının genel tasarımında hız ve konforun 

artmasını sağlayan önemli faktörlerden biri jerktir.  

 

Fiziğin mekanik alanında, dinamik hareketler incelenirken jerk hesaplamalarına 

gerek duyulmaktadır. Bunun sebebi, bir hareketin yıkıcı etkisini hesaplarken ivmenin 

büyük oranda değiĢmesinin bu hareket etkisindeki tüm cisimlerin üzerine etkiyen 

kuvveti de büyük ölçüde değiĢtirmesidir. Hareketli araçların tasarımını yapan 

mühendislerin bu nedenle belirli jerk değerleri tanımlamaları gerekir. Hareket 

halindeki bir aracın ivme değiĢiminin yolcuların konforuna etkisinin hesaplanması 

gibi özel durumlarda da jerk değeri kullanılır. Bir tren tasarlarken mühendisler 

yolcuların konforu için jerk değerini 2m/s
3
′ten daha az bir değerde tutmak ister ve 

trenin yüksek değerde jerk ile hareket etmemesi için ivme artıĢ limitleri belirler. 

Diğer yandan, hassas aletlerin zarar görmemesi için de jerkin belirlenen limitler 

arasında tutulması gerekir [10]. Havacılık endüstrisinde bu nedenle jerkmeter adı 

verilen jerk ölçen bir alet kullanılmaktadır. Araç ve makinaların hızlarının giderek 

arttığı günümüzde jerkin önemi de giderek artmaktadır.  

 

3-boyutlu Öklid uzayında, bir eğri boyunca hareket eden parçacığın jerk vektörü 

genellikle teğet, normal ve binormal bileĢenlerinin toplamı Ģeklinde yazılır [11]. 

Ancak, F. Siacci’nin ivme vektörünü teğet ve radyal doğrultularda elde ederken 

izlediği yolu takip eden K. E. Özen, M. Tosun ve F. S. Dündar yakın geçmiĢte jerk 

vektörünü teğet ve radyal doğrultular boyunca elde etmeyi baĢarmıĢtır [12]. F. 

Siacci’nin ivme vektörü üzerine öne sürdüğü teorinin ardından gerçekleĢtirilen 

çalıĢmalardan esinlenen bazı yazarlar, jerk vektörü üzerine öne sürülen bu son 
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teorinin ardından benzer yaklaĢımlar ile bir çok çalıĢma gerçekleĢtirmiĢtir. Bu teori 

üzerine çalıĢmalar [8], [13] ve [14] de sırasıyla, modifiye ortogonal çatı ile 

donatılmıĢ uzay üzerinde, Bishop çatısı ile donatılmıĢ uzay üzerinde ve Darboux 

çatısı ile donatılmıĢ regüler yüzey üzerinde gerçekleĢtirilmiĢtir. 

 

Regüler bir eğrinin, belirli bir noktasındaki teğet, asal normal ve binormal birim 

vektörlerinden oluĢan çatıya Serret-Frenet çatısı adı verilir. Bir çok araĢtırmacı 

regüler eğrilerin özelliklerini incelemek için Serret-Frenet çatısını kullanır. Fakat, söz 

konusu olan regüler eğri regüler bir yüzey üzerinde yatıyorsa, bu defa bu incelemeyi 

Darboux çatısını kullanarak yapmak Serret-Frenet çatısına göre fazladan pek çok 

imkan sunar.  

 

Regüler bir yüzey üzerinde alınan regüler bir eğrinin herhangi bir noktasında 

tanımlanan Serret-Frenet çatısına ilaveten, o noktada, eğrinin birim teğet vektörünün, 

yüzeyin birim normal vektörünün ve jeodezik birim normal vektörün oluĢturduğu 

Darboux çatısı tanımlıdır. Teğetleri ortak olan bu iki çatının diğer vektörleri aynı 

düzlemdedir. Bu iki çatının ayrıtlarını teĢkil eden birim vektörler, eğrinin o noktadaki 

teğeti ve türevlerinden meydana gelse de, diğer taraftan her bir ayrıtın türevi, bu 

ayrıtın Darboux ani dönme vektörü ile vektörel çarpımına eĢittir. 

 

Darboux çatısı üzerine günümüze değin pek çok çalıĢma yapılmıĢtır. Bu çalıĢmaların 

bazıları [15-21] de bulunabilir.   

 

Bu tezde, Serret-Frenet ve Darboux çatıları arasında var olan, yukarıda kısaca 

bahsedilen iliĢkiden yararlanılmıĢ ve jerk vektörü üzerine [12] de verilen teori 

regüler yüzey eğrileri için çalıĢılmıĢtır. Ayrıca, teoriyi aydınlatıcı bir örneğe de yer 

verilmiĢtir. 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Bu bölümde temel geometrik kavramlara ve çalıĢmanın orjinal kısmı için faydalı 

olacağı öngörülen bazı fiziksel kavramlara değinilmiĢtir. 

   

Tanım 2.1. A  boĢ olmayan bir cümle, V  ise K  cismi üzerinde bir vektör uzayı 

olsun. Eğer bir :f A A V   fonksiyonu 

 

(i) , ,P Q R A  için ( , ) ( , ) ( , )f P Q f Q R f P R   

(ii) P A  ve V   için ( , )f P Q   olacak biçimde bir tek Q A  

noktası vardır. 

 

önermelerini sağlıyorsa A  ya V  ile birleĢtirilmiĢ afin uzay denir [22]. 

 

Tanım 2.2. A  bir reel afin uzay ve A  nın birleĢtiği vektör uzayı da V  olsun. V

uzayında bir iç çarpım iĢlemi 

 

 1 1

1

 ,  :

        ( , ) , ( ,..., ),  ( ,..., )
n

i i n n

i

V V R

x y x y x y x x x y y y


 

   
 

 

Ģeklinde tanımlanırsa A  afin uzayına n boyutlu Öklid uzayı adı verilir ve nE  ile 

gösterilir. Buradaki iç çarpıma da Öklid iç çarpımı denir [22]. 

 

Tanım 2.3. nE  n boyutlu Öklid uzayında , ,X Y Z  gibi üç farklı nokta seçilsin. XY  

ve XZ  vektörleri arasındaki R   açısı, 0     olmak üzere 
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,
cos

XY XZ

XY XZ
   

 

eĢitliği yardımıyla tanımlanır [23]. 

 

Tanım 2.4. ,  I R nin bir açık aralığı olmak üzere : nI E   biçiminde düzgün (C

sınıfından) bir   dönüĢümüne, nE  de bir eğri ( , )I   ya da eğrinin koordinat 

komĢuluğu denir [24]. 

 

 

 

 

 

 

Tanım 2.5. : nI E   bir eğri olsun. J  bir açık aralık olmak üzere, bir :h J I

difeomorfizmine,   eğrisi için bir parametre dönüĢümü denir. Diğer yandan h  

eğrisine de   eğrisinin h  ile yeniden parametrelendirilmiĢi denir [24]. 

 

 

 

 

 

 

                             

 

 

     

  

ġekil 2.1. Eğri (Sabuncuoğlu, 2010) 

  

     

  

 
 

ġekil 2.2. Parametre değiĢimi (Sabuncuoğlu, 2010) 
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Tanım 2.6. : nI E   eğrisi verilsin. 0t I
 
için eğri üstünde 0( )t  noktasından 

baĢlayarak yay uzunluğunu ölçmeye baĢlayalım. 0t t
 
olmak üzere 

0( )t  ve ( )t  

noktaları arasında kalan eğri parçasının uzunluğunun negatifi ( )f t  olsun. 0t   için 

( ) 0f t   olarak tanımlayalım.  0t t
 
olmak üzere 0( )t  ve ( )t  noktaları arasında 

kalan eğri parçasının uzunluğunu ( )f t  ile gösterelim. Böylece I  aralığından R  ye 

giden : ( )f t f t  fonksiyonu tanımlanmıĢ olur ve f  fonksiyonu,   eğrisinin yay 

uzunluğu fonksiyonu olarak adlandırılır [24]. 

 

 

 

 

 

 

                         

 

Teorem  2.7. : nI E  eğrisinin yay uzunluğu fonksiyonu f  ile verilmek üzere 

 
' 'f   

 

eĢitliği sağlanır [24]. 

 

Teorem  2.8. : nI E  eğrisinin yay uzunluğu fonksiyonu f  ile verilmek üzere 

 

0

'( ) ( )

t

t

f t u du   

 

eĢitliği sağlanır [24] 

 

 

     

  

to t 

0 
f (t) 

 

 

 
 

ġekil 2.3. Yay uzunluğu (Sabuncuoğlu, 2010) 
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Teorem 2.9. : nI E   eğrisi düzenli bir eğri ise her bir s J  için '( ) 1h   

olacak biçimde bir :h J I  parametre dönüĢümü vardır [24]. 

 

Sonuç 2.10. nE  uzayındaki düzenli bir eğri, birim hızlı olacak Ģekilde yeniden 

parametrelendirilebilir [24]. 

 

Tanım 2.11. : nI E   eğrisinin yay uzunluğu fonksiyonu f  ile verilsin. 

 

' '( ) ( ) 1f t t 
 

 

ise   eğrisine birim hızlı eğri, t  yay parametresine de yay parametresi adı verilir 

[24]. 

 

Tanım 2.12. 3E  uzayındaki 3: I E   birim hızlı eğrisi için  

 
'( ) ( )s sT  

 

eĢitliğiyle tanımlı  ( )sT  vektörü   eğrisinin ( )s  noktasındaki birim teğet vektörü 

olarak adlandırılır [24]. 

 

Tanım 2.13. 3E  uzayındaki 3: I E   birim hızlı eğrisi için 

 

: ,  

( ) ( )

I R

s s s







  '
T

 

 

fonksiyonuna   eğrisinin eğrilik fonksiyonu adı verilir. ( )s  sayısına da eğrinin 

( )s  noktasındaki eğriliği adı verilir [25]. 
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Tanım 2.14. 3E  uzayındaki 3: I E   birim hızlı eğrisi için 

 

1
( ) ( )

( )
s s

s
 '

N T  

 

eĢitliğiyle tanımlı ( )sN  vektörüne,   eğrisinin ( )s  noktasındaki birinci dik 

vektörü (asli normali) denir [24]. 

 

Tanım 2.15. 3E  uzayında 3: I E   birim hızlı eğrisi için 

 

( ) ( ) ( )s s s B T N  

 

eĢitliğiyle verilen ( )sB  vektörüne,   eğrisinin ( )s  noktasındaki ikinci dik vektörü 

(binormali) denir [24]. 

 

Tanım 2.16.  ( ), ( ), ( )s s sT N B   vektörlerine 3: I E   eğrisinin ( )s  noktasındaki 

Frenet vektörleri denir. Diğer yandan,  ( ), ( ), ( )s s sT N B
 

vektör kümesine   

eğrisinin ( )s  noktasındaki Frenet çatısı denir [24]. 

 

Tanım 2.17. 3E uzayındaki 3: I E   birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları 

, ,T N B  ile gösterilmek üzere  

 

:

( ) ( ), ( )

I R

s s s s







   '
B N

 

 

fonksiyonuna   eğrisinin burulma fonksiyonu, ( )s  reel sayısına da eğrinin ( )s  

noktasındaki burulması denir [25]. 
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Teorem 2.18. 3E  uzayındaki 3: I E   birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları 

, ,T N B  olmak üzere aĢağıdaki eĢitlikler sağlanır [25]: 

 



 





  

 

'

'

'

T N

N T B

B N

 

 

Tanım 2.19. 3E  uzayındaki 3: I E   birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları 

, ,T N B  olsun.  ( ), ( )s sT N
 
vektör kümesinin gerdiği düzleme ( )s  noktasındaki 

oskülatör düzlem veya dokunum düzlemi,  ( ), ( )s sT B
 
vektör kümesinin gerdiği 

düzleme ( )s  noktasındaki rektifiyan düzlem veya doğrultma düzlemi,  ( ), ( )s sN B  

vektör kümesinin gerdiği düzleme ( )s  noktasındaki normal düzlem veya dik 

düzlem denir [24]. 

 

Teorem 2.20. Genel parametreyle parametrelendirilmiĢ bir 3: I E   eğrisinin 

Frenet vektör alanları , ,T N B  olmak üzere 

 
'

'

' ''

' ''
=





 

 







 

T

B

N B T

 

 

dir. Eğrilik ve burulma fonksiyonları   ve   ise aĢağıdaki gibi tanımlıdır [24]: 

 
' ''

3
'

' '' '''

2
' ''

,
.

 




  


 








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Tanım 2.21. Eğer bir eğrinin tüm noktaları bir düzlem tarafından içeriliyorsa bu 

eğriye düzlemseldir denir [26]. 

 

Teorem 2.22. 3: I E   eğrisi düzlemsel ise 0   dır ve eğrinin her bir 

noktasındaki dokunum (oskülatör) düzlemi, eğrinin içinde bulunduğu E  düzlemidir 

[24]. 

 

Tanım 2.23. 3: I E   eğrisi verilsin. s I  için '( )s  hız vektörü, bir U  sabit 

vektörü ile sabit açı yapıyorsa,   eğrisine bir genel helis (eğilim çizgisi),  pS U  ya 

da   nın eğilim ekseni denir [22]. 

 

Tanım 2.24. : nI E   eğrisi verilsin. s I   ya karĢılık gelen  ( )s  noktasında    

nın eğriliği ve burulması ( )s  ve ( )s  ise 

 
:

( )
      ( )

( )

H I R

s
s H s

s







 
 

 

biçiminde tanımlanan H  fonksiyonuna,   nın ( )s  noktasındaki birinci harmonik 

eğriliği denir [22]. 

 

Teorem 2.25. 3: I E   eğrisi verilsin. Bu durumda 

 

( )
 bir genel helisdir  için ( ) sabittir

( )

s
s I H s

s





     

 

Özel olarak   ve   değerleri sabit ise eğri bir silindirik helistir [27]. 
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Buraya kadar verilen bütün kavramlar Öklid uzayında ele alındı. Buradan itibaren 

verilecek kavramlar 3E  te bir M  yüzeyi üzerinde yatan : I M   birim hızlı eğrisi 

için verilecektir. 

 

Tanım 2.26.  2,U R  uzayının irtibatlı (bağlantılı) bir açık alt kümesi ve 3: U R   

düzgün ve regüler bir dönüĢüm olsun.  : U U   dönüĢümü bir homeomorfizm 

ise 3R  uzayında  U  kümesine basit yüzey adı verilir [24]. 

 

Tanım 2.27. 3R   uzayının bir M  alt kümesi verilsin. M  nin her bir p  noktası için 

 p U  ve  U M   olacak Ģekilde bir  U  basit yüzeyi mevcutsa 3R  

uzayında M  kümesine yüzey adı verilir [24]. 

 

Tanım 2.28. 3E  te bir M  yüzeyi üzerinde bir : I M   birim hızlı eğrisi verilsin. 

Yüzeyin birim dik vektör alanı U  olsun.   eğrisinin birim teğet vektör alanı T  

olmak üzere 

 

 U T Y  

 

eĢitliğiyle belirli Y  vektör alanını dikkate alalım. Vektörel çarpımın sağladığı 

özellikler gereğince  ( ), ( ), ( )s s sT Y U  kümesi,  
3

( )a sT E  uzayının bir tabanı olur. Bu 

tabana,  , M  eğri yüzey ikilisinin Darboux çatısı adı verilir [24]. 

 

Tanım 2.29. 3E  uzayındaki 3: I E   birim hızlı eğrinin Frenet vektör alanları 

 , ,T N B  ve Darboux vektör alanları  , ,T Y U  olmak üzere bu iki çatı arasındaki 

iliĢki matris formunda 
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1      0           0

0   cos   sin   

0   sin      cos

 

 

    
    

     
    
    

T T

Y N

U B

 

 

ile verilir. Burada   açısı, Y  ile N  arasındaki ve U  ile B  arasındaki açıdır [28]. 

 

Tanım 2.30.  : I M   birim hızlı bir eğri olsun. 

 
''( ) ( ), ( )nk s s s U  

 

eĢitliğiyle belirli ( )nk s  sayısına,  , M  eğri-yüzey ikilisinin ( )s  noktasındaki 

normal eğriliği denir  [28].  

 

Tanım 2.31. : I M   birim hızlı bir eğri olsun. 

 
''( ) ( ), ( )gk s s s Y  

 

eĢitliğiyle belirli ( )gk s  sayısına,  , M  eğri-yüzey ikilisinin ( )s  noktasındaki 

jeodezik eğriliği denir  [28].  

 

Tanım 2.32. : I M   birim hızlı bir eğri olsun. 

 

( ) ( ), ( )g s s s   '
U Y  

 

eĢitliğiyle belirli ( )g s  sayısına,  , M  eğri-yüzey ikilisinin ( )s  noktasındaki 

jeodezik torsiyonu denir  [28].  
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Tanım 2.33. : I M   birim hızlı bir eğri olmak üzere ,  ,  n g gk k   fonksiyonları 

 , M  eğri-yüzey ikilisinin eğrilikleri olarak adlandırılır  [24].  

 

Teorem 2.34. ,  M  üzerinde birim hızlı bir eğri olsun.  , M  eğri-yüzey ikilisinin 

eğrilikleri ,  ,  g n gk k   olduğuna göre 

 

g n

g g

n g

k k

k

k





 

  

  

'

'

'

T Y U

Y T U

U T Y

 

 

dir  [28].  

 

Teorem 2.35. Birinci kenarı ( )sU  ikinci kenarı ( )sB  olan yönlü açının ölçüsü ( )s  

olsun (ġekil 2.4.). Bu durumda 

 

'

sin

cos

n

g

g

k k

k k





  





 

 

 

dir  [24].  

 

 

 

 

 

 

 

      
 

      
 

      

 

      

 

      

       

 

      

 

      

 

ġekil 2.4. Yönlü açı (Sabuncuoğlu, 2010) 
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Bir maddesel nokta, doğrusal olmayan bir çizgi üzerinde hareket ediyorsa nokta 

eğrisel hareket yapıyor denir. Noktanın verilen bir t  zamanında bulunduğu P  yerini 

tanımlamak için ġekil 2.5.’deki gibi eksenleri sabit bir dik koordinat sistemi seçilir 

ve O  baĢlangıç noktasını P  ye bağlayan r  vektörü çizilir. r  vektörü, r  Ģiddeti ile 

ve koordinat eksenlerine göre doğrultusu ve yönü ile tanımlandığından noktanın 

yerini bu eksenlere göre tam belirtmiĢ olur. Bu r  vektörüne, noktanın t  anındaki yer 

vektörü denir. 

 

ġimdi aynı noktanın, t t  zamanında bulunduğu 'P  yerini tanımlayan '
r  

vektörünü göz önüne alalım. P  ile 'P  noktalarını birleĢtiren r  vektörü, yer 

vektörünün t  zaman aralığındaki değiĢimini göstersin (ġekil 2.5.). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Maddesel noktanın t  anındaki ani hızı, t  zaman aralıklarını ve r  vektör 

artımlarını gittikçe küçülterek elde edilir. Böylece ani hız; 

 

0
lim
t

d

t dt 


 



r r
v  

 

vektörü ile elde edilir. t  ve r  küçüldükçe, P  ve 'P  noktaları birbirine yaklaĢır. 

Bu durumda v  vektörü limitte maddesel noktanın yörüngesine teğet olur. v  

vektörünün Ģiddeti olan v  ye maddesel noktanın yörünge hızı adı verilir ve yörünge 

      
       

 

x 

y 

z 

O 

      
 

      
 

      
 

      
 

ġekil 2.5. Maddesel noktanın yer vektörü (Tameroğlu ve Özbek, 1972) 
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hızı denkleminde r  vektörünün yerine, 'PP  kiriĢinin uzunluğunu koyarak elde 

edilebilir. t  azaldıkça, 'PP  kiriĢinin boyu 'PP  yayının s  boyuna yaklaĢır (ġekil 

2.5.). Dolayısıyla 

 
'

0 0
lim lim
t t

PP s ds
v

t t dt   


  

 
 

yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

Maddesel noktanın t  anındaki v  hızı ile t t  anındaki '
v  hızını göz önüne alalım 

(ġekil 2.6.). v  ve '
v  vektörlerini aynı 'O  baĢlangıç noktasına taĢıyalım (ġekil 2.7.). 

Q  ve 'Q  noktalarını birleĢtiren v  vektörü, t  zaman aralığında maddesel noktanın 

hızındaki değiĢmeyi gösterir. ġekil 2.7.’ de gösterilen C  eğrisi maddesel noktanın 

ani hız vektörlerinin uçlarının çizdiği eğridir. 

 

 

 

 

 

 

 

      
 

O 

      
 

x 

y 

z 

      
 

      
 

ġekil 2.6. Maddesel noktanın hız vektörü (Tameroğlu ve Özbek, 1972) 

      
 

x ı 

y ı 

z ı 

Oı 

      
 

      
 

      
 

      
 

ġekil 2.7. Hız değiĢimi (Tameroğlu ve Özbek, 1972) 
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Maddesel noktanın t  zamanındaki ani ivmesi, t  ve v  yi gittikçe küçülterek elde 

edilir. Böylece ani ivme 

0
lim
t

d

t dt 


 



v v
a  

vektörü ile verilir [29]. 

 

Tanım 2.36.  Bir F  kuvvetinin etkisinde bulunan bir m  maddesel noktasını göz 

önüne alalım. Newton’un ikinci kanunu olan mF a  formülünde a  ivme vektörü 

yerine 
d

dt

v
 yazılırsa, 

d
m

dt


v
F  elde edilir. m  kütlesi sabit olduğundan son eĢitlikten 

      

 
d

m
dt

F v  

 

yazılabilir. mv  vektörüne, maddesel noktanın doğrusal momentumu veya yalnızca 

momentumu denir [29]. 

 

Tanım 2.37. Bir F  kuvvetinin seçilen bir eksene göre döndürme etkisine moment 

adı verilir. Matematiksel ifadelere göre moment, yer vektörü ile kuvvet vektörünün 

vektörel çarpımı   r F  olarak da tanımlanır. Burada r  yer vektörü, cismin 

dönme ekseni ile cisme uygulanan kuvvet vektörü F  arasındaki vektördür [30]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      
       

 

      
 

       

       

ġekil 2.8. Moment (Tameroğlu ve Özbek, 1972) 
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Tanım 2.38. XYZ  sabit koordinat sistemine göre hareket halindeki m  kütleli bir P  

maddesel noktası göz önüne alınsın. Maddesel noktanın herhangi bir andaki 

momentumu olan  mv  vektörünün O  noktasına göre momentine, maddesel noktanın 

o anda O  ya göre momentumunun momenti veya açısal momentumu adı verilir ve 

OH  ile gösterilir [29]. 

 

P  nin yer vektörü r  ile gösterilmek üzere bir vektörün momenti tanımı yardımıyla 

                                                        

OH m r v  

 

yazılır. Buradan  OH
 
 vektörünün r  ile mv  nin bulunduğu düzleme dik olduğu 

görülür (ġekil 2.9.) [29]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      P 

O 

      
 

x 

y 

z       

 

       

ġekil 2.9. Açısal momentum vektörü (Tameroğlu ve Özbek, 1972) 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 3. UZAY EĞRĠSĠ BOYUNCA HAREKETTE JERK 

VEKTÖRÜ 

 

 

Jerk vektörü, ivme vektörünün zamana göre türevidir. Yani konum vektörünün 

zamana göre üçüncü türevidir. Bu bölümde [12] de verilen teori üzerinde 

durulacaktır. Yani, 3-boyutlu Öklid uzayında hareketli bir parçacık ele alınacak ve bu 

parçacığın jerk vektörü, teğet bileĢen, oskülatör düzlemdeki radyal bileĢen ve 

rektifiyan düzlemdeki diğer radyal bileĢen boyunca ifade edilecektir.  

 

Uzayda herhangi bir 3: I E   birim hızlı eğrisi üzerinde hareketli bir P  parçacığı 

alalım ve 3E  te keyfi bir O  orjini seçelim. Ayrıca P  nin t  zamanındaki konum 

vektörü x  ve C  eğrisinin t  zamanına bağlı yay parametresi de s  olsun. Bu taktirde 

 

( ) ( )OP O s s   x  

 

eĢitliği yazılabilir. Bu ( )s  eğrisinin birinci türevi bize Serret-Frenet çatısındaki T

vektörünü verir: 

'( ) ( ) .
d

s s
ds

 
x

T  

 

P  parçacığının hız ve ivme vektörleri son denklem ve Frenet türev formülleri göz 

önüne alınarak aĢağıdaki gibi kolayca elde edilebilir: 

 

d d ds ds

dt ds dt dt
  

x x
v T                                           (3.1) 

 
22 2

2 2

d d s ds ds d s ds

dt dt dt dt dt dt
 
    

        
    

v
a T N T N

               

(3.2) 
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Yani P  parçacığının ivme vektörü  ,Sp T N  oskülatör düzleminde yatar [4].

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġimdi ivmenin zamana göre türevi olan jerk vektörünü ele alalım: 

 

 
2 23 2 2

3 2 2
2

d s ds d s d ds ds ds d s ds ds

dt dt dt ds dt dt dt dt dt dt


    

   
         

   
J T N N N T B  

 

olup buradan 

 

 
3 3 33 2

2

3 2
3

d s ds ds d s d ds ds

dt dt dt dt ds dt dt


  

          
              

               

J T N B         (3.3) 

ġekil 3.1. P parçacığının bir uzay eğrisi boyunca hareketi (Özen ve ark., 2019) 

T 

α 

Z B 

q p 

x 

O 

r 

b 

er 

b 

p 

q 

r* 

er
* 

Y 

K 

N 

B 

π1 

π2 

P 
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eĢitliği elde edilir [31]. 

 

 

  eğrisi boyunca hareket eden P  parçacığı   eğrisinin bir noktası olarak 

görülebilir. Yani P  parçacığı Serret-Frenet çatısına göre bir konum vektörüne 

sahiptir. Bu konum vektörü 

 

q p b  x T N B                                                  (3.4) 

olsun. Böylece, 

, ,  , ,  ,q p b   x T x N x B                                  (3.5) 

eĢitlikleri sağlanır.  

 

Oskülatör düzlemde, yani 1  düzleminde yatan r  vektörü 

 

p q  r N T                                                     (3.6) 

 

eĢitliğiyle belirlidir. Bu durumda r , r  vektörünün uzunluğunu belirtmek üzere 

 
2 2 2,r p q  r r                                                 (3.7) 

yazılabilir. 

 

Ayrıca P   parçacığının açısal momentumu konum vektörü ile lineer momentum 

vektörünün vektörel çarpımı ile elde edilir: 

 

 

     

O

ds
H q p b m

dt

ds ds ds
qm pm bm

dt dt dt

 
    

 

     

T N B T

T T N T B T

 

.
ds ds

mb mp
dt dt

 N B                                                                (3.8) 
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Diğer yandan açısal momentumun binormal bileĢeninin sıfır olmadığı fiziksel 

varsayımı gereğince 0p   dır. Böylece, (3.7) denkleminden 0r   olduğu görülür. O 

halde 

1

r
re r                                                         (3.9) 

 

1
( )r q

p
  rN e T                                              (3.10) 

eĢitlikleri yazılabilir [4]. 

 

ġimdi, rektifiyan düzlemde, yani 2  düzleminde yatan 

 

q b *
r T B                                                   (3.11) 

 

vektörünü göz önüne alalım. *r , *
r vektörünün uzunluğunu belirtmek üzere 

                                                              
* 2 2 2( ) ,r q b  * *

r r                                          (3.12) 

olduğu gayet açıktır.  

 

Amacımız jerk vektörünü teğet doğrultu, 1  düzlemindeki BP  radyal doğrultu ve 2  

düzlemindeki YP  radyal doğrultu boyunca elde etmektir. Bu yüzden, B  vektörünü 

*
r  ve T  cinsinden ifade etmeye çalıĢalım. (3.11) denklemine göre bu ifadeye 

ulaĢabilmenin sadece 0b   ise mümkün olduğunu söyleyebiliriz. Açısal 

momentumun binormal bileĢeninin sıfırdan farklı olduğunu ilk varsayım gereğince 

biliyoruz. Açısal momentumun normal bileĢeninin de sıfırdan farklı olduğu yönünde 

ikinci bir varsayım yaparsak b  nin sıfıra eĢit olduğu durumu ihtimal dıĢı 

bırakabiliriz. Bu varsayımı dikkate alarak 

 

1
( )q

b
   *

B T r                                                 (3.13) 
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eĢitliğini yazabiliriz. (3.12) denkleminde 0b   iken * 0r   olacaktır. Böylece 

 

*

1

r
*

*

r
e r                                                       (3.14) 

 

birim vektörünü tanımlayabiliriz. Buradan (3.13) ve (3.14) denklemleri yardımıyla 

 

*1
( )q r

b
   *r

B T e                                              (3.15) 

 

ifadesi elde edilir. Sonuç olarak, (3.15) ve (3.10) denklemleri (3.3) denkleminde 

yerine yazılırsa P  parçacığının jerk vektörü 
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Ģeklinde elde edilir. Bu denklemde yer alan tT  bileĢeni   eğrisinin teğet doğrusu 

boyunca uzanır, rT  bileĢeni orjinden 1  düzlemine atılan dikmenin ayağını P  

parçacığıyla birleĢtiren doğru boyunca uzanır, *r
T  bileĢeni ise orjinden 

2  düzlemine 

atılan dikmenin ayağını P  parçacığıyla birleĢtiren doğru boyunca uzanır [12]. 

 

Teorem 3.1. 3-boyutlu Öklid uzayında kütlesi 0m   olan bir P  parçacığı   eğrisi 

boyunca hareket etsin. P  parçacığının açısal momentumunun hem normal hem de 

binormal bileĢeni sıfırdan farklı olsun. Bu durumda P  nin jerk vektörü, (3.16) 

denkleminde olduğu gibi ifade edilebilir [12]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 4. REGÜLER YÜZEY EĞRĠSĠ BOYUNCA 

HAREKETTE JERK VEKTÖRÜ 

 

 

Bu bölüm çalıĢmanın orijinal kısmını oluĢturmaktadır. Bu bölümde jerk vektörü 

üzerine üçüncü bölümde verilen teori regüler yüzey eğrileri için çalıĢılmıĢ ve bir 

örnek verilmiĢtir.  

 
3: I R M E     eğrisi M  regüler yüzeyi üzerinde bulunan birim hızlı regüler 

bir eğri olsun. Bu durumda   eğrisi hem  , ,T N B Frenet çatısına hem de  , ,T Y U  

Darboux çatısına sahiptir [28].   

 

U  ve B  vektörleri arasındaki açı   ile belirtilmek üzere bu iki çatı arasında Tanım 

2.29’ da verilen  

 

1           0              0

0         cos      sin

0         sin        cos

 

 

    
    

     
    
    

T T

Y N

U B

                                   (4.1) 

 

geçiĢi mevcuttur.  Ayrıca Darboux çatısı için türev formülleri 
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'

'

T T

Y Y
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                                       (4.2) 

 

biçiminde verilir [28]. Burada ,  ve g n gk k   fonksiyonları sırasıyla jeodezik eğrilik, 

normal eğrilik ve jeodezik torsiyon fonksiyonlarıdır. Öte yandan, Darboux çatısı için 
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
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


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 



                                           (4.3) 

eĢitlikleri geçerlidir [24]. 

 

P , kütlesi m  olan ve M  regüler yüzeyi üzerindeki   eğrisi boyunca hareket eden 

bir parçacık olsun. 3E  te keyfi bir O  orjini seçelim. Ayrıca P  nin t   zamanındaki 

konum vektörü x  ve   eğrisinin t  zamanına bağlı yay parametresi s  olsun. Bu 

nedenle   eğrisi için birim teğet vektörü
  

 

 

d

ds
 ' x

T x  

 

biçimindedir. (4.2) denklemi yardımıyla P  nin t  zamanındaki hız ve ivme 

vektörlerini bulalım: 

 

d d ds ds

dt ds dt dt
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x x
v T  
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v
a T T Y U T Y U

 

 

yazılabilir. Diğer yandan (4.3) denkleminden 2 2 cosg n gk k k    ve 

2 2 sinn n gk k k    eĢitliklerine kolayca ulaĢabiliriz. Bu iki ifade yukarıdaki son 

denklemde yerine yazılırsa  
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elde edilir [7].  

 

(4.4) denklemi üzerinden zamana göre türev alınırsa, P  nin t  anındaki jerk vektörü 
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olmak üzere 

C C C  
T Y U

J T Y U                                              (4.5) 

 

Ģeklinde elde edilir. Son denklem paranteze alma iĢlemleri uygulanır ve yeniden 

düzenlenirse 
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biçimini alır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P  parçacığı üzerinde hareket ettiği regüler yüzey eğrisi   nın bir noktası olarak 

görülebilir. Bu nedenle bu parçacık Darboux çatısına göre bir konum vektörüne 

sahiptir. Bu konum vektörü 

 

   cos sin sin cosq p b        x T Y U Y U                    (4.7) 

 

olsun. Bu durumda 
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ġekil 4.1. P parçacığının regüler yüzey eğrisi boyunca hareketi 
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eĢitlikleri sağlanır.  1 ,cos sinW Sp   T Y U
 

ve  2 , sin cosW Sp    T Y U  

düzlemlerinde yatan r  ve *
r  vektörleri    

 

 cos sinq p    r T Y U                                     (4.9) 

 

 sin cosq b     *
r T Y U                                 (4.10)                     

 

eĢitlikleriyle belirlidir. Dolayısıyla, r  ve *r  sırasıyla r  ve *
r  vektörlerinin 

uzunluklarını belirtmek üzere    
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eĢitlikleri sağlanır. 

 

Ayrıca, P   parçacığının açısal momentumu konum vektörü ile lineer momentum 

vektörünün vektörel çarpımı ile elde edilir: 
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ġimdi jerk vektörünü teğet doğrultu, 1W  düzlemindeki BP  radyal doğrultu ve 2W  

düzlemindeki YP  radyal doğrultu boyunca elde edelim. Bu yüzden, B  vektörünü *
r  

ve T  cinsinden ifade etmeye çalıĢalım. Bunun için cos sin Y Uvektörünü r  ve 

T  vektörleri cinsinden sin cos  Y U  vektörünü ise *
r  ve T  vektörleri 

cinsinden elde etmeliyiz. (4.9) ve (4.10) denklemleri dikkate alındığında bunun 

0p   ve 0b   iken mümkün olduğu görülmektedir. Açısal momentumun 

cos sin Y U
  

ve sin cos  Y U  vektörleri boyunca uzanan bileĢenlerinin 

sıfırdan farklı olduğu fiziksel varsayımı yapılırsa p  nin ve b  nin hiçbir zaman sıfıra 

eĢit olmayacağı garanti edilebilir. Bu varsayım dikkate alınarak 
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cos sin q
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    Y U r T                                    (4.11) 

                                                          

 
1

sin cos q
b

      *
Y U T r                                  (4.12) 

 

denklemleri yazılabilir. Ayrıca, 0p   ve 0b   iken 0r   ve * 0r   olacağından 

aĢağıdaki birim vektörler tanımlanabilir: 
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Bu son iki denklem (4.11) ve (4.12) denklemlerinde kullanılırsa 
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denklemleri elde edilir.   

 

Sonuç olarak, (4.15) ve (4.16) denklemleri (4.6) denkleminde yerine yazılırsa P  

parçacığının jerk vektörü 
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olmak üzere 
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*t r r
T T T   *r r

J T e e                                            (4.17) 

 

biçiminde elde edilir. Bu denklemde yer alan tT  bileĢeni   eğrisinin teğet doğrusu 

boyunca uzanır, rT  bileĢeni orjinden 1W  düzlemine atılan dikmenin ayağını P  

parçacığıyla birleĢtiren doğru boyunca uzanır, *r
T  bileĢeni ise orjinden 

2W  düzlemine 

atılan dikmenin ayağını P  parçacığıyla birleĢtiren doğru boyunca uzanır. 

 

Teorem 4.1. 3-boyutlu Öklid uzayında kütlesi 0m   olan bir P  parçacığı bir regüler 

yüzey eğrisi olan   eğrisi boyunca hareket etsin. P  parçacığının açısal 

momentumunun cos sin Y U
  

ve sin cos  Y U  vektörleri boyunca uzanan 

bileĢenleri sıfırdan farklı olsun. Bu durumda P  nin jerk vektörü, (4.17) denkleminde 

olduğu gibi ifade edilebilir.  

 

Örnek 4.2. Bir P  parçacığının R  yarıçaplı bir silindirin üzerinde yatan dairesel bir 

helis boyunca hareket ettiğini ve açısal frekans   nın zamana bağlı olmadığını 

varsayalım. zV
 

pozitif bir sabit olmak üzere, P  parçacığının Kartezyen 

koordinatlarda konum vektörü 

 

    cos , sin , zR t R t V t x                                    (4.18) 

 

Ģeklinde verilsin. Ayrıca, helis açısı   ve tan
z

R

V


   olsun. 

Bu parçacığın hız, ivme ve jerk vektörleri  
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biçimindedir. 
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Uzayda koordinat fonksiyonları , ,x y z  ile gösterilirse  

 

    cos , sin , ( , , )zR t R t V t x y z  x  

için 

 

    , , sin , cos , z

d dx dy dz
R t R t V

dt dt dt dt
   

 
    

 

x
v  

 

eĢitliği yazılabilir. Buradan,       

 

 

 

sin

cos

z

dx R t dt

dy R t dt

dz V dt

 

 

 





                                        (4.20) 

 

bağıntısı elde edilir. Dolayısıyla,  

ġekil 4.2. P parçacığının dairesel helis boyunca hareketi (Özen ve ark., 2019) 
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       

       

       

     

 

2 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2

22 2 2

sin cos

sin cos

sin cos

z

z

z

z

ds dx dy dz

R t dt R t dt V dt

R t dt R t dt V dt

R t t V dt

R V dt

   

   

  



  

   

  

      

   

 

olup 

 

2 2 2

z

ds
R V

dt
   

 

eĢitliği sağlanır. Böylece 

 
2 3

2 3
0,   0

d s d s

dt dt
                                              (4.21) 

 

olduğu görülür. 

 

2 2 2

zR V    olmak üzere P  arçacığının izlediği yönlendirilmiĢ eğri 

( )s s t t    yay parametresi ile  

 

( ) cos , sin , zV ss s
s R R

 


  

    
     

    
                               (4.22) 

 

biçiminde yeniden parametrelendirilebilir. (4.22) denklemi üzerinden türev alınırsa 
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2 2
''

2 2

( ) sin , cos , sin sin ,sin cos ,cos

( ) cos , sin ,0

zVR s R s s s
s

s s
s R R

     
   

      

   


   

          
             

          

    
      

    

 

eĢitlikleri elde edilir. 

 

ġimdi ( )s  birim hızlı eğrisinin Frenet elemanlarını bulalım: 

 

'( ) ( ) sin , cos ,

sin sin ,sin cos ,cos

zVs s
s s R R

s s

   


    

 
  

 

    
      

    

    
     

    

T

 

                   
2 2

2 2''

2''

2

cos , sin ,0
( )

( )
( )

cos , sin ,0

s s
R R

s
s

s
R

s s

   

   





 

 

    
     

     

    
      

    

N

 

                                                               

1 2 3                                                          

( ) ( ) ( ) sin sin     sin cos           cos    

cos            sin                    0

cos sin

e e e

s s
s s s

s s

s

 
  

 

 

 




   
       

   

   
    

   



B T N

, cos cos ,sin
s

 
 

    
    

    
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2 2 2 2

2 2
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2

( ) ( ) sin cos , sin sin ,0

sin cos sin sin

sin

s s
s s

s s

R

   
  

   

   
 
   









    
       

    

   
    

   





'
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2 2

2 2 2
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2
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cos cos , cos sin ,0 , cos , sin ,0

cos cos cos sin
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cos
.

z

z

z

z

s s s

s s s s

s

V

V

R V

V



     
 

     

   
 
   







 









 

          
             

          

  
     

  









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( ) cos , sin , zV ss s
s R R

 


  

    
     

    
 eğrisinin yukarıda bulunan ( )s  ve ( )s

Frenet eğrilikleri (4.3) denkleminde yerine yazılırsa 

 
2

2

2

2

2

cos

sin

g

n

z
g

R
k

R
k

V d

ds











 








 

 

 

eğrilikleri elde edilir. Benzer Ģekilde, ( ), ( ), ( )s s sT N B  Frenet vektörleri (4.1) 

denkleminde yerine yazılırsa      1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1  i j k  olmak üzere 

 

 

sin sin sin cos cos

cos cos sin cos sin

cos sin sin cos cos

sin sin

sin cos cos cos sin

sin

s s

s s

s s

s s

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

 
  

 

   
      

   

    
      

    

    
      

    

 

    
      

    

 

T i j k

Y i

j

k

U i

 

sin cos cos cos

cos sin

s s 
  

 

 

    
    

    



j

k
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baz vektörlerine ulaĢılır. , ,T Y U  baz vektörleri, (4.8) denklemi ve (4.22) denklemi 

dikkate alınırsa 

 

cos
cos

sin
sin

z
z

z
z

sV
q tV

p R

sV
b tV











 



 

                                       (4.23) 

elde edilir. (4.7) denklemiyle verilen konum vektöründe bulduklarımızı yerine 

yazarsak; 

 

     cos cos sin sin sin sin cosz z ztV R tV R tV           x T Y U  (4.24)               

 

denklemine ulaĢırız. Bu denklemden x  konum vektörünün Darboux bileĢenleri 

görülmektedir. Diğer yandan  

 

2 2 2 2 2 2coszr p q R t V                                       (4.25) 

 

* 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos sinz z z zr q b t V t V t V tV                     (4.26) 

 

eĢitliklerini yazalabiliriz. Sonuç olarak, yukarıda elde edilenler Teorem 4.1 de 

kullanılırsa 

 

 
 

 
 

   
 

2 4 23 3
2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 22 2 22 2 2

22 4
3 2

2 2 2

2
2 22 2 2

2 4 2 2
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z z
t z z

z zzz

z z
z
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z

z

V tVR R
T R V R V

R V tVR VR V

R V VR
R V

RR VR V

R V

R V

  
 

 

 




 



    


   


 



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z z
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T R V
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R V VR
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R R V R V

R V V
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
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 

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 





 
 


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 





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olup, P  parçacığının jerk vektörü için 

 

*

2 4 2 2

2 2 2

2

0

z
t

z

r

zr

R V
T

R V

T

T V

 





 





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                                             (4.27) 

 

bileĢenleri elde edilir. 
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