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OZET

Anahtar kelimeler: Siacci Teoremi, Regiiler Yiizey Egrisi, Darboux Catisi, Jerk
Vektori

Bu tez dort boliim icermektedir. Ik boliim giris boliimii olup, literatiir bilgisine
ayrimistir.

Ikinci bolimde matematiksel ve fiziksel temel kavramlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde bir uzay egrisi boyunca harekette jerk vektdrii iizerine [11] de
verilen teori tanitilmistir.

Son boliim tezin orjinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde jerk vektorii lizerine
[11] de verilen teori regiiler yiizey egrileri i¢in ¢alisilmistir. Ayrica, aydinlatici bir
ornege de yer ayrilmistir.



THE CONCEPT OF JERK IN MOTION ALONG REGULAR
SURFACE CURVE

SUMMARY

Keywords: Siacci’s theorem, Regular surface curve, Darboux frame, Jerk vector

This study includes four sections. The first section is an introduction devoted to the
literature knowledge.

In the second section, mathematical and physcal basic concepts are given.

In the third chapter, the theory, which is given in [11] about the jerk vector in motion
along a space curve, is introduced.

The last section constitutes the original part of the thesis. In this section, the theory

given on the jerk vector in [11] is studied for regular surface curves. In addition, an
illustrative example is given.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

Kinematikte, 3-boyutlu Oklid uzayindaki bir egri boyunca hareket eden bir
pargacigin zaman parametresine gore hizimin de@isimi ivmeyi verir. Ivme vektorii
genellikle teget ve normal bilesenlerinin toplami seklinde yazilir. Bu yazim sekli pek
cok uygulamada yarar saglar. Fakat agisal momentumun korundugu hareketlerde
durum biraz farklidir. Bu defa ivme vektoriinii birbirine dik olmasi1 gerekmeyen teget
ve radyal bilesenlerinin toplam1 seklinde yazmak daha faydali ve kullanishdir. fvme
vektoriinii bu sekilde teget ve radyal bilesenler boyunca elde etme basarisi italyan
matematik¢i Francesco Siacci’ye aittir [1]. F. Siacci bu ¢aligmasinda kendinden
sonra Siacci teoremi olarak adlandirilacak olan {(inlii teoremini vermis ve

ispatlamustir.

F. Siacci’nin ardindan bu konu iizerine egilen ilk isim E. T. Whittaker olmustur. E.
T. Whittaker 1937 yilinda gerceklestirdigi calismasinda diizlemde Siacci teoremini
geometrik olarak ispatlamistir [2]. N. Grossman 1996 yilinda [3] de E. T.
Whittaker’in ispatindan daha modern bir ispat sunmay1 basarmistir. Daha sonra, F.
Siacci’nin formiillerinin ve ispatinin olduk¢a agir oldugunu diisiinen Ingiliz fizikgi
James Casey ifadeleri basitlestirmek adina Siacci teoremini Serret-Frenet
formiillerine dayali uzayda ele almistir [4]. Giliniimiize en yakin ¢alismalardan birini
ise tirk matematikgiler Z. Kiigiikarslan, M. Y. Yilmaz ve M. Bektas
gerceklestirmistir [5]. Yazarlar bu ¢alismada Finsler manifoldu tizerinde yatan egriler
icin Siacci teoremini ifade ve ispat etmiglerdir. Onlarin ardindan bu konuya tiirk
matematikgiler egilmeye devam etmistir. Ik olarak K. E. Ozen [6] da, 1. ve 2. tip
Bishop catilar1 i¢in Siacci teoremini ele almistir. ikinci olarak, K. E. Ozen, M. Tosun
ve M. Akyigit [7] de, bir pargacigin regiiler yiizey egrisi boyunca hareketi i¢in Siacci
teoremini Darboux ¢atisina gore incelemistir. Daha sonra, [8] de K. E. Ozen, M.

Giiner ve M. Tosun Siacci teoremini modifiye ortogonal c¢ati ile donatilmis uzayda



ele almistir. Son olarak, K. E. Ozen [9] da 3 boyutlu Minkowski uzayinda Frenet

egrileri i¢in Siacci teoremini ifade ve ispat etmistir.

Kinematikte, en az ivme vektorii kadar onemli olan kavramlardan biri de jerk
vektoridiir. Jerk vektorii, ivme vektorlinlin zamana gore tlirevinin alinmasiyla elde
edilir. Bu durumun bir sonucu olarak, jerkin biiylimesi ivmede ve kuvvette kisa
siirede biiyiik bir degisime neden olur. Bu degisim makinalarda darbe yiikii veya sok
meydana getirir. Dolayisiyla, ulastirma yapilarinin genel tasariminda hiz ve konforun

artmasini saglayan énemli faktorlerden biri jerktir.

Fizigin mekanik alaninda, dinamik hareketler incelenirken jerk hesaplamalarina
gerek duyulmaktadir. Bunun sebebi, bir hareketin yikic etkisini hesaplarken ivmenin
biiylik oranda degismesinin bu hareket etkisindeki tiim cisimlerin iizerine etkiyen
kuvveti de biiyiik oOlgiide degistirmesidir. Hareketli araclarin tasarimini yapan
miithendislerin bu nedenle belirli jerk degerleri tanimlamalar1 gerekir. Hareket
halindeki bir aracin ivme degisiminin yolcularin konforuna etkisinin hesaplanmasi
gibi 6zel durumlarda da jerk degeri kullanilir. Bir tren tasarlarken miihendisler
yolcularin konforu i¢in jerk degerini 2m/s>'ten daha az bir degerde tutmak ister ve
trenin yiiksek degerde jerk ile hareket etmemesi i¢in ivme artis limitleri belirler.
Diger yandan, hassas aletlerin zarar gormemesi i¢in de jerkin belirlenen limitler
arasinda tutulmasi gerekir [10]. Havacilik endiistrisinde bu nedenle jerkmeter adi
verilen jerk Olgen bir alet kullanilmaktadir. Arag ve makinalarin hizlarmin giderek

arttig1 giiniimiizde jerkin 6nemi de giderek artmaktadir.

3-boyutlu Oklid uzayinda, bir egri boyunca hareket eden parcacigin jerk vektorii
genellikle teget, normal ve binormal bilesenlerinin toplami seklinde yazilir [11].
Ancak, F. Siacci’nin ivme vektoriinii teget ve radyal dogrultularda elde ederken
izledigi yolu takip eden K. E. Ozen, M. Tosun ve F. S. Diindar yakin ge¢miste jerk
vektoriinli teget ve radyal dogrultular boyunca elde etmeyi basarmistir [12]. F.
Siacci’nin ivme vektorii ilizerine One silirdligli teorinin ardindan gerceklestirilen

caligmalardan esinlenen bazi yazarlar, jerk vektorii iizerine One siiriilen bu son



teorinin ardindan benzer yaklagimlar ile bir ¢ok ¢alisma gergeklestirmistir. Bu teori
tizerine c¢aligmalar [8], [13] ve [14] de sirasiyla, modifiye ortogonal cati ile
donatilmis uzay tizerinde, Bishop ¢atisi ile donatilmis uzay tizerinde ve Darboux

catisi ile donatilmis regiiler ylizey lizerinde gerceklestirilmistir.

Regiiler bir egrinin, belirli bir noktasindaki teget, asal normal ve binormal birim
vektorlerinden olusan ¢atiya Serret-Frenet c¢atisi adi verilir. Bir ¢ok arastirmaci
regiiler egrilerin 6zelliklerini incelemek icin Serret-Frenet ¢atisini kullanir. Fakat, s6z
konusu olan regiiler egri regiiler bir yiizey tizerinde yatiyorsa, bu defa bu incelemeyi
Darboux catisin1 kullanarak yapmak Serret-Frenet catisina gore fazladan pek ¢ok

imkan sunar.

Regiiler bir yiizey lizerinde alinan regiiler bir egrinin herhangi bir noktasinda
tanimlanan Serret-Frenet ¢atisina ilaveten, o noktada, egrinin birim teget vektoriiniin,
yiizeyin birim normal vektoriiniin ve jeodezik birim normal vektoriin olusturdugu
Darboux catist tanimhidir. Tegetleri ortak olan bu iki ¢atinin diger vektorleri ayni
diizlemdedir. Bu iki ¢atinin ayritlarini teskil eden birim vektorler, egrinin o noktadaki
tegeti ve tlirevlerinden meydana gelse de, diger taraftan her bir ayritin tiirevi, bu

ayritin Darboux ani donme vektorii ile vektorel ¢arpimina esittir.

Darboux catisi lizerine gliniimiize degin pek ¢ok calisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin

bazilar1 [15-21] de bulunabilir.

Bu tezde, Serret-Frenet ve Darboux c¢atilar1 arasinda var olan, yukarida kisaca
bahsedilen iliskiden yararlanilmis ve jerk vektorii lizerine [12] de verilen teori
regliler yiizey egrileri i¢in ¢alisilmistir. Ayrica, teoriyi aydinlatici bir drnege de yer

verilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde temel geometrik kavramlara ve ¢alismanin orjinal kismi i¢in faydah

olacagi dngoriilen bazi fiziksel kavramlara deginilmistir.

Tanim 2.1. A bos olmayan bir ciimle, V ise K cismi ilizerinde bir vektor uzayi

olsun. Eger bir f : Ax A—V fonksiyonu

(i) VP,Q,R e Aigin f (P,Q)+ f (Q,R) = f (P,R)
(i) VPe AveVaeV igin f(P,Q)=a olacak bicimde bir tek Qe A

noktasi vardir.

Oonermelerini sagliyorsa A ya V ile birlestirilmis afin uzay denir [22].

Tanim 2.2. A bir reel afin uzay ve A nin birlestigi vektor uzayr da V olsun. V

uzayinda bir i¢ ¢arpim islemi
< , >:V xV - R

(%9) > (69 = E XY =06 %) Y = (s o)

seklinde tanimlanirsa A afin uzayma n—boyutlu Oklid uzay1 ad1 verilir ve E" ile

gosterilir. Buradaki i¢ ¢carpima da Oklid i¢ carpimi denir [22].

Tanim 2.3. E" n—boyutlu Oklid uzayinda X,Y,Z gibi ii¢ farkl nokta seg¢ilsin. XY

ve XZ vektorleri arasindaki @ € R agisi, 0< 0 <7 olmak iizere



cosf = <iTX_i>
XYH sz

esitligi yardimiyla tanimlanir [23].

Tanim 2.4. |, Rnin bir agik aralig1 olmak tizere «:1 — E" bi¢iminde diizgiin (C”

sinifindan) bir « doniisiimiine, E" de bir egri (I,&) ya da egrinin koordinat

komsulugu denir [24].

L
|

Sekil 2.1. Egri (Sabuncuoglu, 2010)

Tanmm 2.5. «:1 — E" bir egri olsun. J bir agik aralik olmak tizere, bir h:J — |

egrisine de o egrisinin h ile yeniden parametrelendirilmisi denir [24].

-E.ﬂ'

(X cref

. ~_ J

Sekil 2.2. Parametre degisimi (Sabuncuoglu, 2010)



Tanmm 2.6. «:1 —>E" egrisi verilsin. t, el i¢in egri listinde «(t,) noktasindan
baslayarak yay uzunlugunu dlgmeye baslayalim. t <t, olmak iizere a(t,) ve af(t)
noktalar1 arasinda kalan egri pargasinin uzunlugunun negatifi f (t) olsun. t=0 i¢in
f(t) =0 olarak tanimlayalim. t; <t olmak iizere «(t,) ve «(t) noktalar: arasinda
kalan egri parcasinin uzunlugunu f(t) ile gosterelim. Boylece | araligindan R ye
giden f:t— f(t) fonksiyonu tanimlanmis olur ve f fonksiyonu, & egrisinin yay

uzunlugu fonksiyonu olarak adlandirilir [24].

[ .1
ot
® ®
;0 f(t)
—_———eo—

Sekil 2.3. Yay uzunlugu (Sabuncuoglu, 2010)
Teorem 2.7. «:| — E"egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f ile verilmek tizere
' =fe]
esitligi saglanir [24].

Teorem 2.8. «: | — E"egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f ile verilmek iizere
t "
f(t)= j o' ()] du
ty

esitligi saglanir [24]



Teorem 2.9. o:1 —E" egrisi diizenli bir egri ise her bir seJ igin [(a-h)|=1

olacak bi¢gimde bir h:J — | parametre doniisiimii vardir [24].

Sonu¢ 2.10. E" uzayindaki diizenli bir egri, birim hizli olacak sekilde yeniden

parametrelendirilebilir [24].

Tanim 2.11. «: 1 — E" egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f ile verilsin.

f') =] ()] =1

ise a egrisine birim hizli egri, t yay parametresine de yay parametresi adi verilir

[24].

Tamim 2.12. E® uzayindaki «: 1 — E® birim hizli egrisi icin
T(s)=a(s)

esitligiyle tanimli  T(S) vektorii o egrisinin «(S) noktasindaki birim teget vektorii

olarak adlandirilir [24].

Tanim 2.13. E® uzayindaki o : 1 — E® birim hizli egrisi igin

k.l >R,
sad@%f@”

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu adi verilir. x(S) sayisina da egrinin

a(s) noktasindaki egriligi ad1 verilir [25].



Tamim 2.14. E® uzaymdaki o : 1 — E? birim hizli egrisi icin

N(s) =$T' (©)

esitligiyle tanimli N(s) vektoriine, « egrisinin «(S) noktasindaki birinci dik

vektori (asli normali) denir [24].

Tamim 2.15. E® uzayinda o : 1 — E® birim hizl egrisi igin
B(s) =T(s) AN(s)

esitligiyle verilen B(sS) vektoriine, @ egrisinin «(S) noktasindaki ikinci dik vektorii

(binormali) denir [24].

Tamim 2.16. T(s), N(s),B(s) vektorlerine a: 1 — E® egrisinin a(s) noktasimdaki
Frenet vektorleri denir. Diger yandan, {T(s), N(s), B(s)} vektdr kiimesine «o

egrisinin «(S) noktasindaki Frenet ¢atist denir [24].

Tamim 2.17. E’uzaymdaki o :1 — E® birim hizli egrisinin Frenet vektdr alanlari

T, N, B ile gosterilmek {lizere

7.1l >R

s —7(s)=—(B'(s),N(s))

fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu, z(s) reel sayisina da egrinin «(S)

noktasindaki burulmasi denir [25].



Teorem 2.18. E® uzayindaki o :1 — E? birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlar:

T, N, B olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir [25]:

T =xN
N =—«T+7B
B =-zN

Tamm 2.19. E® uzaymdaki «:1 — E® birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlari

T, N, B olsun. {T(s), N(s)} vektor kiimesinin gerdigi diizleme «(s) noktasindaki
oskiilator diizlem veya dokunum diizlemi, {T(s), B(s)} vektor kiimesinin gerdigi

diizleme «(s) noktasindaki rektifiyan diizlem veya dogrultma diizlemi, {N(s), B(s)}

vektor kiimesinin gerdigi diizleme «(S) noktasindaki normal diizlem veya dik

diizlem denir [24].

Teorem 2.20. Genel parametreyle parametrelendirilmis bir «:1 — E® egrisinin

Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak tizere

o

T= %
||
B:M

o ner]
N=BAT

dir. Egrilik ve burulma fonksiyonlar1 x ve 7 ise asagidaki gibi tanimhidir [24]:
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Tamim 2.21. Eger bir egrinin tiim noktalar1 bir diizlem tarafindan igeriliyorsa bu

egriye diizlemseldir denir [26].

Teorem 2.22. «:| —>E® egrisi diizlemsel ise 7=0 dir ve egrinin her bir

noktasindaki dokunum (oskiilator) diizlemi, egrinin i¢inde bulundugu E diizlemidir

[24].

Tamim 2.23. o :1 — E® egrisi verilsin. Vse ligin o (s) hiz vektdrii, bir U sabit
vektdrii ile sabit ag1 yapiyorsa, a egrisine bir genel helis (egilim ¢izgisi), S,{U} ya

da o nin egilim ekseni denir [22].

Tanim 2.24. ;1 — E" egrisi verilsin. VSe | ya karsilik gelen «(s) noktasinda «

nin egriligi ve burulmasi x(s) ve 7(s) ise

H:1 >R

s—>H(s):®

z(8)

bi¢ciminde tanimlanan H fonksiyonuna, ¢ nin «(S) noktasindaki birinci harmonik

egriligi denir [22].
Teorem 2.25. o : 1 — E® egrisi verilsin. Bu durumda
x(s)

a bir genel helisdir < Vs e | igin H(s) :T = sabittir
(s

Ozel olarak x ve 7 degerleri sabit ise egri bir silindirik helistir [27].
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Buraya kadar verilen biitiin kavramlar Oklid uzayinda ele alindi. Buradan itibaren

verilecek kavramlar E® te bir M yiizeyi iizerinde yatan «:1 — M birim hizl egrisi

i¢in verilecektir.

Tamim 2.26. U, R uzayinm irtibath (baglantilr) bir acik alt kiimesi ve ¢:U — R®

diizgiin ve regiiler bir doniisiim olsun. ¢:U — ¢(U) doniisiimii bir homeomorfizm

ise R® uzaymnda ¢(U) kiimesine basit yiizey ad1 verilir [24].

Tamim 2.27. R® uzayinm bir M alt kiimesi verilsin. M nin her bir p noktas1 igin
pep(U) ve p(U)cM olacak sekilde bir ¢(U) basit yiizeyi mevcutsa R’

uzayinda M kiimesine ylizey adi verilir [24].

Tamim 2.28. E® te bir M yiizeyi iizerinde bir & :1 — M birim hizl1 egrisi verilsin.
Yiizeyin birim dik vektor alani U olsun. « egrisinin birim teget vektor alan1 T

olmak lizere
UAT=Y

esitligiyle belirli Y vektor alanimi dikkate alalim. Vektorel carpimin sagladigi

dzellikler geregince {T(s), Y(s), U(s)} kiimesi, Ta(S)E3 uzayinin bir tabani olur. Bu

tabana, (a, M ) egri ylizey ikilisinin Darboux catisi ad1 verilir [24].

Tamm 2.29. E® uzayindaki «:1 — E® birim hizli egrinin Frenet vektor alanlari
{T, N, B} ve Darboux vektor alanlari {T, Y, U} olmak iizere bu iki cati arasindaki

iliski matris formunda
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T 1 0 0 T
Y |={0 cosgp —sing || N
U 0 singp cosep )\ B

ile verilir. Burada ¢ agis1, Y ile N arasindaki ve U ile B arasindaki agidir [28].
Tanim 2.30. «:| — M birim hizli bir egri olsun.
k,(5) =(a'(5),U(s))

esitligiyle belirli K (S) sayisina, (a,M) egri-ylizey ikilisinin «(S) noktasindaki

normal egriligi denir [28].
Tamim 2.31. a: 1 - M birim hizli bir egri olsun.
ko () =(c'(5), Y(5))

esitligiyle belirli k,(s) sayisina, (a,M) egri-ylizey ikilisinin «(S) noktasindaki
jeodezik egriligi denir [28].

Tanim 2.32. | — M birim hizli bir egri olsun.
7,(8)=—(U'(5). Y(9))

esitligiyle belirli z,(s) saysina, (a,M) egri-ylizey ikilisinin «(S) noktasindaki

jeodezik torsiyonu denir [28].
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Tamm 2.33. «:1 - M birim hizli bir egri olmak tzere Kk, k;, 7, fonksiyonlari

g’

(a, M ) egri-yiizey ikilisinin egrilikleri olarak adlandirilir [24].

Teorem 2.34. ¢, M iizerinde birim hizli bir egri olsun. (o, M) egri-yiizey ikilisinin

egrilikleri k;, k,, 7, olduguna gore

T =k, Y +k,U
Y =—k,T+7,U
U=-kT-7,Y

dir [28].

Teorem 2.35. Birinci kenar1 U(s) ikinci kenar1 B(S) olan yonli aginin dl¢iisii ¢(S)

olsun (Sekil 2.4.). Bu durumda

k,=ksing
ky, =kcosep
T, =T—¢

dir [24].

Sekil 2.4. Yonlii ag1 (Sabuncuoglu, 2010)
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Bir maddesel nokta, dogrusal olmayan bir ¢izgi lizerinde hareket ediyorsa nokta
egrisel hareket yapiyor denir. Noktanin verilen bir t zamaninda bulundugu P yerini
tanimlamak icin Sekil 2.5.’deki gibi eksenleri sabit bir dik koordinat sistemi segilir
ve O baslangi¢ noktasint P ye baglayan r vektorii gizilir. r vektord, r siddeti ile
ve koordinat eksenlerine gore dogrultusu ve yonii ile tanimlandigindan noktanin
yerini bu eksenlere gére tam belirtmis olur. Bu r vektoriine, noktanin t anindaki yer

vektora denir.

Simdi ayn1 noktanin, t+At zamanminda bulundugu P yerini tammlayan r

vektoriinii géz oniine alalm. P ile P noktalarmi birlestiren Ar vektorii, yer

vektoriinliin At zaman araligindaki degisimini gostersin (Sekil 2.5.).

F

X

Sekil 2.5. Maddesel noktanin yer vektorii (Tameroglu ve Ozbek, 1972)

Maddesel noktanin t anindaki ani hizi, At zaman araliklarimi ve Ar vektor

artimlari gittikce kiiciilterek elde edilir. Boylece ani hiz;

. Ar dr
v=Ilim—=—
At—0 At dt

vektorii ile elde edilir. At ve Ar kiigiildiikce, P ve P noktalar1 birbirine yaklasur.
Bu durumda Vv vektorii limitte maddesel noktanin yoriingesine teget olur. V

vektoriiniin siddeti olan vV ye maddesel noktanin ydriinge hizi adi verilir ve yoriinge
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hiz1 denkleminde Ar vektdriiniin yerine, PP kirisinin uzunlugunu koyarak elde

edilebilir. At azaldik¢a, PP  kirisinin boyu PP  yaymnm As boyuna yaklasir (Sekil
2.5.). Dolayisiyla

. PP . As ds
v=Ilim—=Ilim—=—
a0 At A0 At dt

yazilabilir.

X

Sekil 2.6. Maddesel noktanin hiz vektérii (Tameroglu ve Ozbek, 1972)

Maddesel noktanin t anindaki vV hizi ile t+At amindaki v hizin1 gdz &niine alalim
(Sekil 2.6.). v ve v vektdrlerini ayn1 O baslangi¢ noktasia tasiyalim (Sekil 2.7.).
Q ve Q' noktalarmi birlestiren AV vektorii, At zaman araliginda maddesel noktanin

hizindaki degismeyi gosterir. Sekil 2.7.” de gosterilen C egrisi maddesel noktanin

ani hiz vektorlerinin ug¢larinin ¢izdigi egridir.

Sekil 2.7. Hiz degisimi (Tameroglu ve Ozbek, 1972)
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Maddesel noktanin t zamanindaki ani ivmesi, At ve AV yi gittik¢e kiiciilterek elde
edilir. Boylece ani ivme

. AV dv
a=Ilim—=—
A0 At dt

vektorii ile verilir [29].

Tamim 2.36. Bir F kuvvetinin etkisinde bulunan bir m maddesel noktasini goz

Ontine alalim. Newton’un ikinci kanunu olan F=ma formiilinde a ivme vektori

yerine c(jj_\tl yazilirsa, F = mC;—\: elde edilir. m kiitlesi sabit oldugundan son esitlikten

d
F=—
dt(mv)

yazilabilir. mv vektoriine, maddesel noktanin dogrusal momentumu veya yalnizca

momentumu denir [29].

Tamim 2.37. Bir F kuvvetinin segilen bir eksene gore dondiirme etkisine moment
ad1 verilir. Matematiksel ifadelere gére moment, yer vektorii ile kuvvet vektoriiniin
vektorel carpimi 7=r AF olarak da tanimlanir. Burada r yer vektori, cismin

donme ekseni ile cisme uygulanan kuvvet vektorii F arasindaki vektordiir [30].

v wm
—1=F=r

Sekil 2.8. Moment (Tameroglu ve Ozbek, 1972)
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Tanim 2.38. XYZ sabit koordinat sistemine gore hareket halindeki m kiitleli bir P
maddesel noktasi gbz Oniline alinsin. Maddesel noktanin herhangi bir andaki
momentumu olan MV vektoriiniin O noktasina goére momentine, maddesel noktanin

o anda O ya gore momentumunun momenti veya agisal momentumu adi verilir ve

H, ile gosterilir [29].
P nin yer vektorii r ile gosterilmek iizere bir vektoriin momenti tanimi yardimiyla
Ho =ramv

yazilir. Buradan H, vektoriiniin r ile mv nin bulundugu diizleme dik oldugu

gortliir (Sekil 2.9.) [29].

Y

H, P

@)
v
<

X

Sekil 2.9. Agisal momentum vektorii (Tameroglu ve Ozbek, 1972)



BOLUM 3. UZAY EGRIiSi BOYUNCA HAREKETTE JERK
VEKTORU

Jerk vektorii, ivme vektoriiniin zamana gore tirevidir. Yani konum vektoriiniin
zamana gore {giincli tiirevidir. Bu bolimde [12] de verilen teori lzerinde
durulacaktir. Yani, 3-boyutlu Oklid uzayinda hareketli bir parcacik ele alinacak ve bu
parcacigin jerk vektorii, teget bilesen, oskiilator diizlemdeki radyal bilesen ve

rektifiyan diizlemdeki diger radyal bilesen boyunca ifade edilecektir.

Uzayda herhangi bir o : 1 — E® birim hizl egrisi {izerinde hareketli bir P pargacig1

alalm ve E® te keyfi bir O orjini segelim. Ayrica P nin t zamanindaki konum

vektorii X ve C egrisinin t zamanina bagli yay parametresi de S olsun. Bu taktirde
X = OP =O0a(s) = a(s)

esitligi yazilabilir. Bu «(S) egrisinin birinci tiirevi bize Serret-Frenet ¢atisindaki T

vektoruni verir:

T(s)=a (s) :%.

P parcacigimin hiz ve ivme vektorleri son denklem ve Frenet tiirev formiilleri goz

Oniine alinarak asagidaki gibi kolayca elde edilebilir:

y=dx_dxds_ds
dt  dsdt dt

2 2 2
a:d_vzd_st+ K(ﬁjN E:d—zs-l_-l-l('(ﬁj N (32)
dt dt dt dt dt dt

(3.1)
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Yani P pargacigmin ivme vektorii Sp{T,N} oskiilatdr diizleminde yatar [4].

m
B o
€
T I
€,
& P
¢/..
. b
r
b X Y
q
0] p Y

Sekil 3.1. P parcacigmin bir uzay egrisi boyunca hareketi (Ozen ve ark., 2019)

Simdi ivmenin zamana gore tiirevi olan jerk vektoriinii ele alalim:

3 2 2 2
d3s ds d SN dK%(gij I\|+2dsds N ds(ds

2
J=—2THk——N+— = kN+— —j i(~kT+7B)
dt dt dt ds dt dt dt dt \ dt

olup buradan

3 3 2 3 3
J= d_j_KZ(EJ T+ 3K$d—zs+d—’((§j N + Kr[ﬁj B (3.3)
dt dt dt dt® ds \ dt dt
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esitligi elde edilir [31].

a egrisi boyunca hareket eden P parcacigi « egrisinin bir noktasi olarak
gortlebilir. Yani P parcacigi Serret-Frenet catisina gore bir konum vektoriine
sahiptir. Bu konum vektorii

x=qT—pN+bB (3.4)
olsun. Boylece,

a=(xT), —p=(xN), b=(x,B) (3.5)

esitlikleri saglanir.
Oskiilator diizlemde, yani 7, diizleminde yatan r vektori

r=—pN+qT (3.6)
esitligiyle belirlidir. Bu durumda r, r vektoriinlin uzunlugunu belirtmek iizere

r’=(r,r)=p’+¢’ (3.7)

yazilabilir.

Ayrica P pargaciginin agisal momentumu konum vektorii ile lineer momentum

vektoriiniin vektorel carpimi ile elde edilir:

Ho =(aT - pN+bB)/\(m$Tj

ds ds ds
_qma(TAT)— pma(N /\T)+bma(B/\T)

ds ds
=mb—N+mp—B. 3.8
dt pdt (3-8)
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Diger yandan agisal momentumun binormal bileseninin sifir olmadigi fiziksel

varsayimi geregince p =0 dir. Boylece, (3.7) denkleminden r # 0 oldugu goriiliir. O

halde
e, zlr (3.9
r
1
N:E(—rer+qT) (3.10)

esitlikleri yazilabilir [4].
Simdi, rektifiyan diizlemde, yani 7, diizleminde yatan

r=qT+bB (3.11)
vektoriinii gdz dniine alalim. r’, r” vektdriiniin uzunlugunu belirtmek iizere

032:<F,W>=q2+b2 (3.12)

oldugu gayet aciktir.

Amacimiz jerk vektoriinii teget dogrultu, 7; diizlemindeki BP radyal dogrultu ve 7,
diizlemindeki YP radyal dogrultu boyunca elde etmektir. Bu yiizden, B vektoriinii
r' ve T cinsinden ifade etmeye calisalim. (3.11) denklemine gore bu ifadeye
ulagabilmenin sadece b=#0 ise mimkiin oldugunu sdyleyebiliriz. Agisal
momentumun binormal bileseninin sifirdan farkli oldugunu ilk varsayim geregince
biliyoruz. Ac¢isal momentumun normal bileseninin de sifirdan farkli oldugu yoniinde
ikinci bir varsayim yaparsak b nin sifira esit oldugu durumu ihtimal disi

birakabiliriz. Bu varsayimi dikkate alarak

B=%GﬂT+F) (3.13)
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esitligini yazabiliriz. (3.12) denkleminde b0 iken r” # 0 olacaktir. Bdylece
e.=—r (3.14)
birim vektoriinii tanimlayabiliriz. Buradan (3.13) ve (3.14) denklemleri yardimiyla
B :%(—qT+ re.) (3.15)

ifadesi elde edilir. Sonug¢ olarak, (3.15) ve (3.10) denklemleri (3.3) denkleminde

}B

3 3 2 3]
= E—KZ(E) T+ BKEd—f+d—K(d—S) l(—re,+qT)
dt dt dt® ds \ dt p

3
{m(%) }E (—-qT + r*er*)}
d3s ds Y’ qdsd® qdx(ds)’ q(dsY’
[ (] geatds aos(e) o],
dt dt pdt dZ  p ds L dt b dt

rdsdsd? rdex(ds)
HBeo e e

yerine yazilirsa P pargaciginin jerk vektori

[ 43 3 2 37] 3
J= d—f—Kz(Ej T+ 3KEd—ZS+d—K(Ej N + K‘T(%j
dt dt dt dt° ds\ dt dt

r’(dsj"’
+| KT —| — e.
b \ dt r

=T, T+Te +T.e. (3.16)
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seklinde elde edilir. Bu denklemde yer alan T, bileseni o egrisinin teget dogrusu
boyunca uzanir, T, bileseni orjinden 7z, diizlemine atilan dikmenin ayagimi P
parcacigiyla birlestiren dogru boyunca uzanir, T. bileseni ise orjinden 7, diizlemine

atilan dikmenin ayagin1 P pargacigiyla birlestiren dogru boyunca uzanir [12].

Teorem 3.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda kiitlesi m>0 olan bir P parcacigi « egrisi
boyunca hareket etsin. P pargaciginin agisal momentumunun hem normal hem de
binormal bileseni sifirdan farkli olsun. Bu durumda P nin jerk vektori, (3.16)

denkleminde oldugu gibi ifade edilebilir [12].



BOLUM 4. REGULER YUZEY EGRISi BOYUNCA
HAREKETTE JERK VEKTORU

Bu boliim ¢alismanin orijinal kismini1 olusturmaktadir. Bu bolimde jerk vektorii
tizerine lglincli boliimde verilen teori regiiler ylizey egrileri icin calisilmis ve bir

ornek verilmistir.

a:lcR—>M cE?® egrisi M regiiler yiizeyi iizerinde bulunan birim hizli regiiler

bir egri olsun. Bu durumda o egrisi hem {T,N,B} Frenet ¢atisina hem de {T,Y,U}

Darboux catisina sahiptir [28].

U ve B vektorleri arasindaki a¢1 ¢ ile belirtilmek tizere bu iki ¢at1 arasinda Tanim

2.29’ da verilen

T 1 0 0 T
Y [=|0 cosp —sing || N 4.1)
U 0 sing cose )\ B

gecisi mevcuttur. Ayrica Darboux ¢atisi igin tiirev formiilleri

T 0 . kKoYT
Y |= —k, O T, ||Y 4.2)
U —k, -7z, O U

bi¢iminde verilir [28]. Burada K,k ve 7, fonksiyonlar sirasiyla jeodezik egrilik,

normal egrilik ve jeodezik torsiyon fonksiyonlaridir. Ote yandan, Darboux ¢atis1 igin
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ky(s) =x(s)cos¢

K.(s) =x(s)sing

7,(8)=7(5)~ ¢ (5) (4.3)
K°(s) = kj(s) +k2(s)

o (s)=arctan(k, /k, )
esitlikleri gecerlidir [24].

P, kiitlesi m olan ve M regiiler yiizeyi lizerindeki o egrisi boyunca hareket eden

bir parcacik olsun. E® te keyfi bir O orjini segelim. Ayrica P nin t zamanidaki
konum vektorii X ve a egrisinin t zamanina bagl yay parametresi S olsun. Bu

nedenle o egrisi i¢in birim teget vektorii

bicimindedir. (4.2) denklemi yardimiyla P nin t zamanindaki hiz ve ivme

vektorlerini bulalim:

y=dx_dxds_ds
dt dsdt dt

2 2 2 2
a:d—v=i(§Tj=d—fT+[%)(ng+an)%:d—fT+kg(%) Y+kn(§j U
dt dtldt ) dt dt dt dt dt at

yazilabilir.  Diger yandan (4.3) denkleminden k, = Q/kf +k§ cosep  ve

n

k =1/k§+k§ sing esitliklerine kolayca ulasabiliriz. Bu iki ifade yukaridaki son

denklemde yerine yazilirsa

d?s ds \? ds) .
a=—T+./k2+k2 — | cos Y+./k2+k2 — | sinpU 4.4
dtZ n g(dtj ¢ n g(dtj ¢ ( )
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elde edilir [7].

(4.4) denklemi iizerinden zamana gore tiirev alinirsa, P nin t anindaki jerk vektorii

3
+C0S @ ka +k; (rg +z—fj($j ]]

olmak tlizere

J=C,T+C,Y+C,U (4.5)

seklinde elde edilir. Son denklem paranteze alma islemleri uygulanir ve yeniden

diizenlenirse

d%s (dsY /., .,
J{F_[E} (K2+Kk2)|T

2 d./k? +k? 3

I dp)(dsY |
+ 1/kn2+kgz (T“EJ[EJ :|(—Sln(pY+COS¢U)
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bicimini alir.

W,

-sin@Y+cospU

U e,
k\ olf T —
cos@Y+sinpU X e
r t- _"'- 4
e YEp

Sekil 4.1. P pargaciginin regiiler yiizey egrisi boyunca hareketi

P parcacig: iizerinde hareket ettigi regiiler yiizey egrisi @ mnin bir noktasi olarak
goriilebilir. Bu nedenle bu parcacik Darboux ¢atisina gore bir konum vektoriine

sahiptir. Bu konum vektorii

x=qT— p(cosgY +sinpU)+b(—singY +cospU) 4.7)

olsun. Bu durumda



28

{(xT)
—(x,cos @Y +sin pU) (4.8)
=(x,—sinpY +cospU)

q
P
b

esitlikleri saglamr. W, =Sp{T,cosgY +sinpU} ve W, =Sp{T,—singY +cospU}

diizlemlerinde yatan r ve r~ vektorleri

r=qT—p(cosgY +sinpU) (4.9)
I’ =qT+b(-sinpY +cospU) (4.10)

esitlikleriyle belirlidir. Dolayisiyla, r ve r  swasiyla r ve r  vektdrlerinin

uzunluklarini belirtmek lizere

r’=(r,r) :<qT— p(cospY +sinpU), qT - p(cos<oY+singoU)>

=q*(T,T)-qp(T,cospY +sinpU)— pg(cospY +sinpU, T)

+ p?(cos@Y +sinpU, cospY +sinpU)

=p*+0°

ve
(r*)2:<r*,r*>:<qT+b(—singoY+c05goU), oT +(-sinpY +cospU))
=q*(T,T)+bq(T,-sinY +cospU)+bg(-sinpY +cospU, T)
+b? (-sinpY +cospU, —sinpY +cosgpU)

=q2+b2
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esitlikleri saglanir.

Ayrica, P parcacigiin agisal momentumu konum vektorii ile lineer momentum

vektoriiniin vektorel carpimu ile elde edilir:
Ho =(aT - p(coseY +sinpU)+b(-sin ¢Y+COS§DU))/\(m$Tj
= qu(TAT)—mpE((cowYHin PU)AT)+ mbE((—sin @Y +cospU)AT)
dt dt dt
ds . ds, .
= mba(COS¢Y +sin ¢>U)+mpa(—sm @Y +cospU).

Simdi jerk vektoriinii teget dogrultu, W, diizlemindeki BP radyal dogrultu ve W,
diizlemindeki YP radyal dogrultu boyunca elde edelim. Bu yiizden, B vektoriinii r’
ve T cinsinden ifade etmeye c¢alisalim. Bunun i¢in cos¢@Y +sin U vektoriini r ve
T vektorleri cinsinden —singY +cosepU vektoriinii ise r ve T vektorleri

cinsinden elde etmeliyiz. (4.9) ve (4.10) denklemleri dikkate alindiginda bunun

p=x0 ve b#0 iken mimkiin oldugu gorilmektedir. Ag¢isal momentumun
cospY +sinpU  ve —singY +cosepU vektorleri boyunca uzanan bilesenlerinin
sifirdan farkli oldugu fiziksel varsayimi yapilirsa p nin ve b nin hi¢bir zaman sifira

esit olmayacagi garanti edilebilir. Bu varsayim dikkate alinarak
i 1
cospY +sinpU=—(-r+qT) (4.11)
p
- l *
—S|ngoY+c05(pU:B(—qT+r ) (4.12)

denklemleri yazilabilir. Ayrica, p#0 ve b=#0 iken r=0 ve r #0 olacagindan

asagidaki birim vektorler tanimlanabilir:



Bu son iki denklem (4.11) ve (4.12) denklemlerinde kullanilirsa

cos@Y +sinpU =%(—rer +qT)

—singpY +cosgpU :%(—qT+r*er*)

denklemleri elde edilir.
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Sonug olarak, (4.15) ve (4.16) denklemleri (4.6) denkleminde yerine yazilirsa P

pargaciginin jerk vektori

olmak tlizere

+

k? +k?

9

q 4 (i +K7)

l

p ds
g dsd’s o
p dt dt* V"

ds js
— | +
dt

(5)-

9(%
b\ dt

)

qdsd’s 57

3
J JKZ+k2 (rg+

3dafkn2+kg2

ds

4

S

“
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J=T,T+T,e,+T.e. (4.17)

bi¢iminde elde edilir. Bu denklemde yer alan T, bileseni o egrisinin teget dogrusu
boyunca uzanir, T, bileseni orjinden W, diizlemine atilan dikmenin ayagimni P
parcacigtyla birlestiren dogru boyunca uzanir, T . bileseni ise orjinden W, dizlemine

atilan dikmenin ayagini P pargacigiyla birlestiren dogru boyunca uzanir.

Teorem 4.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda kiitlesi m >0 olan bir P parcacig bir regiiler
yiizey egrisi olan « egrisi boyunca hareket etsin. P parcaciginin agisal

momentumunun cosS@ Y +sinpU ve —singY +coseU vektorleri boyunca uzanan

bilesenleri sifirdan farkli olsun. Bu durumda P nin jerk vektort, (4.17) denkleminde

oldugu gibi ifade edilebilir.

Ornek 4.2. Bir P parcacigmin R yarigaph bir silindirin iizerinde yatan dairesel bir
helis boyunca hareket ettigini ve agisal frekans @ nin zamana bagli olmadigini

varsayalim. V, pozitif bir sabit olmak {izere, P pargaciginin Kartezyen

koordinatlarda konum vektori

x =(Rcos(at),Rsin(at),V,t) (4.18)

seklinde verilsin. Ayrica, helis agis1 a ve tana = % olsun.

z

Bu parcacigin hiz, ivme ve jerk vektorleri

v =(-Rasin(at), Rocos(at),V,)
a=(-Ra’ cos(at),—Re’sin(at),0) (4.19)
J =(Ra)‘°’sin(a)t),—Ra)3 cos(a)t),O)

bigimindedir.
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Sekil 4.2. P parcaciginin dairesel helis boyunca hareketi (Ozen ve ark., 2019)

Uzayda koordinat fonksiyonlar1 X, Y,z ile gosterilirse

x =(Rcos(at),Rsin(at),V,t)=(x,Y,2)

i¢cin

_dx _(dx dy dz

v E,E,Ej=(—Ra)S|n(wt),Ra)cos(a)t),VZ)

esitligi yazilabilir. Buradan,

dx =—Rwsin(«t)dt
dy = Rwcos(wt)dt (4.20)
dz =V,dt

bagintisi elde edilir. Dolayisiyla,
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(ds)” = (dx)” +(dy)’ +(dz)’
= (~Rwsin(et)dt)’ +(Raocos(wt)dt)" +(V,dt)’
= R%”sin? (wt)(dt)’ + R%w® cos? (et (dt)” +V2 (dt)’

=[R*0’[sin’ (at)+cos (at) | +V, |(dt)’

~[R%” +V7](dt)’
olup
& _ R +V,?
dt
esitligi saglanir. Boylece
d’s d’s
— =0, —=0 4.21
dt? dt® (.20)

oldugu goriiliir.

B=yR°&’+V}? olmak iizere P arcacigmmn izledigi yonlendirilmis egri

s=s(t) = pt yay parametresi ile

y(s) = (R cos(%s} Rsin [%Sj , V;] (4.22)

biciminde yeniden parametrelendirilebilir. (4.22) denklemi {izerinden tiirev alinirsa
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- [ Ro . (ws} Ro [ws] sz [ . . [a)s] . (wsj j
y (s)=| ———sin| — |,—cos| — |,—=% |=| —sinasin| — |,sina cos| — |,cos«
B B) B B) B B B
7 (s) = (—R;—zcos(%sj, —Rg—zsin(%sj,oj

esitlikleri elde edilir.

Simdi y(s) birim hizli egrisinin Frenet elemanlarini bulalim:
T(s)=7(s) =(—Rgsin(w—sj,R9cos(w—sJ,\£j
g \B) B p) B
=| -=SInasin| — |[,SIna €C0S| — |,COS
[ B B

. L—szcos[wsj,—Rwisin(msJ,oj
y(¢) U B B B B

el R,

N(s) =

2

({5 (5}

8

e e, e,

B(s) =T(s) AN(s) =|-sin asin(%sj sin acos(%sj cos
—cos(%sj —sin(%sj 0
:(comsin (%Sj , —cowcos(%sj,sin aJ
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x(s) = HT (S)H = H[—sin a%cos[%sj ,—Sinx %sin (%Sj , OJ

L, o z(a)s] L, o . z(a)s}
= |SIN"a—COS" | — |+SIN" ¢ —SIN" | —
\/ S B S B

. w
=Siha—

r(s) =—(B'(5),N(s))
:_<[Qcosacos[a’_S}QCOSasin(w_s),o} [—Cos(w_sj,—sin(w_sj,OD
; ) B s / g
:—(—COS(ZQCOSZQ—COSaQSiHZ(Q—SJJ
pB BB

w
=C0Sa—
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y(s) = (RCOS(%SJ, Rsin [a)_S}V;S] egrisinin yukarida bulunan x(s) ve z(S)

B

Frenet egrilikleri (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

2

k, = 7 cos ¢

2
kn:Ra: sing
Vo do
g =72 o
B ds

egrilikleri elde edilir. Benzer sekilde, T(s), N(s), B(s) Frenet vektorleri (4.1)

denkleminde yerine yazilirsa 1= (1, 0, O), j= (0,1, O), k= (O, 0,1) olmak uizere

. (ws). . S ).
T=—smasm(—J|+smacos(—jj+003ak
B B

Y = (—COS(pCOS[a)—Sj—Sin @CoSa sin [a)_le
B B

+£—cos @sin (a)—sj+sin (pCOSacos(w—SDj
p B

+(—singsina)k

U= (—sin gocos(a)—sjwoswcomsin (w—snl
B B

+(—sin @sin [w—sj—cowcowcos(m—snj
B B

+(cosgpsina)k
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baz vektorlerine ulasilir. T,Y,U baz vektorleri, (4.8) denklemi ve (4.22) denklemi

dikkate alinirsa

_ SV, cosa =tV, cosa
p=R (4.23)
b= sV, sina =tV, sina

elde edilir. (4.7) denklemiyle verilen konum vektoriinde bulduklarimizi yerine

yazarsak;

X =(tV, cosa) T—(Rcosg+tV,sinasing)Y +(—Rsinp+tV,sinacosp)U (4.24)

denklemine ulasiriz. Bu denklemden X konum vektoriiniin Darboux bilesenleri

goriilmektedir. Diger yandan

r=yp’+q° =R* +t3/? cos’ (4.25)

r= \/qz +b* = \/tz\/zz cos’ a +tV 7 sin*a = \/tZVZZ —tV, (4.26)

esitliklerini yazalabiliriz. Sonu¢ olarak, yukarida elde edilenler Teorem 4.1 de

kullanilirsa
To Ro' ey +v2)% __Ro’ N, W, cosa (R%w” +v2)%
t (Rza)z +V2)2 z (Rza)2 +V22) R2w? +VZ2 tV, sina ’
R’w* Ro’aV, V

=— - 5 —Z(Rza)2 +V? )3/2
(R0 +V?) (R’ +V,) Ro

_—R*o" -0V}

JR2? +V?



z

.= , R’w’ +V/}
TtV sina

z

tVv ( ) % R a)2 a)VZ

R0 +V] R’ +V}

Ro’ oV,

R’ +V?Z R2® +V?

~R%0* - ™V}
T-_"% "9V,
NG
T =0
T. =0V

bilesenleri elde edilir.
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