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OZET

Anahtar kelimeler: Sabit nokta teorisi, Modiiler uzaylar, Simiilasyon fonksiyonu,
Suzuki daralma dontisiimii, Berinde doniisiimii, Gegisli doniisiim, Graf teorisi, Ulam
— Hyers kararhilik problemi.

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak sabit nokta teorisinin tarihsel gelisimi, temel tanimlar
ve teoremler, Banach daralma doniisiimiiniin genislemeleri, graf teorisi, asimetrik
metrik uzaylar, modiiler uzaylar ve modiiler metrik uzaylar kavramlarindan
bahsedilmistir.

Daha sonra modiiler metrik uzaym simetrigi 6zelligi kaldirilarak asimetrik modiiler
metrik uzay tanimlanip bazi topolojik 6zellikleri verilmistir.

Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda Suzuki-Berinde daralma
dontistimleri, genellestirilmis (a, ,B)—simiilasyon daralma doniisiimleri tanimlanmis
ve ortak sabit nokta teoremleri ispat edilmistir. o —kapali daralma doniisiimleri
kullanilarak Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri
elde edilmistir. Ayrica, elde edilen sabit nokta teoremlerinin graf teorisine, integral
denklemlere, iyi konumlanmislik problemine ve Ulam—Hyers kararlilik problemine
uygulamalar1 verilmistir.

Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzaylarda rasyonel ifade igeren
(a,,B)W—daralma doniisiimleri ve genellestirilmis Suzuki simiilasyon daralma

doniistimleri tanmlanmus ve ilgili sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Bu teoremlerin
genellestirilmis Ulam — Hyers kararlilik problemine ve graf teorisine uygulamalar1
verilmistir.

Vi



FIXED POINT THEORY AND APPLICATIONS IN MODULAR
SPACES

SUMMARY

Keywords: Fixed point theory, Modular spaces, Simulation function, Suzuki
contraction, Berinde contraction, Admissible mapping, Graph theory, Ulam—Hyers
stability.

In this thesis, firstly, the historical development of fixed point theory, basic definitions
and theorems, extensions of Banach contraction, graph theory, quasi metric spaces,
modular spaces and modular metric spaces are mentioned.

Then, by removing the symmetry property of modular metric space, quasi modular
metric space is defined and some topological properties are given.

Suzuki-Berinde contraction mappings and generalized (e, 8)—simulation

contraction mappings are defined and common fixed point theorems are proved in non-
Archimedean modular metric spaces. Fixed point theorems are obtained by using o —
implicit contractions in non-Archimedean modular metric spaces. Also, applications
of obtained fixed point theorems to graph theory, Ulam—Hyers stability, well-
posedness problem and integral equations are given.

Containing rational expressions (a,,B)W—contractions and generalized simulation

contractions are defined and related fixed point theorems are obtained in non-
Archimedean quasi modular metric spaces. Applications of these theorems to the
generalized Ulam — Hyers stability and graph theory are given.

Vii



BOLUM 1. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

1.1. Giris

Analizde bazi problemlerin ¢dziimleri, uygun bir S doniisimii i¢in S(X)=X

seklindeki bir problemin ¢oziimiinii bulmaya doniisiir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimiine
sabit nokta ve sabit noktalarin varligimi inceleyen teoremlere ise sabit nokta teoremleri
denir. Sabit nokta teorisi matematigin temel konularindan biri olup sadece
matematigin alt dallarinda degil bir¢ok bilim dalinda da uygulama sahasina sahip bir
arastirma ve gelistirme alamidir. Ornegin, sabit nokta teorisi diferansiyel denklemlerin
ve integral denklemlerin c¢oOziimiiniin varlhigmm ve tekligini gdstermek icin
kullanilmistir. Ayrica ekonomi, fizik, kimya, bilgisayar ve miihendislik uygulamalar1
gibi daha bir¢ok sahada cesitli amaglar dogrultusunda kullanilan ¢ok 6nemli bir

matematiksel aragtir [1-19].

Genel olarak sabit nokta teorisi ¢alismalar1 iki yonde gelismektedir. Bunlardan
birincisi tam metrik uzaylar lizerinde daralma ve genellestirilmis daralma doniisiimleri
icin sabit nokta teorisi, digeri ise normlu lineer uzaylarinin kompakt ve konveks alt

kiimeleri lizerinde tanimli siirekli doniistimleri i¢in sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teorisi ¢alismalar1 1910 yilinda Brouwer ile
baglamistir [20]. Brouwer R" uzayinin kapali birim yuvarlarindan kendi iizerine
tanimli siirekli her doniisiimiin sabit noktasinin varligi kanitlanmistir. 1930 yilinda

Brouwer’in teoremi Schauder tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara genisletilmistir [21].

Tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ¢alismalar1 ise 1922 yilinda Banach ile

baslamistir [22]. Banach sabit nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varligini



garanti ettigi gibi, Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak sabit

noktanin tekligini ve nasil bulunabilecegini ortaya koymustur.

Banach sabit nokta teoremi kisa siirede pek ¢ok aragtirmaci tarafindan genellestirilmis
ve farkli uzaylarda (kismi metrik uzaylar, asimetrik metrik uzaylar, modiiler uzaylar,
modiiler metrik uzaylar, genellestirilmis metrik uzaylar) sabit nokta teoremleri ve

uygulamalar1 elde edilmistir [23-42].

Bu tezde Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda Suzuki— Berinde daralma
dontistimleri, genellestirilmis (a, p ) —simiilasyon daralma doniistimleri ve a —kapali
daralma dontisiimleri tanimlanarak ilgili sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Bu
teoremlerin graf teorisine, integral denklemlere ve Ulam — Hyers kararlilik problemine
uygulamalar1 gosterilmistir. Ayrica, modiiler metrik uzaym simetri 6zelligi
kaldirilarak daha genel bir yap1 olan asimetrik modiiler metrik uzay insa edilip baz1
topolojik 6zellikleri incelenmistir. Asimetrik modiiler metrik uzayda ispatlanamayan

sabit nokta teoremleri i¢in Archimedean olmayan 6zelligi kullanilarak Archimedean

olmayan asimetrik modiiler metrik uzaylarda rasyonel ifade igeren (a, p )W — daralma
dontisiimleri ve genellestirilmis Suzuki simiilasyon daralma doniisiimleri tanimlanip
ilgili sabit nokta teoremleri ve bu teoremlerin graf teorisine ve genellestirilmis Ulam
— Hyers kararlilik problemine uygulamalar1 verilmistir.

1.2. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boéliimde, tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremler iizerinde

durulmustur.
Tanmm 1.2.1. [43] M bos olmayan bir kiime olsun.

d:MxM >R
(x,y)—>d(xy)

fonksiyonu



sartlarini sagliyorsa d fonksiyonuna M iizerinde metrik, (M,d) ikilisine de metrik

uzay denir.

Ornek 1.2.2. [44] M =R olmak iizere her X,y €M igin
d(xy)=[x-y|

seklinde tammlanan d :RxR — R, fonksiyonu R iizerinde bir metriktir. (R,d)

uzayina da alisilmis metrik uzay denir.

Ornek 1.2.3. [43] M bostan farkli bir kiime olsun. Her X,yeM igin

d:MxM — R, fonksiyonu

0, x=y

d(x)=1;

X#Y

seklinde tanimlansm. d fonksiyonuna ayrik metrik (M ,d) ikilisine de ayrik metrik

uzay adi verilir.

Ornek 1.2.4.[45] | = [a,b] c R olmak tizere C(I,R) kiimesi lizerinde

X(t)=y(t)

d (Xl y) = Suptel



ile tammlanan d :C(I,R)xC(1,R)— R, fonksiyonu bir metriktir.

Tamm 1.2.5. [46] (M,d) metrik uzay ve {x,} bir dizi olsun. x,€ M olmak iizere

her & >0 sayisma karsilik her n> N i¢in d (Xn : XO) <& olacak bigimde bir N = N (&)
varsa {x,} dizisi x, € M noktasma yakinsar (ya da {x,} dizisi yakinsaktir) denir. Bu

durumda limx, = x, veya x, — x(n— ) seklinde gosterilir.
nN—o

Tamm 1.2.6. [45] (M,d) metrik uzay ve {x} bu uzayda bir dizi olsun. Her &>0
sayisina karsilik her m,n>N i¢in d(Xx,,X,)<¢ olacak sekilde bir N=N(¢)eN

varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Metrik uzayda yakimsak bir dizinin limiti tektir. Her yakinsak dizi ayrica Cauchy

dizisidir, fakat her Cauchy dizisinin yaknsak olmasi gerekmez. {x,} dizisi metrik

uzayda bir x noktasina yakinsak ise herhangi bir alt dizisi de ayni noktaya yakinsar.

Ornek 1.2.7. [45] M =(0,1], (R,d) alisilmis metrik uzaym bir alt kiimesi ve her

neN ic¢in X, =l M uzayinda bir dizi olmak iizere {Xn} bu uzayda bir Cauchy
n

dizisidir ancak yakinsak degildir. Ger¢ekten, her £ >0 ve m,n > 1 icin
g

n!'m

dir. Ancak x, >0¢M oldugundan {x,} dizisi M uzayinda yakimnsak degildir.

Tamim 1.2.8. [45] (M .d ) metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi X € M noktasina

yakinsak ise (M d ) uzayina tam metrik uzay denir.



Uyan 1.2.9. [45] Tam metrik uzayin her alt uzaymin tam olmasi gerekmez.

Ornek 1.2.10. [45] R alisilmis metrige gore tam metrik uzaydir fakat Q c R alisiimis

metrige gore tam uzay degildir.

Tamm 1.2.11. [45] (M.d) ve (Y,d") metrik uzaylar, S:(M,d)—(Y,d") bir
fonksiyon ve X, € M olsun. Her &>0 igin d(x,,x)<5 iken d™(S(x,),S(x))<&

olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa S fonksiyonuna X, noktasinda siireklidir denir.

Tamm 1.2.12. [45] (M.d) ve (Y,d") metrik uzaylar, S:(M,d)—(Y,d") bir
fonksiyonve x € M olsun. x noktasina yakmsayan her {x,} dizisiigin {S(x,)} dizisi

S(x) noktasma yaknstyor ise S fonksiyonuna x noktasinda dizisel siireklidir denir.

Onerme 1.2.13. [45] Metrik uzaylarda siireklilik ile dizisel siireklilik denktir.

Tamim 1.2.14. [44] L bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. +:LxL — L ve

.:KxL—L islemleri tanimlansin. Bu durumda asagidaki sartlar saglaniyorsa L

kiimesine K iizerinde vektor uzayi (lineer uzay) denir.
a. L kiimesi + islemine gore degismeli gruptur. Yani,

.. Her x,yeL i¢cin x+yelL dir.
,- Her x,y,zeL i¢in x+(y+2)=(x+y)+z dir.
. Her xe L i¢cin X+6 =6+ X=X olacak sekilde & € L vardr.

,- Her xeL i¢in X+(—x)=(—x)+x =0 olacak sekilde —x e L vardur.

O 0 0 O 0

s Her x,yeL i¢cin X+y=y+Xx dir.

b. x,yel ve a,f €K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:



L. axel dir.
L. a.(x+y)=ax+a.y dir.
L,. (a+pB)x=ax+px dir.

L,. (a.8)x=a.(f.x) dir.
L. 1.x=x dir.

Burada K =R ise L kiimesine reel vektor uzay,, K =C ise L kiimesine kompleks

vektor uzayi denir.

Tamm 1.2.15. [44] M bir reel vektor uzayi olsun ve |||| M — R fonksiyonunun x

noktasindaki degeri ||x| ile verilsin.

a. [x|=0=x=0,
b. her ¢ eR ve her xe X i¢in |a.X|=|a|.|¥,

c. her x,y e X icin [x+y|<[x|+]y|

sartlarini saglayan ||| fonksiyonuna M iizerinde bir norm, (M|||) ikilisine de normlu

uzay denir.

Tamim 1.2.16. [44] M bostan farkli bir kiime ve 7, M kiimesinin kuvvet kiimesi
P(M) kiimesinin alt kiimesi olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan z ailesine M

iizerinde bir topoloji denir.

a I,Mer,

b. 7 ailesine ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti yine 7 ailesine aittir,

c. r ailesine ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi yine 7 ailesine aittir.



Tamm 1.2.17. [44] (M ,r) topolojik uzay olsun ve M uzaymin farkli her x ve y

elemanlari i¢gin

[T

™.

birini igeren digerini igermeyen en az bir komsulugu vardir,

birini igeren ve digerini icermeyen en az birer komsulugu vardir,

|:
|:
|:

[T2 = ayrik komsuluklar: vardir,

aksiyomlar1 verilsin. Eger (M ,z') topolojik uzay1 [TO], [Tl] ve [Tz] aksiyomlarini

sagliyorsa (M,7) topolojik uzaymna sirasiyla T, —uzayidir, T, —uzayidir ve T,-

uzayidir ya da Hausdorff uzayidir denir.

[To ] : [Tl] ve [Tz] aksiyomlarmin tanimlarindan her Hausdorff uzaymin bir T, —uzay1

ve her T, —uzaymnm bir T, —uzay1 oldugu agiktir.

Tamim 1.2.18. [44] (M,d) bir metrik uzay olsun. Bu uzayda her dizi yakinsak bir alt

diziye sahipse bu uzaya kompakt uzay denir.
Teorem 1.2.19. [44] Bir metrik uzaym kompakt alt kiimeleri kapal1 ve smirhdir.
1.3. Banach Daralma Doniisiimiiniin Genislemeleri

Bu boliimde Banach daralma doniisiimiiniin genellestirmelerine ve ilgili sabit nokta

teoremlerine yer verilmistir.

Tamm 1.3.1. [7] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir doniisim olsun. Her

X,yeM igin

d(Sx,Sy)<kd(x,y) (1.1)



olacak sekilde k>0 reel sayis1 varsa S doniisimine M {zerine Lipschitzian
doniisiim adi verilir. (1.1) esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiiciik k
degerine Lipschitz sabiti denir.

Lipschitz sartindaki k degeri [O,l) kiimesinin eleman1 olarak alinirsa asagidaki

doniisiim elde edilir.

Tamm 1.3.2. [7] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir doniisim olsun. Her

X,yeM igin

d(Sx,Sy)<kd(x,y)

olacak sekilde k €[0,1) varsa S doniisiimiine daralma doniisiimii denir.

Teorem 1.3.3. [22] (Banach Daralma Déniisiimii Prensibi) (M,d) tam metrik uzay

ve S:M — M daralma doéniisiim olsun. Bu durumda S doniisiimii M uzayinda bir

tek sabit noktaya sahiptir.

Tamm 1.3.4. [7] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir doniisim olsun. Her

X,ye€M igin

d(Sx,Sy)<d(x,y)

ise S doniistimiine kesin daralma (contractive) doniisiim denir.

Tamm 1.3.5. [7] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir doniisim olsun. Her

X,yeM igin

d(Sx,Sy)<d(x,y)



esitsizligi saglantyorsa S doniisiimiine genislemeyen (non-expansive) doniigiim denir.

Ornek 1.3.6. [7] (R,d) alisilmis metrik uzay olmak S:R — R dniisiimii Sx = X +1

seklinde tanimlansin. Bu durumda S doniisimii genislemeyen (non-expansive)

doniisiimdiir fakat daralma ya da kesin daralma doniisiimii degildir.
S dontisiimii ile ilgili olarak
S daralma = S kesindaralma = S genislemeyen = S Lipschitzian doniisiimdiir

sonucu her zaman dogrudur fakat tersi (<) her zaman gegerli degildir.

Her daralma doniistimiiniin siirekli oldugu (1.1) esitsizliginden goriilmektedir. Dogal
olarak su soru akla gelmektedir: Acaba siirekli olmayan doniisiimler tek sabit noktaya
sahip midir ? 1968 yilinda Kannan [23] tanimladigi daralma doniisiim yardimiyla

stirekli olmayan doniistimlerinde tek sabit noktaya sahip olabilecegini gostermistir.

Tamm 1.3.7. [23] (M,d) metrik uzay ve S:M — M bir doniisiim olsun. Eger her

X,yeM igin

d(Sx,Sy)<k[d(x, Sx)+d(y,Sy)]
olacak sekilde k {0, %j sabiti varsa S doniisiimiine Kannan doniisiimii ad1 verilir.

Kannan doniisiimiiniin  tanimlanmasiyla siireklilik sartin1  saglamayan farkl
genellestirilmis daralma doniistimleri tanimlanmis ve ¢esitli sabit nokta teoremleri

ispatlanmistir. Bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir.
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Tanim 1.3.8. [24] (M,d) metrik uzay ve S:M — M bir doniisiim olsun. Eger her

X,yeM ig¢in

d(Sx,Sy)<ad(x,y)+Bd(x,Sx)+yd(y,Sy)

olacak sekilde o+ f+y <1 varsa S doniisiimiine Ciric-Reich-Rus doniisiimii denir.

Tamm 1.3.9. [25] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir doniisim olsun. M

uzayindaki her X, y elemani igin

d(Sx,Sy)<ad(x,y)+Bd(x,Sx)+yd(y,Sy)+6d(x,Sy)+nd (y,Sx)

esitsizligini saglayan o+ f+y+0+n <1 o6zelligine sahip «, f,7,0,n € R, sabitleri

varsa S doniisiimiine Hardy-Rogers daralma doniisiimii denir.

2003 yilinda Berinde [29] farkli bir daralma sart1 kullanarak zayif (weak) daralma
doniisiimii olarak bilinen doniisiimii tanimlamistir. Daha sonra bu doniisiim literatiire
hemen hemen (almost) daralma doniisiimii olarak girmistir. Ayrica, Berinde [29] tam
metrik uzaylarda zayif daralma doniislimiiniin sabit noktasmin var oldugunu

gostermistir.

Tamm 1.3.10. [29] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir ddniisiim olsun. Her

X,yeM igin

d(Sx,Sy)<kd(x,y)+Ld(y,Sx)

ifadesini saglayan k €[0,1) ve L >0 sabitlerivarsa S doniisiimiine zayif veya hemen

hemen (weak, almost) daralma doniisiimii denir.
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Babu ve ark. [46] zayif daralma doniisiimiinii genellestirerek yeni bir daralma sarti ile

sabit nokta teorisi ile ilgili sonuglar vermislerdir.

Tamm 1.3.11. [46] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir doniisim olsun. M

uzaymndaki her X,y elemant i¢in
d(Sx,Sy)<kd(x,y)+Lmin{d(x,Sx),d(y,Sy),d(xSy).d(y,Sx)}

esitsizligini saglayan ke[0,1) ve L>0 sabitleri varsa S doniisiimiine

genellestirilmis zayif daralma doniisiimii ad1 verilir.

2008°de Suzuki [47] tam metrik uzay yerine kompakt metrik uzay alarak yeni bir

daralma sarti ile asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 1.3.12.[47] (M, d ) kompakt metrik uzay ve S:M — M bir déniisiim olsun.

Her x,yeM icin
%d(x,Sx)<d(x, y) = d(Sx,Sy)<d(x,y)

esitsizligi saglaniyorsa S doniisiimii M uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.

Banach sabit nokta teoreminin diger bir genellestirilmesi birden fazla doniisiim alarak

elde edilen ortak sabit nokta teoremleridir.

Tamm 1.3.13. [48] M bos olmayan bir kiime ve S,T:M — M iki farkli doniisiim

olmak lizere Sx =Tx = X esitligini saglayan x e M noktasma S ve T doniisiimlerinin

ortak sabit noktasi denir.

Tamm 1.3.14. [48] M bos olmayan bir kiime ve S,T:M — M iki farkli doniisim

olmak iizere Sx=Tx=Ww esitligini saglayan X,we M noktalar1 var ise X noktasina



12

S ve T doniisimlerinin ¢akisma noktasi (coincidence point) w noktasina ise

cakisilan nokta denir.

Ornek 1.3.15. M =[0,1] olmak iizere S,T:M — M iki déniisiim olsun. Her xe M

icin SXzﬁ ve TX:% seklinde tanimlansin. Bu durumda O noktast S ve T

dontistimlerinin ¢cakigsma noktasi ayni1 zamanda ortak sabit noktasidir.

Ciric ve ark. [49] zayif daralma doniisimii ve genellestirilmis zayif daralma

dontistimiinii ik1 farkli doniisiim i¢in genellestirmiglerdir.

Tamm 1.3.16. [49] (M,d) metrik uzay ve S,T:M — M bir dniisiim olsun. Her

X,yeM igin

2
+Lmin{d(x,5x),d(y,Ty).d(x,Ty).d (y,Sx)}

d(Sx,Ty)<k maks{d (x,y),d(x,Sx),d(y,Ty), d(x,Ty)+d (y,Sx)}

olacak sckilde ke[0,1) ve L=>0 sabitleri varsa S ve T donisiimlerine

genellestirilmis Ciric zayif daralma doniisiimii ad1 verilir.

Teorem 1.3.17. [49] (M,d) tam metrik uzay ve S ve T M iizerinde tanimli

genellestirilmis Ciric zayif daralma doniisiimii ise S ve T doniisiimleri M uzayinda

bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Samet ve ark. [31] asagida 6zellikleri verilen o ve w fonksiyonlarini kullanarak yeni
bir daralma doniisiimii tanimlamislardir. Daha sonra bu doniisim ¢ok fazla ilgi
gormistiir ve farkli uzaylarda genellestirmeleri elde edilerek sabit nokta teoremleri
ispatlanmustir [50-57].
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‘P:{y/:[o,oo)—>[0,oo)|gyazalmayanfonksiyon} ailesi verilsin ve asagidaki

ozellikleri saglasin:

a. y", w nin n. iterasyonu olmak iizere her t>0 igin Y y"(t)<oo dir,
n=1

b. w(0)=0 dr,

c. Her t>0 i¢in w(t)<t dir.

Tanmm 1.3.18. [31] M bostan farkli bir kiime, S:M — M bir doniisiim ve

a:M xM —[0,0) bir fonksiyon olsun. Eger her X,y € M i¢in
a(x,y)=1iken a(Sx,Sy)>1
ifadesi saglaniyorsa S doniisiimiine o — gecisli (admissible) doniisiim denir.

Ornek 1.3.19. [31] M =(0,OO) olmak iizere S:M — M doniisiimii her x e M igin

Sx =Inx olarak verilsin.

a:MxM —[0,)
2, XY,

() >alny)-{o

X>Yy
ise S donitisimi « —gegisli bir dontisiimdiir.

Tamm 1.3.20. [31] (M, d) metrik uzay ve S:M — M bir déniisiim olsun. Eger her

X,yeM igin

a(x,y)d(Sx Sy)<w(d(xy))
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ifadesini saglayan o:MxM —[0,0) ve y eV fonksiyonlar1 mevcut ise S

doniigiimiine « — i — daralan doniisiim denir.

Tanim 1.3.21. [50] M bostan farkli bir kiime «, f:M — R iki fonksiyonve xe M

olsun.

a. a(x)>1iken B(Sx)=>1 dir,

b. S(x)=1 iken a(Sx)=1 dir,

dzelliklerini saglayan S:M — M doniisiimiine dongiisel (cyclic) («,)—gegisli

doniisiim ad1 verilir.

Ornek 1.3.22. [50] S:R — R doniisiimii

Sx = —(x + x3)

ile tanimlansin. «, f:R — R, fonksiyonlari ise her x,y e R, i¢in

a(x)=e" ve B(y)=e”’

olarak verilsin. Bu durumda S déniisiimii dongiisel (e, ) — gegisli doniisimdiir.

Tamm 1.3.23. [51] M bostan farkl bir kiime X,y,zeM ve a:M xM —)[0,00) bir

fonksiyon olsun.

a. a(xy)=1iken a(Sx,Sy)=1 dir,

b. a(x,z)>1ve a(z,y)=1iken a(x,y)=>1dir,
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Ozelliklerini saglayan S:M — M doniisiimiine liggensel (triangular) «—gegisli

doniistim ad1 verilir.

Tamm 1.3.24. [52] M bostan farkli bir kiime, : M xM —)[O,oo) bir fonksiyon

olsun. S,T:M — M birer doniisiim olmak tizere her X,y € M igin
a(x,y)=1iken a(Sx,Ty)>1 ve a(Ty,Sx)>1
sartin1 saglayan (S,T) ikilisine genellestirilmis « —gegisli doniisiim ¢ifti ad1 verilir.

Ornek 1.3.25. [52] M =[0,0) olmak iizere S,T:M —M birer doniisiim ve

a:M xM —[0,o) bir fonksiyon olsun. Her x,y e M i¢in

e¥, Xx,y=0,
0, xy<0,

Sx=2x, Tx=x" ve a(x,y):{

olsun. Bu durumda (S,T) ikilisi genellestirilmis o —gegisli doniisiim ¢iftidir.

Tamm 1.3.26. [57] M bostan farkl bir kiime, &, 8: M — [0,0) iki fonksiyon olsun.

S, T:M — M ki doniisiim olmak {izere her xe M ig¢in

a. a(x)=1iken B(Sx)>1,

b. B(x)=1 iken a(Tx)>1
sartlarini saglayan (S T ) ikilisine dongiisel (a, p ) — gecisli doniisiim cifti denir.

Tanim 1.3.26’da S=T alinirsa Tanim 1.3.21°de verilen dongiisel (a,ﬁ)—gegisli

doniisiim tanim elde edilir.
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Jleli ve Samet [38] asagida tanimlanan @ fonksiyonu yardimiyla Banach sabit nokta

teoreminin farkli bir genellestirmesini elde etmistir.

(:):{19‘ 0:(0,0) —> (1, oo)} asagidaki Ozellikleri saglayan fonksiyonlarm bir ailesi

olsun.

©,. 6 azalmayandur,

©,. herbir {t,} =(0,0) dizisiigin limé(t,)=1< limt, =0" dur,

n—o0

Q,. "mﬁ(t—?—l olacak sekilde r €(0,1) ve | €(0,) sabitleri vardur.

t—0" t

Tamm 1.3.27. [38] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir ddniisiim olsun. Her

X,yeM igin
d(Sx,Sy)=0 = e(d(Sx,Sy))Se[d(x, y)]k

ifadesini saglayan ¢<® fonksiyonu ve ke[O,l) sabiti varsa S doniisiimiine 6 —

daralma doniisiimii ad1 verilir.

Teorem 1.3.28. [38] (M,d) tam metrik uzay ve S:M — M déniisiimii 6 —daralma

doniisiimii ise M uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

Popa [58] yeni bir fonksiyon ailesi tanimlayarak kapali (implicit) daralma
donisiimlerini literatiire kazandirmis ve bu doniisiimii Kullanarak sabit nokta teorisi

ile ilgili ¢aligmalar yapmustir.

T, tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarn ailesi olmak iizere @(t,....t;): RS >R

fonsiyonu asagidaki sartlar1 saglayan I, ailesinin bir elemani olsun:
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0,. .t degiskeninde azalmayan, t; ve t; degiskeninde artmayan bir fonksiyondur,
©,. her u,v>0 i¢in g (u,v,v,u,u+v,0)<0ise u<y(v) ve @(u,v,u,v,0,u+v)<0

ise U<y (V) olacak sekilde y € ¥ vardur.

Tamm 1.3.29. [58] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir ddniisiim olsun. Her

X,yeM igin

#(d(Sx,Sy),d(x,y),d(xSx),d(y,Sy),d(x,Sy).d(y,Sx))<0

esitsizligini saglayan I' e o varsa S doniisiimiine kapali (implicit) daralma dontisiimii

ad1 verilir.

Khojasteh ve ark. [39] asagida verilen simiilasyon fonksiyonu yardimiyla Z — daralma
donilistimiinii tanimlayarak Banach daralma doniistimiinii genelleyerek sabit nokta

teorisi ile ilgili ¢alismalar yapmislardir.
Tamm 1.3.30. [39] ¢ : [O,oo)2 — R fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglasin:

a. £(0,0)=0 dir,
b. her s,t>0 i¢in £ (t,s)<s—t dir,

c. limt,=lims, =1€(0,0) olan {t,} ve {s,} pozitif terimli dizileri igin

n— n—oo

limsup&'(t,,s

n!*>n

)<0 du.

n—o

Bu durumda ¢ fonksiyonuna simiilasyon fonksiyonu ad1 verilir.

Ornek 1.3.31. [39] p €(0,1) olmak iizere
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0 , (ts)=(0,0
ps—t, (t,5)#=(0,0)

é/p (t,S):{

olarak tanimlanan é’p:[O,oo)x[O,oo)—ﬂR fonksiyonu Tanim 1.3.30’un sartlarini

saglar. Dolayisiyla bir simiilasyon fonksiyonudur.

Tamm 1.3.32. [39] (M, d) bir metrik uzay ve S:M — M bir doniisiim olsun. Her

X,yeM igin

£(d(Sx,Sy),d(x,y))=0
sartin1 saglayan S doniisiimiine Z — daralma doniisiimii denir.

Ansari [59] C —smufi fonksiyon olarak isimlendirdigi fonksiyon yardimiyla elde ettigi

yeni daralma doniisiimiinii kullanarak sabit nokta teoremleri ispatlamstir.

Tamm 1.3.33. [59] G:[0,0)x[0,00) >R siirekli doniisiimii asagidaki sartlari

saglarsa C — smifi fonksiyon olarak adlandirilir:

a. G(s,t)<s dir,

b. s=0 veya t=0 ise G(s,t)=s dir.
Tamm 1.3.34. [59] G:[0,0)x[0,00) > R déniisiimii i¢in

a. s>t iken G(s,t)>Cg,

b. her te[0,) igin G(t,t)<Cg

ozelliklerini saglayan sabit bir C, >0 degeri varsa G doniisiimiine C_ ozelligine

sahip doniigiim ad1 verilir.
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Radenovic ve ark. [60] yukarida tanimlanan C —sinifi fonksiyonlar1 kullanarak

simiilasyon fonksiyon yapisini1 genellestirmislerdir.

Tamm 1.3.35. [60] ¢ : [O,oo)2 — R fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:

a. G :[0,00)2 — R doniisiimii bir C —smifi fonksiyon olmak iizere her s,t>0
icin £ (s,t)<G(s,t) dir,

b. {t,} ve {s,} iki dizi olmak iizere limt =lims >0, ve t <s ise

n—o n—oo

limsup £ (t,,s

n!*>n

)< Cg dir.

nN—o0

Bu durumda G fonksiyonuna C; —simiilasyon fonksiyonu adi verilir.

Daha sade bir gosterim i¢in Cg —simiilasyon fonksiyonlarmm ailesi Z; ile

gosterilmistir.

Gopal ve ark. [61] C; —simiilasyon fonksiyonunu kullanarak (Zg,T)—daralma

doniisiimiinii tamimlamis ve ¢esitli sonuglar elde etmislerdir.

Tamm 1.3.36. [61] (M ,d) bir metrik uzay ve S,T:M — M iki doniisiim olsun. Eger

her x,yeM igin
¢ (d(Sx,Sy),d(Tx,Ty))=C,

esitsizligini saglayan ¢ eZ; fonksiyonu varsa S doniisiimiine (Zg,T)—daralma

doniisiimii ad1 verilir.

Zheng ve ark. [62] @ ailesini tanimlayarak yeni bir daralma doniisiimii elde ederek bu

doniisiim yardimiyla bazi teoremler vermislerdir.
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@ asagidaki sartlari saglayan tiim ¢:[1,00) —[1,00) fonksiyonlarmmn ailesi olsun:

®,. ¢ azalmayan bir fonksiyondur,
®,. her t>1igin limg"(t)=1 dir,

®,. ¢ fonksiyonu siireklidir.

Tamm 1.3.37. [62] (M,d) metrik uzay ve S:M —M bir ddniisiim olsun. Her

X,yeM igin N(x,y)=maks{d(x,y),d(x,5x),d(y,Sy)} iken

6(d(sx.Sy)) <#(6(N(x.¥)))

ifadesini saglayan 8e® ve ¢e® fonksiyonlar1 varsa S doniisimiine 6—g¢—

daralma doniisiimii denir.

Asagidaki lemmalar, bu ¢alismada yer alan sonuclarmn ispatinda kullanilmistir.

Lemma 1.3.38. [60] (M,d) metrik uzay ve S:M —M ii¢gensel o —gegisli bir
doniisiim olsun. X, € M i¢in a(X,,S%,)>1 ve her n>0 i¢in {x,} dizisi x,,, = SX

n

olarak tanimlansin. Bu durumda her m,n>0 ve n<m i¢in a(X,, X, )>1 dir.

n’'m

Lemma 1.3.39. [62] &:(0,) — (1, %) azalmayan ve siirekli bir fonksiyon, {t,} dizisi

(0,00) arahginda yakmsak ve inf @(t)=1 olsun. Bu durumda

te(O,w)

limé(t,)=1 < limt, =0

k—0 k—o0

drr.
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Lemma 1.3.40. [62] Eger ¢ € ® ise her t >1 icin ¢(1)=1 ve ¢(t) <t dir.

1.4. Graf Teorisi

Calismanm bu kisminda son zamanlarda sabit nokta teorisinin bir uygulamasi olarak

ilgi ¢ceken bir yap1 olan graf teorisi ile ilgili temel kavramlardan bahsedilmistir.

Bir H grafi noktalar ve bu noktalarin birlestirilmesiyle elde dilen dogrulardan
olusmaktadir. Noktalar1 kiimesi V ve dogrular kiimesi E olmak iizere her ec E

dogrusu siralanmamis nokta ¢iftleriyle iliskilidir. Eger sadece v ve w noktalar1 bir tek

€ dogrusu ile iliskiliyse e =(v,w) veya e=(w,v) seklinde yazilir. Bu durumda, bir

yonsiiz grafta (v,w), v ve W noktalari arasinda bir dogru olarak tanimlanir [63].

Ornek 1.4.1. [63] Bir yonlii graf Sekil 1.1°de gosterilmistir. Yonlendirilmis dogrular
oklarla gosterilmistir. e, dogrusu swali (Vv,,v,) ciftinden ve e, dogrusu (Vq,V;)

ciftinden olusmaktadir.

v,
e e,
V2 V3
€,
€
¥
[ J
Vs

Sekil 1.1. Yonlii graf

Farkli dogrular ayn1 noktalardan olusabilir. Ornegin, Sekil 1.2°de e, ve e, dogrular:

{vl,vz} nokta ¢iftinden olugmaktadir. Bu gibi dogrulara paralel dogrular denir. Bir
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dogru sadece bir noktadan olusuyorsa bu dogruya ilmek denir. Ornegin, Sekil 1.2°de
€= (V2 Vs, ) dogrusu bir ilmektir. Ayrica, bir nokta herhangi bir dogru olusturmuyorsa
bu noktaya izole edilmis nokta denir. Sekil 1.2°de v, noktasi bir izole noktadir. Bir

grafta hem ilmek hem de paralel dogrular yoksa graf basit graf olarak adlandirilir.

Sekil 1.2. Paralel dogru ve ilmek iceren graf

Tamm 1.4.2. [63] v ve w, H grafinin iki noktas1 olmak tizere eger bu iki noktay1

baglayan bir yol varsa H grafina baglantili graf denir.

Ornek 1.4.3. [63] Sekil 1.3°de herhangi iki noktay1 baglayan bir yol var oldugundan
H grafi baglantili graftir.
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Sekil 1.3. Baglantili graf

Ornek 1.4.4. [63] Sekil 1.4’de baglantisiz graf 6rnegi gosterilmistir.

Sekil 1.4. Baglantisiz graf

(M,d) bir metrik uzay ve MxM kiimesinin késegenler kiimesi A olarak
tanimlansm. M kiimesinin elemanlariile H yonlii grafinm V (H) ve E(H) sirasiyla
noktalar ve dogrular kiimeleri olusturulsun. E(H) dogrular kiimesi tiim ilmekleri
icersin, yani E(H ) DA olsun. Boylece H grafi (V (H ) E(H )) cifti olarak

tanimlanmustir.

H grafinm tersi H ™ ile gosterilir ve bu grafin noktalar ve dogrular kiimesi asagidaki

gibi tanimlanir:

E(H’l):{(x,y)eM xM:(y,x)eE(H)]
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dir. Ayrica, V(H’l):V (H) dir.

H grafinin yonleri ihmal edilerek H yonsiiz grafi olusur. Dolayisiyla H grafinin

dogrular kiimesi simetriktir. Bu durumda

dir. Her x,yeV", (x,y)eE" igin V' cV(H), E'cE(H) oldugundan (V',E")
grafi H grafi olarak tanimlanir.

Eger H grafi baglantili ise H grafi zayif baglantilidir.

Jachymski [35] metrik uzaylar1 grafla donatarak Banach H —daralma doniistimiinii
literatiire kazandirmig ve bu doniisiimiin grafla donatilmig tam metrik uzaylarda tek

sabit noktaya sahip oldugunu gdstermistir.
Tanmim 1.4.5. [35] S: M — M bir doniisiim ve H, M {izerinde bir graf olmak iizere

a. S doniisimii H grafinin dogrularmni korur, yani,

Y, yem (X, ¥) € E(H)=(Sx,Sy) e E(H)) dir,

b. 3,00 yem (X Y) €E(H)=d(Sx,Sy)<d(x,y)) dir

sartlarin1 saglayan S doniisiimiine Banach H —daralma doniisiimii veya kisaca H —

daralma doniisiimii ad1 verilir.

Bu daralma doniisiimii bir¢ok arastirmaci i¢in zengin bir ¢aligma konusu oldugundan

farkli uzaylarda ¢alisilmis ve genellestirilmistir [36,64-66].
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1.5. Asimetrik (Quasi) Metrik Uzaylar

Wilson [67] metrik fonksiyonunun simetri sartin1 kaldirarak asimetrik (quasi) metrik
olarak bilinen kavrami ortaya atmustir. Asimetrik metrik kavrami hem teorik hem de
uygulamali matematikte birgok uygulama alanina sahip oldugundan matematikgilerin
ilgisini ¢ekmistir. Simetri 6zelliginin olmamasindan dolay1 asimetrik metrik uzayin
topolojik Ozellikleri metrik uzaydan farkhidir. Yakmsaklik, siireklilik, tamhik gibi

ozellikler sag ve sol olmak {izere iki yonde incelenmistir.

Tanim 1.5.1. [67] M bostan farkli bir kiime ve q: M xM — R bir fonksiyon olsun.

Her x,y,Zze M i¢cin

O C](X,X)ZO,
0. d(xy)<a(xz)+q(zy)

sartlarini saglayan  fonksiyonuna bir sézde (pseudo) asimetrik metrik denir. Bunlara

ek olarak

G- a(xy)=a(y.x)=0 = x=y

sart1 saglaniyorsa q fonksiyonuna asimetrik metrik denir. Bir asimetrik metrik

qd. ad(x,y)=0 = x=y

dzelligini de saglarsa T, —asimetrik metrik olarak adlandirilir. Bu durumda (M, q)

ikilisine sozde asimetrik metrik (veya asimetrik metrik veya T, —asimetrik metrik)

uzay adi verilir.

Tanimlardan da anlasilabilecegi gibi her metrik bir T, —asimetrik metrik, her T, —

asimetrik metrik asimetrik metrik ve her asimetrik metrik bir sozde asimetrik metriktir.
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Tamm 1.5.2. [68] (M, q) asimetrik metrik uzayinda
B, (X,€) ={xeM :q(x),x)< &}
olarak tanimlanan kiimeye X, merkezli ¢ yarigapl acik yuvar denir.

Her asimetrik metrik tamimli oldugu kiimede bir 7, topolojisi olusturulabilir. Bu

topolojinin bazi {Bq (xo,g) xeM,e> O} kiimesidir.

Lemma 1.5.3. [69] (M,q) asimetrik metrik uzaymda q asimetriginin iirettigi z,
topolojisi ile birlikte (M ,rq) topolojik uzayr T, —uzayidir. Eger (M,q) uzay1 T, -

asimetrik metrik uzay ise z, topolojisi T, uzaydir.

Lemma 1.5.4. [69] Her (M, q) asimetrik metrik uzay1 iin

a’(y.x)=a(xy)

seklinde tanimlanan eslenik fonksiyonu da M {izerinde bir asimetrik metrik belirtir.
o° (x,y)=maks{q(xy).a(y.x)}

ile tanimli q° fonksiyonu ise M {izerinde bir metriktir.

Bir M kiimesi tlizerinde her bir d metrigi alisilmis yontemle bir topoloji iiretir.
Dolayisiyla, M kiimesi iizerindeki bir d metriginin tirettigi topoloji M kiimesinin

a¢ik yuvarlarindan olusur. Bu topoloji 7z, ile gosterilecektir. Benzer sekilde (M ,q)

asimetrik metrik uzay1 verildiginde g™ eslenik asimetrik metrik kullamlarak M
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iizerinde bir bagka topoloji T tanimlanabilir. Ayrica q° metriginin trettigi topoloji

T, ile gosterilir.

Tamm 1.5.5.[69] (M, q) bir asimetrik metrik uzay ve {x,} bu uzayda tamml bir dizi
olsun. ze M i¢in

limq(z,x,)=0

n—o
ise {x,} dizisi z noktasma yakmsaktir (veya g — yakmnsaktir) denir. {x,} dizisi igin

limg®(z,x,)=0

N—o0

ise {x,} dizisi z, topolojisine gdre yakisaktir denir.

Lemma 1.5.6. [69] (M,q) asimetrik metrik uzayinda tammh bir {x,} dizisinin g°

yakmsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart hem (- yakmsak hem de g —yakmsak

olmasidir.

Asimetrik metrik uzaylarda Cauchy dizileriyle ilgili birgok farkli yaklasim vardir.
Reilly [70] asimetrik metrik uzaylarda Cauchy dizilerini asagidaki sekilde

siniflandirmastir.

Tamm 1.5.7. (M, q) bir asimetrik metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun.

a.  Ve&>0,3xeM,3keN,vm=>k i¢in q(x,x,)<e oluyorsa {x,} dizisine
sol g - Cauchy,
b. V&>0,3xeM,3keN,Vvm=>k i¢in q(x,,X)<e oluyorsa {x,} dizisine

sag q— Cauchy,



Ve>0,3k eN, vr,s>k i¢in q(x, X )<e& oluyorsa {x } dizisine q-
Cauchy,

Ve>0,3keN, Vvr,s, r>s>k i¢in q(x,,X )< oluyorsa {x,} dizisine
sag K —Cauchy,

Ve>0,3k eN, vr,s, r>s>k i¢in q(x,, X )<e oluyorsa {x,} dizisine sol

K —Cauchy,

dizisi ad1 verilir.

Tamm 1.5.8. [71] (M, q) asimetrik metrik uzayda tammli her

denir.

sol (sag) q— Cauchy dizisi q-yakinsak ise (M,q) uzayma sol (sag) ¢ —
tam uzay,

q— Cauchy dizisi - yakmnsak ise (M,q) uzayma ¢ —tam uzay,

sol (sag) q— Cauchy dizisi g™ —yakinsak ise (M,q) uzayma sol (sag) 17 —
tam uzay,

q— Cauchy dizisi g - yakinsak ise (M, q) uzayma 77 —tam uzay,

sol (sag) q— Cauchy dizisi q° —yakinsak ise (M,q) uzayma sol (sag) I1—
tam uzay,

q— Cauchy dizisi g° —yakmsak ise (M,q) uzaymna IT—tam uzay,

sol (sag) K —Cauchy dizisi q-yakinsak ise (M,q) uzayma sol (sag) K -
tam uzay,

sol (sag) K —Cauchy dizisi q'- yakinsak ise (M , q) uzayma sol (sag)
K —tam uzay,

sol (sag) K —Cauchy dizisi q° —yakinsak ise (M,q) ye Symth—tam uzay,



BOLUM 2. MODULER UZAYLAR

Bu boliimde modiiler uzaylarin genel 6zellikleri ile bu uzaylarda Banach daralma
donilistimii prensibinin genislemelerinden bahsedilmistir. Ayrica asimetrik modiiler
metrik uzayn temel 6zellikleri incelenmistir. Bunlara ek olarak Archimedean olmayan
ozelligi ile asimetrik modiiler metrik kavrami birlikte diisiiniilerek Archimedean
olmayan asimetrik modiiler metrik uzay tanimlanip bazi topolojik 6zellikleri

verilmistir.
2.1. Klasik Modiiler Uzaylar

Nakano [72] ilk olarak sirali uzaylar tizerinde modiiler uzay teorisini tanimlamustir.
Musielak, Orlicz ve Mazur [73-74] bu yapiy1 klasik modiiler fonksiyonlar iizerinde
genellestirmis ve temel teoremleri ispatlamiglardir. Bu tiir uzaylar analizin uygulama
alaninda genis yer kaplamaktadir. Bircok alanda genellestirmeleri mevcuttur. Ayrica
bu uzaylarin olasilik ve matematiksel istatistik alanlarinda da bir¢ok uygulamalar1
vardir. Khamsi [75-79] modiiler fonksiyon uzaylarinda ve modiiler uzaylarda Banach
daralma doniisiimii prensibinin genellestirmelerini ifade edip sabit nokta teoremleri ve

uygulamalari ile ilgili caligmalar yapmustir.

Tamm 2.1.1. [75] M keyfi vektor uzayr olsun. p: M —)[0,00) fonksiyoneli her

X,Y € M i¢in asagidaki sartlar1 saglasin.

o p(x)=0<x=0 drr,
05 Vo skaleri i¢in |0£|=1 olmak tizere ,O(OlX) =,O(X) dir,

o a,>0ve a+pB=1iken p(ax+py)<p(x)+p(y) dir.
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Bu durumda p fonksiyoneli (klasik) modiiler olarak adlandirilir. Eger (p;) sarti

!

Os - a,$20,se(01] ve a*+ B =1 iken p(ax+pBy)<a’p(X)+B°p(Y)

ile degistirilirse p fonksiyoneli s—konveks modiiler olarak adlandirilir. s =1 alinirsa

p fonksiyoneline konveks modiiler denir.

M, = {X eM:1—>0iken p(/lx) > O} seklinde tanimlanan M vektér uzayma

modiiler uzay denir.

Genelikle p alt toplamsallik 6zelligini saglamadigindan bir norm gibi diisiiniilemez

fakat

. (X
x|, =inf {a -0, p(;j < a}

ile tanimlanan F —normu ile iliskilendirilir. Eger p konveks modiiler ise

. (X
x|, =inf {0{ -0, p[;jgl}

seklinde tanimlanan norm fonksiyonuna ise Luxemburg normu adi verilir [75].

Lemma 2.1.2. [75] M | modiiler uzayinda

a. Her a,beR ve |a| < |b| olmak tizere her X e Mp icin p(ax)<p(bx) dir,

n
b. her a,..,a, R ve Zai:l olmak 1iizere her Xl,...,XneMp icin

i=1

p(zn:aixijs iZ::p(xi) dir.

i=1
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Tamm 2.1.3. [75] M | bir modiiler uzay p:M —>[O,oo) bir fonksiyonel olsun.

a. Her xeM  igin p(2x)<Kp(x) olacak sekildle K >0 sabiti varsa p

fonksiyoneli A, —tip sartin1 saglar denir.

b. p(2x)—>0 iken p(x,)—0 ise p fonksiyoneli A, —sartini saglar denir.

Tanim 2.1.4. [75] M modiiler uzay ve bu uzayda tammli {x,} dizisi i¢in eger

a. n—o iken p(x,—x)—>0 ise p—yakinsaktir,

b. n,m—o iken p(x,—x,)—>0 ise p—Cauchy dizisidir,
denir.

Tamm 2.1.5. [75] Eger her p —Cauchy dizisi p —yaknsak ise M modiiler uzay

L —tamdir denir.

£ modiiler fonksiyoneli tiggen esitsizligini saglamadigindan p —yakmsak olan dizi
genellikle p —Cauchy dizisi degildir. Bunun gergeklesmesi i¢in o fonksiyonunun

A, —sartin1 saglamasi gerekmektedir.

Tanim 2.1.6. [75] M | modiiler uzay ve S:M  — M  bir doniisiim olsun.

a. Egerher x,yeM  icin p(SX— Sy) < /I,o(x— y) olacak sekilde A <1 mevcut
ise S doniisimiine p —daralma doniisimii denir.
b. Eger her x,yeM  icin p(SX— Sy) < p(x— y) esitsizligi saglanirsa S

doniisiimiine o — genislemeyen doniisiim denir.
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Razani ve ark. [80] modiiler uzayda p —daralma doniisiimiinii genellestirmis ve

asagidaki sabit nokta teoremini elde etmislerdir.

Teorem 2.1.7. [80] M p—tam modiler uzay, o A,-sartini saglayan bir

fonksiyonel olsun. Her x,y e M | i¢in

pe(sx-Sy)) <y (p(1(x-)))

esitsizligini saglayan c¢>1 olan c,1 eR, sabitleri ve artan, alttan yar1 siirekli

fonksiyonu mevcut ise S: M — M  déniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir.

Giliniimiize kadar pek ¢ok arastirmaci tarafindan modiiler uzaylarda farkli sabit nokta

teoremleri ispatlanmistir [72-86].
2.2. Modiiler Metrik Uzaylar

Bu boliimde Chistyakov’un [40] 2010 yilinda tanimladig1 modiiler metrik fonksiyonu
ve bu fonksiyon yardimiyla tanimlanan modiiler metrik uzaym temel ozellikleri
incelenmistir. Ayrica, modiiler metrigin taniminda yer alan iiggen esitsizligi sartindan
daha giiglii bir sart olan Arhimedean olmayan 6zelligi ile yer degistirilerek Paknazar
ve De la Sen [87] tarafindan tanimlanan Archimedean olmayan modiiler metrik uzay
yapisindan bahsedilmistir. Uciincii boliimde Archimedean olmayan modiiler metrik

uzaylarda ilgi ¢ekici sabit nokta teoremleri ispatlanip bazi uygulamalar verilmistir.

Herhangi bir metrik negatif olmayan sonlu degerler alir. Yani, X ile y arasindaki

uzaklik

0<d(x,y)<w
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dir. M kiimesi tizerinde modiiler kavrami 6zel olarak fiziksel terimlerle dogal olarak

asagidaki gibi yorumlanabilir.

Sezgisel olarak bir kiime tizerindeki metrik, kiime iizerindeki herhangi iki nokta
arasindaki negatif olmayan sonlu uzaklig1 temsil ederken bir kiime iizerindeki x
modiileri de herhangi bir 4 >0 parametresi i¢in 4 zaman olarak diisliniildiigiinde

X,yeM igin

0<k,(xy)<owo

olmak tizere 4 zamaninda X ile y arasindaki hiz olarak yorumlanabilir.

Bu ¢alisma boyunca, M =@ ve «:(0,00)xM xM —[0,0] bir fonksiyon olmak

lizere VA>0 ve X,y eM ic¢in (4, X y)=x, (X y) gdsterimi kullanilmaktadur.

Tamm 2.2.1. [40] M bostan farkli bir kiime ve x:(0,0)xM xM —)[O,oo]

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasimn:

K. her 2>0 i¢in Xx=y < &, (X,y)=0 dur,
K, her >0 ve x,yeM i¢in x,(x,y)=x«, (y,x) dir,

k. her >0 ve x,y,2eM iin «,,, (X, ¥)<x, (X y)+x,(y,z) dir.

Bu durumda x fonksiyonuna modiiler metrik ve (M, x) ikilisini temsil eden

X, ¥ € M_ uzayma da modiiler metrik uzay denir.

M iizerinde x modiiler metrigi (x;) sartmn daha zayif hali olan

"X=y &k, (X, y) =0" sartim A >0 i¢in saglarsa x fonksiyonu regiilerdir, eger her

A, u>0ve x,¥,2eM igin
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K, (% 2)+ H

A+ l+yK”(Z’y)

Kl+,u (X7 y) <

ifadesini saglayan x fonksiyonu ise konvekstir denir.

Ornek 2.2.2. [42] (M,d) bir metrik uzay olsun. Her 2>0 i¢in x fonksiyonu
x, (%, y)=d(x,y) olsun. Buradan x fonksiyonunun modiiler metrik oldugu kolayca

goriliir.

Ornek 2.2.3. [42] (M, d) bir metrik uzay olsun. Her x,yeM ve 1>0 i¢in

ile tanimli k& fonksiyonu konveks modiiler metriktir.

Ornek 2.2.4. [42] (M, d) bir metrik uzay olsun. Her x,yeM ve 1>0 igin

0, ﬂ,<d(X,Y)
K (X y):{o, A=d(x,y)

seklinde tanimlanan x fonksiyonu M iizerinde konveks modiilerdir.

Ornek 2.2.5. [42] M bir reel lineer uzay ve p: M —>[O,oo) bir fonksiyon olsun. Her

A>0ve x,yeM i¢in
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seklinde tanimlanan x fonksiyonunun (konveks) modiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sart © nun bir klasik (konveks) modiiler olmasidir.

Paknazar ve De la Sen. [87] modiiler metrik uzaym (x,) sartin degistirerek

Archimedean olmayan modiiler metrik uzay1 tanimlamiglardir.

Yukaridaki modiiler metrik taniminda (&) 6zelligi
K YAu>0ve xy,zeM icin k0, 0 (X Y) <K, (X Y)+x,(Y.2)
sart1 ile degistirilirse, M, uzayma Archimedean olmayan modiiler metrik uzay denir.

Ornek 2.2.6. [87] M =R? olmak iizere x: M xM — (0,0) fonksiyonu her >0

i¢in
K, ((Xv XZ)’(yl’ y2)):%(|xi_ y1|+|X2 _y2|)

ile tanimlansi. x fonksiyonu M {izerinde Archimedean olmayan modiiler metrik

fonksiyonudur.

Tamm 2.2.7. [42] M, modiiler metrik uzay, Ac M _ ve {fn}neN bu uzayda bir dizi

olsun. Bu durumda

a. {fn}neN dizisinin £ e M _ noktasma x —yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart her A >0 igin n — oo iken &, (fn,«f) — 0 olmasidr.

b. Her 2>0 icin nm—>o iken k,(&,,&,)—>0 ise {£} . dizisine x—

Cauchy dizisi denir.
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c. x—yakmsak bir dizinin limit noktas1 A alt kiimesine ait ise A kiimesi x—
kapali olarak adlandirilir.

d. Eger A kiimesinde her x—Cauchy dizisi x—yakinsak ise A tamdir.
e. Her 1>0 igin §K(S)=sup{/<)b(§,r7);§,neM}<oo ise A kiimesine x—

siirli kiime denir.

Tanim 2.2.8. [42] M _ modiiler metrik uzay ve S:M_— M_ bir doniisiim olsun. Eger

limx, (&,,6)=0 iken limx, (S&,,S&)=0 ise yani {&,} dizisi & noktasina yakinsak

iken {S¢&,} dizisi S¢ noktasina yakinsak ise S doniisiimiine & — siireklidir denir.

2011 yilinda Mongkolkeha ve ark. [88] ilk defa olarak modiiler metrik uzaylarda
asagidaki daralma doniisiimiinii kullanarak doniistimiin bir tek sabit noktaya sahip

oldugunu gostermislerdir.

Tanim 2.2.9. [88] M _ modiiler metrik uzay ve S: M, — M _ bir doniisiim olsun. Her

A>0ve x,yeM_ icin
K, (Sx, Sy)<ai, (X, y)

esitsizligi saglanacak sekilde & € [0,1) sabiti varsa S doniisiimiine daralma doniistimii

denir.
Son yillarda modiiler metrik uzaylar sabit nokta teorisi tlizerinde ¢alisan

arastirmacilarin dikkatini ¢ekmistir ve bunun sonucu olarak pek cok sabit nokta

teoremi ve uygulamast literatiire kazandrilmigtir [89-95].
2.3. Asimetrik Modiiler Metrik Uzaylar

Bu béliimde Girgin ve Oztiirk [96] tarafindan tanimlanan asimetrik modiiler metrik

uzaylar ve 6zelliklerinden bahsedilmistir. Ayrica asimetrik modiiler metrikten daha
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genel olan Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay yapismin temel
ozellikleri verilmistir. Ayrica bu uzayda daha 6nce ¢alismamig sabit nokta teoremleri

elde edilip bu teoremlerin bazi uygulamalar1 dordiincii boliimde verilmistir.

Tanmm 2.3.1. M bostan farkli bir kiime ve Q Z(O,OO)X MxM — [0,00] bir doniisiim

olsun. Eger her m,n>0 ve &,7,veM i¢in Q doniigiimii

Q. Q.(ém)=0e=¢=n,
QZ' Qm+n (5177) < Qm (5"/)+Qn (V’n)

sartlarin1 saglarsa Q donilisimiine M {izerinde asimetrik modiiler metrik ve
MQZ:(M,Q) ikilisine de bir asimetrik modiiler metrik uzay denir. Eger Q

doniisiimii (Q,) sart1 yerine

*

Q. Q,(&&)=0,her m>0ve £eM

sartm1 saglarsa Q doniisiimiine asimetrik pseudo modiiler metrik, M, uzayma da

sO0zde asimetrik modiiler metrik uzay adi verilir. Q doniisiimii (Ql) sart1 yerine

Q,. bazi m>0i¢in Q,(&,7)=0=&=7

sartmi saglarsa M, uzayma regiilerdir denir. Son olarak Q doniisiimii her m,n>0 ve

EnveM icin

il Qm+n (é:,l/)-i'

m+n m+n

Q4' Qm+n (5’ 77) < Qm+n (V’ 77)

sartin1 saglarsa Q doniistimiine konvekstir denir.
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Tanim 2.3.2. Yukaridaki tanimda (Q,) sartr ile

Q.. her mn>0 ve &7n,veM igin Qmaks{m'n}(é,n)SQm (&.v)+Q,(v.n)

sart1 yer degistirirse M, uzayma Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik

uzay denir.

(Qs) sarti (Q,) sartiu sagladigindan her Archimedean olmayan asimetrik modiiler

metrik uzay asimetrik modiiler metrik uzaydir.

Ornek 2.3.3. M = [O,OO) ve Q doniisiimii

§-n
Qn(&m)=4 m '
1, &<noise

E>n ise

seklinde tanimlansn. Bu durumda, M, asimetrik modiiler metrik uzay fakat modiiler

metrik uzay degildir.

Simdi asimetrik modiiler metrik uzaylarin bazi 6zellikleri verilecektir.

Q asimetrik modiiler metrik olmak iizere Q,;l(é,n)=Qm (77,5) ile verilen Q'

donitisiimii asimetrik modiiler metrigin eslenigi olarak tanimlanir.

Eger Q, T, —asimetrik modiiler metrik fonksiyonu ise Q% =Q ™" UQ yani

Qr (&) =max{Q, (£7),Q, (7€)}

ise QF bir modiiler metrik fonksiyonudur.
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Tamm 2.3.4. M, asimetrik modiiler metrik uzay olsun. Eger m>0ve r >0 i¢in

By (£:1)={neMy:Q, (&) <r} ve By[&,r]={neMy:Q, (&n)<r}

olacak sekilde x e M, mevcut ise B, (&,r) ve B, [£,r] kiimelerine sirasiyla agik ve

kapali yuvar adi verilir.

Her asimetrik modiiler metrik taniml oldugu kiimede bir 7, topolojisi olusturur. Bu

topolojinin bazi {BQ (XO,S) xeM,e> 0} kiimesidir.

Tamm 2.3.5. {gfp} dizisi M, asimetrik modiiler metrik uzaymnda & e M, noktasina

yakinsasin. Bu durumda

a. &, —>&eQ, (f,é‘p) — 0 ise {é‘p} dizisine ¢ noktasma Q —yakinsaktir
veya soldan yakinsaktir denir.

b. & —»>&eQ, (ép,é) —0 ise {é‘p} dizisine & noktasna Q" —yakmsaktir
veya sagdan yakinsaktir denir.

c. Q, (§,§p) —0 ve Q, (§p,§) —0 ise {ép} dizisine ¢ noktasna QF —

yakinsaktir denir.

Tamm 2.3.6. M, asimetrik modiiler metrik uzay ve {§p} bu uzayda bir dizi olsun.

a. Eger her £ >0 sayisina karsilik bir p, € N sayis1 p>k > p, ozelligindeki
her pkeN ve m>0 icin Q,(&.&,)<e (Qm(rfp,gk)<g) olacak sekilde
bulunabiliyorsa {fp} dizisine soldan (sagdan) Q — K —Cauchy dizisi denir.

b. Eger her ¢ >0 i¢in sayisma karsilik bir p, € N sayis1 p,k > p, ozelligindeki
her p,keN ve m>0 i¢in Q, (fk : fp)< ¢ olacak sekilde bulunabiliyorsa

{¢,} dizisine Q —K — Cauchy dizisidir denir.
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c. Her soldan Q-K —Cauchy dizisi Q—yakinsak ise M, uzayma soldan
Q — K —tam uzay denir.
d.  Hersoldan Q- K —Cauchy dizisi Q% —yakinsak ise M, uzayma Q—Symth

tam uzay denir.

e. MQE tam modiiler metrik uzay ise M, uzayma Q —bitam uzay denir.

Onerme 2.3.7. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay ve bu

uzayda {x,} bir diziolsun.

a. Eger {x,} dizisi xeM, noktasma Q-yakinsak ve Y noktasma Q' —
yakmsak ise Q, (x,y)=0 dur.

b. Eger {x,} dizisi xeM, noktasma Q-yakmsak ve Q,(y,x)=0 ise {x}

dizisi Y noktasina Q —yakinsaktir.

Tamm 2.3.8. M, asimetrik modiiler uzaym topolojisi 7, ve xeM, olsun. Bir
V M, kiimesine X noktasmin bir 7, —komsulugu denir. Ayrica, X € M, noktasmnin
komsuluklar ailesi S(X) olmak iizere V GS(X) olmas1 icin gerek ve yeter sart

B, (X,r) =V olacak sekilde en az bir r >0 sayisinin olmasidur.

Tamim 2.3.9. M, asimetrik modiiler metrik uzay ve G < M, bostan farkl bir kiime
olsun. Her xeG i¢in B, (X, r) c G olacak sekilde r =r, >0 sayis1 varsa G kiimesine

Ty —agik kiime denir.

Eslenik asimetrik modiiler metrik uzay (Q’l) kullanilarak bir diger z_, topolojisi elde

edilir. Ayrica, modiiler metrik (QE) tarafindan iiretilen topoloji Toe topolojisidir.
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Bitopolojik uzay kisaca 7, ve 7_, topolojileri ile donatilmis bir T kiimesidir ve

ot

(T 1 Tg1 T ) tcliisii ile gosterilir.

Asagida asimetrik modiiler metrik uzaylarda ilk olarak tanimlanan bitopolojik

uzaylara 6zel bir tanimdan bahsedilmistir.

Tanim 2.3.10. (MQ,TQ,TQ,l) bitopolojik uzay olsun. Eger her bir farkli s,te M,
noktalar1 igin s noktasmn bir U 7, —komsuluu ve t noktasmin bir V o1~

komsulugu U AV =@ olacak sekilde meveut ise (MQ,TQ,TQ,I) bitopolojik uzaymna

ikili (pairwise) Hausdorff uzay1 adi verilir.

Onerme 2.3.11. Eger M,, bitopolojik uzay1 ikili Hausdorff ise 7, ve Ty topolojileri

T, —uzayidir.

Onerme 2.3.12. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay olsun.

a. BQ (X, I’) agik yuvari 7, —agik kiime ve BQ [X, r] kapali yuvari Ty —kapalidir.
Ayrica, B . (X,r) < By(x,r) ve B (x,r)c B,.(x,r) dir.

b. Toe topolojisi 7, ve Ty topolojilerinden daha incedir.

c. Her 7—agik (kapal) kiime Toe —acik (kapali) kiimedir. Ayni1 6zellik Ty

topolojisi i¢inde gegerlidir.

Modiiler metrik uzaylardan farkli olarak asimetrik modiiler metrik uzaylarda iki farkl

uzaklik fonksiyonu tanimlanmaktadir.
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Tamm 2.3.13. M, asimetrik modiiler metrik uzay, Ac M, bostan farkli bir kiime,

Xe MQ ve m>0 olmak lizere

Q, (X, A)=inf{Q, (x,y):y e A}
Q, (A x)=inf{Q, (y,x):y e A}

seklinde tanimlanan fonksiyonlara sirasiyla soldan ve sagdan uzaklik fonksiyonu

denir.

Onerme 2.3.14. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay, Ac M,

bostan farkli bir kiime olsun. Bu durumda,
Q. (% A)=Q7 (X A)
dir.

Onerme 2.3.15. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay, Ac M,

bostan farkli bir kiime, x,X € M, ve m>0 olsun. Bu durumda,

Qn (% A)<Q, (%X )+Q, (X" A)
ve
Qn (AX)<Q, (A X)+Q,(x",x)

dir.



BOLUM 3. ARCHIMEDEAN OLMAYAN MODULER METRIK
UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORISi VE
UYGULAMALARI

Bu boliimde ti¢ farkli tip daralma doniisiimii kullanilarak Archimedean olmayan
modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ve uygulamalar1 elde edilmistir.
Birinci kisminda Suzuki ve Berinde doniistimleri ile o —ge¢isli doniistimler ve 6 —

daralma déniisiimleri birlikte diisiiniilerek sabit nokta teoremleri ispatlanmustir. Tkinci

kisimda (a, ,B)—gegisli doniistim ¢ifti ile simiilasyon fonksiyonu kullanilarak ortak

sabit nokta teoremleri ve sonuglar1 verilmistir. Uglincii kisimda o — gegisli doniisiim
ile kapal1 daralma doniisiimii bir araya getirilerek sabit nokta teoremleri elde edilmistir.
Dordiincii kisimda elde edilen bu sabit nokta teoremlerinin bazi uygulamalari

gosterilmistir. Bu boliim boyunca x fonksiyonu regiiler, konveks ve her & e M_ ve

A>0 i¢in &, (&, S&,) < olarak kabul edilmistir.

3.1. Suzuki - Berinde Daralma Déniisiimleri icin Sabit Nokta Teorisi ile Tlgili

Sonuclar

Tanmm 3.1.1. M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay, S,T:M_—M_ iKi

doniisim ve o1 M_xM_—[0,0) bir fonksiyon olsun. Her &,7e M, i¢in

%min {Kﬂ (£,S¢).x, (77,T77)} <k, (&n) =
(3.1)
a(En)o(seTn)<[0(P(&n)] +LE (&),
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P(cm)= maks{rq(é,n),m(f,sﬂ,m(n,m), A ’Tﬂ);n(n,sef)}

E(&n)=min{x, (£,S¢),x,(&Tn) x, (1,58)},

ifadelerini saglayan @ ® fonksiyonu, k (0,1) ve L >0 sabitleri mevcut ise S ve

T donistimleri genellestirilmis « — & — Suzuki—Berinde daralma doniisiimii olarak

adlandirilir.

Teorem 3.1.2. M, «x—tam Archimedean olmayan modiler metrik uzay,

SST:M_—>M_ genellestirilmis o —6&— Suzuki—Berinde daralma donisimleri

olsun. Asagidaki ifadeler saglansin:

a. (S,T) ¢ifti genellestirilmis o — gegisli doniisiim ¢iftidir,
b. a(&,5&) =1 ve a(S&,, &, )>1 olacak sekilde & € M vardrr,

C. S ve T doniistimleri x — siireklidir,

d. a(év)=1lve a(v,n)=lise a(&,n)=1 dir
Budurumda S ve T doniisiimleri M uzayinda ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: (b) ozelliginden «(&,,S&)>1 ifadesini saglayan & € M, keyfi bir eleman
olsun. S&, =& ve T¢ =&, olan &,& € M_ vardir. Bu sekilde devam ederek her

neN i¢in

§2n+2 :T§2n+l’ §2n+l = Sé:Zn’ (3-2)
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ifadesini saglayan {& } dizisi tanimlansmn. (@) sartindan (S,T) cifti genellestirilmis

a —gegisli doniigiim ¢ifti oldugundan «(&,S¢&))>1 ve a(S&,.&,)=1 saglanr.

Buradan

a(é:l’gz) = a(Sgo’T'fl) >1

ve

a(‘§21§1):a(T§118‘§o’)21

dir. Ayrica a(&,,&)=a(TE,SE,)21 ve a(&,&,)=a(SE,,TE) =1 olur. Benzer

sekilde devam edilerek her neN igin

a(é:n’é:nJrl)Zl ve a(‘fml’é:n)Zl (33)
bulunur.
%min {Ki (§2n’ Sé:Zn)’K/l (§2n+l’T§2n+l)} <K, (§2n ' §2n+l) (3.4)

olsun. Eger &, (&, S&5) <&, (Sonias Téonn ) 58

%min {Ki (égznvsén)”(/1 (52"*1’1-52”*1)}

1 .
ZEmm{K;L (§2n’§2n+l)’Kl (§2n+1’§2n+2)} (3.5)

:%K‘l (gzn!é:2n+l) <K, (§2”’§2”+1)
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olur. Eger &, (&pni1s T ot ) <K, (E5nr SE,p ) iSE

%min {Ki (§2n’S§2n)1K,1 (§2n+l’T§2n+l)} = % min {Kﬂ. (§2n"§2n+1)1’(/1 (§2n+11 Sone2 )}

1

= E K, (§2n+1’ §2n+2) < %Kl (§2n ' §2n+1) <K, (§2n ) §2n+1) (3.6)

elde edilir. Boylece, (3.5) ve (3.6) ifadelerinden (3.4) iddias1 dogrudur. S ve T

o — 6 — Suzuki— Berinde daralma doniisiimii oldugundan

9(’(/1 (§2n+1’ Sonsz )) = H(Kz (Sé:Zn ’T§2n+l))
a(§2n'§2n+l)0(’(1 (S§2n1T§2n+1)) (3.7)

[0(P (& &n))] +LE(EnEna).

IA

IA

P(§2n 1 §2n+1) = makS{Kl (gzniégznu) LY (é:Zn ' S&on ) LY (§2n+1’T§2n+1)'
K/i (§2n ’T§2n+l) + Kﬂ (§2n+l' S§2n )}

2

= makS{K/l (é:Zn ’ §2n+1)’K/1 (§2n , §2n+1) 1K (§2n+11 Sons2 )’

K/l (§2n ' §2n+2 ) + KA (§2n+17 §2n+1)}
2

(3.8)

= makS{K/l (é:Zn ' §2n+1)’K/1 (§2n ) §2n+1) 1K (§2n+11 Soni2 )’
K naks{4,4) (§2n 1 Sons2 ) TK; (§2n+l! §2n+l)}

2

< maks {Kﬂ (§2n , §2n+1) K (§2n+1' Sone2 ) '

K; ('fzn ' §2n+1) + K, (égznw Sons2 )}
2

= maks {Ki (§2n ) §2n+l) 1K) (§2n+1’ §2n+2 )} !



ve

E (éfzn , 682n+1) = min {KA (é:Zn ' S‘on) 1K (§2n 'T§2n+l) 1K (§2n+1’S§2n)}
=min {Kﬂ (égzn , §2n+l)’K/1 (§2n ' Sonsa ) LY (§2n+1v ‘§2n+1)}
=min {K/i (§2n7§2n+l)’K/1 (§2n"§2n+2)’0} =0

elde edilir. neN i¢in

makS{Kﬂ (é:Zn , §2n+1) LY (§2n+1’ Sons2 )} =K; (‘fznw §2n+2)

olarak kabul edilirse, (3.8) ve (3.9) ifadelerinde (3.7) esitsizliginden

9(’(/1 (§2n+1’ ‘§2n+2 )) < [6(1{/1 (§2n+l’ §2f1+2 )):Ik

bulunur. Buradan da

N[0k, (&0 G2n.2)) | <KIN[O(, (G010 E202))

elde edilir ki bu ise k € (0,1) oldugundan bir ¢eliskidir. Yani, neN i¢in

P (§2n ) ‘§2n+1) =K, (é:Zn ) §2n+1)

dir. Boylece (3.7) ifadesinden

‘9(7(/1 (égznw Sonva )) < [‘9(’(& (‘on ' §2n+l)):|k < e(Kﬂ (52” ' 982”*1))

dir. Benzer sekilde

9(’(/1 (§2n ) ‘§2n+1)) < ‘9(’(& (§2nfl’ San ))

47

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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dir. (3.10) ve (3.11) esitsizliklerinden her neN i¢in

0, (&0:60n)) < O(x,(,.600)) (3.12)
dir. n — oo i¢in (3.12) ifadesinden limit alinirsa

0(x,(&,.8,.))—>1 (3.13)

bulunur. Her ne N i¢in Lemma 1.3.38’den

IimKi (én’gm—l)zo (314)

N—o0

olur. {&,} dizisinin x —Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesi igin {&,,} dizisinin x—
Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesi yeterlidir. & >0 i¢in n, >m, >k olan {m,} ve

{n.} dizileri
K, (§2nk’§2mk)2‘9 Ve K, (§2nk—1’§2mk)<g (3.15)

ifadelerini saglayacak sekilde var olsun. (3.15) esitsizliginden ve (x,) ozelliginden

€= K, (é:an ’éka ) = Kmaks{/l,ﬂ} (é:Znk ’§2mk )
<K, (ézznk 1§2nk—l) + K, (§2nk—l! é:ka ) (3.16)
<&+ Ki (éan 7§2nk—l)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte kK — oo i¢in limit alinirsa

M, (&, Eom, ) =¢ (3.17)



olur. Ayrica, tekrar (3.15) ifadesi ve (x,) 6zelligi kullamlirsa

K (G Eom, ) = Koaispiy (G20 Em, )
<1, (&m0 Em ) 55 (S 2 om )
=1, (G o1 & )+ Kooty (Son s Eom, )
<K (Gonar€an, ) +5 (G 0
+1, (&1 %om, )
<5, (S En )50 (& 1S 1) 6

ve

K (Eamss Eancn) = Knasy (Eamss o)
<K, (S 10Gom ) 53 (G 1 Em 1)
SCR P ER
<K, (Em 1 Em )+ 55 (Em 1)
L (-
=1, (Em 1 Em, )+ 55 (Em En 1)
Koy (Eom s om )
<5 (Gam 106, )45 (G20 6om, )
5, (G 16 )+ (G 1 Gt
<6+K, (Gon16m )+ 51 (G 6on )
+5, (G G )

ve

49

(3.18)

(3.19)
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63 (o Eom 1) = Ko (G2 Gom 1)
<16, (& 16 1) 452 (G 16m )
=5, (G Gon 1) ey (G 106am 1) (3.20
<K, (&1 a) + 50 (G100 Eom )
+5, (& Som 1)
<e+ 8, (& 1ot )+ (S 1o 1)

elde edilir. (3.3) ifadelerinden her ne N icin &(&,, &, 1) 21 Ve a(&, 1.5, ,)21

dir. Hipotezdeki (d) sartindan a(fmk,fmkfz)zl elde edilir. Benzer sekilde devam

edilerek n, >m, icin

(& & 1) 21 (3.21)
bulunur.

Smin{i, (6186 )2 (G 1T 1)} 5 (G )

olsun. Eger

%min {Kz (onk : Sé:z”k )1’(/1 (ggmk_lanzmk_J} > K (QZan , §2mk—l)

= % min {Ki (§2nk , ‘§2nk+1) 1K (é:ka—l’ Som, )} > K, (§2nk ’(;:ka—l) (3.22)

ise (3.22) ifadesinde k — oo igin limit alinirsa (3.14) ve (3.20) esitsizliklerinden & <0

celiskisi elde edilir. Buradan
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%min {Ki (§2nk +SSon, )1’(/1 (‘§2mk—1!T§2mk—1>} <K, (§2nk , é:ka—l)
olur. Tanim 3.1.1°de verilen (3.1) esitsizliginden

9(’{/1 (éznkw §2mk )) = 9(’{4 (S§2nk 'Té:ka—l))
< a(§2nk lgzmk—1)9(’f/1 (S§2nk ’Téjka—l)) (3.23)

< [H(P(énk ,ggzmkl)ﬂk +LE (égznk ’§2mk—l)’

P(§2nk '§2mk—1) = maks{’% (§2nk ’é:zmk—l) 1K (§2nk +SSon, ) ’

K (§2mk—l’T‘§2mk—l)7

K, (é:z”k ’T§2mr1) K, (§2mk—l’ Sank )}
2

= maks{K/l (ézznk ’§2mk—1)’Ki (§2nk 7§2nk+l)’ (3.24)

K/l(g2 71,932 ),Kz(étznk’ézmk)‘i'lfl(émk1’§2nk+1)}

2

ve

E(é‘an ’§2mk—l) =min {Kz (éan 1 SSan, )1’(/1 (é:an ’T‘§2mk—1) 1K (é:ka—l’ SSan, )}

=min {K/l (§2nk ’§2nk+1) K (§2nk ’§2mk ) 1K (éka—l! §2nk+1)} ' (3.25)

dir. (3.17), (3.18), (3.19), (3.20), (3.23), (3.24) ve (3.25) esitsizliklerinde k — oo i¢in

limit alinirsa

0(s)<[6(s)]



52

elde edilir ki bu da k €(0,1) oldugundan bir ¢eliskidir. Boylece {&,,} dizisi x—
Cauchy dizisidir. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay

oldugundan n — o i¢in «, (&,,u) — 0 olacak sekilde ue M _ vardur.

Simdi ise U noktasinin S ve T donilisimlerinin ortak sabit noktasi oldugu

gosterilecektir. N — oo i¢in &, (&,,,u) —>0 ve S dénisiimii & —siirekli oldugundan

ise N — oo igin
K, (‘§Zn+1’u) =K, (Sé:zmsu) —0

olur. Buradan n— oo i¢in &,,,, = Su bulunur. n - o i¢in &,.,, — U oldugundan ve

limitin tek olmasi gerektiginden Su =u olmalidir. Benzer sekilde

lim «, (u’§2n+1) =0

N—o0

dir. T doniisimiiniin x—siirekli olmas1 o6zelliginden nNn— oo igin limit alinirsa

K, (U,&n,2) =5, (Tu, TS, ) >0 elde edilir. Fakat limx, (&,,,,,u) =0 oldugundan

ve limitin tek olmasi gerektiginden Tu =u olmalidir. Dolayisiyla u noktast S ve T

donisiimlerinin ortak sabit noktas1 olarak bulunur.

S ve T doniisiimlerinin x —siireklilik sart1 kaldirarak yerine asagida verilen daha

zayif bir sart kullanilarak ayni sonug elde edilir.

Tanim 3.1.3. (H) OZELLIGI: M, Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve
a:M_xM_—[0,0) bir fonksiyon olsun. Her neN i¢in «(&,.&,,)=1 ve

a(&,.1,&,) 21 dzelliklerini saglayan {& } dizisi 2>0 i¢in

rI]LrDOKi (gn’g)zo
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ifadesini saglasin. Bu durumda, her k e N i¢in {£ } dizisinin

(&, &)zl ve a&& )21
olan {£, | alt dizisi vardur.

Teorem3.1.4. M, k—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay, (S,T) ikilisi

asagidaki Ozellikleri saglayan genellestirilmis o —&— Suzuki—Berinde daralma

doniisiimii olsun.

a. (S,T) genellestirilmis o —gegisli doniisiim ¢iftidir,
b. «(&,,S&)=1 ve a(S&, &) =1 olacak sekilde & € M vardr,
c. (H) dzelligi saglanr,

d a(&v)21ve a(v,p)=lise a(&n)=1 dir.
Bu durumda, S ve T doniisiimleri M_ uzayinda ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 3.1.2°den {& } dizisi x—Cauchy dizisidir ve ueM,_ noktasina

yakinsaktir. Ayrica, (3.3) sart1 saglanmaktadir ve (H) ozelliginden her k eN i¢in
(&, u)21ve a(u,&, ,)>1 ifadelerini saglayan {£ | alt dizisi vardir. Her k >0

icin
%min{@ (&8, )5, (u,Tu)} <, (&, .0)

olsun. Tersine,

NN N EEN
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almirsa

%min {K’l (§2nk +S&on ),Kﬂ (u,Tu)} > K, (conk ,u)
:%min {6, (o) o6, (T} > 1 (£, )
olur. k — o i¢in limit alinirsa geligki elde edilir. (3.1) ifadesinden

0(xc, (&, TU)) = 0(, (S, . TU))
< (& u)0(x; (8&,, . Tu)) (3.26)

< [Q(P(fm ,u))}k +LE(&,.u),

P(fznk,U)—maks{m(ém,U)«ﬂ(énk,saszm),Kﬂ(u,m),Ki(fzan“);’%(“’sznk)}

= makS{Kl (é:an ’u)’KA (gznk ’§2nk+l)’K/1 (U,Tu)’ ~ (gznk ’TU)—;KA <U7§2nk+l)} (3'27)

ve

E(é:an ’u) =min {Ka (§2nk 1 SSan, )1’(/1 (égznk ’Tu)”(/l (u’ SSon, )}

=min {K/I (S‘Zznk ’§2nk+1)’Ki (§2nk 'Tu)”fz (U, §2nk+1)} (3.28)

elde edilir. (3.26), (3.27) ve (3.28) ifadelerinde k — oo igin limit alinirsa

0(x, (uTu))<[0(x, (u,Tu))]k <6(x; (u,Tu))
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elde edilir ki bu da bir geliskidir. Boylece, u=Tu, yani u noktasi T doniisiimiiniin

sabit nokta olarak bulunur. Benzer sekilde,

Smin i, (6,SU), K, (G 20T 1)} <5 (06 )

olsun. Eger

%min{,cl (U,SU), %, (& 10T )| > 2 (U G )

ise

i, (0,50), 5, (60 Ty 1)} >, (4.6 )

= min i, (6,SU), 5, (G 06 )} 2 (U )

ve K — oo i¢in limit aliirsa tekrar geliski elde edilir. Dolayisiyla,

%min {K‘i (u,Su),x;, (énk_l,Ténk_l)} <K, (U, §2nk—1)

olmalidrr. (3.1) ifadesinden

( )
<a u’§2nk71)‘9(’(,1(SU’TQZanfl)) (3.29)
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P(u1§2nk71) = makS{Kz (U, §2nk—1)’K/I (u,Su),x, (éan—llTé:an—l)a

K3 (U,Tg‘anfl)—l-Ki (éan—l’ Su)}
2

= maks {K‘l (U, 1), (U,SU), 5, (5 116, ),
o (T B Y P Su)} (3.30)

2

ve

E(u, §2nk_1) =min {Kﬁ (u,Su),x, (u,Tonk_l),/cﬂ (§2nk_1, Su)}

= min{xi (u,SU), &, (U )1, (G Su)} (3.31)

oldugundan (3.29), (3.30) ve (3.31) ifadelerinde kK — oo limit alinirsa

0(x, (Su.u))<[6(x, (Su,u))]k <0(x, (Su,u)),

celigkisi elde edilir. Boylece u=Su, yani u noktast S doniisiimiiniin sabit noktas1
olarak bulunur. Bu durumda S ve T doniisiimleri M _ uzaymnda ortak sabit noktaya

sahiptir.

Teorem 3.1.2 ve Teoerem 3.1.4°de doniisiimlerin ortak sabit noktasinin varligi icin
yeterli sartlar verilmis olup bu sartlar ortak sabit noktanin tekligi i¢in yeterli sartlar
degildir. Doniistimlerin ortak sabit noktasinin tekliginin elde edilebilmesi i¢in asagida

tanimlanan 6zellige ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tamm 3.1.5. (U) OZELLIGI: M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay,

S, T:M_— M_ iki doniisiim olsun. Her X,y € Fix(S,T) i¢in ar(x,y)>1 dir.
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Teorem 3.1.6. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay, S ve T

genellestirilmis o —@— Suzuki—Berinde daralma donisiimleri olsun. Asagidaki

sartlar1 saglayan S ve T doniisiimleri M_ uzayinda tek ortak sabit noktaya sahiptir.

i

(S,T) genellestirilmis o — gegisli doniisiim ¢iftidir.
b. (&, 8&)=1ve a(SE,,&)=1 olacak sekilde & € M, vardur.

c. S veT donisiimleri x—siirekli veya (H) ozelligini saglar.

e

Eger a(&,v)21 ve a(v,n)=1ise a(&n)=1 dir.

e. S veT donisiimleri (U) 6zelligini saglar.

Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.4°de u noktasmm S ve T ddniisiimlerinin ortak
sabit noktasi oldugu gosterildi. Simdi ise U noktasinin tek ortak sabit nokta oldugu

gosterilecektir. Tersine, W e M, noktasi diger bir ortak sabit nokta olsun. Yani u =w

ve w=Sw=Tw olsun. Buradan
%min{zcl (u,Su),x, (W,TW)}SKi (u,w),

ve a(u,w)>1 dir. Dolayisiyla (3.1) ifadesinden

0(x, (u,w)) =6(x, (Su,Tw))
<a(u,w)6(x; (Su,Tw))
<| 6(P(u ] +LE(u,w),

P (u,w)=maks{x, (u,w),x, (u,Su),x, (w,Tw), K, (W,Tu)vztzcﬂ (u,Sw)}

~ Kk, (U, W)+, (u,w)
= maks{x, (u,w),0,0, 5 }

=k, (u,w)
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ve

E (u,w)=min{x, (u,Su),x, (u,Tw),«, (w,Su)}

=min{0,x, (u,w),x, (w,u)}

olur. Buradan

0(x. (uw)) <[ 6(x, (uw)]

elde edilir ki bu ise k €(0,1) olmasi ile gelisir. Bdylece u=w olmalidir. Yani S ve

T doniistimlerinin M _ uzaymda ortak sabit noktas tektir.

Asagida, Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.1.6’dan elde edilen bazi sonuglar

verilmistir.

Sonu¢ 3.1.7. M_ «x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve
S,T:M_— M_ iki doniisiim olsun. #€®, ke(0,1) ve L>0 iken her £neM,

icin
a(£,1)0(x, (3£,Tn))<[0(P(&.m))| +LE(¢.n)

esitsizligini saglayan S ve T doniisiimleri asagidaki sartlar1 da saglarsa M, uzayinda

ortak sabit noktaya sahiptir.

a. (S T ) genellestirilmis o —gecisli doniisim ¢iftidir.

b. a(&,S&)>1 ve a(S&, &) =1 olacak sekilde & € M vardur.
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c. S veT doniisimleri x—siirekli veya (H) ézelligini saglayan
doniistimlerdir.

d. Eger a(&,v)>1 ve a(v,n)=1ise a(&,n)=1 dir.

Sonu¢ 3.1.8. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

S,T:M,_ — M _ ikidéniisiim olsun. € €® ve L >0 olacak sekilde her £,7 €M, icin

%min{/cl(f,Sé),Kl(n,Tn)}SKi(cf,n) iken a(&m)0(s&Tn)<[0(P(£m))]

ifadesi saglansin. Asagidaki sartlari saglayan S ve T doniisimleri M uzayinda ortak

sabit noktaya sahiptir.

a. (S,T) genellestirilmis & — gegisli doniisiim ¢iftidir.
b. (&, 8&)=1ve a(SE,,&)=1 olacak sekilde & € M, vardur.
c. S veT donisiimleri x—siirekli veya (H) ozelligini saglayan

doniisiimlerdir.

d. Eger a(&,v)21 ve a(v,n)=1ise a(&n)=1 dir.
Ispat: Teorem 3.1.2°de L =0 alinirsa ispat elde edilir.

Eger S=T, n(&,n)= min{lcﬂ (&£,8¢).x,(¢£,51) .k, (77,85)} ve

m(&.n)= maks{’%(5177),’9(5185),@(77,877), "1(5’577);&(77,85)}

olarak alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonu¢ 3.1.9. S doniisimi M, x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik
uzayimndan kendi iizerinde taniml bir doniisiim ve her &,7e M, i¢cin 0 ®, k €(0,1)

ve L>0 icin
%Kl(‘f,Sf)SKi(én) iken a(g,n)e(g(sg,sn))g[e(m(g,n))]k+|_n(§,;7)

ifadesini saglasin. S doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa M_ uzayinda tek sabit

noktaya sahiptir.

a. S lggensel a —gecisli doniistimdiir.
b. a(&,S&)=1 olacak sekilde & e M vardur.

C. S doniisiimii x— stireklidir.

d. Her &,neFix(S) i¢in a(&,77)>1 dir.

Sonu¢ 3.1.10. M_ x—tam Archimedean olmayan modiler metrik uzay ve

S:M_— M_ bir doniisiim olsun. #® fonksiyonu, k €(0,1) ve L>0 sabitleri ile

her £,neM_ icin

a(£,1)0(x, (3¢,5n))<[0(m(£m))] +Ln(&m)

esitsizligi saglansin. Ayrica,

a. S tlggensel o —gecisli doniisiimdiir,
b. «(&,,S&) =1 olacak sekilde & € M vardur,
C. S doniisiimii x — siireklidir,

d. her &neFix(S) i¢in a(&,7)>1 dir,

ozellikleri de saglanirsa S doniisimii M, uzaymnda tek sabit noktaya sahiptir.
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Sonu¢ 3.1.11. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

K

S:M,—>M_ doniisimii &€ ® ve k e(0,1) iken her £7eM, igin

SK,(£:88)2x, (&) iken a(£m)0(x (32.5m))<[6(m(&n))]

ifadesini saglansin. S doniisiimii i¢in asagidakiler dogru olsun.

a. S lggensel a—gecisli doniistimdiir,
b. a(&S&)>1 olacak sekilde & e M_ vardr,
C. S doniisimii x — stireklidir,

d. her &5 eFix(S) icin a(&,7)=1 dir,
Bu durumda S, M, uzaymda tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Sonug 3.1.9°da L =0 almirsa ispat elde edilir.

3.2. Genellestirilmis (a, p ) — Simiilasyon Daralma Doniisiimleri icin Sabit Nokta

Teoremleri

Bu kisimda (a, p )—siml'ilasyon daralma doniisiimii tanimlanarak ortak sabit nokta

teoremleri ve teoremlerden elde edilen bazi sonuglar verilmistir.

Tanim 3.2.1. M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve S, T:M_— M_ iKi

doniisim ve o, f: M, —>[O,oo) iki fonksiyon olsun. Her &,7e M _ igin

a(é)B(n)=1 = ¢(x,(S&Tn).P(&n))=Cs, (3.32)

K, (ETn)+x, (0, Scf)}
2

P (&) maks{lq(5,77),'9(5155),@(77177),
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olacak sekilde ¢ eZ; fonksiyonu varsa S ve T doniisiimlerine genellestirilmis

(o, 8)—simiilasyon daralma doniisiimii denir.

Teorem 3.2.2. M, x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve
S,T:M, > M_ doniisiimleri genellestirilmis («, ) — simiilasyon daralma doniistiimii

olsun.

a. (S,T) ikilisi déngiisel («, B)—geeisli doniisiim ¢iftidir,
b. a(&)=1 olacak sekilde & € M vardur,

c. S veya T doniisiimlerinden biri x— siireklidir,

d. Her neN igin {£} dizisi & noktasina yakinsak iken, a(&,,)>1 ve

B(&ny) 21 ise a(E)21 ve (&) =1 dir,

sartlari saglansin. Bu durumda, S ve T doniisimleri M uzayinda ortak sabit noktaya
sahiptir. Bunlara ek olarak, eger her &,7 € Fix(S,T) i¢in (&) B(n)=11ise S ve T

doniisimleri M uzayinda tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Hipotezde verilen (b) sartindan «(&,) 21 dzelligini saglayan & € M, vardir,

{&,} dizisiher neN igin

§2n+2 :Té:znw §2n+1 = S§2n (3-33)

olarak tanimlansin. Ayrica, (S,T) cifti dongiisel (a, ,B)—gegisli doniisiim ¢ifti ve
a (50) 21 oldugundan ,3(51) = ,B(Safo) >1ve a(fz) =a (Tﬁl) >1 dir. Benzer sekilde
devam edilirse her neN i¢in «(&,,)>1 ve f(&,,.,)=1 elde edilir. Dolayisiyla her

neN i¢in a(&,,) B (&) =1 bulunur. (3.32) ifadesinden
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Ce < é/(’(/i (S§2n’T§2n+l)’ P(ngn’gzm))
= é/(K/l (6Z2n+1' Soni2 )’ P (§2n ' §2n+l))

<G ( P (§2n ) ‘§2n+1) 1Ky (§2n+1' §2n+2 ))

olur. Tanim 1.3.34°den

K; (§2n+11 §2n+2) <P (§2n , §2n+l)’ (3.34)

= maks{’fz (§2n7§2n+1) LY} (éjzn ’ §2n+1) 1K (§2n+1’ §2n+2)’

K, (é:Zn » Sone2 ) +K, (§2n+11 §2n+1)}
2

= makS{Kl (é:Zn ' §2n+l) 1K (é:Zn ; §2n+1)’Kl (§2n+1’ Sonsa )’

Kinaks{2,2) (Sonr Soniz) T, (§2n+17 Sanit )}
2

< makS{Kﬁ' (é:z” ) §2n+1) K (§2n+11 §2n+2 )’

K (§2n ' §2n+1) + K (682n+11 Sons2 )}
2

= makS{Ki (§2n , §2n+l)’K/1 (§2n+1’ Sons2 )}
dir. Eger neN igin maks{’(z (SonrSanin) K (Eanirs Sonez )} =&, (&ane1 Sone) OlArak

alinirsa  (3.34) ifadesinden ¢eliski elde edili. Boylece her neN i¢in
P (& St ) = K (Eomi Eoni ) OlUT. Sonug olarak (3.34)°den

K; (§2n+11 ‘§2n+2) <K, (‘fzn ' §2n+1) (3.35)

dir. Her neN i¢in
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K; (‘§Zn ' §2n+l) > K, (é:znw §2n+2)

bulunur. Buradan {K‘l (&onsEonut )} dizisi negatif olmayan reel sayilarin monoton azalan

dizisidir ve dolayisiyla
!1!)]30 K/l (é:Zn ! §2n+1) = I (336)

olan I >0 sayisi vardir. | >0 olmasi durumunda Tanim 1.3.35°den

CG < |imsupé’(l<i (S§2n’T§2n+l)’ P(§2n'§2n+l))

n—oo

=limsup < (x, (& Eanez )1 65 (Eanr Epnn)) < Co

nN—oo

celigkisi elde edilir ve dolayisiyla | =0 olmalidir.
Simdi {&,} dizisinin x—Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in {&,,}

dizisinin x—Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesi yeterlidir. &>0 olsun.

n, >m, >k ozelligindeki pozitif tam sayilarm {m,} ve {n} alt dizileri

K, (& Em )28 Ve K, (& 16m ) <2 (3.37)

ifadelerini saglasim. (3.37) ifadeleri ve (x,) dzelliginden

£ Kz (é:an ’é:ka ) = Kmaks{i,l} (é:an ’é:ka )
<K, (é:an ’§2nk—l) TK, (é:znk 19 ‘fzmk ) (3.38)
<ETK, (é:an '§2nk—l)

elde edilir. (3.38) esitsizliginde k — oo iken limit alinirsa
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’(m K3 (§2nk 7§2mk ) =& (339)
bulunur. Ayrica, (&, ) B(&, +)>1 ve (3.32) ifadesinden

Ce < é’(’(z (S§2nk 'T§2mk—l)' P(§2nk ’§2mk—1))
= é/(KA (éznkm Som, )1 P(é:an 1§2mk—1))1 (3.40)

P(§2nk '§2mk—1) = makS{Kﬂ (§2nk '§2mk—1)’K/1 (é:an ! Séan )’

K (é:ka—l’Tmek—l)’

K5 (QZan ,T§2mk,1)+l</1 (982mrl’ Scan, )}
2

= maks{ i, (&, Eam 1)1 K3 (Gn s o). (3.41)

K (é:znk ’ézmk )"’ K; (§2mk—11 682nk+1)}

K; (§2mk—11 é:ka )’ 5

elde edilir. (3.37) ifadeleri ve (x,) ozelliginden

K; (§2nk +11 é:Zmk ) = Kmaks{ﬂ,ﬂ,} (§2nk+l’ §2mk )
<K (‘fznkw Son, )+ K; (é:an ' Som, )
=K, §2nk+1’ §2nk + Kmaks{/l,i} (é:an '§2mk ) (342)

( )
K, (§2nk+l' §2nk ) +K, (é:an ' §2nk—l) TK, (é:an—l’ §2mk )
( )

IA

A

K; +K, (§2nk’§2nk—l)+g'

§2nk +1? é:an

K (§2mk—1' §2nk+l) = Kmaks{ﬂ,i} (§2mk—l' §2nk+l)
<K, (§2mk—1’ Som, )+ K; (§2mk ' §2nk+1)
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= 16, (S0 Som, )+ Kooty (Eom En 1)

<1, (Som 10 Gom ) ¥ 55 (Eomy Eon 1)+ 55 (S 12 Eon 1) (3.43)
=1, (G 10 Gm )55 (S Eom 1) Foroinng (Son 10 Em 1)

K (Gmsom, )+ 55 (11 Gom )

+1, (S 105n )+ 5 (S0 En 1)

IA

<ETK, (égzmk 1 Som, )+ K; (§2nk—l' Son, ) TK, (é:Znk ’§2nk+1)

ve

K (S Gom1) = Kooty (Son 0 Som 1)
<K, (GG 1) T 55 (G 10Eom 1)
=16, (S 1 Son 1)+ Koty (Eon 10 Som 1) (3.44)
<K, (S o Gon 1) 55 (S 10om, ) 455 (G2 Eom 1)
<645, (& 1) ¥ 55 (S 2 Som 1)

olur. (S,T) ifti dongiisel (o, fB)—gecisli doniisim ¢ifti oldugundan

&(&y ) B(&m 1) =1 dir. Bu durumda (3.32)°den

Ce < g(’(z (S§2nk 'T§2mk—l)' P(éan ’§2mk—1))
= é,(’fz (§2nk+1’ Som, )’ P(Zjan , é:ka—l)) (3.49)

<G ( P (é:an , §2mk—l) 1K (§2nk+l’ Som, ))
olur. Dolayisiyla Tanim 1.3.34°den

K, (§2nk+1' Som, ) < P(onk ' Som, —1) (3.46)
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olmalidir. (3.37), (3.39), (3.41), (3.42), (3.43) ve (3.44) esitsizlikleri kullanilir ve

k — o iken limit alinirsa

Il(m K (fznkw(:zzmk): l!ifo]os(énk ’é:ka—l) =& (3.47)
bulunur. (3.44), (3.46) ifadeleri ve Tanim 1.3.35°den

Cs < Iimsup((zcl (Sé:an 1T§2mk—1)' P(§2nk ’§2mk—1))

k—o0

= Iimsupg“(/cl (fznkw 682mk )’ P(onk ’QZkafl)) <Cq

k—o0

geligkisi elde edilir. Dolayisiyla {&,,} dizisi x—Cauchy dizisidir. M, x—tam

Archimedean olmayan modiiler metrik uzay oldugundan

limx, (&,,u)=0

N—o0

olan ue M, vardir. Simdi U noktasmm S ve T doniisiimlerinin M _ uzaymda ortak
sabit noktasi oldugu gosterilecektir. Hipotezdeki (c) ozelliginden S doniisimii x—

surekli olsun.

limx, (&,,,u)=0

N—o0

ve S donilistimiiniin x — siirekli olmasindan
rl]l_r;g K (égznw u) = rl]i_ToKz (S§2n+17 Su) =0

bulunur. Buradan n — o« iken &, ., — Su ve limitin tek olmasi 6zelliginden Su=u

elde edilir. Ayrica (d) ozelligi kullanilirsa B(u)>1 olmaldir. Buradan her ne N
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i¢in a(&,,)B(u)=1 dir. u=Tu oldugunu géstermek i¢in u=Tu olsun. Dolayisiyla
k,(u,Tu)>0 olmaldir. S ve T doniisiimleri genellestirilmis (o, B)—simiilasyon

daralma déniisiimii oldugundan

Co <& (5, (S&,,Tu),P(&,,u)) <G(P (&), &, (S&,.Tu)) (3.48)
esitsizligi saglanir. Ayrica Tanim 1.3.34°den

K, (S&,, Tu) < P(&,,,u) (3.49)
dir. (3.49) ifadesinde n — oo igin limit alinirsa

Kk, (u,Tu)<x, (u,Tu)

celiskisi elde edilir. Boylece u=Tu olmalidir. Sonug¢ olarak u noktast S ve T

doniisiimiilerinin M _ uzayinda ortak sabit noktasi olarak elde edilir.

Son olarak u noktasinin tek ortak sabit nokta oldugunun gosterilmesi i¢in U

noktasindan farkli w noktas1 S ve T doniisiimlerinin diger ortak sabit noktasi olsun.
Buradan «, (u,w)#0 dir. Hipotezden «(u)>1 ve g(w)>1 olup a(u)B(w)=1

elde edilir. (3.32) ifadesinden
Co <& (%, (Su, Tw),P(u,w)) <G(P(u,w),x, (Su,Tw))
ve Tanim 1.3.34’den

K, (Su,Tw) < P(u,w)

_ maks{zcﬂ (u,w), x, (u,Su), &, (W, Tw), i, (U, Tw) +x, (W, Su)}

2
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:maks{,g(U,W),KZ(U,SU),KA(W,TW),ww);m (wu)}

= maks{x, (u,w),0}

=, (u,w)

olur ki bu ise bir geliskidir. Dolayisiyla u =w olmalidir. Yani S ve T doniisiimlerinin

M, uzayimnda tek ortak sabit noktasi vardir.

Sonu¢ 3.2.3. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

S, T:M, — M_ iKki doniisiim olsun.

a. Her &,neM, icin a(&)B(n)21 =

K, (ETn)+x, (7, Sé)}
2

Kk, (S&,Tn)<k maks{/cl (f,?]),lc/1 (&,8¢).x,(n,Tn),

ifadesini saglayan k € (0,1) sabiti vardur,
b. (S,T) dongiisel (o, B)—gecisli doniisiim ¢iftidir,
c. a(&)=1olan & eM_ vardr,

d. S veya T doniisiimlerinden biri x— siireklidir,

e. Her neN igin {& } dizisi m/cl(gn,g)w, a(&y)21ve B(&,,)21

dzelliklerini saglarsa o (&) >1 ve £(&)>1 dir,

sartlar1 saglansm. Bu durumda, S ve T ortak sabit noktaya sahiptir. Bunlara ek olarak,
eger her &, €Fix(S,T) i¢in (&)B(n)=1ise S ve T déniisiimleri M, uzaymda

tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 3.2.2°de C; =0 ve ¢'(s,t)=s—kt, k €(0,1) istenen elde edilir.
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Sonu¢ 3.24. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

S,T:M, —» M_ iKi doniisiim olsun.

a. Her &neM_ icin a(&)B(n)21 =

Kk, (S&,Tn)< maks{xi (&), (£,58).x, (.T7), Kk, (&Tn)+k, (n,sg)}

2

—co(maks{‘%<s,n>,xﬂ<é,86>,w (r ) BT (n’%)} ]

ifadesini saglayan ¢(t)=0<>t=0 ozellikli ¢ fonksiyonu vardir,
b. (S,T) dongiisel (o, B)— gecisli doniisiim ¢iftidir,
c. a(&)=1olan & eM_ vardr,

d. S veya T doniistimlerinden biri x— stireklidir,

e. HerneN igin {¢,} dizisi !]Lr[‘ng(fnyf):O' a(&y)21ve B(&,,)21

dzelliklerini saglarsa o (&) >1 ve £(&)>1 dir,

ifadeleri saglansm. Bu durumda, S ve T doniigiimleri M, uzayinda ortak sabit
noktaya sahiptir. Bunlara ek olarak, eger her &,77 € Fix(S,T) i¢in (&) S(n)=1 ise

S ve T doniigiimleri M, uzayinda tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Dongiisel (a, ,B)— gecisli donlisim ¢ifti olma sart1 ile dongiisel (a, ,6’)— gegisli

doniisiim olma sart1 yer degistirilirse ve S =T alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 3.2.5. M_ x—tam Archimedean olmayan modiler metrik uzay ve

S:M,_ —> M_ bir doniisiim olsun.

a. Her &,neM, icin a(&)B(n)21 =
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¢ (x, (S&,Sn), maks{x, (&,1),x, (£,5¢),

x,(&,5n)+x, (77,85)}(: (3.50)
2 = ¥G

K3 (771877)’

ifadesini saglayan ¢ € Z, fonksiyonu vardrr,
b. S déniisimii dongiisel («, ) — gegisli doniisiimdiir,
c. a(&)=1ve (&)=1olan & e M, vardrr,
d. S doniisiimii x —siireklidir veya her ne N i¢in & — & ve B(&,)=1 olan

{&,} dizisivarsa §(&)>1 dir,

sartlar1 saglansm. Bu durumda S doniisimii M_ uzayinda sabit noktaya sahiptir.

Ayrica, her £, € Fix(S) i¢cin (&) f(n)=1ise S doniisiimii M, uzaymnda tek sabit
noktaya sahiptir.

Sonu¢ 3.2.6. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

S:M_— M, bir doniigiim olsun.

a. Her &neM, icin a(£)B(n)21 = ¢(x,(SESn).x,(£,7n))=Cs olan

¢ € Z fonksiyonu vardrr,
b. S doniisimii dongiisel (e, B)— gegisli doniisimdiir,
c. a(&)=1ve g(&)=1olan & e M, vardrr,
d. S doniisiimii x —siireklidir veya her ne N i¢in & — & ve B(&,)=1 olan

(&) dizisi varsa B(£)>1 dir,

sartlart saglansm. Bu durumda S doniisimii M_ uzayinda sabit noktaya sahiptir.

Bunlara ek olarak, her &,;7e€Fix(S) i¢in a(&)B(n)=1 ise S donisimi M,

uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: Sonug 3.2.5°de

(o s (o e

maks{zcl(5,77),19(5,55),’%(77’577)’ 2

alinirsa ispat elde edilir.

Sonu¢ 3.2.7. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

S:M_— M, bir doniisiim olsun.

a. Her &,neM, icin a(&)B(n)=21 =

K,l(SgZ,SU)S K maks{xl (5,77),,(/1 (étasf),lfl (77,377), K, (5,577)-;-1(/1 (77,85)}

ifadesini saglayan k (0,1) sabiti vardur,
b. S doniisiimii dongiisel («, ) — ge¢isli doniisiimdiir,
c. a(&)=1ve f(&)=1olan & e M, vardrr,
d. S doniisiimii x —siireklidir veya her neN i¢in & — & ve B(&,)=1 olan

(&) dizisi varsa B(£)>1 dir,

ozellikleri saglansin. Bu durumda S doniisiimii M _ uzayinda sabit noktaya sahiptir.
Bunlara ek olarak, her &,;7€Fix(S) i¢in a(&)B(n)=1 ise S donisimi M,

uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.

Asagida Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda Sonug¢ 3.2.5°de verilen
(3.50) ifadesini saglayan fakat Banach daralma doniisiimiinii saglamayan bir 6rnek

verilmistir.
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Ornek 3.2.8. M_=R olmak iizere her £eM_ icin Ki(é‘,ry):%|§—7y| olsun.

S:M_—M_ doniisimii

5, ge
SE=14’ d [O’l],

£ £,
ve o, M _ —>[0,+oo) fonksiyonlar1

1, 0,1],
=P, Loy

olarak tanimlansin. Eger é’(t,s)zés—t, G(S,t):S—t ve C, =0 olarak alinirsa

Sonug 3.2.5’in tiim sartlar1 saglanir ve £ =0 noktasi S doniisiimiiniin sabit noktasi

olarak bulunur. Ayrica A >0 igin

ACNGENGE

1
)

oldugundan S doniisiimii M,_ uzayinda daralma doniisiimii degildir.

BB, (5.

3.3. @ —Kapal Daralma Déniisiimleri icin Sabit Nokta Teorisi ile Ilgili Sonuclar

Bu boliimde Popa [58] tarafindan ilk olarak tanimlanan kapali daralma doniisiimleri

ile Samet ve ark. [31] tarafindan tanimlanan « — gegisli dontisiim yapist birlestirilerek

Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda « —kapali daralma doniisiimleri elde

edilip ilgili sabit nokta sonuglar1 verilmistir.
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Tamm 3.3.1. M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve S:M_— M_ bir

doniisiim olsun. &:M_xM_—>[0,0) ve I' e o fonksiyonlari her &,7eM_ i¢in

p(a(&n)x, (SE,5n),x, (6m) .k, (£,5€),
(3.51)

x, (1,5n).%, (&,5n).x, (11,5¢)) <0,

esitsizligini saglarsa S doniisiimiine « —kapali (implicit) daralma doniistimii denir.

Teorem 3.3.2. M, x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

S:M_— M, doniisiimii & —kapali daralma dontistimii olsun.

a. S, a-—gecisli doniisimdiir,
b. a(&,S&)>10lan & eM_ vardrr,

C. S doniigimii x— siireklidir,

sartlar1 saglansin. Bu durumda S doniisiimii M _ uzayinda sabit noktaya sahiptir.

Ispat: (b) 6zelliginden & (&,,S& ) =1 olan & € M, vardrr. {&,} dizisiher neN i¢in
& =S"E =S¢, | seklinde tamimlansin. {lk olarak n, e N i¢in «, (SKnU’SZnOH) =0 dur.

k regiiler oldugundan & =& ., =S¢ olur. Dolayisiyla & noktast S doniisiimiiniin

sabit noktasidir. & =< ., iken

Kl (gn’gml) > O

dir. S déniisiimii o —gegisli ve a(&,,&)=a(&,S&,)>1 oldugundan

a(S&,88)=a(&.5)=1
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elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse her neN i¢in

a(é:n'é:nJrl)Zl (352)

bulunur. (3.51) ile verilen daralma sartinda & =¢&, ve n =&, olarak alinirsa

p(a(é:n’é:ml)l(ﬂ (S§n7S§n+l)’Kﬂ (é:n'é:nJrl)'Ki (égn’Sén)'
K, (‘§n+1' S§n+l) | hi (égn | S§n+1) 1K (‘fml' an )) <0,

yani

p(a(gn’gml)l(/l (§n+17§n+2)"(i (é:n'é:nJrl)'Ki (gn’gml)'
K; (§n+1' §n+2)’K1 (é:n , §n+2) 1 K (§n+1' éml)) <0

elde edilir. (x,) ozelligi, (3.52) esitsizligi ve (,) sartindan

((O(Kl (§n+1’ §n+2)’K/l (é:n ! §n+l) ' KA ((:Zn ' é:nJrl)’
K/l (‘§n+1' §n+2 ) ’ Kmaks{/l,l} (é:n ! §n+2 ) ’ O) <0
= SO(KA (§n+l’ §n+2)”(/1 (é:n ’ §n+l) ! Ki (é:n ' §n+l)

Ki (§n+l’ §n+2 ) ! KA (é:n ' §n+1) + Kl (§n+l’ §n+2 ) ' 0) < O

bulunur. (¢,) sartindan her ne N i¢in

Kl (§n+1’§n+2)SW(Kﬂ (é:n'é:ml)) (353)

olur. (3.53) ifadesinden kolaylikla her n e N igin
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K; (§n+1' §n+2) <y™ (Kz (50151)) (3.54)

oldugu goriiliir. {£ } dizisinin x— Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesi igin m>n

olmak iizere (x,) ve (3.54) 6zellikleri kullanilirsa

K (&0 6n) = Krmspansy (S050)
sxl(fn,§n+l)+r<l(§wém)
=5 (&0 &0a) + Kaspany (G )
sKﬂ(gn,gm)m(fml.fmz)wa(fm,fm)

< Kﬂ (5n’§n+l)+ Ki (‘§n+1' §n+2 ) t..t+ Kﬂ (‘fm—l' gm) (355)

< (1//” +yt +...+1,Vm_l)/<,1 (650151)

g (K/l é:o’fl)

elde edilir. (3.55) ve v fonksiyonun ézelliginden ) " (x, (50,4‘1)) serisi yakinsaktir
k=n

ve dolayisiyla {&} x—Cauchy dizisidir. M, x—tam Archimedean olmayan

K

modiiler metrik uzay oldugundan limx, (&,v)=0 olan v e M_ vardir. S doniisiimii

N—o0

Kk —siirekli oldugundan n — oo i¢in x, (S&,,Sv)— 0 dur.

K (V’ SV) = Kmaks{/l,/l} (V’ SV)
<k, (v.S&,)+x,(SE, Sv)

=&, (V.&01) + 5, (S, Sv)

elde edilir. Yukarida n—oo limit alimwsa «,(v,Sv)=0 bulunur. x regiiler

oldugundan Sv =v dir. Yani; v e M_ noktast S doniisiimiiniin sabit noktasidir.
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S doniistimiiniin & — siirekli olma 6zelligi ile asagida tanimi verilen (H *) ozelligi

degistirilirse asagidaki Teorem 3.3.4 elde edilir.

Tanim 3.3.3. (H*) OZELLIGI: @:M_xM_—[0,) bir fonksiyon olmak iizere
{&,} dizisi her neN i¢in a(¢,,&,,)=1 ve n—>ow iken & — ¢ ifadelerini saglarsa

keN igin a(gnk,g)zl olan {¢&,} alt dizisi vardr.

Teorem 3.34. M, x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve
S:M_—M,_ doniisimi o —kapali daralma doniisiimii olsun. S doniisimi i¢in

asagidakiler saglansin.

a. S doniisimii o — gecisli doniistimdiir,

b. «(&,S&)=1olan & e M vardrr,

C. (H *) ozelligi saglanir.
Bu durumda, S doniisiimii M _ uzayinda sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 3.3.2°den her neN i¢in & =S¢&,, olan {&,} x—Cauchy dizisi vardir

ve her neN i¢in a(&,,&,,,) =1 dir. Ayrica, {&,} dizisi v € M noktasina yakimsaktir.

() sartindan {& } alt dizisi vardir yle ki her keN i¢in o(&, &)1 dir. S

doniisiimiiniin sabit noktasinin var oldugunun gosterilmesi i¢in S doniisiimiiniin o —

kapali daralma dontisiimii olmasi kullanilirsa

pla(s, ) (86,.8v)x (&, v) k0 (£,,54, ),
Kk, (v,Sv), K, (§nk , SV),K/I (v, S, )) <0

= go(a(fnk ,V)K'/l (gnk+1’ SV)1K/1 (gnk ’V)'K/l (gnk ’ gnkﬁ-l)’
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Kk, (v,Sv), K ks 1. 1) (énk , Sv),/c1 (v, fnk+1)) <0
< p<a(§nk 'V)K/I (fnkﬂ' SV)’Kﬁ (énk ’V)’K/l (é:nk 'énk+1)’

Kk, (v,Sv), K, (cfnk ,v) +x, (v,Sv),k, (v, nk+1)) <0

olur. ¢ fonksiyonun siirekliliginden ve a(énk,f)zl ifadesinden yukaridaki son

esitsizlikte K — oo igin limit alinirsa

#(x; (v,Sv),0,0,x, (v,Sv),x, (v,Sv),0)<0
elde edilir. (g,) sartindan x, (v,Sv) <0 olur, yani Sv=v dur.

Yukaridaki teoremde doniisiimiin sabit noktasinin varligi gosterilmistir. Sabit noktanin
tek oldugunun gosterilmesi i¢in asagidaki tanimlanan (U*) ozelligine ve (gp,)

Ozelligine ihtiyag vardir.
o [0, oo)6 — R olmak iizere

($¢,) her u,v>0 i¢in ¢(u,u,0,0,u,v)<0 iken u<y (V) olacak sekilde y € ¥

vardrr.

Tamm 3.3.5. (U) OZELLIGI: M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay,
S:M_—>M_ bir dénisim ve a:M,_xM_—[0,0) fonksiyon olsun. Her

u,v e Fix(S) i¢in a(u,v)=>1 dir.

Teorem 3.3.6. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay olsun.
S:M_—> M, asagidaki Ozellikleri saglayan o —kapali daralma donisiimii ise M

uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.
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a. S doniisimim o —gegisli doniisimdiir,

b. «(&,S&)=1olan & eM_ vardrr,

C. ( H *) , (U *) ve (g,) Ozellikleri saglansim.

Ispat: Celiski yontemiyle ispat yapilacaktir. u=Su ve v=Sv olan u,veM_ var

olsun. S doniisiimii & —kapali daralma doniisiimii oldugundan,

@ (a(u,v)x, (Su,Sv),x, (u,v),x, (u,Su), «, (v,Sv), x; (u,5v), x, (v,Su)) <0

yazilir. (U *) ozelligi saglandigindan

#(x: (uv),x, (u,v),0,0,x, (u,v),«, (v,u))<0

olur ve o fonksiyonuda (,) 6zelligine sahip oldugundan

i, (U V) <y (x, (u,v)) <, (u,v)
elde edilir ve bu bir ¢eliskidir. Buradan u =v olmalidir.
Yukaridaki teoremlerden elde edilen bazi sonuglar asagida verilmistir.

Sonug 3.3.7. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay, S:M_—> M _
bir doniisim ve a:M_xM_—>[0,00) bir fonksiyonu olsun. Her &neM_ igin

p,q,r,s,t>0, p+g+r+s+t<1l olmak iizere

a(&,n)x,(S&,Sn) < px, (&,m)+ax, (&,SE)+rx, (n,57)

+sk, (£,Sn7)+tx, (7,S¢)
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esitsizligi saglansm. S doniisiimii asagidaki 6zellikleri saglarsa M_ uzayinda sabit

noktaya sahiptir.

a. S donligimii o —gegisli donilistimdiir,

b. a(&.S&)=1olan, e M vardrr,

c. (H") ézelligi saglanir veya S doniisiimii & — siireklidir.

Bunlara ek olarak, p+r+s<1 i¢in (U *) Ve (g,) ozelligi saglantyorsa, S doniisiimii

M _ uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 3.3.2°de

©(a,8,,a;,8,,85,8,) =8, —a,p—a,0 —a,r —a;s—agt
alinirsa ispat elde edilir.

Sonu¢ 3.3.8. M_ «x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

a:M_xM,_—[0,20) bir fonksiyonu olsun. k €[0,1) olmak iizere her &,7€ M, i¢in

a(&,n)k, (SE,Sn) <k maks{x, (&,1),x, (&,SE),x; (1,57).x, (£,57).x, (1,SE)}
esitsizligini saglayan S:M_— M _ doniisiimii agagidakileri saglasin.

a. S doniisimii o —gegisli doniistiimdiir,

b. «(&,,S&)=1olan & e M, vardur,

C. S doniisimii x— streklidir veya (H *) ozelligine sahiptir.
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Bu durumda, S doniisiimiinin M_ uzaymda sabit noktas: vardir. Ayrica, (U*) ve

(0,) Ozellikleri de saglanirsa, S doniisiimii M, uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 3.3.2°de k €[0,1) olmak iizere

o(a, 8, 85,8,,8;, 8, ) =a, —kmaks{a,,a;,a,,8;, 8,
alinirsa ispat elde edilir.

Teorem 3.3.2°de a(X, y)=1 alinrsa asagidaki sonucu elde etmek i¢in (g, ) Ve (o, )

sartlarina ihtiyac vardir.

[ kiimesi g:R°® - R, reel degerli siirekli fonksiyonlarin ailesi asagidaki sartlart

saglasin.

( 801a) ¢ fonksiyonu besinci degiskeninde artmayan fonksiyondur ve her &,7>0 igin
©(&Emn,E,E+n,0)<0 = &<kpy olacak sekilde k €[0,1) vardrr,

(,) Her §>0 i¢in ©(£,£,0,0,£,£)>0 du.

Sonu¢ 3.3.9. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

S:M_— M, bir doniisiim olsun. Her &,7€ M _ i¢in

o(x, (S&:Sn).x, (&), (£,5E) k. (m,Sn) k. (£,5n) x, (7,5¢)) <O

ifadesini saglayan ¢ €' fonksiyonu (g¢,,) ve (g¢,) sartlarini saglasin. Bu durumda

S doniisiimii M _ uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: Teorem 3.3.2°de a(&,n7)=1 ve y(t)=kt, k €[0,1) alinirsa Sonug 3.3.9 elde

edilir.

Asagida, Teorem 3.3.2, Teorem 3.3.4 ve Teorem 3.3.6’y1 agiklayan bir 6rnek

verilmistir.

Ornek 3.3.10. M_=RR olsun. Her £&,neM_ve 1>0 icin Kl(f,ﬂ)=%|§—ﬂ| olmak
tizere M, wuzayt x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzaydir.

S:M,_ —> M, fonksiyonu S& :g ile tanimlansin. Ayrica, o :M,_ — M, fonksiyonu

1, &nel0]] ise,
“(g’ﬂ)z{o, §,Z¢[o,1] ise,

ve p:R° — TR, fonksiyonu da
p(tl,tz,t3,t4,t5,t6)=t1—%maks{t2,t3,t4,%}
olarak verilsin. «(&,7)>1 olsun. Bu durumda &7 €[0,1] dir. Ayrica, her & €[0,1]

icin Sé‘e[O,l] dir. Boylece a(Sé‘,Sn)Zl olur. Dolayisiyla S doniisiimii bir o —

gecisli doniisimdiir. f,?]e[O,l] ise

@(a((’g’”)’(ﬂ (5&,57)ok, (£.7) ok, (,5€) ok, (1, 5) 222 5’7);’9 (7, 55)}

x,(&,Sn)+x,(1,5¢)

— (&), (3,5n)— 7 maks i, (6,7).x, (£,5¢) ok, (1,5n), .

1

1M(|6~f—f7|+|677—§|)} <0

1 3 1 6 6
< ol 2maks| Ll el Sl

}
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dir. Benzer sekilde (3.51) sarti &,7 ¢[0,1] oldugu durumda da saglanir. Dolayisiyla

S donilisimii « —kapali daralma doniisiimdiir. Bunlara ek olarak (H*) ve (U*)

Ozelliklerinin saglandigr ve S doniigiimiiniin & —siirekli oldugu agiktir. Boylece
Teorem 3.3.2, Teorem 3.3.4, ve Teorem 3.3.6’nin sartlar1 saglanmaktadir ve 0 noktasi

S doniistimiiniin R ’deki tek sabit noktasi olarak bulunur.

3.4. Archimedean Olmayan Modiiler Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teorisinin

Baz1 Uygulamalan

Bu kisimda elde edilen sabit nokta teoremlerinin bazi uygulamalar: verilmistir.

3.4.1. Genellestirilmis (a, p ) — Simiilasyon Daralma Doniisiimlerinin Graf

Teorisine Uygulamasi

Bu kisimda yer alan M, ifadesi

Mg ={£eM:(£SE)eE(H) ve (SETSE)eE(H))
kiimesi olarak kullaniimaktadir.

Tanim 3.4.1.1. M_ H yonli grafi ile donatilmig Archimedean olmayan modiiler
metrik uzay ve (S,T) dongisel («,f)—gecisli doniisim ¢ifti olsun. Her

(&,m)eE(H) i¢in

a(&)B(n)=1 = ¢(x,(S&ETn),P(&,1))2Cs,

P(fw)=maks{’%(é,n),m(é,sef),m(n,m),"ﬂ(g’T"”’fﬂ(”'S?)}

2
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olan ¢ eZ; fonksiyonu varsa (S,T) ikilisine genellestirilmis (a, ),, —simiilasyon

daralma doniisiim ¢ifti denir.

Teorem 3.4.1.2. M_ yonlii graf H ile donatilmis x—tam Archimedean olmayan

modiiler metrik uzay ve (S,T) genellestirilmis (e, /), —simiilasyon daralma

doniisiim ¢ifti olsun. Asagidakiler saglansin:

a. a(&)=1olan & € M, vardrr,

b. her n>0 i¢in {& } dizisi verilsin. & — & ve (&,,,&,,,,) € E(H) iken
b. T doniisiimi x—siirekli, her k>0 igin (§,§2nk+l)e E(H) ve
a(&,,) 21 iken (&) >1 dir veya,

b,. S doniisiimii x—siirekli, her k=0 icin (&, ,&)eE(H) ve
BE,) =1 iken B(&)>1 dir,
C. (60:SE0)€E(H) = (&2 S ) €E(H) ve

(§2n+l’-ré:2n+l)E E(H) = (§2n+3'T§2n+3)€ E(H) dir.

Budurumda S ve T doniisiimleri M _ uzayinda ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat: & eMg oldugundan (&,S&)eE(H) ve (S&,TSE)eE(H) dir. Yani,
(&.&)eE(H) ve (&,T&)=(&,5)€E(H) dir. (c) sartindan (&,,S&, )€ E(H) ve
(&, T&)eE(H) olur. Buradan (&,,&,)eE(H) ve (&,¢,)eE(H) dir. Benzer
sekilde devam edilirse her neN igin (&,,5&,)eE(H) Ve (&4, T&q)eE(H)
bulunur. Ayrica, her neN i¢in (&, &) €E(H) Ve (&paiéonz) € E(H) dir.
Teorem 3.2.2°den n — oo i¢in limit almirsa «, (£,,&,,,) — 0 bulunur ve dolayisiyla
{&,} dizisi M, uzayinda x—Cauchy dizisidir. M, uzayr x—tam uzay oldugundan

& €M, vardir dyle ki n — oo iken «, (&,£7) -0 dir.
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& eM_noktast S ve T doniisiimlerinin ortak sabit noktas: midir ?

K, (£ &) >0 ve(&y 60, ) € E(H) oldugundan (&, | alt dizisi vardir dyle ki (b)
ifadesinden dolay1 ya T doniisiimii x—siirekli oldugundan (&,&,, ;)€ E(H) ve
a(¢")>1yada S déniisiimii x—siirekli oldugundan (&,, ,&")e E(H) ve A(¢7)>1
dir. T doniigiimi «—sirekli, (£, ,)eE(H) ve @(£7)21 olsun. Bdylece

k — o iken
K; (Té:znkﬂ’Té:*) =% (gznk*z’Tg*) —0

olur. Dolayisiyla T&" =& dir. Tanim 3.4.1.1°den a(é‘*)ﬂ(fmﬂ) >1 oldugundan

Co <¢(x,(8 T8 1) P(¢ En )
< G(P(ég*’§2nk+1)”{/1 (Sg*aTQEznku))

ve Tanim 1.3.34°den

K, (SETE 1) <P(£.604),

P(£ &) =maks{x, (&1 &0 )ik (€7,57)k, (S Tyt )s
0, (T8 )5 (80,0887}

bulunur. Burada k — oo i¢in limit alinirsa

K, (£,88 )<k, (£,88)
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celiskisi meydana gelir. Boylece S& =& olur. Dolayisiyla &° noktast S

doniigiimiiniin  sabit noktasidir. Benzer sekilde S doniisimii & —stirekli,

(onk ,5*) ek ( H ) ve S (f*) >1 alinirsa £ noktast T doniigiimiiniin sabit noktasidir.

Buradan &* noktast M, uzaymnda S ve T doniisimlerinin ortak sabit noktasi olarak

bulunur.

Teorem 3.4.1.3. M_ H yonli grafi ile donatilmis x—tam Archimedean olmayan
modiiler metrik uzay ve (S,T) genellestirilmis (a,f),, —simiilasyon daralma

dontistimii ¢ifti olsun. Ayrica,

a. a(é)=1olan &, e M, vardr,

b. her n>0 ic¢in {¢,} dizisi verilsin. & — & ve (&,,,&,,,)€E(H) iken
b. T doniistimii x—siirekli, her k>0 icin (£,&,, .,)€E(H) ve a(&,)>1
iken (&) >1 dir veya,
b,. S donigimii x—siirekli, her k >0 icin (§2nk,§)e E(H) ve (&) 21
iken £(&)>1 dir,

C. (6nSE)€E(H) = (&2 Sémn)€E(H) ve
(§2n+l’T'§2n+1)€ E(H) = (§2n+3,T§2n+3)e E(H) dir,

d. &',n" eFix(S,T) sabit noktalar1 var iken (f*,n*) eE(H), a(&)=1ve

L) =1 dir,

sartlart saglansin. Bu durumda, S ve T doniisimleri M, uzayinda tek ortak sabit

noktaya sahiptir.

Ispat: & ve 1" noktalar1 S ve T doniisiimlerinin ortak sabit noktasi olsun. Bu

durumda, (5*,77*) €E(H), a(&) 21 ve ()21 dir. Tanim 3.4.1.1°den
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Co ¢ (87T ) P(£177)) <G(P(£7 ).k, (867,77 ))
olur ve Tanim 1.3.34°den

K, (SE T ) <P(& ") =maks{x, (&,77),0} =1, (1)
geliskisi elde edilir. Dolayistyla & =7 olarak bulunur.

Asagida verilen Ornek 3.4.1.4, Teorem 3.4.1.2 ve Teorem 3.4.1.3’iin sartlarin saglar.

Ornek 3.4.1.4. M_=[0,1] olmak iizere her £ €M i¢in «, (&,n)= %|§—77| ve

E(H)={ (&) &mefoa])

olsun. Ayrica, S,T:M_— M,_ doniisiimleri ve «,8:M_—>[0,+0) fonksiyonlar:

S¢=2, TE=S, feM,
ve

~ 1 &e(07) ise,
a(ée)_ﬂ(‘f)_{o, £e(0,1) ise,

seklinde tanimlansin. Eger g’(t, S) :%s—t, G(S,t) =s—t ve C; =0 olarak alinirsa

Teorem 3.4.1.2 ve Teorem 3.4.1.3’deki tiim sartlar saglanir ve & =0 noktas1 S ve T

doniisiimlerinin tek ortak sabit noktasi olarak bulunur
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3.4.2. o —Kapah Daralma Déniisiimlerinin Baz1 Uygulamalar

Bu kisimda o —kapali daralma doniistimlerin Ulam-Hyers kararlilik problemine, sabit
nokta probleminin iyi konumlanmigliligina (well posedness) ve integral denklemlere
uygulamalar1 verilmistir.

3.4.2.1. Ulam-Hyers Kararhlik Problemine Uygulama

Ulam —Hyers kararlilik problemi ilk olarak Ulam [97] tarafindan ortaya atilmistir.
Hyers [98] Banach uzaylarinda bu probleme cevap vermistir. Daha sonra bu problem
literatiire Ulam — Hyers kararlilik problemi olarak girmistir. Bota ve Petrusel [99]
operator denklemlerde bu soruya cevap aramistir. Lazar [100] kismi diferansiyel
denklemlerde bu problemi incelemistir. Bu boliimde Archimedean olmayan modiiler
metrik uzaylarda Sonu¢ 3.3.7 g6z Oniinde bulundurularak Ulam—Hyers kararlilik

problemine uygulamasi verilmistir.

M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve S:M_— M_ bir doniisiim olsun.
§=5¢ (3.56)
sabit nokta problemi ve &£ >0 igin

k,(Sn.n)<e (3.57)
olsun.

Tamm 3.4.2.1.1. Her ¢ >0 ve L >0 icin

i, (U V)<L (3.58)
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olan srastyla (3.56) denklemi ve (3.57) esitsizligini saglayan M _ uzayinda u” ve v’

noktalari varsa S doniisiimiine Ulam — Hyers kararlidir denir.

Teorem 3.4.21.2. M_ x—tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve
a:MKxMK—>[O,oo) bir fonksiyon olsun. p+q+r+s+t<1 olan p,q,r,s,t>0

sabitleri ve her £,7eM _ igin

a(&,n)x,(S&,Sn) < px, (&,m)+ax, (&,SE)+rx, (n,57)

+sk, (£,Sn7)+tx, (7,S¢)

esitsizligini saglayan S:M_— M _ doniisiimii i¢in asagidakiler dogru olsun.

a. S doniistimii o —gecisli doniisiimdiir,

b. a(&,,S&)=1 olacak sekilde & € M vardur,

o

(H *) ozelligi saglanir veya S doniisiimii x — stireklidir,

d. &>0 ic¢in «, (Sn,77) <& sartin saglayan her u ve v i¢in a(u,v)>1 dir.

Bu durumda (3.56) sabit nokta problemi Ulam — Hyers kararhdir.

Ispat: Sonug¢ 3.3.7°den u=Su olan bir tek ue M,  vardrr. Dolayisiyla (3.56)
denkleminin bir ¢oziimidir. £>0 olsun ve veM_ noktas:t (3.57) esitsizligini

saglasin. Boylece

K, (Sv,v)<e

olur. x,(u,Su)=x,(u,u)=0<¢ oldugundan u ve v (3.57) esitsizligini saglamis

olur. Hipotezden « (u,v)>1 dir ve (3.58) esitsizliginden
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K, (u,v)=x, (Su,v)

= Kmaks{/l,l}

(Su,v)

<, (Su,Sv)+x, (Sv,v)
=a(u,v)x, (Su,Sv)+¢

<ax, (u,v)+bx, (u,Su)+ck;, (v,Sv)
+dx, (u,Sv)+ex, (v,Su)+e

=ax, (u,v)+bx, (u,Su)+ck;, (v,Sv)

+dx

maks{ 1,4} (U, SV) +EK

maks{1,A} (V’ SU) té
<ax, (u,v)+bx, (u,Su)+ck, (v,Sv)

+d (&, (u,v)+x, (v,5v))+e(x; (v,u)+x, (u,Su))+&

elde edilir. Kl(u,v)g(ﬂj S ( 1+c+d

c=Leg, L = —j>0 oldugundan S
l-a-d-e

dontistimii Ulam — Hyers kararhdir.
3.4.2.2. Sabit Nokta Probleminin Iyi Konumlanmishhg

Uygulamali bilimler igin sabit nokta probleminin iyi konumlanmis olmasi problemin
modellenmesinde 6nemli bir aragtir. Son zamanlarda sabit nokta probleminin iyi

konumlanmighligi matematik¢iler tarafindan yogun bir sekilde farkli uzaylarda

caligmustir [100-103].

Tammm 3.4.2.2.1. M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay ve

K

a:M_xM,_—[0,00) bir fonksiyon olsun. S:M_—>M_ dniisiimii

a. a(u,Su)>1olan ueM_ vardrr,

b. {&} dizisii¢in limx, (&,,S&,)=0 iken limx, (&,,u)=0 drr,
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sartlarm1 saglarsa S donisiimiiniin sabit nokta problemi M, wuzaymnda iyi

konumlanmistir denir.

Tamm 3.4.2.2.2. (R) OZELLIGI: M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay,
a:M_xM_ —[0,0) bir fonksiyon ve S:M_—>M_ bir doniisim olsun. M,

uzaymda limk, (£,,S&,)=0 esitligini saglayan {£ } dizisi varsa her neN igin

a(&,5¢,)>1 dir.

Teorem 3.4.2.2.3. M_ Archimedean olmayan modiiler metrik uzay olsun. Eger Sonug

3.3.5’in tiim sartlar1 ve (R) &zelligi saglaniyorsa (3.56) problemi iyi konumlanmustr.

Ispat: Sonug 3.3.7°den u € M_ noktasi vardir 8yleki u=Su ve a(u,Su)>1dir. {& }
dizisi limx, (&,,S&,)=0 esitligini saglasm. (R) 6zelliginden «(&,,S¢,)>1 dir,

Dolayisiyla

1, (60r1) =5, (&, SU)
= K12} (61 SU)
<k, (&, S¢,)+x,(SE,,Su)
<a(é,.u)x, (S&, Su)+x,(&,.8¢,)
<ax, (&,,u)+bk, (&,,SE,)+cx, (u,Su)+dx;, (&,,Su)
+er, (U8, )+x, (6,85,
A, (&,U) +brc, (60,88, )+, (U, SU )+ dicygy, (610 SU)
+ 0 (U SE, )+, (4,8¢,)
(&,,5&,)+x, (u,Su)+d (x, (&,u)+x, (u,Su))

<ax, (&,,u)+bxk,

+e(lci (u,&)+x,(

\m

n?

xm

1.SE)))+x, (£,.SE,)
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bulunur. Boylece

Kl (gn’u)g(l_l;?—gie)’(l (gn’sé:n)

olur. n—>w iken x,(¢&,,S&,)—0 oldugundan «, (&,,u)—0 elde edilir. Yani S

doniisiimiiniin sabit nokta problemi M_ uzaymnda iyi konumlanmustir.

3.4.2.3. Sabit Nokta Probleminin Integral Denklemlere Uygulamasi

Matematik ve uygulamali bilimlerde integral denklemler modelleme yapmak icin
kullanilan 6nemli bir aragtir. Bu sayede integral denklemler sabit nokta teorisi ¢alisan
pek ¢ok matematikginin ilgisini gekmistir. Integral denklemlerin ¢dziimlerinin varlig

ve tekligi sabit nokta teoremleri kullanilarak gosterilmistir [104-107].

Bu bdlimde & el =[a,b] ve K:IxIxR—R siirekli fonksiyon olmak iizere

jKZpi ) dp,

integral denklemi ele alinmustir.

& el =[a,b] olmak iizere
t
J.K (z.p.&(p))dp, (3.59)

K:lxIxR—>R siirekli fonksiyon olsun. M = C(I,]R) uzay1 genel supremum

:maks\cf(z)\ ve her £,neM icin
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K, (Em) =~ |e—n|=2d (&)
A A

olsun. r>0 ve £ M igin

B, (&r)={veM:x,(&n)<r|

& merkezli r yarigapli kapali yuvar yilizeyi tanimlansin. Bu durumda M_ uzay1 x—

tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzaydir.

Simdide S:M_ — M_ doniisiimii
IK z p, § (360)

ile tamimlansm. Boylece, £(z) integral denkleminin (3.58) ¢oziimiine sahip olmasi

icin gerek ve yeter sart (3.59) ile verilen S operatoriiniin sabit noktaya sahip olmasidir.

Teorem 3.4.2.3.3. r >0 keyfi reel say1 olsun.

a. yeB,(&r)ve A>0iseher z,pel, &neR ve q:lx1 - R, siirekli

fonksiyonu igin

K(z.p.&(p))-K(z pr(p))< iz p)\f(p)—n(p)\ dir,

b. supq(z,p)=k<1 dir.

zel

Bu durumda (3.59) integral denklemi bir ¢dziime sahiptir.

Ispat: 7€ B, (& r) ve Teorem 3.4.2.3.3"iin hipotezinde verilen (b) sartindan
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s2(2)-sn(2)< K (2.p.£(2) =K (2. (p)
< K0P () (2, (0
SE‘K(Z p.&(p))-K(z p.7(p))dp
Siqéis)\i(p)—ﬂ(p)\dp
<l (0)-n(plf;
~Ké(p)-n(p)]

olur. Dolayisiyla

x, (8,57)=7|s¢- sl
<2[sé(2)-sn(2)
<=klz(p)-n(p)]

<k, (&m)
elde edilir. p:R® — R, fonksiyonu k €[0,1) olmak iizere

50(t11t2't3’t4vt5’t6):tl_ktz

seklinde tanimlanirsa S integral operatorii Sonug 3.3.9’un tiim sartlarini saglar. Bu
durumda S doniisimii sabit noktaya sahiptir. Boylece (3.59) denklemi bir ¢6ziime

sahiptir.



BOLUM 4. ASIMETRIK MODULER METRIK UZAYLARDA
SABIT NOKTA TEORISi

Bu boliimde [95] ve [108]’de verilen Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik
uzaylarda sabit nokta teoremlerinden ve bu teoremlerden elde edilen uygulamalardan

bahsedilmistir. Q regiiler ve konveks bir fonksiyondur. Her m>0 ve & eM i¢in
Qn (&,S& ) <o 6zelligini saglamaktadir. (M,Q) ikilisini temsil eden M, uzay: da

Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay olarak tanimlanmistir.
Archimedean olmayan asimetrik modiiler uzaylarda sabit nokta teoremlerinin sabit

noktasinin varligi sorunsuz bir sekilde elde edilebilmesi igin M, uzay1 Q — Symth tam

olarak kabul edilmistir.

4.1. Rasyonel Ifade iceren (a, p ) — Daralma Doniisiimleri icin Sabit Nokta

778

Teoremleri

Dongiisel o —gegisli dontisiimler ve w €W fonksiyonu yardimiyla Archimedean

olmayan asimetrik modiiler metrik uzaylarda rasyonel ifade igeren daralma

doniisiimleri tanimlanarak sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Tamm 4.1.1. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay ve

a, :My —[0,0) iki fonksiyon olsun. Her m>0 ve &,7eM, igin

a($)B(n)=21 = Q,(S&Sn)<y(P(&m)), (4.1)

P(&n)=maks{Q, (£,7),Q,(S&,£).Q, (Sm.7),
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Q,(S¢,£)Q, (Sn.n) Qm(Sé,é)Qm(Sn,n)}
1+Q,(S&57)  ° 1+Q,(&m)

olan y e¥ fonksiyonu varsa S:M,— M, doniisimiine rasyonel ifade igeren

(a,p )W — daralma déniisiimii ad1 verilir.

Teorem 4.1.2. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay1 Q —Symth
tam uzay olsun. S:M, — M, rasyonel ifade igeren (o, ,B)W — daralma doniisiimii

asagidakileri saglasin.

a. S doniisiimii dongiisel (e, B)— gegisli doniisimdiir,
b. a(&)=1ve B(&)=1 olan & e M, vardrr,

c. her peN igin & — & ve (&, )21 olan {£,} dizisi var ise «(£)>1 dir.
Bu durumda S déniisiimii M, uzaymda sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Her peN igin {é‘p} iterasyon dizisi &, =SP& =S& , seklinde tanimlansm.
(b) sartindan e (&;)>1 olan & €M, vardir. S déngiisel (a, ) gegisli doniisiim
ve a(&)=1 oldugundan S(&)=4(S&)=1 ve a(&,)=a(SE)=1 dir. Benzer
sekilde her peN igin a(&,)=1 ve B(&,,)21 dir. Tekrar, S dongiisel (a, 8)—
gecisli donilisiim ve [ (§O)Zl oldugundan benzer yontemle her pe N igin S (fp)zl
ve a(ﬁpfl)zl bulunur. Dolayisiyla her peN igin a(§p)21 ve ﬂ(fp)zl dir.

Ayrica, her peN igin a(fp)ﬂ(fpfl)zl dir. (4.1) ifadesinden

Qu (& &) =Qn(88,.88,4) <w(P(£,.6,4)).
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P(& &) =maks{Q, (£,,£,1),Qn(S8,,4,).Qu (S, 1.8 1),

(S§ é ) m(Sgp -1 é:p l) Qm(Sépiép)Qm (S§p17§pl)}

1+Qm(s $p1S¢ ) | 1+Qm(§p’§p—l)
=maks{Qy (£,,4,1) Qu(&ar6p)- Qu (600 65), (42)
Q (&0 ) Qu(&0080s) Q (5p+1,§p)Qm(§p,§pl)}
1+Q,(6,08) 1 1+Q,(&,.4,4)

—makS{ m(é:p é:p 1) (§p+l 5 )}
olur. Eger maks{Qm (£,:6,1).Qn (&8, )} =Q,(&,...&,) alinirsa (4.2) ifadesinden

Qm (é:erl’ é:p ) s W(Qm (§p+l’ é':p )) < Qm (§p+l’ ép) (43)

bulunur ki bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla

makS{Qm (fp y é:p—l) ’ Qm (§p+l’ gp )} = Qm (ép ! gp—l)

olmalidir. w € ¥ oldugundan her peN i¢in

Qn (&) =¥ (Qun(&604)) <Qu(&0060)

olur. Benzer sekilde devam edilirse her p e N igin

Qun (&0 &) <wP(Qu(4.8)) (4.4)

bulunur. p>k i¢in (Q,) dzelligi ve (4.4) esitsizliginden
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Qm (épiék): Qmaks{m,m} (fp’fk) < Qm (ép’ép—l)_'_Qm (gp—l’gk)
=Qu(&0801)+ Quacstmm (Eo00&)
<Qu(& 1)+ Qu(& 0080 )+ Qu(&r0é) (4.5)

<Qu (8016 ) ¥ Qu(Epa Epa) o+ Qu (&)
< l//pi1 (Qm (51150))+---+'//k71(Qm (95114:0))""//k (Qm (51'680))

elde edilir. Buradan p,k — o iken limit alinirsa 7 € ¥ oldugundan Q, (§p,§k ) -0

bulunur. Bu ise {£,} dizisinin soldan Q- K —Cauchy dizisi oldugunu gosterir. M,

Q —Symth tam uzay oldugundan
- E _
limQ7 (£,.u)=0 (4.6)
olan ue M, vardir. Boylece,
limQ, (£,,u)=0 ve lIMQ, (u,£,)=0 (4.7)

olur. ue M, noktasinin S doniisiimiiniin sabit noktas1 oldugunun gosterilmesi i¢in

Q, (Su,u)>0 olsun. (c) ifadesinden e (u)(&,)>1 dir. Ayrica, (4.1) ifadesinden
Qu(S.6,0)=Qu (SU.88, ) <w(P(ug,)). (4.8)

P(u,(gp)zmaks{Qm(u,(gp),Qm(SU,u),Qm(S(:p,(:p),
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Qu (SU,U)Q (S£,1&,) Qu(Suu)Q,(8¢,.8,)
1+Q,(su.sé,) 1 1+Q,(u¢,)

- maks{Qm (u,ép),Qm (Su,u),Q, (Sfp’fp)’

Qm(su’u)Qm(§p+l'§p) Qm(Su’u)Qm(ngrl’gp)
1+Q,(Su.é,,)  1+Q,(u.é,)

bulunur. (4.8) esitsizliginde p — o iken limit alinirsa

Q. (Su,u) Sz//(P(u,gp)) =y (Q, (Su,u))<Q, (Su,u)

celiskisi elde edilir. Boylece, Q, (Su,u)=0 olur. Q regiiler oldugundan u = Su yani

u noktast S doniisiimiiniin M, uzayinda sabit noktasidir.

S doniisimiiniin sabit noktasinin tekliginin elde edilebilmesi i¢in asagida tanimi

verilen (U™) szelligine ihtiyag duyulmaktadir.

Tanim 4.1.3. (U**) OZELLIGI: M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik
uzay, S:My, — M, bir doniisiim ve a,S:M, —>[0,oo) iki fonksiyon olsun. Her

EneFix(8) i¢in a(&)=1 ve B(n)=1 dir.

Teorem 4.1.4. M, rchimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzayr Q —Symth
tam olsun. S:M, — M, rasyonel ifade igeren (a, p )V/ —daralma doniistimii

asagidakileri saglasin.

a. S doniisiimii dongiisel (e, ) — gegisli doniisiimdiir,

b. a(&)=1ve B(&)=1 olan & € M,, vardr,
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c. her peN igin & —¢& ve a(&,)=1 olan {&,} dizisi meveut ise a(&)>1
dir,

d. (U**) ozelligi saglanir.
Bu durumda S déniisiimii M, uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: u =V olmak iizere u=Su ve v=_Sv olan u,veM, varolsun. a(u)g(v)=1

oldugundan ve (4.1) ifadesinden
Q. (u,v)=Q, (Su,Sv) <y (P(u,v)),

P(u,v)=maks{Q, (u,v),Q, (Su,u),Q, (Sv,v),

Q. (Su,u)Q, (Sv,v) Qm(Su,u)Qm(Sv,v)}
1+Q,(Su,Sv) ~ 1+Q,(u,v)

=maks{Q, (u,v),0}

=Qp (u,v)

olur. Buradan
Qu (uv) £v(Q, (uv)) <Q, (uV)

celiskisi elde edilir. Dolayistyla u=v dir yani S doniisiimiiniin M, uzaymnda sabit

noktasi tektir.

Ornek 4.1.5. M, :[0,00) olmak {izere her m>0 i¢in Q doniisiimii

<l

Q. (&n)=1m® <77
0, ¢&=n ise,
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sekilde tanimlansin. M, uzayr Q —Symth tam uzaydir. S: M, — M, donisimii ve

a, My —> [0,+oo) fonksiyonlar sirasiyla

E2-3E42, £>2 ise,
SéE= £

% £e[0,2] ise,
1, £e[01] ise,
a(g):ﬁ(§)={o1 £¢[0,1] ise,

olarak tanimlansmn. t >0 igin y(t) :% ve £ eM,, igin (&)1 olsun. Bu durumda,

£ €[0,1] ve dolayisiyla S& €[0,1] dir. Bdylece B(S&)=1 dir. Benzer sekilde, eger
B(&)=1ise a(S&)=1 dir. Buradan S déngiisel («, ) —gecisli doniisimdiir. Eger

Exn ve &,nel01] ise a(&)B(n)=1 dir. Ayrica

Qm(55,sn)s| 5 <y (Q, (&) 2w (P(Em)).

P(&n)=maks{Q, (£,7),Q,(S&.€).Q, (Sm.7),

Q,(S£,£)Q, (Sn.7) Qm(Sé,é)Qm(Sn,n)}
1+Q,(S&,57)  ° 1+Q,(&m)

olur. Benzer sekilde &,7 ¢ [O,l] ise (4.1) ifadesi saglanir. Dolayisiyla S doniistimii

rasyonel ifade igeren (a, B )W — daralma doniisiimiidiir.
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M, uzaymda a(£,)21 ve p—>oo iken & —¢& olan {&,} dizisi var olsun.

Q
& €[0,1] dir. Dolayisiyla & €[0,1] ve (&)=1 dir. Sonug olarak Teorem 4.1.2’nin
tim sartlar1 saglanir. Ayrica £=0 ve & =2++/2 noktalar1 S déniisiimiiniin sabit

noktalaridir. Bunlara ek olarak (U **) ozelligi saglanmadigindan sabit nokta tek olarak

elde edilemez.

Sonug 4.1.6. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay1 Q —Symth

tam olsun. (4.1) ifadesini saglayan S: M, — M doniisiimii

a. S dongiisel (a, ) - geg¢isli doniisimdiir,
b.  a(&)=1ve B(&)=1 olan & e M, vardur,
c. her peN igin & —& ve a(&,)=1 olan {£,} dizisi var ise or(&)>1 dir,

d  &neMyicin a(£)B(n)21 = Q,(S&,S7)<w(Q, (1))
olacak sekilde w € ¥ vardrr,

ozelliklerini saglasin. Bu durumda, S doniisiimii M, uzayinda sabit noktaya sahiptir.
Ayrica, her £, € Fix(S) i¢cin (&) S(n)=1ise S doniisiimii M, uzaymda tek sabit

noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.1.2°de P(&,7)=Q, (£,77) olarak alinirsa ispat elde edilir.

4.2. Genellestirilmis Suzuki Simiilasyon Daralma Déniisiimleri icin Sabit Nokta

Teorisi ile ilgili Sonuglar

Bu kisimda Suzuki [47] tarafindan tanimlanan Suzuki doniisiimii ve Khojasteh ve ark.
[39] tarafindan tanimlanan simiilasyon fonksiyonu birlikte diisiiniilerek yeni bir

daralma doniisiimii elde edilmistir.
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Tamm 4.2.1. M, Archimedean olmayan asimetrik modiler metrik uzay ve

S: Mg, — M, bir doniisiim olsun. Her &,7 € M, i¢in
%Qm (£,86)<Qu (&) iken ¢(2(Q,(S&,57)).0(2(P(£7))))2Cs,  (4.10)

P(&n)=maks{Q, (£,77).Q,(£.5£).Q, (7.57)}

esitsizligini saglayan 2e®, pe® ve ¢ e Z, fonksiyonlar1 varsa S doniisiimiine

genellestirilmis Suzuki simiilasyon daralma doniisiimii ad1 verilir.

Teorem 4.2.2. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzayr Q —Symth
tam ve S:M, —> M, genellestirilmis Suzuki simiilasyon daralma doniigiimii olsun.

Bu durumda S déniisiimii M, uzaymda sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Her ke N icin {&} iterasyon dizisi &, =S¢& seklinde tanimlansin. Eger k,
noktast & =&, , olacak sekilde varsa S& =¢&  olur ki bu durumda &, noktast S

doniisiimiiniin sabit noktasidir. Her k e N i¢in &, # &, olsun. Boylece

Q. (&.&.4)>0, k=012, (4.12)

olur. Dolayisiyla

%Qm(fk,S§k)<Qm(éwak)=Qm(fwfm) -

(Z(Qm (Sgk’S§k+l))’(o(z(P(§k'§k+1)))) (4.12)

¢
é/(z(Qm (§k+17 Sera )) ’ ¢(E(P (gk ) §k+1))))
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<G ((D(Z(P (fk , §k+1))) ' Z(Qm (§k+1’ S )))

elde edilir. Tanim 1.3.34’°den

Z(Qm(‘fkﬂ'gmz ))<¢(Z(P(§k7§k+1)))’ (4.13)

P(ék,fm):maks{Qm(f:k,éM),Q (&86),Qn (£t SE)}
aks{Q, (& 6n) Qn (& En)s Qn (Senn &)}
aks{Q, (£.4.1):Qn (Err &)}

oldugundan k e N i¢in

makS{Qm (fk , §k+l) y Qm (§k+l! §k+2 )} = Qm (§k+1’ §k+2)

olsun. Bu durumda (4.13) ifadesinde ve Lemma 1.3.39’dan

2(Qn (& &) <2(2(Qn(&nrern))) <Z(Qn (Enr&ea))

celiskisi elde edilir. Boylece her k e N igin

P(fk’fku):Qm (§k1§k+1) (4-14)

bulunur. Ayrica, (4.13) esitsizliginden

E(Qm (é:kﬂ’ Sk+2 )) < ¢<Z(Qm (gk , §k+1))) (4.15)

olur. Benzer sekilde devam edilirse her k e N i¢in
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z(Qm (§k+1’ e )) < ¢<Z(Qm (gk : g'<+1)))
< ¢2 (Z(Qm (gk—l' Sk )))

<" (2(Qu(&.%)))
elde edilir . k — oo i¢in limit alinirsa ¢ fonksiyonunun tanimdan ve ®, 6zelliginden
lim e (Q, (&.&,))=1
bulunur. Boylece Lemma 1.3.39’dan her k e N igin

I'(EDO Qm (§k+l' §k+2) =0 (4.16)

olur. {&} dizisinin soldan Q — K —Cauchy dizisi oldugunun gésterilmesi i¢in & >0

iken
Qu(&.& )z ve Q,(£1.8, )<e (4.17)

olan {t } ve {s } dizileri var olsun. (4.16) ifadesi ve (Q;) dzelligi kullanilirsa

£<Q, (£, )= Quueimm (£.05,)
<Qu(£.& 1)+ Q(& 08 (4.18)
<e+Qu (&4, 4)

bulunur. Yukarida k — o iken limit almirsa
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limQ, (&,., )=¢ (4.19)

olur. Ayrica (4.16) esitligi ve (Q;) dzelliginden

Qu (& 1€, 1) = Qi (&0 & 1)

<Qu(&.008, )+ (& 8 n)
Qn (16, )+ Quassimy (&1 E50) (4.20)
Qu(& & 1) +Qn (& 108 1)+ Qu (& 008,)
Qu(& & 1)+ (& 08 )+ Quusstm (£, 006 1)
<Qu(& 08 )+ (&8 )+ (806 1)+ (S0 )
<e+Qu (&8 1)+ Qu(& 6 4)+ (4 08)

elde edilir. Simdi

SQu(6,56)<Qu(5,.4,) (4.21)
olsun. Eger
SQu(5,56)>Qu(4,4,) (4.22)

:%Qm (étk ’é:tk”) > Qm (ék 1§sk )

ise (4.22) esitsizliginden k —oo limit alinirsa (4.16) ve (4.19) dan dolay1 &£<0
celiskisi elde edilir. Boylece
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La(6.55)50u(4 4

olmalidir. S doniisimii genellestirilmis Suzuki simiilasyon daralma doniigimii

oldugundan

C. < ((Z(Qm(sék ,S&, ))ﬂ(Z(P(fwé ))))

£(2(Qu(& s o(2(P(54)) (4.23)

P(&,.8, ) =maks{Q, (.8, ).Qu (4,54, ).Qu (£, 55, )}

=maks{Q, (&£, ). Qn(&,£,).Qn (&, 6,0 (4.24)
olur. (4.16), (4.19), (4.20), (4.23) ve (4.24) kullanilarak k — oo icin limit alinirsa
Cs <¢(2(2).0(2(¢))) <G(p(2(¢)).2(¢))
elde edilir. Tanim 1.3.34’°den
(e) <p(Z(e)) <Z(e)

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla {é‘k} dizisi soldan Q — K —Cauchy dizisidir. M, Q-

Smyth tam uzay oldugundan
imQ,"(&.u)=0

olan ue M, vardir. Bdylece
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limQ, (&,u)=0 ve limQ, (u,5)=0

olur. ue M, noktasinin S doniisiimiiniin sabit noktasi oldugunun gosterilmesi i¢in

Q, (Su,u)>0 ve her k>0 igin

%Qm(ék,sa)sczm(fk,u)

olsun. Tersine

2 Qu(6056) > Qu(601) =5 Qu (60 6a) > Qu(600) 4.25)

olarak alinirsa ve bu ifade de k — oo i¢in limit alinirsa 0> 0 celiskisi elde edilir.
Ayrica S doniisimii genellestirilmis Suzuki simiilasyon daralma doniisimii

oldugundan

Co <4 (2(Qn(34.5v)).0(2(P(&.1))
~¢(2(Qu (G S0) o(2(P (W) 429
<6(p(2(P(&01))) Z(Qu (§errS)))

bulunur. Tanim 1.3.34’den
2(Qu (errSU)) <o(2(P(&1))), (4.27)

P(gk’u) = makS{Qm (égk’u) ’Qm(é:k’S‘fk) 1Qm(U, SU)}
= maks{Q, (&), Qy (& &), Qn (u,Su)} (4.28)

dir. (4.26)-(4.28) ifadelerinde k — oo i¢in limit alinirsa
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celiskisi elde edilir. Buradan ue M, noktasi S doniisiiniin sabit noktasi olarak

bulunur.

u e M, noktasi S doniistimiiniin diger bir sabit noktasi olsun. Bu durumda u # u ve

Su” =u" olsun. Buradan
Qn (Su,su”)=Q, (u,u”)>0

ve

OZ%Qm(u,Su)st(u,u*)

olmalidir. S doniisiimii genellestirilmis Suzuki simiilasyon daralma doniigiimi

oldugundan

~¢(5(0 o) of(Pla )
< G(g;(Z(P(u,u*))),E(Qm (U'U*))

olur. Tanim 1.3.34’ den
Z(Qm(u,u*))<¢(Z(P(u,u*))),

P(u,u*) = maks{Qm (u,u*),Qm (u,Su),Q, (u*,Su*)} =Q, (u,u*)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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elde edilir. (4.29)-(4.31) ifadelerinden

2(Qu(uu)) < qo(Z(Qm (UU))) <2(Qq (uw)),

celiskisi elde edilir. Bdylece U e M, noktas1 S doniisiimiiniin M, uzayimnda tek sabit

noktasidir.
Asagida Teorem 4.2.2°den elde edilen bazi sonuglar verilmistir.

Sonug 4.2.3. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzayr Q —Symth

tam uzay ve ve S: M, — M, bir doniisiim olsun. Eger her 3, € M,, i¢in

%Qm (252)<Qu(2:0) = ¢(2(Qn(52:50)).0(2(Qn(2.)))) 2 Ce

ifadesini saglayan £e€®, pc® ve ¢ € Z; fonksiyonlar: varsa S doniisimii M,

uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat: Teroem 4.2.2°de P (j, f) =Q, (], f) almirsa sonug elde edilir.

Suzuki sart1 kaldirilirsa asagidaki istenen elde edilir.

Sonug 4.2.4. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay1 Q —Symth

tam uzay ve S:M,—>M, bir donisim olsun. Eger her ) (eM, i¢cin

P(5,0)=maks{Q, (1,),Qn(1:57),Qn (£,S0)} iken

¢ (2(Qn(52.80)0(2(P(2.0))))=Ce.
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olan £e€®, pe® ve ¢ € Z; fonksiyonlar: varsa S doniisimi M, uzayinda tek

sabit noktaya sahiptir.

Sonug 4.2.5. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzayr Q —Symth

tam uzay ve S:My,—>M, bir donisim olsun. Eger her j5(eM, icin

P(7.0)=maks{Q, (5.0),Q,(2.57).Q, (£.S)} iken

L0, (150 f) = Qu(s#5)<o(=(P(11)

olan £ e® ve ¢ € ® fonksiyonlari varsa S doniisiimii M,, uzaymda tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: Teorem 4.2.2°de C; =0 ve £(s,t)=s—t olarak alinirsa ispat elde edilir.

Sonug 4.2.6. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay1 Q —Symth

tam uzay ve S: M, — M, bir doniisiim olsun. Eger her j,{ €M, i¢in

Z(Qm (S],Sf)) < gp(Z(P(j,f))),

P(.0)=maks{Q, (7.£),Q,(1.57),Q, (£ S0)}

olan =€ ® ve ¢ € ® fonksiyonlari varsa S déniisiimii M, uzaymda tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: Sonug 4.2.5°de Suzuki sart1 kaldirilirsa istenen elde edilir.

Sonug 4.2.6’da P (j, f) =Q, (], f) olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.2.7. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzayr Q —Symth

tam uzay ve S: M, — M, bir doniisiim olsun. Her 3,/ e M, i¢in

2(Qu(VaV0) <0(2(Q, (1.0)))

olan £ ® ve ¢ € ® fonksiyonlari varsa S doniisiimii M, uzayimda tek sabit noktaya

sahiptir.

4.3. Archimedean Olmayan Asimetrik Modiiler Metrik Uzaylarda Sabit Nokta

Teorisinin Baz1 Uygulamalan

Bu kisimda Boliim 4.1. ve Boliim 4.2°de elde edilen sonuglarin bazi uygulamalar1

verilmistir.
4.3.1. Genellestirilmis Ulam — Hyers Kararhhk Problemi

Berzdek ve Cieplinski [109] ve Bota ve Petrusel [110] sabit nokta probleminin
genellestirilmis Ulam — Hyers kararlilik problemine uygulamalarimi elde etmislerdir.
Bu kisimda Boliim 4.1°de elde edilen sabit nokta sonuglarinin genellestirilmis Ulam —

Hyers kararlilik problemine uygulamasi gosterilmistir.

Tamm 4.3.1.1. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzay ve

S: Mgy — M, bir doniisiim olsun. U € M, noktasmin sabit nokta denklemi
u=S(u) (4.32)

olsun. Eger ¢:[0,50)—[0,%) fonksiyonu artan, 0 noktasmnda siirekli ve ¢(0)=0
olacak sekilde her £>0 ve V e S, mnoktasi igin & —¢dziime sahipse, yani
Qm(S(V*),V*)Sg iken Q, (u*,v*) < (0(8) olan u” e S, sabit noktasi varsa (4.32)

problemi genellestirilmis Ulam — Hyers kararhidir denir.
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Teorem 4.3.1.2. M, Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzayr Q-

Symth tam uzay olsun. S: M, — M, doniisiimii asagidakileri saglasin.

a. S dongiisel (, #)— gegisli doniisimdiir,
b. a(&)=1ve B(&)=1 olan & e M, vardrr,
c. her peN igin & —¢& ve a(&,)21 olan {£,} dizisi var ise or(&£)>1 dir,

d. &neMy igin a(&)B(n)21 = Q,(SE,Sn)<w(Q,(&7))

olan v e ¥ vardrr,
e. o(t)=t—y(t) ile tammh ¢:[0,0)—>[0,00) fonksiyonu kesin olarak

artandur.

Bu durumda u” € S, & - goziimii igin a(u”)21 ve B(u")=1 ise (4.32) sabit nokta

problemi genellestirilmis Ulam — Hyers kararhdir.

Ispat: Sonug 4.1.5°den 8(5*) =¢" dir. £>0 i¢in 7° € M, noktast bir & - ¢dziim
olsun. Dolayisiyla Q_ (S (77*),77*) <g¢ dur. £,7° €M, noktalari birer & ¢dziim

oldugundan «(£")=1 ve B(n")=1 dir. Buradan
Q. (&7 )=Q. (s 7")
=Qmaks{m,m} (Sé:*,ﬂ*)
<Q,(S&",s7")+Q,(S7".n")
<p(Qu(¢&'7))+e

dur ve Q, (f*,n*)—gy(Qm (5*,77*))35 bulunur. ¢(t):=t—w(t) oldugundan

o(Qu(&7))=Qu (&) -w(Qu(¢ 7))
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dir. Sonu¢ olarak Q, (f*,n*)£g0*1(3) bulunur. Burada ¢ :[0,00) —[0,0)
fonksiyonu artan, 0 noktasinda siirekli ve ¢ (0)=0 dir. Dolaysiyla (4.32) sabit

nokta problemi genellestirilmis Ulam — Hyers kararlidir.

4.3.2. Genellestirilmis Suzuki-Simiilasyon Daralma Doéniisiimlerinin Graf

Teorisine Uygulamasi

Bu kisimda Mg = { 7€My ( 7,0 j) ek ( H )} ile tanimlanan kiime kullanilmistir.

Tamm 4.3.2.1. M, H grafi ile donatilmig Archimedean olmayan asimetrik modiiler

metrik uzay olsun.

a. H grafinin dogrularini korur,

b. her 5,{€E(H) ve her m>0 i¢in

P(7.0) =maks{Q, (5.0),Qn (1.57).Qn (¢.S0)}

ve %Qm (1,57)<Q,(1.0) iken

¢(2(Qn(82:50)).0(2(P(5.))))= e,
olan T€®, pe® ve L e Z fonksiyonlar: vardur,

ozelliklerini saglayan S:M, — M doniistimiine genellestirilmis Suzuki simiilasyon

H —tipi daralma doniistiimii denir.

Lemma4.3.2.2. M, H grafiyla donatilmig Archimedean olmayan asimetrik modiiler
metrik uzay ve S:Mg, — M, bir déniisiim olsun. Bu durumda S doniisiimii hem

genellestirilmis Suzuki simiilasyon H ™' —tipi daralma doniisimii hem de

genellestirilmis Suzuki simiilasyon H —tipi daralma déniisiimiidiir.
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Teorem 4.3.2.3. M, H grafiyla donatilmis Archimedean olmayan asimetrik modiiler

metrik uzayr Q —Symth tam uzay olsun. S: M, — M, doniisiimii

a. J € Mg noktas1 vardir,

b. S doniisiimii genellestirilmis Suzuki similasyon H —tipi daralma
doniistimiidiir,

C. H grafi zayif baglantilidir,

d. limQ," (5,u)=0 ve (ji .)€ E(H) dzelliklerini saglayan {5} dizisi

var ise (jkn , u) eE(H) olan {jkn} alt dizisi vardur,
sartlarini saglasin. Bu durumda S déniisimii M, uzayimda tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: VkeN i¢in {y} dizisi 5., =Sy olarak tanmlansin. j, noktast Mj

kiimesinin bir eleman: olsun. Bu durumda (j,,Sj,)=(Jo.)€E(H) dir. S

doniisiimii H grafinin dogrularini korudugundan
(jo,jl)e E(H) = (SjO,Sjl)E E(H)

olmalidir. Benzer sekilde devam edilirse (7, J,.)€E(H) elde edilir. Boylece
Teorem 4.2.2°den {y,} dizisi soldan Q—K —Cauchy dizisidir. M, uzay: Q—Smyth

tam oldugundan u € M, noktasi vardir dyle ki ||<im Qf ( T u) =0 dir. Dolayisiyla

I'(!I]OQm (jk,U)ZO
ve

limQ, (u,5)=0

K—o0
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olur. ue Mg noktasinin S doniisiimiiniin sabit noktast oldugunun gosterilmesi igin

2 Qu (3,83 )=Qu 3, ) (4.33)
olsun.
%Qm (.]kn , h]kn ) >Q, (Jkn 1u) = %Qm (Jkn ’jkn+l) >Q, (Jkn ' U) (4.34)

ve bu esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa 0> 0 celiskisi olusur. S genellestirilmis

Suzuki simiilasyon H —tipi daralma déniisiimii oldugundan

o <¢(5(0u (2, 30))o(3(P 1, )

Sé’(Z(Qm(Sjkn,Su)),(p(Z(P(jkn,u)))) (4.35)

6(o(2(P(5.u)) Z(Qn (3, 50) )

IN

dir. Tanim 1.3.34’den

Z(Qm(Sjkn,Su))<go(2(P(gkn,u))), (4.36)

P(4,.u)= maks{Qm(jkn,u),Qm (5S4, ) Qun (u,Su)}

= maks {Q, (5,,1), Qn (5, 1)+ Qn (u,SU)} (437)

bulunur. (4.35)-(4.37) esitsizliklerinde n — oo iken limit alinirsa

2(Q, (u,Su)) < ¢(Z(Q, (u,Su))) <=(Qy (u,Su))

olur. Buradan
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2(Q, (u,Su)) < =(Q, (u,Su))

¢eliskisi ortaya ¢ikar. Bdylece Q, (u,Su)=0 dir. Dolayisiyla Q regiiler oldugundan
u=Su olarak bulunur. ue Mg noktasinin doniisiimiin tek sabit noktas: oldugunun
gosterilmesi i¢in U € Mg noktasi diger bir sabit nokta olarak segilsin. Dolayistyla

U#U ve U =Su” olsun. Bu durumda o e M, noktasi vardir dyle ki (u,0) € E(H)

ve (o,u”) e E(H) dir. (c) sartindan dolay (u,u*) S E(H~) dir. Ayrica

0:%Qm(u,8u)<Qm(u,u*)

dir. S genellestirilmis Suzuki simiilasyon H —tipi daralma déniisiimii oldugundan

sg(z(Qm(u,u*)),<p(z(P(u,u*)))) (4.38)

bulunur. Tanim 1.3.34’den
Z(Qm (u,u*))< (p(Z(P(u,u*))) (4.39)

P(u,u*) = maks{Qm (u,u*) ,Q, (u,Su) ,Qm(u*,Su*)}
= maks{Qm (u,u™),04=Q, (u,u’) (4.40)

olur. (4.38)-(4.40) ifadelerinden
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Z(Qm (u, u)) < go(E(Qm (u, u))) < Z(Qm (u, u)) (4.41)

celiskisi bulunur. Buradan u=u" olmalidir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez kapsamimda Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylar ve Archimedean
olmayan asimetrik modiiler metrik uzaylar olmak {izere iki farkli uzay iizerinde

calisiimastir.

Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda « —kapali daralma doniistimleri
tanimlanmig ve sabit nokta teoremleri ispatlanmistir. Bu teoremlerin Ulam —Hyers
kararlilik problemine, iyi konumlanmiglik problemine ve integral denklemlere

uygulamasi gosterilmistir.

Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda Suzuki-Berinde doniisimii insa
edilmistir. Bu doniisiim yardimiyla ortak sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Ortak

sabit nokta teoremleri ile ilgili sonuglar verilmistir.

Archimedean olmayan modiiler metrik uzaylarda dongiisel («, 8)— gecisli doniisiim
cifti ile simiilasyon fonksiyonu birlestirilerek genellestirilmis (a,ﬁ)—simﬁlasyon

daralma doniisiimii tanimlanmistir. Bu daralma doniigsiimiinii saglayan iki farkl

dontistim i¢in ortak sabit nokta teoremleri ispatlanmistir.

Archimedean olmayan modiiler metrik uzayda simetri 6zelligi ihmal edilerek non-

Archimedean asimetrik modiiler metrik uzay kavrami tanimlanmis ve topolojik

ozellikleri ¢alisilmistir. Bu uzayda rasyonel ifade iceren (a, p )W — daralma doniistimii

tanimlanarak ilgili sabit nokta teoremleri ispat edilmistir. Bu teoremlerin

genellestirilmis Ulam — Hyers kararlilik problemine uygulamasi verilmistir.
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Archimedean olmayan asimetrik modiiler metrik uzaylarda Suzuki daralma doniisiimii
ve simiilasyon fonksiyonu birlikte diigiiniilerek genellestirilmis Suzuki — simiilasyon
daralma donilisimii ifade edilmistir. Genellestirilmis Suzuki— simiilasyon daralma
doniisiimiinii saglayan sabit nokta teoremleri ve ¢esitli sonuglar bulunmustur. Bulunan

bu sonuglarin graf teorisine uygulamasi verilmistir.

Sonug olarak, bu tezde elde edilen bulgular sabit nokta teorisi alaninda c¢aligmalar
yapan arastirmacilara farkl bir bakis agis1 kazandirmay1 hedefleyerek aragtirmacilarin

Onerilerine sunulmustur.
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