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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

alb
(a,b)
(Bn)
[E: F]
F<E
(F)

. a tam sayis1 b tam sayisini boler

: a ile b tam sayilarinin en biiyiik ortak béleni
: Balans dizisi

: E cisminin F cismi uUzerindeki derecesi
: F cismi E cisminin alt cismi

: Fibonacci dizisi

: Karmagik sayilar kiimesi

: Katsayilar1 F cisminin elemanlar1 olan polinomlar halkasi
- Lucas dizisi

: Lucas-Balans dizisi

: Maksimum

: Minimum

: n. Balans Sayisi

: n. Lucas-Balans sayisi

: n. Fibonacci sayist

> n. Lucas sayis1

. n. Pell sayisi

: n. Pell-Lucas say1st

: Pell dizisi

: Pell-Lucas dizisi

. Pozitif tam sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Strekli kesrin k. yakinsakligi

: Tam sayilar kiimesi

iv



[x]

1]l
der(a, IF)
h(a)

min(a, )

: x reel sayisinin tam degeri

: x reel sayisinin kendisine en yakin olan tam saytya uzakligi
. a cebirsel sayisinin [F cismi Uzerindeki derecesi

. a cebirsel sayisiin logaritmik yiiksekligi

. a cebirsel sayisiin [F cismi Gzerindeki minimal polinomu



OZET

Anahtar kelimeler: Diyofant denklemleri, Fibonacci sayilari, Lucas sayilari,
logaritmalarda lineer formlar, logaritmik yiikseklik, basit sonsuz strekli kesir

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Diyofant denklemleri ile
Fibonacci ve Lucas sayilarinin kisa bir tarihgesi verildi. Daha sonra Fibonacci ve
Lucas sayilarini igeren bazi Diyofant denklemlerinden bahsedildi.

Ikinci béliimde bazi tam say1 dizileri, siirekli kesirler, cisim genislemeleri ve cebirsel
sayilarin logaritmik yiiksekligi ile ilgili bazi tanimlar ve teoremler verildi.

Ugiincii boliimde logaritmalarda lineer formlarin tanimi yapildiktan sonra Baker’in
teorisi ve bu teorinin bazi 6nemli sonuglarindan bahsedildi. Daha sonra Baker-
Davenport’un lemmasi ve bu lemmanin bazi faydali versiyonlar1 verildi.

Dordiincii boliimde onceki c¢alismalar ve yardimci teoremler verildikten sonra
logaritmalarda lineer formlar yardimiyla bazi iistel Diyofant denklemleri ¢oziildii. Tk
olarak belli bir tabanda tiim rakamlar1 ayn1 olan iki dogal saymin ¢arpimi bi¢ciminde
yazilabilen Fibonacci ve Lucas sayilar1 belirlendi. Daha sonra tiim rakamlar1 ayni
olan iki dogal saymin birlestirilmesi bigiminde yazilabilen Lucas sayilart bulundu.

Besinci boliim sonug ve dnerilerden olugmaktadir.
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SOLUTIONS OF SOME EXPONENTIAL DIOPHANTINE
EQUATIONS INCLUDING THE FIBONACCI AND LUCAS
NUMBERS

SUMMARY

Keywords: Diophantine equations, Fibonacci numbers, Lucas numbers, linear forms
in logarithms, logarithmic height, simple infinite continued fractions

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, a brief history of
Diophantine equations and the origin of Fibonacci and Lucas numbers are given.
Then some Diophantine equations including Fibonacci and Lucas numbers are
mentioned.

In the second chapter, some definitions and theorems related to some integer
sequences, continued fractions, field extension and logarithmic height of the
algebraic numbers are given.

In the third chapter, after the definition of linear forms in logarithms, Baker’s theory
and some important results of this theory are mentioned. Then Baker-Davenport’s
lemma and some useful versions of this lemma are given.

In the fourth chapter, after giving previous studies and auxiliary theorems, some
exponential Diophantine equations are solved with the help of lineer forms in
logarithms. Firstly, the Fibonacci and Lucas numbers which can be written as the
products of two natural numbers which all digits are the same on a certain base are
determined. Then, the Lucas numbers which can be written in the form of
concatenation of two natural numbers that all digits are the same are found.

The fifth chapter consist of results and suggestions.

vii



BOLUM 1. GIRIS

Degiskenleri ve katsayilar1 tam say1 olan denklemlere Diyofant denklemleri denir. Bu
denklemler adin1 Antik Yunan matematik¢ilerden olan ve cebirin babasi olarak da

bilinen Diophantus’ tan almistir.

Diophantus’ un hangi donemde yasadig ile ilgili ¢cikarimlar 500 yillik bir doneme
indirgenebilmistir. Diophantus, poligon sayilarla ilgili ¢alismasinda M.O. 2. yiizyilda
yasamis olan Iskenderiyeli Hypsicles’ten bahsetmistir. Ayrica M.S. 4. yiizyilda
yasamis olan Iskenderiyeli Theon, Ptolemy’nin Almopest adli eserine yaptigi
yorumda Diophantus’un calismalarina yer vermistir. Dolayisiyla Diophantus’ un

M.O. 2. yiizyil ile M.S. 4. yiizy1l arasinda bir dsnemde yasamis oldugu tahmin edilir.

Diophantus’un hangi yillar arasi yasadigi kesin olarak bilinmese de kag¢ yasinda
oldigi bilgisi M.S. 5. yiizyilda yasamis olan Metodorus’un, c¢esitli matematik

bilmecelerini derledigi Yunan Antolojisi adli eserinde geg¢mektedir. Bu bilmece

sOyledir: Diophantus hayatinin %’smda cocukluk c¢agini gecirmis, %’sinden sonra

L1, 9 . <
evlenmis, E’smden sonra sakallart uzamig, oglu evlendikten 5 yil sonra dogmus,

oglu babasinin yasinin yarisi kadar yasamis ve baba oglundan 4 yil sonra 6lmiistiir.

Bu bilmeceye gore Diophantus’us 84 yil yasadig1 kolayca goriilebilir.

Diophantus, cebirsel denklemlerin ¢oziimleriyle ilgili 130 tane problemin yer aldig1
Arithmetica isimli eseriyle taninmaktadir. Arithmetica’yr olusturan 13 Kkitaptan
sadece 6 tanesi giiniimiize ulasmistir. Matematik tarih¢isi Hankel bu problemleri, tek
¢ozlimil olanlar ve genel ¢oziimii olanlar olarak iki gruba ayirmistir. 1. ciltte tek
¢Oziimlii cebir problemleri yer alirken 2,3,4 ve 5. ciltlerde genel ¢oziimli cebir

problemlerine yer verilmistir.



Birden fazla ¢6ziimii olan Diyofant denklemlerinin ele alinmasina Diyofant analizi
denir. Tarihten giiniimiize kadar Diyofant denklemleri ve Diyofant analizi bir¢cok
matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Simdi bazi 6nemli Diyofant denklemlerine yer

verelim. Diophantus tarafindan a, b ve ¢ pozitif tam say1 secgilerek

ax?+ bx =c,
ax? = bx +c,

ax?® +c = bx

denklemleri ele alindi. Bu ii¢ denklemin bugiin ayn1 denklem oldugunu biliyoruz.
Diophantus’un bu denklemleri farkli denklemlermis gibi diisiinmesinin sebebi kendi
zamaninda sifir kavraminin olmayisidir. a ve b sifirdan farkli tam sayilar ve ¢ tam

say1 olmak lizere

ax+by=c

denklemi iki bilinmeyenli lineer Diyofant denklemidir. Burada (a,b) = d olmak

tizere d|c olmasi1 durumunda bu denklemin sonsuz ¢6ziimii vardir.

denkleminin n = 4 i¢in Fermat (1601 — 1665) tarafindan tam sayilarda ¢ézlimiiniin
olmadig1 gosterilmistir. Ayrica Fermat tarafindan n > 3 i¢in bu denklemi saglayan
x,y ve z pozitif tam sayilariin bulunmadigr iddia edilmistir. Bu teoremin ispati
yaklagik 300 yil sonra 1995 yilinda Wiles tarafindan [1]’de yayimlandi. Fakat bu
ispatin bir adiminin hatali oldugunun ortaya ¢ikmasi tizerine ayni1 yil bu ¢alismadaki
hata Wiles ve Taylor [2] tarafindan diizeltildi. d, tam kare olmayan bir pozitif tam

say1 ve N de sifirdan farkli tam say1 olmak {izere



x?—dy*=N

denklemi Pell denklemi olarak bilinmektedir. N = 1 durumunda bu denklemin her
zaman (x,y) tam say1 ¢0ziimii olmasina ragmen N = —1 durumunda bu denklemin
her zaman tam say1 ¢O6zlimii olmayabilir. Pell denklemleri ile ilgili daha fazla bilgi

icin almak i¢in [3] numarali kaynaga bakilabilir. k tam say1 olmak iizere

y2=x3+k

Diyofant denklemi Mordell denklemi olarak adlandirilir. Mordell tarafindan bu
denklemlerin k tam sayisinin se¢imine bagli olarak sadece sonlu ¢oklukta (x,y) tam
say1 ¢ozlimlerinin var oldugu gosterilmistir [4]. Ayrica [5] de cebirsel sayilar teorisi
kullanilarak k tam sayisiin belli degerleri i¢in bu denklemin ¢6ziimleri

incelenmistir. Ramanujan [6] tarafindan x ve n pozitif tam sayilar olmak iizere

x2+7=2"

denkleminin ¢6ziimlerinin (x,n) = (1,3),(3,4),(5,5),(11,7), (181, 15) bigiminde
oldugu iddia edilmistir. Ramanujan’in bu iddiasinin dogrulugu Nagell [7] tarafindan

ispatlanmustir. € dogal say1 olmak tizere yukaridaki denklemin daha genel hali olan

x2+C=y"

denklemine Ramanujan-Nagell denklemi denir. Bu ve buna benzer denklemlerle

ilgili [8] numarali kaynaga ve bu kaynagin kaynaklarina bakilabilir.

Diyofant denklemlerinin ¢oziimlerini bulmak i¢in bircok yontem kullanilmaktadir.
Bunlardan bazilar1 ¢arpanlara ayirma yontemi, modiiler aritmetik yontemi, esitsizlik
yontemi, parametrik yontem, Fermat’in sonsuz indirgeme yontemi, tlimevarim
yontemi ve 6zel yontemlerdir. Bu yontemler ile ilgili uygulamalar ig¢in [9] numarali
kaynaktan ve Diyofant denklemleri ile ilgili temel bilgiler i¢in [10] numarali

kaynaktan faydalanilabilir.



Pisali Leonardo veya Leonardo Pisano olarak da bilinen Italyan matematikgi
Leonardo Fibonacci, 12. asirda Italya’nin Pisa kentinde diinyaya gelmistir. 1202
yilinda yayimlanmig olan Liber Abaci isimli eserinde Arap sayr sisteminin Roma
rakam sistemine gore ¢ok daha kullanigli oldugundan bahsetmistir. Kitabin bir diger

Oonemli yani ise kitapta yer alan tavsan problemidir. Simdi bu problemi ifade edelim.

Ergin bir tavsan ¢ifti her ay yeni bir yavru tavsan ¢ifti vermektedir. Bir yavru ¢ifti bir
ayda ergenlige ulasmaktadir. Yavru olan bir tavsan c¢iftinden 12 ay sonunda kag
tavsan ¢ifti olusur? Bu probleme gore ilk iki aydaki tavsan cifti sayist 1 ve sonraki
aylardaki tavsan ¢ifti sayist kendisinden onceki iki aydaki tavsan ¢ifti sayilari
toplamina esit olacagindan aylara gore tavsan ciftlerinin toplam sayilar1 1,1, 2, 3,5,
8,13,21,34,55,89,144 biciminde olacaktir. Bu problemin ¢6ziimiindeki tavsan
ciftlerinin sayisinin artigin1 gosteren diziye Fibonacci sayi dizisi ve bu sayi1 dizisinin

her bir elemanina da Fibonacci sayisi denir.

Fibonacci say1 dizisinin kesfinden sonra Fransiz matematik¢i Edouard Anatole Lucas
kendisinden once gelen iki terimin toplami bi¢iminde olan Fibonacci say1 dizisinin
baslangi¢ sartlarin1 degistirerek yani ilk iki terimi sirasiyla 2 ve 1 alarak Lucas say1
dizisini elde etmistir. Lucas say1 dizisinin Fibonacci say1 dizisi ile arasinda bir¢cok
ilgin¢ bagint1 bulunmasindan dolay1 Lucas say1 dizisi de kisa bir siire i¢inde ciddi bir
tin kazanmistir. Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin ozellikleri ile ilgili [11,12]

numarali kaynaklardan yararlanilabilir.

Baz1 6zel Diyofant denklemlerinin ¢dziimleri ile Fibonacci ve Lucas sayilarinin

arasindaki iligki Fibonacci ve Lucas sayilarini daha ilging bir hale getirmistir.

x% — 5y% = ¥4,

denklemlerinin ¢6ziimleri Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin terimleri cinsindendir

[11]. Simdi de Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren bazi Diyofant denklemlerine yer

verelim.



1963 yilinda Moser ve Carlitz tarafindan [13] numarali ¢alismada, ayn1 yil Rollett
tarafindan [14] numarali ¢caligmada tam kare olan Fibonacci sayilarinin bulunmasi
onerildi. Bu problem 1964 yilinda Cohn [15] ve Wyler [16] tarafindan birbirinden
bagimsiz olarak ¢oziildii. Bu ¢alismalarda tam kare bigiminde yazilabilen Fibonacci
sayilarinin 0, 1 ve 144 oldugu tespit edildi. Ayn1 y1l Alfred tarafindan tam kare olan
Lucas sayilarinin 1 ve 4 oldugu gosterildi [17].

1965 yilinda Cohn [18] tarafindan F, ve L, sirasiyla n. Fibonacci ve n. Lucas
sayilar1 olmak iizere ¢ = 1,2 i¢in F, = cx? ve L, = cx? denklemlerinin ¢ozimleri

bulundu.

1969 yilinda London ve Finkelstein tarafindan ise tam kiip bigiminde yazilabilen
Fibonacci ve Lucas sayilar1 elde edildi [19]. Ayni problem 1983 yilinda Pethd

tarafindan logaritmalarda lineer formlar ve denklikler kullanilarak ¢oztldii [20].

1973 ve 1975 yillarinda Finkelstein [21,22] tarafindan sirasiyla E, = x2 + 1 ve

L, = x? + 1 denklemlerinin ¢dziimleri bulundu.

1981 yilinda Robbins [23] tarafindan F, = x2 — 1 ve E, = x> ¥ 1 denklemlerinin

¢oziimleri tespit edildi.

1983 yilinda Robbins tarafindan p < 10000 ve p = 3(mod4) kosullarin1 saglayan
p asal sayilar i¢in E, = px? denklemi ¢oziildii [24]. 1988 yilinda ise ayn yazar
tarafindan p asal say1 olmak iizere F, = px? ¥ 1 ve E, = px®> ¥ 1 denklemlerinin

¢cozlimleri verildi [25].

1990 yilinda Robbins tarafindan 1 < ¢ < 1000 kosulunu saglayan c birlesik sayilari

i¢in F, = cx? denkleminin ¢dziimleri bulundu [26].

1991 yilinda Robbins tarafindan p < 1000 kosulunu saglayan p tek asal sayilar1 igin
L, = px? denkleminin ¢dziimleri elde edildi [27]. Ayn1 problem 1999 yilinda Zhou
[28] tarafindan 1000 < p < 60000 kosulunu saglayan p asal sayilar1 i¢in ¢oziildii.



Bir tam saymin tam kuvveti biciminde yazilabilen Fibonacci ve Lucas sayilari
problemi uzun yillar ¢oziilemedi. 2006 yilinda Bugeaud ve ark. [29] tarafindan
modiiler yaklagim ile klasik teknikler kullanilarak bu problem ¢oziilmiistiir. Diger bir
deyisle p asal say1 olmak iizere F, = y? ve L, = yP denklemlerinin ¢oziimleri
sirasiyla Fp =0, F;, =F,=1,F, =8, F;, =144 ve Ly =2, L; = 1, L; = 4 olarak
tespit edilmistir.

Bu tezin orijinal kismin1 Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren bazi iistel Diyofant
denklemleri olusturmaktadir. Giris bdliimiinde Diyofant denklemleri, Fibonacci ve
Lucas sayilariyla ilgili genel bilgiler verildikten sonra ikinci ve ii¢lincii bolimde bu
calismada ele alacagimiz iistel Diyofant denklemlerinin g¢alisilmasi i¢in gerekli
hazirlik bilgileri verilecektir. Dordiincii boliimde kisa bir giris yapilip 6nceki
calismalar ve yardimei teoremler verildikten sonra orijinal denklemler ¢oziilecektir.
Bu boliimde oncelikle 2 < b < 10 olmak iizere b tabaninda tiim rakamlar1 ayni olan
m ve n basamakli iki dogal saymnin ¢arpimi biciminde yazilabilen Fibonacci ve

Lucas sayilar1 elde edilecektir. Yani

Fk = (dl dl)b X (dz "'dZ)lN

m tane n tane
Ly = (dy ..dy)p X (dy ...dy)p
m tane n tane

denklemleri ele alinacaktir. Bu denklemleri saglayan negatif olmayan b, m,n,d;, d,

ve k tam sayilar1 bulunacaktir. Daha sonra 1 < d; < 9 ve 0 < d, < 9 olmak iizere

LTL = dl dl d2 dz

mq tane m;, tane

denklemini saglayan n,d;,d,,m; ve m, tam sayilar1 belirlenecektir. Besinci

boliimde de bu denklemler ile ilgili bazi sonuglara ve onerilere yer verilecektir.



BOLUM 2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bélimde bazi tam say1 dizileri, slrekli kesirler, cisim genislemeleri ve cebirsel
sayilarin logaritmik yiiksekligi ile ilgili bazi tanimlara ve teoremlere yer verilecektir.
Bu tanimlar ve teoremler diger boliimler i¢in temel olusturmaktadir. Ayrica bu

bolimde bazi tanimlarin ve teoremlerin anlasilmasi i¢in 6rneklere yer verilmistir.

2.1. Baza Tam Sayi Dizileri

Fibonacci ve Lucas say1 dizileri bu ¢alismada ele alacagimiz Diyofant denklemleri
ile dogrudan iliskili oldugundan burada bu dizilerin tanimlar1 ve bu diziler ile ilgili
calismamiza katki saglayacak teoremler verilmistir. Onceki calismalar kisminda Pell,
Pell-Lucas, Balans ve Lucas-Balans say1 dizilerine de yer verileceginden bu dizilerin
yalnizca tanimlar1 yapilmistir. Ayrica Mersenne sayilar: son boliimde ele alinacaktir.
Tanim 2.1.1. F, = 0, F; = 1 olmak iizere n > 2 i¢in

B, =F_1+F,

tekrarlama bagintisi ile verilen (F,) dizisine Fibonacci dizisi ve F, sayisina da n.

Fibonacci sayis1 denir [12].

Tamm 2.1.2. Ly = 2, L; = 1 olmak iizere n = 2 i¢in

Lyp=Lpq1+ Ly,

tekrarlama bagintisi ile verilen (L,,) dizisine Lucas dizisi ve L,, sayisina da n. Lucas

sayist denir [12].



Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik denklemi

x?—x—1=0

Sl ve S = #’dir. Ayrica

olup bu denklemin kdkleri a =

a*=a+1,p2=B+1l,a-B=-1, a+Bf=1La—-B =5

oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 2.1.3 n = 1 olmak iizere a™ = aF, + F,_, dir [12].

Teorem 2.1.4. n > 0 olmak {izere Fibonacci sayilari i¢in Binet formiilii

at— gn

F="3

ile verilir [12].

Teorem 2.1.5. n > 1 olmak iizere a™ 2 < F, < a™ 1 dir [30].

Ispat: Fibonacci dizilerinin monoton artan oldugu ve Teorem 2.1.3 kullanilirsa

a®=aF, +F,_y <aF, +E,=(a+1)-E, = a’F,

oldugu goriiliir. Buradan a2 < E, bulunur. Simdi n > 2 i¢in Teorem 2.1.3 tekrar

kullanilirsa

F,—a" ' =F —(aF 1+ F ) =F—Fo,—aF,_ =1—a) F,.1 <0

esitsizligi yazilabilir. Buradan F, < a™!

verilen bu esitsizlik n = 1 i¢in de saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

elde edilir. Ayrica teoremin ifadesinde



Teorem 2.1.6. n = 0 olmak lizere Lucas sayilari i¢in Binet formiilii

L,=a™+p"

ile verilir [12].

Teorem 2.1.7. n > 0 olmak iizere ™! < L,, < 2a™ dir [31].

Ispat: Oncelikle n > 0 i¢in " < a™ oldugu ve Teorem 2.1.6 kullamlirsa

Ly=a*+p"<a™+a" =2a™

oldugu goriilir. Buradan L,, < 2a™ bulunur. Ayrica n > 0 i¢in

,8"‘1Sa”‘1ﬁﬁ-a"‘lS,B"ﬁ(l—a)-a”‘lSﬁ”:a”‘l—ansﬁ"

esitsizligi yazilabilir. Buradan a™ ! < L,, elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.

Tanim 2.1.8. P, = 0, P; = 1 olmak lizere n > 2 i¢in

P, =2P, 1+ P,_,

tekrarlama bagintisi ile verilen (B,) dizisine Pell dizisi, P, sayisina da n. Pell sayis1

denir [32].

Tamim 2.1.9. Q, = 2, Q; = 2 olmak lizere n = 2 igin

Qn = 20p-1 + Qn—

tekrarlama bagintist ile verilen (Q,) dizisine Pell-Lucas dizisi, Q,, sayisina da n.

Pell-Lucas sayis1 denir [32].
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Tanim 2.1.10. B, = 0, B; = 1 olmak ilizere n > 2 i¢in
B, =6By_1 —Bn»

tekrarlama bagintisi ile verilen (B,) dizisine Balans dizisi ve B, sayisina da n.

Balans sayisi1 denir [33].
Tamim 2.1.11. C, = 1, C; = 3 olmak iizere n = 2 i¢in
Crn =601 —Chp

tekrarlama bagintisi ile verilen (C,,) dizisine Lucas-Balans dizisi ve C,, sayisina da n.

Lucas-Balans sayis1 denir [33].

Tamim 2.1.12. n dogal say1 olmak iizere 2" — 1 bi¢imindeki sayilara Mersenne

sayilar1 denir [34].
2.2. Strekli Kesirler

Stirekli kesirler eski zamanlardan beri g¢alisilsa da bugiinkii anlamda kullanimlari
Joseph Louis Lagrange ve Joseph Liouville ile basladigi goriilmektedir. Surekli
kesirlerin matematigin birgok alaninda uygulamalar1 mevcuttur. Ozellikle bazi
Diyofant denklemlerinin ¢6ziiminde ve irrasyonel sayilara yaklagimlarda
kullanilmalar1 siirekli kesirlerin en onemli uygulamalari arasindadir. Simdi siirekli

kesirler ile ilgili tanimlara, 6rneklere ve teoremlere yer verelim.

Tanmm 2.2.1. a;, € Rve a4, a,, ..., a;’ler pozitif reel say1 olsun.

[ao] = a,,

1
[ag;ai] = ao +—
ay

olmak tizere [ay; a, ..., a,—1] ifadesi timevarimla tanimlanmis olsun. Bu durumda
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1

Ay, A1,A5 ..., Ay_1,An| = A -_
[ 0r ™12 ron=b n] 0+[a0;a1,a2,...,an_1]

olarak tanimlanan [ay; a4, Ay, ..., @n_q, Ay ] ifadesine sonlu siirekli kesir denir [35].

Tamm 2.2.2. [ay; a4, ay, ..., ,] sonlu siirekli kesrinde ay € Z ve i = 1,2,3, ...,n igin

a; € Z* ise [ag; a4, ay, ..., ay] stirekli kesrine sonlu basit siirekli kesir denir [36].

Tamim 2.2.3. ay € Z hari¢ hepsi pozitif tam sayilar olan ag,aq,a,, ... tam sayi

dizisinin elemanlar1 verildiginde

P-2 = 0' pP-1= 11 q-2 = 1) q-1 = 0

olmak iizere k > 0 i¢in p, ve g, tam sayilar1 sirasiyla

Pk = QgPr-1 T Pr-2, 9k = k-1 + Gk—2 (2.1)

olarak tanimlanir [36].

Teorem 2.2.4. a, € Z hari¢ hepsi pozitif tam sayilar olan ay,aq,a,, ... tam say1

dizisinin elemanlar1 i¢in (2.1) denklemleri ile p; ve g, tam sayilar1 tanimlansin. Bu

durumda her x reel sayis1 ve her k > 0 tam sayis1 igin

. XPk—1tPk—2
1) |Qp, A1, A0, ..., A1, X| = —/——/m/
) [ 0, “%1, 42, » Uk—-1s ] Xqke1+qk—2
.o . _ Pk
ii) [ag; aq,ay, .., Qg_q, ] = P

dir [36].

Tamm 2.2.5. k, n’ye esit ya da n’den kii¢lik negatif olmayan bir tam say1r olmak
uzere [ay; aq,ay,...,ax] surekli kesrine [ag;aq,ay,...,a,] surekli kesrinin k.

yakinsakligi denir ve bu C, = [ag; a4, ay, ..., ai] ile gosterilir [36].

Teorem 2.2.4’iin (ii) sikki ve Tanim 2.2.5 birlikte goz Oniine alindiginda € = Z—k
k

oldugu gortiliir.
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Teorem 2.2.6. a, € Z hari¢ hepsi pozitif tam sayilar olan ay, aq,a,,... tam sayi
dizisinin elemanlar1 i¢in (2.1) denklemleri ile p; ve g tam sayilar1 tanimlansin. Bu
durumda

i) k = 0icin ppqe—1 — Pr—1q = (=D

i) k = 0 i¢in prqr—_z — Pr—2qx = (=D ay

. (-pk-t
iii) k > 1icin Cp, — Cy_q =
qrdKk-1
_1\k
iv) k > 2 icin Gy — Cp_p = 2%
qrdk-2

dir [36].

Teorem 2.2.7. a, € Z hari¢ hepsi pozitif tam sayilar olan ay, aq,a,,... tam sayi
dizisinin elemanlar1 ve k = 0 i¢in C;, = [ay; a4, Ay, ..., Ax ] olsun. Bu durumda

i) (C,p) artan bir dizi, yani Cp < €, < +++ < Cyp < =+

ii) (Cyx41) azalan bir dizi, yani C; > C3 > -+ > Cyppq > -

iii) n ve m dogal sayilar olmak lizere C,,, < Cyp41

dir [36].

Teorem 2.2.8. a, € Z hari¢ hepsi pozitif tam sayilar olan ay, a;,a,,... tam sayi
dizisinin elemanlar1 verildiginde C, = [ay; aq,ay,...,a;] olsun. Bu durumda

Ilim Cy vardir ve r, s = 0 i¢in
—00
Cyr < lim Cp, < Cys41

k—oo

dir [36].

Tanmm 2.2.9. a, € Z hari¢ hepsi pozitif tam sayilar olan ag, a4, a,, ... tam sayi

dizisinin elemanlar1 verildiginde C, = [ay; a1, ay, ..., a;] olmak iizere Ill_l)‘go Cx

degerine [ay; a4, a,, ... | sonsuz siirekli kesrinin degeri denir ve bu

[ao; aq, ap, ] = lim Ck
k

—00

olarak yazilir. Burada Cj ’lara sonsuz siirekli kesrin yakinsakliklar1 denir [36].



Ayrica [ag; aq, ay, ... | sonsuz siirekli kesri

olarak da gosterilir.

1++/5, .
T,dlr.

Ornek 2.2.10. Her n > 0 i¢in a,, = 1 olmak iizere [1;1,1,1,...] =

Céziim: Oncelikle tiimevarimla

C,=[111,..,1,1] =2
e s— Fny1
n tane

oldugunu gosterelim. n = 0 ven = 1 i¢in

oldugundan iddia dogrudur. n i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

Co=[1;1,1,..,1,1] = 22
RS Frya
n tane

olsun. O halde yukaridaki esitlik kullanildiginda

Fntz

1 1 F Fn+s3 Fni241
Covr =[1;1,1,..,,1]=1+————=14—="Tnn___“m3_n
N e [1,1,1,,1,1] Cn n+2 FTL+2 Fn+1+1
n+1tane ntane Fn+1

elde edilir. Boylece bu esitlik n + 1 i¢in de dogru olur. Dolayistyla her n = 0 i¢in

Co=[1;1,1,..,1,1] = 22
RS Frya
n tane
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dir. Burada a = L+V5 ve ff = 1-V5 olmak tizere |§| < 1 oldugu kullanilirsa
n+1
n+2_ pn+2 a1 a-p £
lim C,, = lim Intz — Jim aH—BH = lim ( (“?ﬁl ) =
n—oo nooo Fpy1  mooo @ntl-pgn n-oo an“(l—(ﬁ) )
1+/5

elde edilirvebu [1;1,1,1,1,..] =

oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.11. x irrasyonel say1 olsun. Ayrica k > 0 i¢in

1

x=xy ap=[x], xp41= Xe—an

olarak tanimlansin. Bu durumda x = [ay; a4, a,, as, ... |’dir [36].

Ornek 2.2.12. x =  olsun. Bu durumda a,, a,, a,, a; ve a, degerleri

1 1

ag = [xo] = [n] =3, x; = e 7,062 ...

a, =[] =[7,062..1=7, x, = xlial = 15,996 ...
a, = [x,] = [15,996..] = 15, x5 = x;az = 1,003 ...
as = [xs] = [1,003..] =1, x, = —— = 292,634 ...

X3—as

a, = [x.] = [292,634 ...] = 292

olupx =m =[3;7,15,1,292, ...] olarak yazilabilir. Dolayistyla
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Pa 1 1 103993
Cio=""=lag;ay,az a3 a,] =ag+————=3+ =
4=, [ag; a1, az, as, a4l 0T T 11 74 11 33102

olarak bulunur.

Teorem 2.2.13. i) x irrasyonel say1 olsun. r, s tam sayilar ve s = 1 olmak {izere

1
252

r

N
. . . . . . o o T . e .
ise x’in siirekli kesir a¢iliminin bir Z—k yakinsaklig1 i¢in 5= zZI—"’dlr. Ustelik
k k

1
(ap41+2)s?

T
-t
N

dir. Burada [ay; aq, ..., ay, ... ], x’in siirekli kesir agilimidir.
ii) Eger [sx — r| < |qxx — pi| ise 0 zaman s > q; 4 dir.

iii) Eger s < qj44 ise

T 1
x-%| =
s (a+2)s2

dir. Burada a: = maks{a;:i = 0,1,2, ..., k + 1}’dir [37].

Simdi cisim genislemeleri ile ilgili bazi tanimlar, 6rnekler ve teoremler verilecektir.

2.3. Cisim Genislemeleri

Tamim 2.3.1. F # @ bir kiime ve F lizerinde " + " ve islemleri tanimlanmis olsun.
a) (T, +) cebirsel yapisi degismeli bir grup,

b) "+" isleminin F kiimesindeki birim elemani 0 olmak tizere (F\{0},") cebirsel
yapisi degismeli bir grup,

¢) " " isleminin " + " islemi lizerinde sagdan ve soldan dagilma 6zelligi,

varsa (F, +,") cebirsel yapisina bir cisim denir [38].



16

Ornek 2.3.2. (Q, +,), (R, +,") ve (C, +,) cebirsel yapilar1 birer cisimdir.

Tanim 2.3.3. E bir cisim ve F C E olmak iizere F cismi E cismindeki islemlere gore

bir cisim ise F’ye [E’nin bir alt cismi denir ve bu F < E ile gosterilir [39].

Tanim 2.3.4. F cismi bir E cisminin alt cismi ise E cismine F cisminin bir cisim

genislemesi denir [39].

Ornek 2.3.5. R, Q cisminin; C ise hem R cisminin hem de Q cisminin bir cisim

genislemesidir. Ayrica Q(\/g) cismi de Q cisminin bir cisim geniglemesidir.

Teorem 2.3.6. F bir cisim ve E cismi F cisminin bir cisim genislemesi olsun. Bu

durumda E cismi, F cismi iizerinde bir vektor uzayidir [39].

Tanmim 2.3.7. E cismi F’nin bir cisim genislemesi olmak iizere E’ nin F {izerindeki

boyutuna E cisminin F cismi lizerindeki derecesi denir ve bu [E: F] ile gosterilir [39].

Tanmim 2.3.8. E cismi F cisminin bir cisim geniglemesi ve [E: F] sonlu ise E cismine

FF cisminin sonlu cisim genislemesi denir [39].

Tanim 2.3.9. E cismi F’nin bir cisim genislemesi ve @ € E olsun. Sifirdan farklh
p(x) =ay+ ayx + - +a,x™ € Fx]

polinomu i¢in p(a) = 0 ise @’ ya F cismi iizerinde bir cebirsel eleman denir [39].

Ornek 2.3.10. C cismi, Q cisminin bir cisim genislemesi ve a = 1+T\/§ € Colup

p(x) =x* —x — 1€ Q[x]

polinomu i¢in p(a) = 0 oldugundan «a, Q cismi iizerinde cebirsel elemandir.
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Tanim 2.3.11. E cismi F cisminin bir cisim genislemesi ve a € E, F {izerinde cebirsel
eleman olmak iizere F[x]’de, a cebirsel elemanini kdk kabul eden en kiigiik dereceli
bagkatsayis1 1 olan polinoma a’nin minimal polinomu denir ve bu min(e, F)

biciminde gosterilir [39].

Tanim 2.3.12. F < E olmak iizere a € E cebirsel elemaninin minimal polinomunun

derecesine a’nin F iizerindeki derecesi denir ve bu der(a, F) ile gosterilir [39].

Tanim 2.3.13. E cismi F cisminin bir cisim genislemesi ve @ € E olsun. Bu durumda
E = F(a) ise E cisim genislemesine F cisminin bir basit genislemesi denir. Burada

F(a), a ve F cismini i¢eren en kii¢lik cisimdir [39].

Teorem 2.3.14. F < E olmak tizere F tizerindeki a@ € E cebirsel elemaninin minimal

polinomunun derecesi n olsun. Bu durumda [F(a): F] = n’dir [39].

Ornek 2.3.15. y = /5 olsun. Bu durumda min(y, Q) = x2 — 5 ve der(y, Q) = 2
oldugundan Teorem 2.3.14’e gore [Q(\/g) Q] = 2’dir.

Tanim 2.3.16. F < E olmak tizere E cisminin her elemant F cismi lizerinde bir

cebirsel eleman ise [E cismine F cisminin bir cebirsel cisim genislemesi denir [39].

Tanim 2.3.17. E cismi F cisminin bir cebirsel cisim genislemesi ve «, f € [E olmak
lizere a ve [ elemanlar1 F cismi {izerinde ayn1 minimal polinomun kdokleri ise a ve 8

elemanlarma F cismi iizerinde eslenik elemanlardir denir [39].

Ornek 2.3.18. o = 25

olmak iizere a’nin Q {izerindeki minimal polinomu
min(a, Q) = x?> —x—1

dir. Bu polinomun diger kokii f = %g olup bu kok a’ nin eslenigidir.



18

Tamim 2.3.19. E cismi F cisminin bir cisim genislemesi olsun. F cismine sonlu
sayida a4, ay, a3, ..., @, € E elemanini ilave etmekle elde edilen F(aq, @y, a3, ..., @)
cismine F cisminin bir ¢oklu genislemesi denir. F(a4, ay, @3, ..., @) cismi E cisminin
hem F cismini hem de a4, a;, a3, ..., a, cebirsel elemanlari igceren en kiigiik alt
cismidir. Yani F(aq, @, a3,...,&,) cismi [E cisminin hem F cismini hem de

aq, g, A3 ..., Ay, cebirsel elemanlarini igeren biitlin alt cisimlerinin arakesitidir [40].

Tanim 2.3.20. Bir karmasik say1 Q {izerinde cebirsel eleman ise bu karmasik sayiya

cebirsel say1 denir. Cebirsel olmayan sayiya transandant say1 denir [40].

Tanim 2.3.21. Q rasyonel sayilar cismine a,a,,as, ..., @, cebirsel sayilarinin
eklenmesiyle elde edilen K = Q(aq, @5, a3, ..., @) cismine bir cebirsel say1 cismi

denir. Eger K c R ise K’ye reel cebirsel say1 cismi denir [40].

Teorem 2.3.22. K bir cebirsel say1 cismi ise K = Q(a) olacak bigimde a cebirsel

sayist vardir [40].

2.4. Cebirsel Sayilarin Logaritmik Yiikseklikleri

Bir 6nceki alt boliimde, E cismi F cisminin bir cisim genislemesi olmak {izere a € E,
cebirsel elemaninin F cismi iizerindeki minimal polinomunun tanimi verilmisti. Simdi
a cebirsel sayisinin Q iizerindeki minimal polinomundan hareketle a’nin Z

tizerindeki minimal polinomunun tanimini verelim.

a cebirsel sayisinin Q iizerindeki minimal polinomu

T- — Td— T
x4+ 2t 4 g Aty 4
S1 Sd-1 Sd

olsun. Bu polinom, katsayilarinin paydalarinin en kiigiik ortak kati ile ¢arpilirsa

q(x) = cox® + x4+ o+ cyx +cq
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polinomu elde edilir ve g(a) = 0°dir. Bu durumda ¢y, cy, ..., ¢4 tam sayilarinin en

biiyiik ortak boleni b olmak iizere
p(x) = glq(x) =apx® +ax¥ 1+ +ag_1x +ay

alinirsa p(a) = 0 olur. Burada ay, > 0 ve ay, ay, ..., a4’ ler aralarinda asal olup tek

tirli belirli p(x) polinomuna « cebirsel sayisinin Z tizerindeki minimal polinomu

denir [41].

Simdi cebirsel sayilarin logaritmik yiiksekliginin tanimi1 yapilip cebirsel sayilarin

logaritmik yiiksekligi ile ilgili 6rnekler ¢oziilecektir.

Tanim 2.4.1. a cebirsel sayisi, derecesi d olan

d
agx® + a;x¥ 1+t ag =ag n(x —a®) e zZ[x],
i=1

minimal polinomunun bir kokii olsun. Burada ay > 0, ay, a4, ..., az’ler aralarinda

asal ve a® ler a cebirsel sayismm eslenikleridir. Bu durumda a’min logaritmik

yiiksekligi

d
h(a) = %(log ag + Z log(maks{|a®]|, 1}))
i=1

olarak tanimlanir.
Ozel olarak a,b € Z, b > 1 ve (a,b) = 1 olmak iizere @ = a/b ise
h(a/b) = log(maks{|al|, b}) (2.2)

oldugu goriiliir. Burada log dogal logaritmadir [41].
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Ornek 2.4.2. y =+/5 olmak iizere y cebirsel sayisinin Z iizerindeki minimal

polinomu x2 — 5 ve y’nin eslenigi y’ = —V'5 olup ¥’ nin logaritmik yiiksekligi
h(y) = %(logl + log(maks{|y|, 1}) + log(maks{|y’'|, 1})) = %(ZIOg\/g) = log\/§

olarak bulunur.

1++/5

Ornek 2.4.3. a = olmak lizere a cebirsel sayisinin Z iizerindeki minimal

polinomu x? — x — 1 ve a’nin eslenigi f = %g olup a’nin logaritmik yiiksekligi

h(a) = %(logl + log(maks{|a|, 1}) + log(maks{|B|,1})) = %loga (2.3)
olarak bulunur.

Ornek 2.4.4. b > 1 tam say1 olmak iizere b cebirsel sayismin logaritmik yiiksekligi
h(b) = log(maks{|b|, 1}) = logh (2.4)
olarak bulunur.

Simdi verecegimiz teorem cebirsel sayilarin logaritmik yiikseklikleri ile ilgili

ozellikleri icermektedir.

Teorem 2.4.5. Her a4, a, cebirsel sayilar1i ve m € Z igin
i) h(ay + @) < h(ay) + h(ay) +log 2

ii) h(aa, ') < h(ay) + h(a,)

iii) h(a;™) = Im|h(ay)

dir [42].



BOLUM 3. LOGARITMALARDA LINEER FORMLAR

Bu boliimde oncelikle logaritmalarda lineer form tanimi yapilacaktir. Daha sonra
Gelfond ve Schneider’in sonucundan hareketle Baker’in teorisi ve bu teorinin bazi
Oonemli sonuglarindan bahsedilecek. Son olarak Baker-Davenport’un lemmasi ve bu

lemmanin baz1 faydali versiyonlari verilecektir.

Tanmm 3.1. i = 1,2,... ,ni¢in a;’ler ve j = 0,1,2, ... ,n i¢in Bj’ler karmasik cebirsel

sayilar olmak iizere cebirsel sayilarin logaritmalarda lineer formu

A = By + Biloga; + Brloga, + -+ + Brloga,

olarak tanimlanir [41].

Bu calismada ele alinacak olan Diyofant denklemlerinin ¢dziimiinde A ifadesinde
n=3,y=0,j=123 icin f; = b; € Z ve a;, ay, as cebirsel sayilar1 pozitif reel

sayilar olacaktir. Bu durumda log, dogal logaritmaya karsilik gelecektir.

1900 yilinda Hilbert 23 tane agik problemden olusan bir liste onerdi. Hilbert bu
problemlerin 10 tanesini Paristeki 2. Uluslararas1 Matematik Konferansinda sundu.
Bu 10 problemden biri olan Hilbert’in 7. problemi bazi sayilarin transandantlig: ya
da bu sayilarin en azindan irrasyonel say1 olmasi ile ilgiliydi. Hilbert’in 7. problemi
icerisinde yer alan 0 ve 1’den farkli @, cebirsel sayisi ile irrasyonel say1 olan a,
cebirsel sayisi igin 1“2 sayisinin transandantligi 1934 yilinda birbirinden bagimsiz
olarak Gelfond [43] ve Schneider [44] tarafindan gOsterilmistir. Bu teoremin
sonu¢larindan biri de 0 ve 1’den farkli a; ve a, cebirsel sayilari i¢in loga, ve loga,,
Q tizerinde lineer bagimsiz ise cebirsel sayilar lizerinde de lineer bagimsizdir. Simdi

bu sonucun genellestirilmis formunu verelim.
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3.1. Baker’in Teorisi ve Bazi Sonuclar

Gelfond ve Schneider’in sonucu Baker [45,46] tarafindan genellestirilerek 0 ve 1’
den farkh aq, ..., a, cebirsel sayilar icin logay, ..., loga,, sayilar1 Q iizerinde lineer
bagimsiz ise cebirsel sayilar lizerinde de lineer bagimsizdir seklinde ifade edilmis ve

bu teorem 1967 yilinda Baker [47] tarafindan asagidaki gibi genisletilmistir.

Teorem 3.1.1. Karmasik sayilar kiimesinde 0 ve 1’den farkli a4, ..., @, cebirsel
sayilar i¢in logay, ..., loga,, sayilar1 Q iizerinde lineer bagimsiz olsun. Bu durumda

Bo, B1, -, Pr’ler karmasik cebirsel sayilar ve (B, f1, ..., Brn) # (0,0, ...,0) ise

Bo + P1logay + prloga, + +-- + Brloga, # 0

dir [48].

Logaritmalarda lineer formlar yardimiyla Diyofant denklemlerini ¢6zmek i¢in lineer
formlarin sifirdan farkli olmas1 ve mutlak degerlerinin alt sinirmin olmasi oldukca
onemlidir. Baker logaritmalarin lineer formlari igin kesin alt sinirlar bulmaya yonelik
onemli bir teorinin kurucusudur. Simdi B, =0 ve j =1,2,..,n igin B; = b; € Z

olmak iizere 1975 yilinda yayimlanmis olan Baker’in teoremini verelim.

Teorem 3.1.2. Karmagik sayilar kiimesinde 0 ve 1’den farkli a4, a5y, ..., @, cebirsel

sayilar1 verilsin. Ayrica by, by, ..., b,, tam sayilari

biloga; + byloga, + +- + byloga,, # 0

olacak sekilde mevcut olsun. Bu durumda

|b;loga, + byloga, + -+ + byloga,| = (eB)~™¢

dir. Burada B := maks{|b,|, |b,|, ..., |bn|} ve C, sadece n ve ay, ay, ..., @, cebirsel

sayilarina bagli olarak etkili bir sekilde hesaplanabilir bir sabittir [48].
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Sonu¢ 3.1.3. Karmasik sayilar kiimesinde 0 ve 1’den farkhi a4, a5, ..., @, cebirsel

sayilar1 verilsin. Ayrica by, by, ..., b, tam sayilari
albl . azbz anbn +1

olacak sekilde mevcut olsun. Bu durumda

|a, %t - @y P — 1] = (eB) ™

dir. Burada B := maks{|b4|, |b,|, ..., |bn|} ve C', sadece n ve a,, ay, ..., @, cebirsel

sayilarina bagli olarak etkili bir sekilde hesaplanabilir bir sabittir [48].

Teorem 3.1.2°nin daha agiklayicit bir versiyonu, 1977 yilinda Baker tarafindan

asagidaki teorem ile ifade edilmistir.

Teorem 3.1.4. 0 ve 1’den farkli a4, a5, ..., a, cebirsel sayilari igin Q(ay, s, ..., ay)
cisminin Q iizerindeki derecesi en fazla D olsun. j = 1,2,..,n i¢in a; cebirsel
sayisinin Z iizerindeki minimal polinomunun katsayilarinin mutlak degerlerinin en

bliyligli A;(= 4) sayisindan kiigiik veya esit olsun.

A = maks(4;), Q = (log4,) - (log4,), Q' = (log4;) - (logA,_1)

olsun. Ayrica by, by, ..., b, ler tam sayi, B = maks{|b,|,|bs|, ..., |b,|} ve e >4

olsun. Bu durumda

A = bylogay + byloga, + -+ + byloga,

ve A # 0 ise

log|A| = —(16nD)?%°" - (logB) - Q- log &’

dir [49].
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Teorem 3.1.4’te verilen alt sinir tamamen agik olmasina ragmen bu alt sinirin bazi
dezavantajlar1 vardir. Bu dezavantajlardan biri (16nD)2°°" carpaninm ¢ok biiyiik
olmasidir. Bu ¢arpanin n ve D’yi igeren bir polinom ifadesi ile degistirilmesi ve
sabitlerin Onemli derecede azaltilmasi beklenir. Ayrica € igindeki logaritmik
ifadelerin garpimi yerine bu ifadelerin toplanmasi beklenir [49]. Birka¢ yazarin
cabasindan sonra 1993 yilinda Baker ve Wiistholz tarafindan asagidaki teorem

verildi.

Teorem 3.1.5. 0 ve 1’den farkli «aq,a,,...,a, cebirsel sayilar1 verilsin. Ayrica

by, by, ..., by’ler tam sayilar olsun. Bu durumda

A = byloga, + byloga, + -+ + bylogay,

ve A # 0 ise

log|A] = =18 - (n + 1)! - n™** - (32D)™*2 - log(2nD) - h'(a;) - h'(a,,) - logB

esitsizligi saglanir. Burada D = [Q(a4, @y, ..., @y): Q], B = maks{|b,|, ..., |b,|} ve
i =1,..,nicin h (a;) = maks {h(ai),%- |log ail,%}’dir [41].

Simdi Matveev’in teoremi ile ilgili gerekli hazirliklart yapalim.

1, Kc R
K = Q(ay, ay, ..., an), [Qay, &y, ...,an): Q] = D, x = {2’ Kc C
1<j<nigin4; =2 maks{D : h(aj), |log aj|}, Q:=A,"-4, A,

B := maks {1, maks{%: 1<) < n}},

Co == log(e**™*7 - n>> . D2 - log(eD)),
W, :=1log(1,5-e- B D -log(eD)),

Cn) =Cn,x) = %1—761' e 2n+1+2x)-(n+2)- (4(n + 1))n+1 . Gen)k

olsun. Bu durumda Matveev’in teoremini verebiliriz.
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Teorem 3.1.6. 0 ve 1’den farkli a4, a,,...,a, cebirsel sayilar1 K cebirsel sayi
cisminin elemanlar1 olsun. Ayrica by, b,, ..., b, tam sayilar1 verilsin. b, # 0 ve
logay, loga,, ..., loga,,’ler Z lizerinde lineer bagimsiz ise

lOglAl > _C(n) - CO - WO - D2 " Q

esitsizligi saglanir. Burada

A = byloga, + byloga, + -+ + byloga,

dir [50].

Simdi Matveev’in yukaridaki teoreminin sonucunu verelim.

Sonug 3.1.7. 0 ve 1’den farkli a4, a5, ..., a, cebirsel sayilar1 K cebirsel say1 cisminin

elemanlar1 olsun. Ayrica by, by, ..., b, tam sayilari verilsin. Bu durumda
A = bylogay + byloga, + -+ + b,loga,

olmak tlizere A # 0 ise

log|A| > —C;(n) - D? - Q.- log(eD) - log(eB)

esitsizligi saglanir. Burada

B = maks{|b4|, |b,|, ..., |bnl},

Ai = makS{D ) h()/l)ﬁ |10gyi|, (OP16)}9 (1 Si< n)
Q:=A4,-4, A,

C,(n) = C;(n, %) := min {% G en)x L3073 . 35, 26n+20}

dir [50].
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Simdi verecegimiz teorem Sonu¢ 3.1.7°den elde edilmis olup Bugeaud ve ark.
tarafindan [29]’da Teorem 9.4 olarak verilmistir. Ayrica bu ¢alismada ele alinacak

olan Diyofant denklemlerinin ¢éztimiinde bu teorem kullanilacaktir.

Teorem 3.1.8. a4, ay, ..., a;,’ler derecesi D olan K reel cebirsel say1 cisminde pozitif

reel cebirsel sayilar olsun. by, by, ..., by, ’ler tam say1 olmak {izere

[= a1 ayl2q,n—1

stfirdan farkli olsun. Bu durumda

IT| > exp(—1,4-30"*3-n*>-D%2-(1+logD) (1 +1logB)-A; A, A,)

dir. Burada B = maks{|b, |, |b;|, ..., |by|} ve i = 1,2, ..., n igin

A; = maks{D - h(a;), |log a;], (0,16)}

dir [29].

Baker’in Teorisi ve sonuglari Diyofant denklemlerini ¢gdzmek igin oldukca 6nemlidir.
Bu teorinin Diyofant denklemleri iizerindeki uygulamalari i¢in [51,52] numarali
kaynaklara bakilabilir.

3.2. Baker-Davenport’un Lemmasi ve Baz1 Sonuclar:

Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet formiilleri ile Teorem 3.1.8 kullanilarak bu
calismada ele alinacak olan Diyofant denklemlerindeki n degiskeni i¢in bir st sinir
elde edilecektir. Burada ¢ok biiylik olan bu {ist smirlarin azaltilmasi i¢in bazi

caligmalara yer verilecektir.

Tamim 3.2.1. ||x||, x ile x’¢ en yakin tam say1 arasindaki uzaklik olarak tanimlanur.

Yani, x € Ri¢in ||x|| :== min{|x — n|: n € Z }’dir [53].
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Ik olarak 1968 yilinda Baker ve Davenport [53] tarafindan verilen lemmay1 ispat:

ile birlikte verelim.

Lemma 3.2.2. K > 6 olsun. Herhangi bir M pozitif tam sayist i¢in, p ve q tam

sayilari
1<q<KM, (3.1)
g6 —pl < 2-(KM)™* (3.2)

esitsizliklerini saglasm. Ayrica 8, 8, C € R ve C > 1 olmak iizere ||gB]|| = 3K 1 ise

0<|mf—n+p<0,07-Cc™ (3.3)
esitsizliginin
2
ogM) < M (3.4)
logC

kosulunu saglayan m ve n pozitif tam sayilari i¢in ¢oziimii yoktur [53].

Ispat: Oncelikle ¢ = g6 — p aliirsa (3.2) esitsizliginden |¢| < 2(KM)~* bulunur.
(3.3) esitsizligi q ile ¢arpilirsa

Im(p+¢) —qn+qp|l<q-C™™ (3.5)

oldugu goriiliir. (3.1) ve (3.4) esitsizlikleri gdz Oniine alinarak

m|¢p| < 2m(KM)™! < 2M(KM)™! < 2K,
qC™m < KMC™™ < K1

esitsizlikleri elde edilir. Boylece (3.5) esitsizliginden ||gB|| < 3K~ oldugu goriiliir.
Bu ise ¢eliskidir.



28

Simdi Lemma 3.2.2’nin bir versiyonu olan Dujella ve Pethd’niin lemmasini verelim.

Lemma 3.2.3. M € Z*, ¢ > 6M olacak sekilde y irrasyonel sayisinin siirekli kesir

aciliminin yakinsakligi s ve A > 0, B > 1 olmak iizere A4, B, u reel sayilar olsun.

e:= |luqll = Mllyqll

olmak tizere € > 0 ise

O<my—-n+u<A-B™ (3.6)
esitsizliginin

IOg(Aq/s)

logB

<m<M

kosulunu saglayan m ve n pozitif tam sayilari i¢in ¢o6ziimii yoktur [54].

Ispat: Varsayalim ki 0 < m < M olsun. Ayrica (3.6) esitsizligi q ile carpilirsa
m(yq —p) + mp —nq + uq < gAB™™

yazilabilir. Boylece

qAB™™ > |uq — (nq —mp)| —mllyqll = lluqll — Mllyqll: = ¢

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikten

IOg(Aq/s)

logB

m<

bulunur. Bu ise ¢eligkidir.
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Simdi de Dujella ve Pethé’niin lemmasinin benzer bir versiyonunu verelim.

Lemma 3.2.4. M € Z*, q > 6M olacak sekilde y irrasyonel sayisinn siirekli kesir

aciliminin yakinsakligi s ve A > 0, B > 1 olmak iizere A, B, u reel sayilar olsun.

e:= |luqll — Mllyql|
olmak tizere € > 0 ise
O<|luy—v+u|l<A-B™v (3.7)

IOg(Aq/s)

logB

esitsizligininu < M vew =

kosullarini saglayan u, v, w pozitif tam sayilari i¢in ¢6ziimi yoktur [55].

Ispat: Varsayalim ki 0 < u < M olsun. y irrasyonel sayisinin siirekli kesir agiliminin

yakinsaklig1 p/q oldugundan

llgyll = |p — qvl

dir. Bu esitlik goz oniine alinarak (3.7) esitsizligi q ile ¢arpilirsa

qAB™" > |qu — (qv —up) —u(p — qy)|
> |qu— (qu —up)| —ulp — qy|

> |lqull — ullgyll
> |lqull — Mllqyl|
= &
lOg(Aq/s)

bulunur. Buradan w < elde edilir. Bu ise celigkidir.

logB
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Lemma 3.2.4 bu c¢alismada ele alinacak olan Diyofant denklemlerinin ¢ozimi
esnasinda n degiskeni i¢in elde edilen iist sinirin azaltilmasinda kullanilacaktir. Bu
lemmada ifade edilen & degerinin sifirdan kiigiik ¢ikmasi durumunda y irrasyonel
sayisinin  siirekli  kesir acilimmin yakimsakliginin paydasi olan q degeri

blyiitiilmektedir. Fakat ¢ = 0 olma durumunda

&:= [lugll — Mllyqll

olarak tanimlandigindan &€ < 0 olacag kolayca goriilebilir. Bu durumda ikinci

boliimde verdigimiz Teorem 2.2.13 kullanilacaktir.



BOLUM 4. BAZI USTEL DiYOFANT DENKLEMLERI

Bu boliimde oncelikle tezin orijinal kismini olusturan ii¢ farkli {istel Diyofant
denklemi tanitilacaktir. Sonra Onceki caligmalar ve yardimci teoremler verilip
ardindan bu iistel Diyofant denklemleri ¢oziilecektir. Ilk iki denklemi vermeden dnce
su bilgiyi ifade edelim: 0 < d < b — 1 ve m = 1 kosullarin1 saglayan d ve m dogal

sayilar1 i¢in b tabaninda tiim rakamlar1 d olan m basamakli bir n dogal sayis1

d-(b™-1)

n=(dd..dd), =d+db+-+db™ = d-(1+b+-+b"1) =

mtane

biciminde yazilabilir. Bu ¢alismada oncelikle 2 < b < 10 olmak iizere b tabaninda
m ve n basamakli tiim rakamlar1 ayn1 olan iki dogal saymnin ¢arpimi bi¢iminde

yazilabilen Fibonacci ve Lucas sayilar1 elde edilecektir. Yani

dy-(b™=1) | dy:(b"-1)

F, =
k b-1 b-1 '
dl(bm—l) dz(bn—l)
Lk= )
b—-1 b—-1

denklemleri ¢oziilecektir. Son denklemi vermeden once asagidaki tanimi verelim.

Tanmm 4.1. d; # 0 ve i = 1,2,3, ..., k i¢in d;’ler 0 < d; < 9 kosulunu saglayan tam

sayilar olmak {izere

N = d1 dl dz dz dk dk

m, tane m, tane my tane

ise N’ye tiim rakamlar1 ayni olan k dogal saymin birlestirilmesi denir [56].
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Bu boliimde son olarak tiim rakamlari aym1 olan iki dogal saymin birlestirilmesi

biciminde yazilabilen Lucas sayilari aragtirilacaktir. Yani

LTL == dl "'dl dz e dz

mq tane m; tane

denkleminin ¢oziimleri bulunacaktir.
4.1. Onceki Calismalar

Bu alt bolimde bu caligmada ele alinacak olan {istel Diyofant denklemlerinin

benzerleri ile ilgili literatlirde yer alan ¢aligmalara yer verilecektir.

[lk olarak 2000 yilinda Luca tarafindan tiim rakamlar1 ayn1 olan Fibonacci ve Lucas
sayilar1 tespit edildi. Bu g¢aligmadaki Diyofant denklemleri m =1, 0 <a <9 ve

n = 0 kosulunu saglayan a, m, n tam sayilar1 i¢in

10™m-1
a: 3 )

b= (57

FTL

biciminde olup bu denklemleri saglayan n degerlerinin sirasiyla n = 0,1, 2, 3,4, 5,
6,10 ve n=0,1,2,3,4,5 oldugu gosterildi [57]. Bu calismadaki denklemlerin
¢Oziimiinde elementer yontemler kullanilmistir. Bu denklemlerin logaritmalarda

lineer formlar yardimiyla ¢éziimii i¢in [41] numarali kaynaga bakilabilir.

2011 yilinda Alvarado ve Luca tarafindan tiim rakamlar1 ayni olan iki dogal saymin

toplam1 bi¢ciminde yazilabilen en biiyiik Fibonacci sayisinin

F,qo = 6765 = 6666 + 99

oldugu bulundu [58].
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2012 yilinda Marques ve Togbé tarafindan ardigik Fibonacci sayilarinin ¢arpimi
biciminde yazilabilen tiim rakamlar1 ayni olan dogal sayilar problemi elementer
yontemler kullanilarak ¢oziildii. Bu ¢alismada m > 1 ve 1 < a < 9 kosulu saglayan

n, k, m, a pozitif tam sayilari igin

By Fop1 o Fpyper = a (101;1_1)

Diyofant denkleminin ¢oziimiiniin (n, k,m,a) = (10,1,2,5) oldugu gosterildi [59].

2012 yilinda Luca tarafindan ii¢ Fibonacci sayisinin toplami bigiminde yazilabilen
tiim rakamlar1 ayni olan dogal sayllarn >1, 0<d <9 ve my>2m, >2m3 =0

olmak tlzere

N =Fp +Fp, +Fp, =d- (“";‘1)

Diyofant denklemi ile ifade edildi. Bu denklemi saglayan en biiyiik N dogal sayisinin
11111 oldugu tespit edildi [60].

2015 yilinda Faye ve Luca tarafindan m > 1, 0 < a <9 ve n > 0 olmak iizere tiim

rakamlar1 ayn1 olan Pell ve Pell-Lucas sayilarini ifade eden

Diyofant denklemlerini saglayan n degerlerinin sirasiylan =0,1,2,3ven =0,1,2

oldugu elementer yontemler kullanilarak elde edildi [61].

2018 yilinda Normenyo ve ark. tarafindan {i¢ Pell sayisinin toplami bi¢iminde
yazilabilen tiim rakamlar1 ayn1 olan dogal sayilar arastirildi. Bu ¢alismada n > 1,

1<d<9vem; =m,; = m3 = 0 olmak iizere
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10"-1
N = Py, + Py + Py = d - ()
Diyofant denklemini saglayan en biiyilk N dogal sayisinin 999 oldugu gosterildi
[62]. Aym1 y1l Normenyo ve ark. tarafindan 1 <d <9, my >2m, >mg=>m, =0

ve n = 1 olmak lizere

10™-1
N =y, + By + By + By, = d - (F57),

10m-1
N = Ly, + Lon, + Loy, + Loy, =d-( - )
Diyofant denklemlerinin ¢6ziimleri elde edildi. Bu ¢alismada dort Fibonacci ve dort

Lucas sayisinin toplami bi¢iminde yazilabilen tim rakamlari ayni olan en biiyiik

dogal sayilarin sirasiyla 66666 ve 88888 oldugu bulundu [63].

2018 yilinda Rayaguru ve Panda tarafindan m > 1, k> 2 ve 1 <a <9 olmak

lizere n, k, m, a pozitif tam sayilar1 i¢in

B,=a- (101:_1) (a # 6)

Bp*Bpi1 " Bk =a- (101:_1>

Diyofant denklemlerinin ¢oziimiiniin olmadig: ispatlandi. Bu denklemler sirasiyla
tiim rakamlar1 ayni olan en az iki basamakli Balans sayilarimi ve ardisik Balans
sayilarinin ¢arpimi bigiminde yazilabilen en az iki basamakli ve tiim rakamlar1 ayni
olan dogal sayilar1 ifade eder. Ayrica bu calismada 1 < a <9 ve n,m, k, a pozitif

tam sayilar olmak tizere

Cuma ()

Diyofant denkleminin ¢éztiimlerinin (m,n,a) = (1,1, 3), (2, 3,9) oldugu ve
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10m_1)
9

O S (
Diyofant denkleminin ¢ézliimiiniin olmadig: tespit edildi. Bu denklemler sirasiyla
tiim rakamlar1 ayni olan Lucas-Balans sayilarini ve ardisik Lucas-Balans sayilarinin

carpimi bigiminde yazilabilen tim rakamlar1 ayni olan dogal sayilar1 ifade eder [64].

2018 yilinda Irmak ve Togbé¢ tarafindan k = 2 ve 1 < a < 9 olmak iizere n, k, m,a

pozitif tam sayilari i¢in

L Lnss ™ Ly = @ (257

Diyofant denkleminin ¢oziimii (n, k, m,a) = (4, 2, 2,7) olarak bulundu. Bu ¢6ziim
Lyls=7-11=77

bi¢iminde ifade edilir [65].

2019 yilinda Erduvan ve Keskin tarafindan k >0, 1<m<nve 1<d;,d, <9

olmak tlizere

_d(10"-1) dy(10™-1)

F,
k 9 9

)

_d(10™-1) ) d,(10™-1)
- 9 9

Ly

Diyofant denklemlerini saglayan en biiyiik Fibonacci ve Lucas sayilarinin sirasiyla

F,=55=5-11=1-55,
Lg=18=2-9=3-6

bigiminde oldugu ispatlandi [66].
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2019 yilinda Luca ve ark. [67] tarafindan ti¢ Lucas sayisinin toplami bigiminde
yazilabilen tiim rakamlar1 ayni olan dogal sayilar elde edildi. Bu ¢alismada n > 1,

1<d<9 m; =2m; =m3 = 0 olmak lizere

N =Ly, + Ly, + Ly = d - (252)

Diyofant denklemini saglayan en biiyliik N dogal sayisinin 2222 oldugu gosterildi.

Ayni yil Luca ve ark. tarafindan n>1, 1<d <9 vemy=>my,=>2mz3=>m, =0

olmak tlzere

10™-1
N = Py, + Py + Py + Py, = d - ()

Diyofant denklemini saglayan en biiyiik N dogal sayisinin 999 oldugu bulundu [68].

2019 yilinda Normenyo ve ark. tarafindan n>1, 1<d <9, s; <s, ve t; < t,

olmak tlizere

10™-1
F'51+F'52+Lt1+Lt2=d'( 5 )

Diyofant denkleminin negatif olmayan tiim (s4, Sy, t1, t, n) ¢oziimleri elde edildi. Bu
calismada iki Fibonacci sayisi ile iki Lucas sayisinin toplami bi¢iminde yazilabilen

tim rakamlari ayn1 olan en biiyiik dogal sayinin 333333 oldugu tespit edildi [69].

2019 yilinda Adegbindin ve ark. tarafindan tiim rakamlar1 ayni olan iki dogal sayinin

toplami bi¢ciminde yazilabilen en biiyiik Lucas sayisinin

Ly, = 843 = 66 + 777

oldugu gosterildi [70].
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2019 yilinda Siar ve ark. tarafindan k > 1,1 < d < 9 ve n = m = 0 olmak iizere

10k-1

)’ QmQn=4d- ( 5 )» BnQn=4d- (10:_1)

10k-1 10k-1

BmBn=d'( - ),Can=d'( 5 ),CmBn=d.(10k_1)

9

10k-1

PuPy=d-(

Diyofant denklemlerini saglayan tiim rakamlar1 ayni olan en biiyiik dogal sayilar

sirasiyla 5,4, 6 ve 6,99, 99 olarak tespit edildi [71].

2020 yilinda Erduvan ve Keskin tarafindan iki Fibonacci ve iki Lucas sayisinin
carpimi biciminde yazilabilen tiim rakamlar1 ayni olan en biiyilk dogal sayilarin

strastyla

F2'F10=1'55=55,
Ly Le=7-11=77

oldugu tespit edildi [72]. Ayn1 y1l Erduvan ve ark. tarafindan 2 < b < 9 kosulunu

saglayan b tam sayilar i¢in iki Lucas ve iki Fibonacci sayisinin ¢arpimi bigiminde

yazilabilen b tabaninda tiim rakamlar1 ayni olan en biiyiik dogal sayilarin sirastyla

Ly Ly =3-76 =228 = (444),,
F, Fg =13-21 =273 = (333),

bigiminde oldugu ispatlandi [73,74].

2020 yilinda Adegbindin ve ark. tarafindan tiim rakamlar1 ayni olan iki dogal sayinin

toplam1 bi¢ciminde yazilabilen en biiyiik Pell ve Pell-Lucas sayilarinin sirasiyla

P, =70 =4+ 66,
Qs = 198 = 99 + 99

oldugu gosterildi [75].



38

2020 yilinda Siar ve Keskin tarafindan k > 1, 0 <m; <m, ve 1 <d <9 olmak

lizere k, my, m, ve d tam sayilari i¢in

10k-1
N =Ly, + L, = d - (Z7)
Diyofant denkleminin negatif olmayan tim (m,, m,, k, N) ¢6ziimleri

(1,1,1,2), (1,0,1,3), (0,0,1,4), (2,1,1,4), (2,0,1,5),
(3,1,1,5), (2,2,1,6), (3,0,1,6), (3,2,1,7), (3,3,1,8),
(4,1,1,8), (4,0,1,9), (4,3,2,11), (5,5,2,22),
(6,3,2,22),(7,3,2,33),(9,1,2,77), (12,5,3,333)

(my,m,,k,N) €

olarak tespit edildi [31].

2020 yilinda Rayaguru ve Panda tarafindan 1 <a <9, 0<bhb<9venml=>1

olmak tlzere

B,=a..ab..b

Ny e e’
mtane ltane

olacak sekilde tiim rakamlar1 ayni olan iki dogal sayinin birlestirilmesi bigiminde

yazilabilen Balans sayisinin Bz = 35 oldugu bulundu [56].

2020 yilinda Ddamulira [76] tarafindan {i¢ Balans sayismin toplami bigiminde
yazilabilen tiim rakamlar1 ayni olan dogal sayilar elde edildi. Bu ¢alismada n > 1,

1<d<9vemy; =2 m, = m3z = 0 olmak iizere

10™—1
N = By, + By, + B, = d - (*—)

Diyofant denklemini saglayan N tam sayilarinin 1, 2, 3, 6, 7 ve 8 oldugu gosterildi.

2020 yilinda Adegbindin ve Togbé tarafindan tiim rakamlari ayni olan ii¢ dogal

sayinin toplami bi¢iminde yazilabilen en biiyiik Lucas sayisinin
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bigiminde oldugu gosterildi [77].

2021 yilinda Adegbindin ve ark. tarafindan tiim rakamlar1 ayni olan ii¢ dogal sayinin

toplam1 bi¢ciminde yazilabilen en biiyiik Pell ve Pell Lucas sayilarinin sirasiyla

P, = 985 = 888 + 88 + 9,
Q10 = 6726 = 6666 + 55 + 5

bigiminde oldugu tespit edildi [78].

2021 yilinda Erduvan ve Keskin tarafindan 2 < b < 10 kosulunu saglayan b tam
sayilar1 icin dort balans sayisinin toplami bigiminde yazilabilen b tabaninda tiim
rakamlar1 ayni olan dogal sayilar bulundu. Bu ¢alismada m; > m, > m3; > m, = 0,

2<b<10,1<d<b-—1ven =1 olmak tizere

b1
N = By, + B, + By + B, = - (=)
Diyofant denklemini saglayan en biiyiik N dogal sayisinin 444 oldugu gosterildi.
Ayrica bu ¢aligmada 2 < b < 10 olmak {izere b tabaninda tiim rakamlar1 ayni olan

en biiyiik balans sayisinin B; = 35 = (55), bigiminde oldugu tespit edildi [79].

2021 yilinda Alahmadi ve ark. tarafindan 1 <a <9, 0<bh<9 ve nm,[>1

olmak tzere

F,=a..ab..b

N N’
m tane ltane

denklemi ele alindi ve tiim rakamlar1 ayni olan iki dogal saymin birlestirilmesi
biciminde yazilabilen Fibonacci sayilarmin 13,21, 34,55,89,144,233 ve 377
oldugu elde edildi [80].
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4.2. Yardimci Teoremler

Yardimer Teorem 42.1. 2<b <10, 1<d;,d, <b—-1,1<m<nvek=>1

kosullarin1 saglayan b, m, n, d, d, ve k tam sayilari i¢in

di(b™-1) = dp(b"-1)
b-1 b-1

Fk:

olsun. Budurumdan + 1 < k < 10n + 1 esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 2.1.5%in sol tarafi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

dl'(bm—l) . dz'(bn—l
b-1 b-1

a2 < F, = ) < (b" — 1)? < b?" < 102" < l0n
esitsizligi yazilabilir. Buradan k < 10n + 1 bulunur. Ayrica Teorem 2.1.5’te verilen

esitsizligin sag tarafi kullanilir ve yine gerekli diizenlemeler yapilirsa

e L R R L B Gl N T

esitsizligi yazilabilir. Buradan n + 1 < k elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Yardimer Teorem 4.22. 2<bhb <10, 1<d,,d, <b—-1,1<m<nve k=0

kosullarini saglayan b, m, n,d;, d, ve k tam sayilar1 i¢in

dy-(b™M-1) dp(b"-1)

L, =
k h-1 h-1

olsun. Bu durumdan — 1 < k < 10n esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 2.1.7’nin sol tarafi kullamlir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

dy(B™-1)  dy(b"-1)

afk_l < Lk =
b—1 b—-1

< (" - 1% < bh*" < 10%" < o'
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esitsizligi yazilabilir. Buradan k < 10n bulunur. Ayrica Teorem 2.1.7°de verilen

esitsizligin sag tarafi kullanilir ve yine gerekli diizenlemeler yapilirsa

b"—1< di-(b™-1) dy(b™-1)
b-1 — b-1 b-1

2t < pM 4R 4t ] = = L < 2a% <2k

esitsizligi yazilabilir. Buradan n — 1 < k elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.

Yardimcr Teorem 4.2.3. Tiim rakamlart ayni olan Lucas sayilarn 1,2,3,4,7 ve

11°dir [57].

Yardimei Teorem 4.2.4. m;,m, > 1,1 < d,d, <9 ven =5 kosullarini saglayan

mq, m,, dq, d, Ve n tam sayilari igin

LTL = dl dl dz dz

mq kez m, kez

olsun. Bu durumda m; + m, < n + 1 esitsizligi saglanir.
Ispat: Oncelikle cebirsel islemler yapilarak

LTL = dl dl d2 dz

mq kez m, kez

= d1 d1 X 10m2 + dz dz

mq kez my kez
dq-(10M1-1 d,-(10M2-1

yazilabilir. Ayrica Teorem 2.1.7°de verilen esitsizligin sag tarafi kullanilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

10m1tMmz—_1 _ dy-(10™M1-1 dy-(10Mm2-1
< 1( ) . 10m2 + 2 ( )

1Om1+m2—1 < <
9 9 9

=L, < 2a™ < 10™*!

bulunur. Buradan m; + m, < n + 1 elde edilir.
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Yardimci Teorem 4.2.5. a,x € R olmak iizere 0 < a < 1 ve |x| < a ise

llog(1 + x)] < —EX=2+ [x|
A%~

Il < = le* - 1

dir [81].

4.3. Arastirma Bulgular:

[k olarak 2 < b < 10 olmak iizere b tabaninda tiim rakamlar1 ayn1 olan iki dogal

sayinin ¢arpimi bi¢giminde yazilabilen Fibonacci sayilar elde edilecektir.

Teorem 4.3.1. 2<bh <10, 0<d,d, <b—-1, 1 <m<n ve k>0 kosullarim

saglayan b, m,n,dq, d, ve k tam sayilar1 i¢cin

dl'(bm—l) dz'(bn—l)
b—-1 b-1

F, = (4.1)

olsun. Bu durumda F, € {0,1,2,3,5,8,13,21,55,144} dir.

Ispat: Oncelikle d; ve d, degerlerinden en az birinin sifira esit oldugu durum géz
Oniine almirsa k = 0 bulunur. Bundan sonra trivial ¢oziimlerden sakinmak igin
dq,dy, k = 1 alimacaktir. $Simdi 1 < m < n < 94 oldugunu varsayalim. Bu durumda
(4.1) denkleminde (b, d;, d,, m,n) = (10,9,9,94,94) alindiginda

F, < (10%* - 1)2

olur. Mathematica programi yardimiyla k < 901 bulunur. Boylece 2 < b < 10,

1<d;,d; <b—-1,1<m<n<94 ve 1 <k <901 olmak tizere Mathematica
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programi kullanilarak (4.1) denklemini saglayan Fibonacci sayilarinmn 1,2,3,5,8,

13,21, 55 ve 144 oldugu goriiliir. Ayrica

M _ dl(bm—l)
- p-1 '’
T~ b-1

olmak tiizere (4.1) denklemininin b,m,n,dq,d,, k,M,N ve F, tiriinden trivial
olmayan ¢oziimleri Ek 1’de verilmistir. Bundan sonra n > 95 ve m = 2 oldugu

kabul edilecektir.

Diger yandan n = 95 oldugu ve Yardimeci Teorem 4.2.1°deki k > n + 1 esitsizligi
kullanilirsa k = 96 olur. Fibonacci sayilarinin Binet formiilii ve (4.1) denklemi goz

Ontine alinarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

ak  dyd ™™ pE o dd,p™  dydab™ | dids

Vv -12 V5 (b-12  (b-1)% ' (b-1)2

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

ak  dyd,pmtn Bl didyb™  dqidyb™ . didy

E o 1= T T o T
RN ETEETIN _ dydpp™*
esitsizligi bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi o7 ile boliiniirse

(b-DZakp” M ) GoDTIBE 1 1
d,d,V5 — dqydyy/5hmtn - pn | pm

—1)2.|81k
1 <1_<(b D> |BI

pm+n — b_m dldzx/gbn

+2+)

oldugu goriiliir. Buradan

(b—-1)2-gk.p= (m+1)
d,d,V5

—1l<21x2™ (4.2)

esitsizligi elde edilir. Burada 2 < b < 10,1 <d;,d, <b—-1,n=>95vek = 96
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olmak tizere (b, d;,d,, n, k) = (2,1,1,95,96) alinarak

1 ((b—l)z-lﬁl"

1 m
o (oo T2+ ) <21x2

oldugu kullanildi. Simdi (4.2) esitsizligi goz Oniine alinarak Teorem 3.1.8’in

uygulanabilmesi i¢in
@ =@, ayi=b, a3 i=(b—1)2/ddyV5, by =k, by = —(m + n), by =1

alir. Burada a4, a, ve as pozitif reel sayilar1 derecesi 2 olan K = (@(\/g) cisminin

elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2’dir. Ayrica

_ (b—1)2-ak-b‘ (m+n) _

[:=
1 dyda\5

1+0

dir. Aksine I; = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
ak = b™d, d,\5/(b — 1)?

olur. Bu esitligin Q(\/g) cisminde eslenigi alinirsa

p* = —b™"d,d,V5/(b — 1)?

esitligi elde edilir. Son iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
Ly=a"+p=0

bulunur. Fakat bu durum imkansizdir. Dolayisiyla I} # 0°dir. Diger yandanm < n

oldugu ve Yardimci Teorem 4.2.1°de bulunan k < 10n + 1 esitsizligi kullanilirsa

10n + 1 = maks{|k|,|—(m + n)|, |1|} = maks{|b,|, |by|, |b3|}
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oldugundan B := 10n + 1 alnabilir. (2.3) ve (2.4) esitlikleri gbz Oniine alinarak o,

ve a, 'nin logaritmik yiikseklikleri sirasiyla

loga
2 )

h(a,) = h(b) =loghb <log10 (4.4)

h(a;) = h(a) =

(4.3)

ve Teorem 2.4.5’in (i) sikki ve (2.4) esitligi kullanilirsa

h(as) = h ($22%)

< h((b - 1)?) + h(d,) + h(d,) + h(~/5)
=log(b — 1)? + logd, + logd, + log\/5
< log81 + 2log9 + logV5

<96

olarak bulunur. Dolayisiyla

0,49 > maks{(z : (‘05“)), llog al, (0,16)} = maks{D - h(ay), |log a;], (0,16)}, (4.5)

4,61 > maks{(2 - log 10), [log 10}, (0,16)} > maks{D - h(), |log a,|, (0,16)} (4.6)

oldugundan A; = 0,49 ve A, = 4,61 olarak alinabilir. Diger yandan 2 < b < 10 ve

1<d,;,d, < b —1olmak lizere

(b—1)?
d,dV5

logas; = log( ) < log 81 —log+/5 < 3,59,

loga; ™! = log (%f) <log+5 = 0,81

esitsizlikleri g6z oniine alinirsa

—3,59 < —-0,81 < logas; < 3,59
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yazilabilir. Dolayistyla |log a3| < 3,59 elde edilir. Boylece
19,2 = maks{(2 - (9,6)), (3,59), (0,16)} > maks{D - h(a3), |log a3|, (0,16)}

oldugundan A; := 19,2 alinabilir. (4.2) esitsizligi gbz Oniine alinarak Teorem 3.1.8

uygulandiginda

21%x27™ > |Ty| > exp (C1 - (1 +1og(10n + 1)) - (0,49) - (4,61) - (19,2))
oldugu goriiliir. Burada

C; =—1,4-30%-3%5-22-(1+log2)

dir. Basit bir hesaplama ile

mlog2 —log2,1 < 4,21 X 1013 - (1 + log(10n + 1)) (4.7)

esitsizligi elde edilir. (4.1) denklemi yeniden diizenlenirse

(b-1)-ak d,b" _ (b—1)-p¥ d,

d(bm—1)V5  b-1  dy(b™m—1V5 b-1

esitligi yazilabilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

b-1ak  dpb™| _ (=118l 4 92
di(bm-1)vV5  b-1| =~ dy(p™m-1)V/5 = b-1

dyb™ . o
2__ jle boliiniirse

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her iki tarafi

(b-1)%* ak-p™ BN ot Vitd 1 E L.( (b-1)* B

didy(bm—1V5 | = dydyb™(bM—1V5 | b7 b7 \d,d,(b™—1)V5 + 1)

elde edilir. Buradan
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(b—1)2-ak- b=

_ -n
e 1 < 11x2 (4.8)

bulunur. Burada 2<b <10, 1<d;,d, <b—1, m=2 ve k =96 olmak iizere

(b,dy,d,, m,k) = (2,1,1,2,96) alinarak

1 (b-D* Bk -n
pn (dldz(bm—1)\/§ + 1) <Llxz2

oldugu kullanildi. Simdi (4.8) esitsizligi g6z Oniine alinarak Teorem 3.1.8’in

uygulanabilmesi i¢in
@ i=a, ay :=b, az:=(b—1)?/dyd,(b™ — V5, by ==k, by :=—n, by =1

olarak alinir. Burada aq, @, ve a3 pozitif reel sayilar1 derecesi 2 olan K = Q(\/g)

cisminin elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2°dir. Ayrica

. (b-1)%-ak-p

27 4,d, (bm—1V5 1#0

dir. Aksine I’ = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
ak = b"d,d,(b™ — 1)V5/(b — 1)?

olur. Bu esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa a?* € Q elde edilir. Bu durum
Teorem 2.1.3’e gore k > 1 i¢in imkansizdir. Dolayisiyla I, # 0’dir. Diger yandan

Yardimc1 Teorem 4.2.1°de bulunan k < 10n + 1 esitsizligi goz oniine alinir ve
10n + 1 = maks{|k|, [-nl,|1|} = maks{|b,|, |b,|, |bs|}

oldugu kullanilirsa B := 10n + 1 olarak almabilir. Oncelikle a; == a ve a, = b
cebirsel sayilariin logaritmik yiikseklikleri (4.3) ve (4.4)’te hesaplandigi icin (4.5)
ve (4.6)’ya gore A; == 0,49 ve A, = 4,61 alinabilir. Teorem 2.4.5 kullanilirsa
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h(az) = h (o2 —)

d1d,V5(™-1)
< h((b — 1)?) + h(dy) + h(dy) + h(¥/5) + mh(b) + h(1) + log 2
= log(b — 1)? + logd, + logd, + logV/5 + mlogh + log1 + log 2
<log81+ 2log9 + logV5 + mlog 10 + log 2
< 10,29 + mlog 10

olarak bulunur. Diger yandan 2 < b < 10,1 < d4,d, < b — 1 ve m = 2 olmak lizere

(b-1)?
logas = log (m) < log81 — log V5 — log99 < —1,

d1d,V5(™-1)

(b-1)2 ) <logV5 +log10™ < 0,81 + mlog 10

logas~t! = log(
esitsizlikleri g6z oniine alinirsa

—(0,81 +mlog10) <loga; < —1 < 0,81 + mlog10

yazilabilir. Dolayisiyla |log a;| < 0,81 + mlog 10 elde edilir. Boylece

20,58 + 2mlog 10 > maks{(2 - (10,29 + mlog 10)), (0,81 + mlog 10), (0,16)}
> maks{D - h(a3), |log 5], (0,16)}

oldugundan A5 := 20,58 + 2mlog 10 olarak alinabilir. (4.8) esitsizligi gbz Oniine

alinarak Teorem 3.1.8 uygulandiginda
1,1 X 27" > || > exp (C2 - (14 log(10n + 1)) - (20,58 + 2mlog 10))
oldugu goriiliir. Burada

C, =—1,4-30%-3%5-22.(1+1log2)-(0,49) - (4,61)

dir. Basit bir hesaplama ile
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nlog2 —log 1,1 < 2,20 x 102 - (1 + log(10n + 1)) - (20,58 + 2mlog 10)  (4.9)

elde edilir. Boylece (4.7) ve (4.9) esitsizlikleri goz oniine alindiginda Mathematica
programi yardimiyla n < 4,86 x 103° bulunur. Simdi Lemma 3.2.4°0 uygulayarak n

icin bulunan bu {ist sinir1 azaltalim.
A; =1log(Ty + 1) = kloga —(n + m)log b + log((b — 1)?/d,d,V5)

olmak tlizere m > 2 i¢in (4.2) esitsizliginden

Nl =let-1]<Z<2

m

yazilabilir. Burada a := 0,6 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

—log(0,4) L 21
0,6 2m

|A1] = |log(l; + 1)| < <321x2™™
oldugu goriiliir. A; degeri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa

0 < |kloga—(n+m)logh +log((b — 1)?/d,d,V5)| < 3,21 x2™™

olur. Bu esitsizligin her tarafi log b ile boltnirse

0< |k (%) —(n+m)+ (l°g((”‘113;/b dldzﬁ))| < 4,64 x2°™ (4.10)

elde edilir. Lemma 3.2.4’tin uygulanabilmesi i¢in u := k almirsa k < 10n + 1 ve

u < M oldugundan M := 4,86 x 103! alinabilir. Ayrica

._loga
T logb

irrasyoneldir. Aksine y ’nin rasyonel oldugunu varsayalim. Bu durumda s # 0 ve
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1 . -
% =£ olacak sekilde aralarinda asal r ve s tam sayilar1 vardir. Son esitlikten

sloga = rlogb yazilabilir. Buradan loga® =logh” oldugu gorilir. Logaritma

fonksiyonunun birebir oldugu goz 6niine alinirsa a® = b” bulunur. Bu ise s > 1 igin

Teorem 2.1.3’e¢ gbére miimkiin degildir. Dolayisiyla y = % irrasyonel sayidir.

2 < b <10 ve y sayisinn t. stirekli kesir yakinsakliginin paydasi q;;, olmak iizere

Mathematica programi kullanilarak
Q720 = G727 = 2524906655812348377251502276097496 > 6M

oldugu goriiliir. Ustelik 2 < b <10 ve 1 < d;,d, <b — 1 kosullarim saglayan b,

d, ve d, tam sayilar1 igin

. log((b—1)?/ d,d>V/5)
B= logb

olmak {izere Mathematica programi kullanildiginda
0,005 < & == ||uqz2|| — M||lyqr2|| < 0,499953

bulunur. Diger yandan 4 := 4,64, B := 2 ve w := m alinarak Mathematica programi

yardimiyla
114,26 < 2849720/2) 143 o5
logB

elde edilir. Boylece Lemma 3.2.4°¢ gore w := m > 143,05 ise (4.10) esitsizliginin
¢oziimii olmadigindan m < 143 olmalidir. Bu esitsizligin st sinir1 olan m = 143
degeri (4.9) esitsizliginde yerine yazildiginda Mathematica programindan
faydalanilarak n < 9,13 x 10¢ bulunur. Lemma 3.2.4’ii tekrar uygulayarak n icin

bulunan bu st sinir1 azaltalim.

A, = log(T, + 1) = kloga —nlog b + log((b — 1)?/d,d,(b™ — 1)V/5)
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olmak tizere n > 95 i¢in (4.8) esitsizliginden

yazilabilir. Burada a := 0,1 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

Al = [log(T, + 1)| < —08©@ L1 4 16 % p-n
2 gz 01 on

oldugu goriiliir. A, degeri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa
0 < |kloga—nlogh +log((b — 1)?/d,d,(b™ — 1)V5)| < 1,16 x 27™

bulunur. Bu esitsizligin her tarafi log b ile bolunirse

0< |k (i%‘) —n+ (l°g((” ‘””ilgd;“’m‘”ﬁ) )| <168x 2 (4.11)

elde edilir. Lemma 3.2.4’lin uygulanabilmesi i¢in u := k almirsa k < 10n + 1 ve

u < M oldugundan M := 9,13 x 107 alinabilir. Diger yandan

__loga
- loghb

irrasyoneldir. 2 < b < 10 ve y sayisinin t. siirekli kesir yakinsakliginin paydasi q; 5,

olmak tizere Mathematica programi kullanildiginda
Qa6p = Qa2 = 96824430119856949084 > 6M

oldugu goriiliir. Ayrica2 < b <10,1<dy,d, <b—1ve 2 <m < 143 kosullarin

saglayan b, d;, d, ve m tam sayilar1 igin

__log((b-1)%/d1d,(b™-1)V5)
B= logb
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olmak {izere Mathematica programi kullanilarak
0,0006 < & = ||uqaep|| — M||Yqusp|| < 0,4999998

bulunur. Diger yandan A := 1,68, B := 2 ve w := n alinarak Mathematica programi

yardimiyla

68,17 < 28Adssn/2) g4 g7
logB

esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 3.2.4°e gore w :=n > 94,87 ise (4.11)

esitsizliginin ¢6ziimii olmadigindan n < 94 olmalidir. Bu ise n > 95 ile gelisir.

Simdi m = 1 durumunu ele alalim. Fibonacci sayilarinin Binet formiilii ve (4.1)

denklemi g6z Online alinarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

ak  dydp™  pF dydy

V5 b-1 V5§ b-1
esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

(Zk dldzbn |B|k did;
—_— < —=4 ——
V5 b-1

— 5 b-1

d,d,b™

bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi ile boliiniirse

(b-1)-akp™ -0k 1 _ 1 (-8
d,d2V35 1= did,Vsbm ' bm pn ( d1d,V5 + 1)
oldugu goriiliir. Buradan
—1).k.p,—m
b b ? gl <11 x2n (4.12)

d,d\5
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esitsizligi elde edilir. Burada 2 < b < 10,1 < d;,d, < b — 1, k = 96 olmak {izere
(b,dq,d,, k) = (2,1,1,96) alinarak

1 ((b—l)-lﬁl"

-n
o (s +1)<11x2

oldugu kullanildi. Simdi (4.12) esitsizligi goz Oniine alinarak Teorem 3.1.8’in

uygulanabilmesi i¢in
a,:=a, a,:=b, as:=(b—1)/d;d,\/5, b, =k, by:=-n, by:=1

almir. Burada a4, a, ve a3 pozitif reel sayilar1 derecesi 2 olan K = (@(\/g) cisminin

elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2’dir. Ayrica

_ (b-1)akpm

L= === —1%0

dir. I37Un sifirdan farkli oldugu durum I; ya da [, ifadelerinin sifirdan farkli
oldugunu gosterdigimiz yontemler ile gosterilebilir. Diger yandan Yardimci Teorem

4.2.1°de bulunan k < 10n + 1 esitsizligi gdz oniine alinir ve
10n + 1 = maks{|k|, |-n|, |1} = maks{|b4], | b, |bs]}

oldugu kullamlirsa B := 10n + 1 almabilir. Oncelikle a; := @ ve a, = b cebirsel
sayilariin logaritmik yiikseklikleri (4.3) ve (4.4)’te hesaplandigi i¢in (4.5) ve
(4.6)’ya gore Ay = 0,49 ve A, = 4,61 alinabilir. Teorem 2.4.5 (ii) kullanilirsa

has) = h (7o)
< h(b — 1) + h(dy) + h(d,) + h(~/5)
=log(bh — 1) + log(d;) + log(d,) + log+/5
<log9 +1og9 +log 9 + log V5
<74
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olarak bulunur. Diger yandan 2 < b < 10 ve 1 < d4,d, < b — 1 olmak iizere

loga; = log(d d\/_) log9 —log/5 < 1,4,

loga;~1 = log( - 2\/_) <1log(9V5) < 3,1

esitsizlikleri g6z Oniine alinirsa

—-31<loga; <14<31

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla |log as| < 3,1 elde edilir. Boylece

14,8 = maks{(2 - (7,4)),(3,1),(0,16)} > maks{D - h(as3), |log as|, (0,16)}

oldugundan A; := 14,8 aliabilir. (4.12) esitsizligi goz Oniline alinarak Teorem 3.1.8
uygulandiginda

1,1x 27" > |Ty| > exp (63 - (1 +1og(10n + 1)) - (0,49) - (4,61) - (14,8))

oldugu goriiliir. Burada

C;=-1,4-30°-3%5-22.(1+1log2)

dir. Basit bir hesaplama ile

nlog2 —log 1,1 < 3,25 X 103 - (1 + log(10n + 1)) (4.13)
elde edilir. Diger yandan (4.13) esitsizligi géz oniine alindiginda ve Mathematica

programindan yaralamldiginda n < 1,81 X 10*> bulunur. Simdi Lemma 3.2.4’ii

uygulayarak n icin bulunan bu st sinir1 azaltalim.

As :=log(T; + 1) = kloga —nlog b + log((b — 1)/d,d,V5)



55

olmak tlizere n = 95 i¢in (4.12) esitsizliginden

yazilabilir. Burada a := 0,1 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

|As] = |log(Ts + 1)| < ”‘f—?”% <116 x 2™

oldugu goriiliir. A; degeri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa
0 < |kloga—nlogh + log((b — 1)/d1d,V5)| < 1,16 x 27"

bulunur. Yukaridaki esitsizligin her tarafi log b ile boliinUrse

0< |k (i%‘) —n+ (‘°g((”‘12;/31“2ﬁ))| < 1,68 x 27" (4.14)

elde edilir. Lemma 3.2.4’tin uygulanabilmesi i¢in u := k almirsa k < 10n + 1 ve

u < M oldugundan M := 1,81 x 10® alinabilir. Ayrica

.__loga
T logb

irrasyoneldir. 2 < b < 10 ve y sayisinin t. siirekli kesir yakinsakliginin paydasi q; j,

olmak tizere Mathematica programi kullanilarak
q39p = (393 = 194873196309119368 > 6M

oldugu goriiliir. Ustelik 2 < b < 10 ve 1 < d4,d, < b — 1 kosullarm saglayan b, d,

ve d, tam sayilari i¢in

__log((b—1)/d1d2V5)
B= logb
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olmak tizere Mathematica programi kullanildiginda
0,004 < & = ||uqaop|| — M||yqs9p|| < 0,49993

bulunur. Diger yandan A := 1,68, B := 2 ve w := n alinarak Mathematica programi

yardimiyla
59,5 < EUda06/¢) _ 78 g
logB

elde edilir. Lemma 3.2.4°e gore w :=n = 78,81 ise (4.14) esitsizliginin ¢oziimii

olmadigindan n < 78 olmalidir. Bu ise n > 95 ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi 2 < b <10 olmak iizere b tabaninda tiim rakamlari ayni olan iki dogal

sayinin ¢arpimi bi¢giminde yazilabilen Lucas sayilari elde edilecektir.

Teorem 4.3.2. 2<bh <10, 0<d,d, <b—-1, 1 <m<n ve k>0 kosullari

saglayan b,m,n,d,, d, ve k tam sayilar1 i¢in

dl'(bm—l) . dz'(bn—l)
b-1 b-1

Ly = (4.15)

olsun. Bu durumda L, € {1,2,3,4,7,11, 18,1364} dir.

Ispat: Oncelikle d; =0 veya d, =0 olmasi durumunda (4.15) denkleminin
¢Oziimii olmadigindan d,,d, = 1 alinacaktir. Simdi 1 <m < n < 474 oldugunu
varsayalim. Bu durumda (4.15) denkleminde (b, d;,d,, m,n) = (10,9,9,474,474)

alindiginda

L, < (10474 — 1)2

olur. Mathematica programi yardimiyla k < 4536 oldugu goriiliir. Bdylece

2<b<10,1<d,d, <b—-1,1<m<n<474ve 0 < k <4536 olmak iizere
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Mathematica programi kullanildiginda (4.15) denklemini saglayan Lucas sayilar

1,2,3,4,7,11, 18 ve 1364 olarak bulunur. Ayrica

M _ dl(bm—l)
- p-1 '’
T~ b-1

olmak iizere (4.15) denklemininin b, m,n,dy,d,, k, M, N ve L tliriinden ¢dziimleri

Ek 2°de verilmistir. Bundan sonra n > 475 ve m = 2 oldugu kabul edilecektir.

Diger yandan n = 475 oldugu ve Yardimci Teorem 4.2.2°deki k > n — 1 esitsizligi
kullanilirsa k > 474 bulunur. Lucas sayilarinin Binet formiilii ve (4.15) denklemi

g0z Oniine alinarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

k _ dldzbm+n — —Bk _ dldzbm _ dldzbn d1d2
(b-1)? (b-1)2  ®-1D*  (b-1)?

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

Kk dldzbm+n
(b-1)2

< |ﬁ|k+d1d2bm+d1d2bn did,
= (b-12 ' (b-1)2 ' (b-1)2

m+n
esitsizligi bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi 011(6}?2_—191)2 ile boliiniirse
(b—1)2-gk-p~ (m+n) b-D2 1k | 1 1 1 1 ((b—1)2 | g1k 1 )
— <~ 2 Pl 4 - 4 - < — (==L Pt —

didy = dydyb™mtn ton T pm T e S pm dyd,b™ N

oldugu goriiliir. Buradan

—1)2.4k.p— (Mm+n)
G-D7a b P _ < 2,1x27m (4.16)

did;

esitsizligi elde edilir. Burada 2 < b < 10,1 <d;,d, <b—1,n>475ve k > 474
olmak tizere (b,d;,d,, n, k) = (2,1,1,475,474) alinarak
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1 (G=D?II* 1 “m
o ( o +2+bn)<2,1><2

oldugu kullanildi. Simdi (4.16) esitsizligi goz Oniine alinarak Teorem 3.1.8’in

uygulanabilmesi i¢in
al =aq, aZ = b, af3 = (b - 1)2/d1d2, b1 = k, bz = _(m‘l‘n), b3: = 1

alinir. Burada a4, a, ve a; pozitif reel sayilar derecesi 2 olan K = Q(+/5) cisminin

elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2’dir. Ayrica

_ (b—1)2-ak-b‘ (m+n)

|
4 did;

1#0

dir. Aksine I, = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
(Xk = bm+nd1d2/(b - 1)2

olur. Bu ise a® € Q olmasii gerektirir. Fakat bu durum k > 1 igin Teorem 2.1.3’e
gore imkansizdir. Dolayisiyla I, # 0’dir. Diger yandan m < n oldugu ve Yardimci

Teorem 4.2.2°de bulunan k < 10n esitsizligi kullanilirsa
10n = maks{|k|, |-(m + n)l, [1]} = maks{|b,|, [b,l, |31}

oldugundan B := 10n olarak alinabilir. (2.3) ve (2.4) esitlikleri gbz oniine alinirsa

a4 ve ay’nin logaritmik ytikseklikleri sirasiyla

loga
2 )

h(a;) = h(b) =loghb <log10 (4.18)

h(a,) = h(a) =

(4.17)

olarak bulunur. Ayrica Teorem 2.4.5’in (ii) sikki ve (2.4) esitsizligi kullanilirsa a3

cebirsel sayisinin logaritmik yiiksekligi
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h(az) = h(220)

dyd,
< h((b — 1)?) + h(dy) + h(d>)
= log(b — 1) + logd, + logd,
< log81 +1log9 + log9

<8,79

olarak bulunur. Dolayisiyla

0,49 > maks{(z : (‘°§“)), llogal, (0,16)}; (4.19)

4,61 > maks {(2 -log 10),|log 10(, (0,16)} (4.20)

oldugundan A; = 0,49 ve A, := 4,61 olarak alinabilir. Diger yandan 2 < b < 10 ve

1<d,,d, <b—1olmak iizere

loga; = log (%) <log81 < 4,4,

_ dyd
loga;™! = log ((biSZ) <log1=0

esitsizlikleri gbz oniine alinirsa

—4,4 <logy; < 4,4

yazilabilir. Dolayisiyla |log a3| < 4,4 elde edilir. Boylece

17,58 > maks{(2 - (8,79)), (4,4), (0,16)} > maks{D - h(as), |log a5l, (0,16)}

oldugundan Aj := 17,58 olarak alinabilir. (4.16) esitsizligi goz Oniine alinarak
Teorem 3.1.8 uygulandiginda

2,1 X 27™ > |T,| > exp (61 - (1 + log(10n)) - (0,49) - (4,61) - (17,58))
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oldugu goriiliir. Burada

C; =-1,4-30%-3%5-22. (1 +log2)

dir. Basit bir hesaplama ile

mlog2 — log2,1 < 3,86 x 103 - (1 + log(10n)) (4.21)
esitsizligi elde edilir. (4.15) denklemi yeniden diizenlenirse

(b-1)-ak dpp™ _ (b-1)p* d,

d;(bm-1) b-1 d,(bm-1) b-1
yazilabilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

(b-1)-ak  dyp" < (b—l)-lﬁl"_i_&
di(bMm-1) b-1 di(bm-1)  b-1

e e e o dpb™ . o
esitsizligi bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi t ile boliiniirse

(SR IR s Vil -1 i_i_((b—l)z-lﬁlk

- did,(b™M—1)

dqdy(b™—1) = didyb"(b™-1)  b"  bn +1)

elde edilir. Buradan

(b—1)%-ak-p~™

_ -n
ooy 1 <1ix2 (4.22)

oldugu goriiliir. Burada 2 < b <10,1<d;,d, <b—1,m > 2 ve k = 474 olmak
uzere (b,d;,d,,m k) = (2,1,1, 2,474) alinarak

1 (b))% 1Bl T
- (—d1d2 L+ 1) <11%2
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oldugu kullanildi. Simdi (4.22) esitsizligi goz Oniine alinarak Teorem 3.1.8’in

uygulanabilmesi i¢in
a;==a, a :=b, az:=(b—1)?/d;d,(b™ — 1), by =k, by :=—n, by:=1

alinir. Burada a4, a, ve as pozitif reel sayilar1 derecesi 2 olan K = Q(\/g) cisminin

elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2’dir. Ayrica

_ (b-1)%akpm

did, (BMm-1) 1+#0

I :
dir. Bu durum [, iin sifirdan farkli oldugunu gosterdigimiz yontem ile gosterilebilir.

Diger yandan Yardime1 Teorem 4.2.2°deki k < 10n esitsizligi géz 6niine alinir ve
10n > maks{|b,|, |b,|, |b3|} = maks{|k|,|-n|, |1}

oldugu kullanilirsa B := 10n olarak alinabilir. Simdi a4, @, ve a3 cebirsel sayilarinin
logaritmik yiiksekliklerini bulalim. Oncelikle a; := a ve a, := b cebirsel sayilarmnin
logaritmik yiikseklikleri (4.17) ve (4.18)’de hesaplandig1 icin (4.19) ve (4.20)’ye
gore A, == 0,49 ve A, = 4,61 olarak alinabilir. Teorem 2.4.5 kullanilirsa

_ (b-1)?
h(as) = h (dldzﬁ(bm—l))

< h((b — 1)?) + h(dy) + h(dy) + mh(b) + h(1) + log?2

= log(b — 1)? + logd, + logd, + mlogh + log1 + log 2
<log81+ 2log9 + mlog10 + log 2

<949 +mlog10

bulunur. Diger yandan2 < b < 10,1 < d,d, < b —1vem = 2 olmak lizere

(b—1)2

m) < log81 —1log99 < —0,2,

logas = log(

loga;~! = log (%) <log10™ = mlog 10
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esitsizlikleri g6z Oniine alinirsa
—mlog10 <loga; < —0,2 <mlog10
yazilabilir. Dolayisiyla |log @3] < mlog 10 elde edilir. Boylece

18,98 + 2mlog 10 = maks{2 - (9,49 + mlog10), (mlog 10), (0,16)}
= makS{D ' h(a3), |log a3|l (0116)}

oldugundan A; := 18,98 + 2mlog 10 olarak alinabilir. (4.22) esitsizligi gbz Oniine

alinarak Teorem 3.2.2 uygulandiginda

11x 27" > |Tg| > exp (€, - (1 +log(10n)) - (18,98 + 2mlog 10))

oldugu goriiliir. Burada

C, =—1,4-30°-3%5-22.(1+1og2)-(0,49) - (4,61)

dir. Basit bir hesaplama ile

nlog2 —log 1,1 < 2,20 x 102 - (1 + log(10n)) - (18,98 + 2mlog 10) (4.23)
elde edilir. Diger yandan (4.21) ve (4.23) esitsizlikleri goz Oniine alindiginda

Mathematica programi yardimiyla n < 4,45 x 103° bulunur. Simdi Lemma 3.2.4’ii

uygulayarak n i¢in bulunan bu iist sinir1 azaltalim.
Ay i=1log(T, +1) = kloga —(n+m)logh + log((b — 1)?/d,d5)

olmak lizere m > 2 i¢in (4.16) esitsizliginden

|F4|:|3A4—1|<;;7711<1i0
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yazilabilir. Burada a := 0,6 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

—log(0,4) o21

|A4| = [log(Ay + 1) < 0.6 Fm

<321x2™

oldugu goriiliir. A, degeri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa
0 < |kloga—(n+m)logh + log((b — 1)?/d,d,) | < 3,21 x2™™

bulunur. Bu esitsizligin her tarafi log b ile boliiniirse

0 < |k (FE2) - (n+m) + (Wﬂ < 4,64 %27 (4.24)

elde edilir. Lemma 3.2.4’{in uygulanabilmesi i¢in u := k alinirsa k < 10nveu < M

oldugundan M := 4,45 x 103! alinabilir. Ayrica

.__loga
- loghb

irrasyonel sayidir. 2 < b < 10 ve y sayisinin t. siirekli kesir yakinsakliginin paydasi

qtp olmak lizere Mathematica programi kullanilarak
Q720 = G727 = 2524906655812348377251502276097496 > 6M

oldugu goriiliir. Diger yandan 2 < b <10, 1<d;,d, <b—1ve (b—1)? # d,d,

kosullarini saglayan b, d; ve d, tam sayilar igin

- log((0-1)/d;d5)
) loghb

olmak {izere Mathematica programi kullanildiginda

0,02 < € == ||uqr2p|| — M||yqr2.|| < 0,495
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elde edilir. Burada (b — 1)? # d;d, ise d; =d, = b — 1 olup u = 0 olacagindan
€ < 0 olur. Dolayisiyla d; = d, = b — 1 durumu daha sonra incelenecektir. Ayrica

A = 4,64, B = 2 ve w := m alinarak Mathematica programi1 kullanildiginda
114,45 < 08A020/8) 947 65
log B

oldugu goriilir. Bdylece Lemma 3.2.4°’¢ gore w:=m > 142,65 ise (4.24)
esitsizliginin ¢o6ziimii olmadigindan m < 142 olmalidir. Simdi d; =d, =b—1

durumunu ele alalim. Bu durumda (4.24) esitsizligi goz oniine alindiginda

0< |k(%)— (n+m)| < 4,64x2™™

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her tarafi k ile bollndrse

0<

loga n+m| 4,64
logb k < 2m (4.25)

bulunur. Simdi m > 120 oldugunu varsayalim. Bu durumda

2T 5 143%10% >10n > k
9,28

oldugu kullanilirsa
loga _n+m 1
loghb k 2k?

oldugu goriiliir. Teorem 2.2.13’tin (i) sikkina gore MTm rasyonel sayis1 y = %

Prb v siirekli
dr,b

irrasyonel sayisinin siirekli kesir ag¢iliminin bir yakinsakligidir.

kesir agiliminin r. yakinsaklig1 olsun. 2 < b < 10 olmak tizere herhangi bir t degeri

icin MTm = Peb oldugunu varsayalim. O halde
b

qt,



G706 = G707 > 18 x 1031 > 10n > k

oldugundan t € {0,1, ...,69} olur. Ustelik

a = maks{a;:i = 0,1, ...,70} = 347

olup Teorem 2.2.13”iin (i) ve (iii) sikkina gore

1 11
(ape1+2)k2 7 (a+2)k?2 ~ 349-k2

| n+m

=22 -2

elde edilir. Boylece (4.25) ve (4.26) esitsizlikleri goz oniine alindiginda

3,5 _ 464 1 1 _ 1

1036 2m 349'k 349-(18x1031) T 6282x1031

65

(4.26)

esitsizligi bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece m < 120 olmalidir. Sonu¢ olarak

m < 142 esitsizliginin iist sinir1 olan m = 142 degeri (4.23) esitsizliginde yerine

yazildiginda Mathematica programindan faydalamlarak n < 9,05 x 10¢ bulunur.

Lemma 3.2.4°0 tekrar uygulayarak n icin bulunan bu iist sinir1 azaltalim.
As = log(Ts + 1) = kloga —nlog b + log((b — 1)?/d,d,(b™ — 1))

olmak iizere n = 475 igin (4.22) esitsizliginden

IG5l = Jefs —1] < 5 < =

yazilabilir. Burada a := 0,1 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

log(O 9 11

IAg| = |log(Ts + 1)| < 1 <1,16x 27"

elde edilir. Ag degeri yukaridaki esitsizlikte yerini yazilirsa
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0 < |kloga —nlogh + log((b — 1)?/d,d,(b™ — 1)) | < 1,16 x 27"

bulunur. Bu esitsizligin her tarafi log b ile boluntrse

<1,68%x2™ (4.27)

loghb logb

oldugu goriliir. Lemma 3.2.4’iin uygulanabilmesi i¢in u :== k alinirsa k < 10n ve

u < M oldugundan M := 9,05 x 107 alinabilir. Ayrica

.__loga
- loghb

irrasyoneldir. 2 < b < 10 ve y sayisinin t. siirekli kesir yakinsakliginin paydasi q;

olmak iizere Mathematica programi kullanildiginda
T1ssp = Qusse > 4 X 1075 > 6M

elde edilir. Ustelik 2<b <10, 1<d;,d, <b—1 ve 2 <m < 142 kosullarini

saglayan b, d;, d, ve m tam sayilar1 igin

_ log((0-1)?/d1dz (0™ -1))
- logb

l,[ :
olmak tizere Mathematica programi kullanildiginda
2,04 x 107°* < £ == ||uqyss,p|| — M||yquss,p|| < 0,49996

bulunur. Diger yandan A4 := 1,68, B := 2 ve w := n alinarak Mathematica programi

yardimiyla

252,96 < 28ALssp/e) 473 67
logB
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oldugu goriilii. Boylece Lemma 3.2.4’¢ gore w:=n > 473,67 ise (4.27)

esitsizliginin ¢6ziimii olmadigindan n < 473 olmalidir. Bu ise n > 475 ile ¢elisir.

Simdi m =1 durumunu ele alalim. Lucas sayilarimin Binet formiili ve (4.15)

denklemi g6z Online alinarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

k _ dadab™ _ _Bk_%
b—1 b—1

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

k  didyb™
b-1

did;
b—-1

a < |B|* +

dydyb™

ile boluiniirse

bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi

—1)-gk-p—m —1)-181k —1)-1R1k
o-vafp" | b=1IBI +L_L.(<b 1):|B] +1)

dqd; did,b™ pn ~ pm dqdy

oldugu goriiliir. Buradan

(b-1)-ak-pm

_ -n
e 1l<1,1x2 (4.28)

elde edilir. Burada 2 < b <10, 1 <d;,d, <b—1 ve k = 474 tam sayilan i¢in
(b,dq,d,, k) = (2,1,1,474) alinarak

1 ((b—l)-IBI"

-n
o (e +1) < 11x2

oldugu kullanildi. Simdi (4.28) esitsizligi goz Oniine alinarak Teorem 3.1.8’in

uygulanabilmesi i¢in

a = aq, ay = b, asz = (b - 1)/d1d2, bl = k, b2 = —n, b3 =1
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alinir. Burada a4, a, ve as pozitif reel sayilar1 derecesi 2 olan K = Q(\/g) cisminin

elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2’dir. Ayrica

_ (b-1)akpm

I.:
6 d1d,

1+0

dir. Bu durum I, lin sifirdan farkli oldugunu gosterdigimiz yontem ile gosterilebilir.

Diger yandan Yardimci Teorem 4.2.2°deki k < 10n esitsizligi goz oniine alinir ve
10n = maks{|k|, |-nl, |11} = maks{|b,|, ||, |bs|}

oldugu kullanilirsa B := 10n olarak almabilir. Oncelikle a; := @ ve a, := b’nin
logaritmik yiikseklikleri (4.17) ve (4.18)’de hesaplandig1 icin (4.19) ve (4.20)’ye
gore A; == 0,49 ve A, = 4,61 olarak alinabilir. Teorem 2.4.5’in (i1) sikki kullanilirsa

h(as) = h (;Ldl) < h(b — 1) + h(dy) + h(d,)

=log(b — 1) +logd, +logd,
< 3log9
<6,6

olarak bulunur. Diger yandan 2 < b < 10,1 < d4,d, < b — 1 olmak lizere

loga; = log (ﬁ) <log9 <22,

loga;~! =log (il_dlz) <log9< 2,2

esitsizlikleri géz Oniine alinirsa

—-22<loga; <22

yazilabilir. Dolayisiyla |log a3| < 2,2 elde edilir. Boylece
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13,2 = maks{(2- (6,6)), (2,2), (0,16)} > maks{D - h(as), [log a3/, (0,16)}

oldugundan A3 := 13,2 almabilir. (4.28) esitsizligi goz Oniine alinarak Teorem 3.1.8
uygulandiginda

1,1 %27 > || > exp (63 - (1 +1og(10m)) - (0,49) - (4,61) - (13,2))

oldugu goriiliir. Burada

C3 =—1,4-30°-3%5-22.(1+1log2)

dir. Basit bir hesaplama ile

nlog2 —log 1,1 < 2,9 x 102 - (1 + log(10n)) (4.29)

elde edilir. Diger yandan (4.29) esitsizligi géz oniine alindiginda ve Mathematica
programindan yararlanildiginda n < 1,61 x 105 bulunur. Simdi Lemma 3.2.4’i

uygulayarak n i¢in bulunan bu {ist sinir1 azaltalim.
Ag =log(Ts + 1) = kloga —nlogb + log((b — 1)/d d,)

olmak iizere n > 475 icin (4.28) esitsizliginden

Tl = Jeds —1] < 2 < =

n

yazilabilir. Burada a = 0,1 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

|Ag] = |log(Ts + 1)| < 4%(1"9)5 <116 x 2™

oldugu goriiliir. Ag degeri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa
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0 < |kloga —nlogh +log((b — 1)/dyd;)| < 1,16 x 27"

bulunur. Bu esitsizligin her tarafi log b ile boliiniirse

0< |k (%) —n+ (WM <1,68%x27" (4.30)

elde edilir. Lemma 3.2.4’lin uygulanabilmesi i¢in u := k alinrsa k < 10nveu < M

oldugundan M := 1,61 X 10® almabilir. Ayrica

__loga
- loghb

irrasyoneldir. 2 < b < 10 ve y sayisinin t. siirekli kesir yakinsakliginin paydasi q; j,

olmak iizere Mathematica programi kullanilarak
Qasp = qas2 = 78467056620067185965 > 6M

oldugu goriiliir. Ustelik 2<b <10,1<d;,d, <b—1ved, d, # b—1 oldugu

g0z Oniine alinarak

__log((b-1)/d4d>)
- logb

olmak iizere Mathematica programi kullanildiginda
0,004 < & == ||uqasp|| — M|y qus,|| < 0,49999998

bulunur. Burada d;-d, =b—1 durumu i¢in g =0 oldugundan & <0 olur.
Dolayisiyla dq - d, = b — 1 durumu sonra incelenecektir. Diger yandan A := 1,68,

B := 2 ve w = n alinarak Mathematica programi yardimiyla

70,44 < 128A9s50/2) g7 3
log B
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elde edilir. Boylece Lemma 3.2.4’¢ gore w :=n > 87,3 ise (4.30) esitsizliginin
¢oziimii olmadigindan n < 87 olmalidir. Simdi dq-d, = b —1 durumunu ele

alalim. Bu durumda (4.30) esitsizliginden

0< |k(%) —n| <1,68x2°"

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her tarafi k ile bolunirse

logb k

loga n 1,68
| <= (4.31)

bulunur. Ayrica n = 475 oldugundan

2 S 20%x10M2 > 10n >k
3,36

yazilabilir. Boylece

loga n| 1

logh k 2k2

elde edilir. Teorem 2.2.13%iin (i) sikkina gére % rasyonel sayis1 y = % irrasyonel

. . . . - Y4 . . .
sayisinin  siirekli kesir a¢iliminin bir yakinsakligidir. qu' y’nin stirekli kesir
T.b

agtlimmin r. yakinsakligi olsun. 2 < b < 10 ve herhangi bir t degeri igin % = —=

oldugunu varsayalim. O halde
G3sp = q3g2 = 87535330741875727 > 8 x 10 > 10n > k
oldugundan ¢t € {0,1, ...,37} olur. Ustelik

a = maks{a;:i = 0,1,...,38} = 134
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olup Teorem 2.2.13”iin (i) ve (iii) sikkina gore

1 > 1 __1
(are1+2)k2 7 (a+2)k? ~ 136'k2

(4.32)

n Pt
— = = —_— >
=3l =l =%

elde edilir. Boylece (4.31) ve (4.32) esitsizlikleri gdz oniine alinarak

1,68 1 1 _ 1
2n 136'k 136-(8x1016) ~ 1088x1016

bulunur. Buradan n < 63 oldugu goriiliir. Bu ise n > 475 ile ¢elisir. Boylece ispat

tamamlanir.

Simdi de tim rakamlar1 ayni olan iki dogal saymin birlestirilmesi biciminde

yazilabilen Lucas sayilar1 elde edilecektir.

Teorem 43.3. m;,m, >21,1<d; <9, 0<d, <9 ve n =5 kosullarin1 saglayan

mq, my,dq, d, Ve n tam sayilari i¢in

LTL = dl d1 dz dz (433)

m, kez m, kez

olsun. Bu durumda L,, € {11, 18,29,47,76,199, 322} dir.

Ispat: Oncelikle ilk 175 Lucas sayis1 kontrol edilirse veya ilgili Mathematica
programi kullanilirsa ilk 175 Lucas sayilar igerisinde rakamlari ayni olan iki dogal
sayinin birlestirilmesi biciminde yazilabilen Lucas sayilarinin 11, 18, 29,47,76,199
ve 322 oldugu goriiliir. ik 175 Lucas sayisi Ek 3’te, (4.33) denkleminin
mq,my,dy,dy,n ve L, tiriinden coziimleri ise Ek 4’te verilmistir. Dolayisiyla

bundan sonra n = 175 oldugu kabul edilecektir.

Yardimecr Teorem 4.2.3’e gore tiim rakamlar1 ayni olan en biiyiik Lucas sayisi

Ls = 11 oldugundan ve d; = d, durumu en az iki basamakli tiim rakamlar1 ayn
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olan Lucas sayilarii ifade ettiginden n > 175 i¢in tiim rakamlar1 ayni olan Lucas

sayist yoktur. Dolayisiyla bundan sonra d; # d, alinacaktir. Ayrica
L, —5E* =4-(—1)"

oldugundan 5 { L,, oldugu kolayca goriiliir. Boylece d, # 0 ve d, # 5°dir. (4.33)

denklemi goz Oniine alinirsa

LTL = dl d1 dz dz

mq kez m, kez

= dl dl X 107)’12 + dz dz

mq kez m, kez

dy-(10M2-1)

= LD o 1ome 4+

= %(dl " 10m1+m2 - (dl - dz) " 10m2 - dz)
yazilabilir. Lucas sayilarinin Binet formiilii ile son esitlik g6z 6niine alindiginda
9a™ —d; - 10™*"2 = —9B™ — (d; —d,) - 10™2 —d, (4.34)

denklemi elde edilir. 1 <d;,d, <9 olmak lizere (4.34) denkleminin her iki

tarafinin mutlak degeri alinip gerekli diizenlemeler yapildiginda

|9a™ —d; - 10™+™2| < 9+ |B|" + |dy — dy| - 10™2 + d,
<9-|BI"+9-10™ +9
<(0,9)-10™ - |B|* +9-10™2 + (0,9) - 10™=
=((0,9) - 181" +9,9) - 10™=
<991 x 10™

oldugu goriiliir. Buradan > 175 ve m, > 1 i¢in

(0,9) - |8I™ < 0,01,
9 < (0,9) - 10™
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oldugu kullanildi. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi d, - 10™1*™2 jle boliiniirse

() am-107mmz — 1| <

1

9,91
10™M1

(4.35)

bulunur. (4.35) esitsizligi g6z oniine alinarak Teorem 3.1.8’in uygulanabilmesi i¢in
a,:=9/dy, ay, :==a, a3 :=10, by =1, b, :=n, by :==—-m; —m,

olarak alinir. Burada a4, a, ve a3 pozitif reel sayilar1 derecesi 2 olan K = Q(\/g)

cisminin elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2°dir. Ayrica

[y = () @™ 107™M 7 — 1% 0

dir. Aksine I'; = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
a™ =d;-10™*™Mz /9

olur. Her iki tarafin karesi almirsa a?® € Q bulunur. Fakat bu durum n > 1 igin
Teorem 2.1.3’e gore imkansizdir. Dolayisiyla I'; # 0°dir. Diger yandan Yardimci

Teorem 4.2.4’te bulunan m; + m, < n + 1 esitsizligi gdz oniine alinir ve
n + 1 > maks{|1], |n|, |-m; — m,|} = maks{|b,|, |b,|, |b3|}

oldugu kullanilirsa B := n + 1 alinabilir. Ayrica (2.2), (2.3) ve (2.4) esitlikleri ile

1 < d; <9 esitsizligi goz Oniine alinarak

h(a;) =h (dil) = log(maks{|9]|,d;}) < log9,

h(a) = h(a) = 22, (4.36)

h(as) = h(10) = log10 (4.37)
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olarak bulunur. Teorem 3.1.8’e gore i = 1,2,3 i¢in
A; = maks {D - h(a;), |log a;|, (0,16)}
oldugundan

4,4 > maks {(2 -log9), |log 9], (0,16)},
0,49 > maks {2 - (“£%), |log |, (0,16)}, (4.38)
4,61 > maks {2 -log 10, |log 10|, (0,16)} (4.39)

esitsizliklerine gore A, = 4,4, A, := 0,49 ve Aj := 4,61 olarak alinabilir. Ayrica

(4.35) esitsizligi goz oniine alinarak Teorem 3.1.8 uygulandiginda

9,91 x 10™ > || > exp (61 (1 +1log(n + 1)) - (4,4) - (0,49) - (4,61))

oldugu goriiliir. Burada

C; =—1,4-30%-3%5.22-(1+log2)

dir. Basit bir hesaplama ile

m,log10 —log 9,91 < 9,64 x 102 - (1 + log(n + 1)) (4.40)
esitsizligi elde edilir. (4.34) denklemi yeniden diizenlenirse

(dy - 10™ — (dy — dy)) - 10™2 — 9a™ = 9B™ + d,

esitligi yazilabilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinip gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

|(dy-10™ — (dy —dy)) - 10™2 —9a™| <9 |BI"+d, <9 |BI"+9<9,1
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bulunur. Burada n > 175 i¢in 9 |B|" < 0,1 ve 1 < d, <9 oldugu kullanildi. Bu

esitsizligin her iki tarafi 9a™ ile boliiniirse

| (dl'(10m1—1)+d2

- ) e 10m - 1| < 1,02 x @ (4.41)

oldugu gorilir. Simdi (4.41) esitsizligi goz Oniine alinarak Teorem 3.1.8’in

uygulanabilmesi i¢in
a, = (d;-(10™ —1)+d,)/9, a, :=a,a3 :=10,b; =1, b, := —n, by :==m,

almir. Burada a4, a, ve as pozitif reel sayilar1 derecesi 2 olan K = (@(\/g) cisminin

elemanlaridir. Dolayisiyla D = 2’°dir. Ayrica

dl'(10m1—1)+d2
[gi= (2——=
9

) @ 10™ — 1% 0
dir. Bu durum I’; degerinin sifirdan farkli oldugunu gosterdigimiz yontem ile
gosterilebilir. Diger yandan Yardimci Teorem 4.2.4°te bulunan m; + my, <n+1

esitsizligi ve my = 1 oldugu g6z oniine alinirsa m, < n bulunur. Dolayisiyla
n = maks{|b,|, |b,|, |b3|} = maks{|1], |—-n|, |m,|}

oldugundan B := n alinabilir. Teorem 2.4.5 kullanilirsa

h(ay) = h (B 20)

< h(dy) + m;h(10) + h(1) +log 2 + h(d,) + log2 + h(9)
=logd; + mylog10 + logd, + 2log?2 + log9

< 3log9 +m,log10 + 2log 2

< 7,98 +m;log10

bulunur. Ayrica a, := a ve a3 := 10 cebirsel sayilarinin logaritmik yiikseklikleri

(4.36) ve (4.37)’de hesaplandigi i¢in (4.38) ve (4.39)’a gore 4, == 0,49 ve
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Az = 4,61 olarak almabilir. Diger yandan 1 < d;,d, < 9 ve m > 1 olmak lizere

(d1(10m1 —1)+d2)
9

loga; = log <log10™ = m;log10,

loga;~! = log (m) < log(lio) <-0,1

esitsizlikleri gz Oniine alinirsa

-m; log10 < 0,1 <loga; < m;log10

yazilabilir. Dolayisiyla |log @3] < m, log 10 elde edilir. Boylece

15,96 + 2m; log 10 > maks{(2 - (7,98 + m, log 10)), (m, log 10), (0,16)}
> maks{D - h(a,), [loga,|,(0,16)}

oldugundan A; = 15,96 + 2m, log 10 olarak alinabilir. (4.41) esitsizligi gbz Oniine

alinarak Teorem 3.1.8 uygulandiginda

1,02 x @™ > |Tg| > exp(C; - (1 + logn) - (15,96 + 2m, log 10))

oldugu goriiliir. Burada

C, =—1,4-30°-3%5-22.(1+1og2)-(0,49) - (4,61)

dir. Basit bir hesaplama ile

nloga —log 1,02 < 2,20 x 102 - (1 + logn) - (15,96 + 2m, log 10) (4.42)
esitsizligi elde edilir. Diger yandan (4.40) ve (4.42) esitsizlikleri goz Oniine

alindiginda Mathematica programi yardimyla n < 4,23 x 10%° bulunur. Simdi

Lemma 3.2.4’ii uygulayarak n i¢in bulunan bu {ist sinir1 azaltalim.
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A5 :=log(l; + 1) = (my + m,)log 10 —nloga —log(9/d,)

olmak tizere m; > 1 i¢in (4.35) esitsizliginden

I5y| = |e™7 — 1] < 22 < 0,999

10™M1
yazilabilir. Burada a := 0,999 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

log 1000 9,91
&8 . 2 <6853 x 10™
0,999 10M1

|A7] = [log(I7 + 1) <

oldugu goriiliir. A, degeri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa

0 < |(my +my)log10 —nloga —log(9/d,)| < 68,53 x 10™

bulunur. Bu esitsizligin her tarafi log « ile boliiniirse

0 < |(my +mp) 7o —n — (EEED)| < 1425 x 107™ (4.43)

loga loga

esitsizligi elde edilir. Lemma 3.2.4’ilin uygulanabilmesi i¢in u := m; + m, alinirsa

my +my <n+1veu < M oldugundan M := 4,23 x 10%° alinabilir. Ayrica

.__log10

loga

irrasyonel sayidir. y sayisinin t. siirekli kesir yakinsakliginin paydasi q; olmak tizere

Mathematica programi yardimiyla
Qeo = 2568762252997982327345614176552 > 6M

oldugu goriiliir. Ustelik 1 < d; < 9 oldugu goz 6niine alinirsa
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_ _ log(9/dy)
loga

olmak {izere Mathematica programi kullanildiginda
0,04 < & := |lugeoll — Mllyqeoll < 0,31

bulunur. Burada d; =9 durumu i¢in g =0 oldugundan ¢ < 0 oldugu goriiliir.
Dolayistyla d; =9 durumu daha sonra incelenecektir. Diger yandan A := 142,5,

B := 10 ve w := m, alinarak Mathematica programi yardimiyla
33,06 < 128WIe0/D) 33 g7
logB

elde edilir. Boylece Lemma 3.2.4’e gore w := my = 33,87 ise (4.43) esitsizliginin
¢Oziimii olmadigindan m; < 33 olmalidir. Simdi d; = 9 durumunu ele alalim. Bu
durumda (4.43) esitsizliginden

log10
0 < |{(m; +my) og

—n[<1425x107™™

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her tarafi m; + m, ile bolinurse

log10 n 142,5
loga mi+m, (mq+my)-10™1

0<

(4.44)

bulunur. m; > 35 oldugunu varsayalim. Bu durumda

10™1 32
E>3'SX1O >n+12m1+m2

oldugu kullanilirsa

log10 n 142,5 1
loga mq+my (mq+my)-10M1 2(mq+my)?
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- yee . " n __log10
elde edilir. Teorem 2.2.13’tin (i) sikkina gore e — rasyonel sayist y = Tosa
irrasyonel sayisinin siirekli kesir agiliminin bir yakinsakligidir. Z”’, y’nin siirekli

rb
Dt

kesir a¢iliminin r. yakinsakligi olsun. Herhangi bir t degeri i¢in ==
my+m; ac

oldugunu varsayalim. O halde

Qoo >2%X1030>n+1>m; +m,
oldugundan t € {0,1, ...,59} olur. Ustelik

a = maks{a;:i = 0,1, ...,60} = 106

olup Teorem 2.2.13iin (i) ve (iii) sikkina gore

n Pt

qdt

1 1 1
(Ap+1+2)-(M1+my)2 ~ (@+2)-(my+mz)2  108-(my +my)?

(4.45)

-

mi+m,

elde edilir. Boylece (4.44) ve (4.45) esitsizlikleri goz Oniine alinarak

1,425 _ 142,5 1 1 _ 1
1033 =~ 10Mm1 7 108-(mq+my) ~ 108-(2x103%)  216x103°

bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. Bdylece my < 34 olmalidir. Bu esitsizligin iist sinir1
olan my; = 34 degeri (4.42) esitsizliginde yerine yazildiginda Mathematica
programindan yararlanildiginda n < 3,08 X 10'® bulunur. Lemma 3.2.4’{i tekrar

uygulayarak n i¢in bulunan bu {ist sinir1 azaltalim.

dl-(10m1—1)+d2)

Ag :==1log(Tg + 1) = m,log10 —nloga + log( 5

olmak lizere n > 175 i¢in (4.41) esitsizliginden

LA 1,02 1
|F8|—|€ 8—1|<F<m
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yazilabilir. Burada a := 0,01 alinarak Yardimci Teorem 4.2.5 uygulandiginda

Ag| = |log(Ty + 1)] < 0809 102 g g3 o o-n
|Ag gllg 0,01 e

oldugu goriiliir. Ag degeri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa

w) <103 Xa™

0 < |m,log10 —nloga+log(

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her tarafi log a ile boliiniirse

| log(dl-(10m1—1)+d2)
10 -
0<|m,=2=—n+ 2 <215xa™ (4.46)
loga loga

bulunur. Lemma 3.2.4’iin uygulanabilmesi i¢in u := m, alinirsa m, <nveu <M

oldugundan M := 3,08 x 10® alinabilir. Ayrica

.__log10

loga

irrasyoneldir. y irrasyonel sayisinin t. siirekli kesir yakinsaklig % olmak {izere
t

Mathematica programi kullanildiginda
qs1 = 22944989708077352071310614 > 6M

oldugu goriiliir. Ustelik 1 < d;,d, <9,d; # dy, dy # 5 ve 1 <m; < 34 oldugu

g0z Oniine alinarak

. mq _
] (d1 (10 ; 1)+d2)
U=

loga

olmak {izere Mathematica programi kullanildiginda



82

8,63 X 107" < ¢ = |lugsq |l — Mllygsq |l < 4,999

bulunur. Diger yandan A := 2,15, B := a ve w := n alinarak Mathematica programi

yardimiyla
124,38 < 28UB1/S 4719
logB
elde edilir. Boylece Lemma 3.2.4’e gore w :=n > 171,1 ise (4.46) esitsizliginin

¢Oziimii olmadigindan n < 171 olmalidir. Bu durum ise n > 175 olmast ile ¢elisir.

Boylece ispat tamamlanir.



BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Dordiincii boliimde (4.1) ve (4.15) denklemleri ile sirasiyla 2 < b < 10 olmak
lizere b tabaninda tiim rakamlar1 ayni olan iki dogal saymin ¢arpimi bi¢iminde
yazilabilen Fibonacci ve Lucas sayilar elde edildi. Bu problemleri iceren makale
SCI Expanded kapsaminda olan Bulletin of the Brazilian Mathematical Society
isimli dergide yayimlanmistir. Ayrica (4.33) denklemi ile tiim rakamlar1 ayn1 olan iki
dogal saymnin birlestirilmesi biciminde yazilabilen Lucas sayilart bulundu. Bu
calismay1 igeren makale ESCI kapsaminda olan Boletin de la Sociedad Matematica
Mexicana isimli dergide yayimlanmistir. Simdi bu denklemlerden elde edilen bazi

sonuclar1 verelim.
Sonug 5.1. 2 < b < 10 olmak Uzere b tabaninda tiim rakamlari ayni olan iki dogal
saymin ¢arpimi bigiminde yazilabilen en buyuk Fibonacci ve Lucas sayilari sirasiyla

144 ve 1364°tur. Bu sayilar farkli tabanlarda sirasiyla

2:(5%-1) 2-(5%2-1

144 = Fp, = 220 20 ) — (22)¢ x (22)s = 12 x 12,
4-(52-1) 1(52-1)

144 = Fip = =0 Tl = (44)s X (1) = 24 %6,
6-(71-1) 3(7%-1

144 = F,, = ((7_1) 2. ((7_1) ) — (6), x (33), = 6 x 24,
3(7'-1) 6(7%-1

144 = F,, = ((7_1) ). ((7_1) ) _ (3), x (66), = 3 x 48,
4-(81-1) 4-(8%2-1

144 = F,, = ((8_1) ). ((8_1) ) (4), x (44)4 = 4 x 36,

(al_ (45—
1364 = Ly, = =& D 20D _ 9y % (22222), = 2 X 682

(4-1) (4-1)

bi¢ciminde ifade edilir.
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Sonu¢ 5.2. k>1,n=>2,2<b<10ve 1 <d, <b —1 kosullarin1 saglayan k,n,

b ve d, tam sayilar1 i¢in (4.1) denkleminde m = d; = 1 alinirsa

dz(bn—l)

F, =
k h—1

denklemi elde edilir. Bu denklem b tabaninda en az iki basamakli tiim rakamlar1 ayni

olan Fibonacci sayilarini ifade eder ve bu sekilde yazilabilen Fibonacci sayilar

3=Fy = (11),,
5= F5 = (11),,

8= F¢ = (22), = (11),,
13 =F; = (111),,

21 =Fg=(111), = (33),,
55 = Fi9 = (55)10

bi¢giminde ifade edilir.

Sonu¢ 5.3. k>0,n>2,2<b<10ve 1 <d, <b —1 kosullari saglayan k,n,

b ve d, tam sayilari i¢in (4.15) denkleminde m = d; = 1 alinirsa

dp:(b"-1)

L, =
k h—1

denklemi elde edilir. Bu denklem b tabaninda en az iki basamakli tiim rakamlar1 ayni

olan Lucas sayilarin1 ifade eder ve bu sekilde yazilabilen Lucas sayilari

4 =Lz =(11),,

7 =L, = (111); = (11)s,
11 = Ls = (11)4,,

18 = Lg = (33)5 = (22)4

biciminde ifade edilir.
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Sonu¢ 5.4. 2 < b <10, k =21 ve 1 <m < n kosullarin1 saglayan b, k,m ve n tam

sayilar igin (4.1) denkleminde d; = d, = b — 1 alinirsa

F,=0Bm"-1)-("-1)

denklemi elde edilir.

i) b = 2 durumunda bu denklem Mersenne sayist olan Fibonacci sayilarini veya iki
Mersenne sayisinin ¢arpimi bi¢iminde yazilabilen Fibonacci sayilarini ifade eder. Bu
denklemin ¢oéztimleri (k,m,n) = (1,1,1),(2,1,1), (4,1,2), (8,2,3) olup bu ¢oziimler
FF=F=1=02'-1)-(2'-1),

F,=3=02'-1)-(2*-1,

Fg=21=22-1)-(23-1)

biciminde gosterilir.

ii)3<b<10ise

F,=MBm"-1)-(b"-1)

denkleminin ¢6ziimii yoktur.

Sonu¢ 5.5. 2 < b <10, k =1 ve 1 <m < n kosullarin1 saglayan b, k,m ve n tam

sayilar1 i¢in (4.15) denkleminde d; = d, = b — 1 alinirsa

Le=0G"-1)-(0"-1)

denklemi elde edilir.

i) b = 2 durumunda bu denklem Mersenne sayist olan Lucas sayilarini veya iki

Mersenne sayisinin ¢arpimi bi¢ciminde yazilabilen Lucas sayilarini ifade eder. Bu
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denklemin ¢oztimleri (k,m,n) = (1,1,1), (2,1,2), (4,1,3) olup bu ¢oziimler
Li=1=2'-1)-(2t-1),

L,=3=(2'-1)-(2%-1),

L,=7=02'-1)-23-1

bigiminde gosterilir.

ii)3<b<10ise

L,=b®"-1)-(B"-1)

denklemin ¢6ziimii (b, k, m,n) = (3,3,1,1) olup bu ¢6ziim
L;y=4=3'-1)-3'-1)

bi¢iminde ifade edilir.

Bu ¢alisma g6z Oniine alinarak belli bir tabaninda tiim rakamlar1 ayn1 olan ii¢ dogal
sayinin ¢arpimi bigiminde yazilabilen bazi 6zel say1 dizilerinin terimleri bulunabilir.
Ayrica tiim rakamlar1 ayn1 olan {i¢ dogal saymin birlestirilmesi biciminde yazilabilen
Pell veya Pell-Lucas say1 dizilerinin terimleri arastirilabilir. Tiim rakamlar1 ayni olan

lic dogal saymnin birlestirilmesi bi¢ciminde yazilabilen Fibonacci ve Balans say1

dizilerinin terimleri ile ilgili ¢alismalarimiz dergilere sunulmus durumdadir.



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

Wiles, A., Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem. Annals of
Mathematics, 141(3): 443-551, 1995.

Taylor, R., Wiles, A., Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras.
Annals of Mathematics, 141(3): 553-572, 1995.

Andreescu, T., Andrica, D., Quadratic Diophantine Equations. Springer, New
York, 1-199, 2015.

Mordell, L.J., Diophantine Equations. Academic Press INC, New York, 3-
305, 1969.

Ozmen, A.S., Bachet Diyofant Denklemlerinin Cebirsel Sayilar Teorisi ile
Co6zUmi. Sakarya Universitesi, Fen Bilimleri Enstitist, Matematik Bolum,
Yiiksek Lisans Tezi, 2019.

Ramanujan, S., Question 464. The Journal of the Indian Mathematical
Society, 5(1): 120, 1913.

Nagell, T., Lasning til oppgave 2: 29, 1943, Norsk Matematisk Tidsskrift,
30(1): 62-64, 1948.

Le, M., Soydan, G., A brief survey on the generalized Lebesgue-Ramanujan-
Nagell equation. 15: 473-523, 2020.

Gulli, A.C., Diyofant Denklemleri. Yasar Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisti, Matematik Bolimdi, Yuksek Lisans Tezi, 2017.

Andreescu, T., Andrica, D., Cucurezeanu, I., An introduction to Diophantine
equations. A problem-based approach, Birkhauser Verlag, New York, 3-326,
2010.

Vajda, S., Fibonacci and Lucas Numbers and The Golden Sections. Ellis
Horwood Limited Publications, England, 9-154, 19809.

Koshy, T., Fibonacci and Lucas numbers with applications. John Wiley and
Sons, Proc., New York-Toronto, 1-552, 2001.



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

88

Moser, L., Carlitz, L., Advanced problem H-2. The Fibonacci Quarterly, 1:
46, 1963.

Briggs, W.E., Newman, D.J., Erdos, P., Zassenhaus, H., Kenyon, H.,
Suvorov, F., Rollett, A. P., Adorno, D. S., Advanced Problems and Solutions:
Problem for Solution: 5072-5081. The American Mathematical Monthly,
70(2): 215-216, 1963.

Cohn, JH.E., On square Fibonacci numbers. Journal of the London
Mathematical Society, 39: 537-540, 1964.

Wyler, O., In the Fibonacci series F; = 1, F, = 1, F,,41 = F, + F,,_; the first,
second and twelfth terms are squares. The American Mathematical Monthly,
71: 221-222, 1964.

Alfred, B.U., On square Lucas numbers. The Fibonacci Quarterly, 2(1): 11—
12, 1964.

Cohn, J.H.E., Lucas and Fibonacci numbers and some Diophantine equations.
Proceedings of the Glasgow Mathematical Association, 7(1): 24-28, 1965.

London, H., Finkelstein, R., On Fibonacci and Lucas numbers which are
perfect Powers. The Fibonacci Quarterly, 5: 476-481, 1969.

Pethd, A., Full cubes in the Fibonacci sequence. Publicationes Mathematicae
Debrecen, 30 (1-2): 117-127, 1983.

Finkelstein, R., On Fibonacci numbers which are one more than a square,
Collection of articles dedicated to Helmut Hasse on his seventy-fifth birthday.
Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik, 262/263: 171-178, 1973.

Finkelstein, R., On Lucas numbers which are one more than a square. The
Fibonacci Quarterly, 13(4): 340-342, 1975.

Robbins, N., Fibonacci and Lucas numbers of the forms w? — 1, w3 ¥ 1. The
Fibonacci Quarterly, 19(4): 369-373, 1981.

Robbins, N., On Fibonacci numbers of the form px?2, where p is prime. The
Fibonacci Quarterly, 21(4): 266-271, 1983.

Robbins, N., Fibonacci numbers of the forms px2 ¥ 1, px® ¥ 1, where p is
prime, in: Applications of Fibonacci numbers (San Jose, CA, 1986), 77-88,
Kluwer Academic Publishers Dordrecht, 1988.

Robbins, N., Fibonacci numbers of the form cx?, where 1 < ¢ < 1000. The
Fibonacci Quarterly, 28(4): 306-315, 1990.



[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]
[39]

[40]

[41]

89

Robbins, N., Lucas numbers of the form px?2, where p is prime. International
Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, 14(4): 697-703, 1991.

Zhou, C., A general conclusion on Lucas numbers of the form px?, where p
Is prime. The Fibonacci Quarterly, 37(1): 39-45, 1999.

Bugeaud, Y., Mignotte, M., Siksek, S., Classical and modular approaches to
exponential Diophantine equations I. Fibonacci and Lucas perfect powers.
Annals of Mathematics, 163(3): 969-1018, 2006.

Ddamulira, M., Luca, F., Rakotomalala, M., Fibonacci numbers which are
products of two Pell numbers. The Fibonacci Quarterly, 54(1): 11-18, 2016.

Siar, Z., Keskin, R., Repdigits as sums of two Lucas numbers. Applied
Mathematics E-Notes, 20: 33-38, 2020.

Melham, R., Sums involving Fibonacci and Pell numbers. Portugaliae
Mathematica, 56(3): 309-317, 1999.

Rayaguru, S.G., Panda, G.K., Sum formulas involving powers of balancing
and Lucas-balancing numbers — Il. Notes on Number Theory and Discrete
Mathematics, 25(3): 102-110, 2019.

Robinson, R.P., Mersenne and Fermat Numbers. Proceedings of the
American Mathematical Society, 5(5): 842-846, 1954.

https://www.math.u-bordeaux.fr/~pjaming/M1/exposes/MA2.pdf, Erisim
Tarihi: 01.06.2021.

Mollin, R.A., Fundamental Number Theory with Applications. CRC Press,
Boca Raton, New York-London-Tokyo, 209-221, 1998.

Gomez, C.A., Gomez, J.C., Luca, F., Two b-repunits in the Fibonacci
sequence. Journal of Number Theory, 222: 393-422, 2021.

Tasc1, D., Soyut Cebir. Ozis Matbaacilik, Ankara, 559-606, 2010.
Gezer, B., Bizim, O., Soyut Cebir. Dora Yaymevi, Bursa, 521-572, 2017.

Alaca, S., Williams, K.S., Introductory Algebrac Number Theory. Cambridge
University Press, New York, 109-140, 2004.

Bujaci¢, S., Filipin, A., Kristensen, S., Matala-aho, T., Oswald, N.M.R.,
Diophantine Analysis Course Notes from a Summer School. Wirzburg
University Press, Germany, 23-36, 2014.


https://www.math.u-bordeaux.fr/~pjaming/M1/exposes/MA2.pdf

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

920

Bugeaud, Y., Linear forms in logarithms and applications. IRMA Lectures in
Mathematics and Theoretical Physics 28, European Mathematical Society,
Zurich, 1-176, 2018.

Gelfond, A.O., Sur le septiéeme probléme de Hilbert. Bulletin of the
Academiy of Sciences of the USSR, 4: 623-630, 1934.

Schneider, T.H., Transzendenzuntersuchungen periodischer Funktionen 1.
Transzendenzvon Potenzen. Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, 172: 65-69, 1934.

Baker, A., Lineer forms in the logarithms of algebraic numbers. I.
Mathematika, 13: 204-216, 1966.

Baker, A., Lineer forms in the logarithms of algebraic numbers. II.
Mathematika, 14: 102-107, 1967.

Baker, A., Lineer forms in the logarithms of algebraic numbers. IlI.
Mathematika, 14: 220-228, 1967.

Ddamulira, M., Diophantine Equations and Linearly Recurrent Sequences.
Graz University of Technology, Institute of Analysis and Number Theory,
Doctoral Thesis, 2020.

Natarajan, S., Thangadurai, R., Pillars of Transcendental Number Theory.
Nature Singapore Pte Ltd., 108-111, 2020.

Matveev, E.M., An Explicit lower bound for a homogeneous rational linear
form in the logarithms of algebraic numbers Il. lzvestiya Ross. Akad. Nauk
Ser. Mat., 64(6): 125-180, 2000. (Russian) Translation in Izvestiya
Mathematics 64(6): 1217-1269, 2000.

Lynch, B.E., Linear Forms in Logarithms and Fibonacci Numbers. Brock
University, Faculty of Mathematics and Science, Master’s Thesis, 2019.

Faye, B., Diophantine Equations with Arithmetic Functions and Binary
Recurrences Sequences. University of Witwatersrand, Philosophy in
Mathematics, Doctoral Thesis, 2017.

Baker, A., Davenport, H., The equations 3x% — 2 = y2 and 8x? — 7 = z2.
Quarterly Journal of Mathematics, Oxford Series 2, 20(1): 129-137, 1969.

Dujella, A., Pethd, A., A generalization of a theorem of Baker and Davenport.
Quiarterly Journal of Mathematics, Oxford Series 2, 49(3): 291-306, 1998.

Bravo, J.J., Gomez, C.A., Luca, F., Powers of two as sums of two k-
Fibonacci numbers. Miskolc Mathematical Notes, 17(1): 85-100, 2016.



[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

91

Rayaguru, S.G., Panda, G.K., Balancing numbers which are concatenations of
two repdigits. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana, 26(3): 911-919,
2020.

Luca, F., Fibonacci and Lucas numbers with only one distinct digit.
Portugaliae Mathematica, 57(2): 243-254, 2000.

Alvarado, S.D., Luca, F., Fibonacci numbers Which are Sums of Two
Repdigits. Aportaciones Matematicas Investigacion, 20: 97-108, 2011.

Marques, D., Togbé, A., On repdigits as product of consecutive Fibonacci
numbers. Rendiconti dell’Istituto di Matematica dell’Universita di Trieste,
44: 393-397, 2012.

Luca, F., Repdigits as sums of three Fibonacci numbers. Mathematical
Communications, 17(1): 1-11, 2012.

Faye, B., Luca, F., Pell and Pell-Lucas numbers with only one distinct digit.
Annales Mathematicae et Informaticae, 45: 55-60, 2015.

Normenyo, B.V., Luca, F., Togbé, A., Repdigits as sums of three Pell
numbers. Periodica Mathematica Hungarica, 77(2): 318-328, 2018.

Normenyo, B.V., Luca, F., Togbé, A., Repdigits as sums of four Fibonacci or
Lucas numbers. Journal of Integer Sequences, 21(7): Article No 18.7.7, 2018.

Rayaguru, S.G., Panda, G.K., Repdigits as products of consecutive Balancing
or Lucas-Balancing numbers. The Fibonacci Quarterly, 57(3): 231-237, 20109.

Irmak, N., Togbé, A., On repdigits as product of consecutive Lucas numbers.
Notes on Number Theory and Discrete Mathematics, 24(3): 95-102, 2018.

Erduvan, F., Keskin, R., Fibonacci and Lucas numbers as products of two
repdigits. Turkish Journal of Mathematics, 43(5): 2142-2153, 20109.

Luca, F., Normenyo, B.V., Togbé, A., Repdigits as sums of three Lucas
numbers. Colloquium Mathematicum, 156(2): 255-265, 20109.

Luca, F., Normenyo, B.V., Togbé, A., Repdigits as sums of four Pell
numbers. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana, 25(2): 249-266,
2019.

Normenyo, B.V., Kafle, B., Togbé, A., Repdigits as sums of two Fibonacci
numbers and two Lucas numbers. Integers, 19: Article No 55, 2019.



[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

92

Adegbindin, C., Luca, F., Togbé, A., Lucas numbers as sums of two
repdigits. Lithuanian Mathematical Journal, 59(3): 295-304, 2019.

Siar, Z., Erduvan, F., Keskin, R. Repdigits as products of two Pell or Pell-
Lucas numbers. Acta Mathematica Universitatis Comenianae, 88(2): 247-
256, 2019.

Erduvan, F., Keskin, R., Repdigits as products of two Fibonacci or Lucas
numbers. Proceedings Mathematical Sciences, 130(1): Article No 28, 2020.

Erduvan, F., Keskin, R., Siar, Z., Repdigits base b as products of two Lucas
numbers. Quaestiones Mathematicae, Doi: 10.2989/16073606.2020.1787539,
2020.

Keskin, R., Erduvan, F., Siar, Z., Repdigits base b as products of two
Fibonacci numbers. Indian Journal of Pure and Applied Mathematics,
(Yaymna kabul edildi), Doi: 10.1007/s13226-021-00041-8, 2020.

Adegbindin, C., Luca, F., Togbé, A., Pell and Pell-Lucas numbers as sums of
two repdigits. Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences Society,
43(2): 1253-1271, 2020.

Ddamulira, M., Repdigits as sums of three Balancing numbers. Mathematica
Slovaca, 70(3): 557-566, 2020.

Adegbindin, C., Togbé, A., Can a Lucas number be a sum of three repdigits?
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, 61(3): 383-396,
2021.

Adegbindin, C.A., Luca, F., Togbé, A., Pell and Pell-Lucas numbers as sums
of three repdigits. Acta Mathematica Universitatis Comenianae, 90(1): 7-25,
2021.

Erduvan, F., Keskin, R., Repdigits as sums of four Balancing numbers.
Mathematica Bohemica, 146(1): 55-68, 2021.

Alahmadi, A., Altassan, A., Luca, F., Shoaib, H., Fibonacci numbers which
are concatenations of two repdigits. Quaestiones Mathematicae, 44(2): 281-
290, 2021.

De Weger, B.M.M., Algorithms for Diophantine Equations. CWI Tracts 65,
Stichting Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1-69, 1989.



EKLER

Ek 1: (4.1) denkleminin (b, m,n,d,d,, k, M, N, F;,) bigimindeki ¢oztimleri

(2,1,1,1,1,1,1,1,1)
(3,1,1,1,1,1,1,1,1)
(41,1,1,1,1,1,1,1)
(51,1,1,1,1,1,1,1)
(6,1,1,1,1,1,1,1,1)
(7,1,1,1,1,1,1,1,1)
(8,1,1,1,1,1,1,1,1)
(9,1,1,1,1,1,1,1,1)
(10,1,1,1,1,1,1,1,1)
(2,1,1,1,1,2,1,1,1)
(3,1,1,1,1,2,1,1,1)
(41,1,1,1,2,1,1,1)
(51,1,1,1,2,1,1,1)
(6,1,1,1,1,2,1,1,1)
(7,1,1,1,1,2,1,1,1)
(8,1,1,1,1,2,1,1,1)
(9,1,1,1,1,2,1,1,1)
(10,1,1,1,1,2,1,1,1)
(3,1,1,1,2,3,1,2,2)
(3,1,1,2,1,3,2,1,2)
(4,1,1,1,2,3,1,2,2)
(4,1,1,2,1,3,2,1,2)
(51,1,1,2,3,1,2,2)



Ek 1’ in devami:

(51,1,2,1,3,2,1,2)
(6,1,1,1,2,3,1,2,2)
(6,1,1,2,1,3,2,1,2)
(7,1,1,1,2,3,1,2,2)
(7,1,1,2,1,3,2,1,2)
(8,1,1,1,2,3,1,2,2)
(8,1,1,2,1,3,2,1,2)
(9,1,1,1,2,3,1,2,2)
(9,1,1,2,1,3,2,1,2)
(10,1,1,1,2,3,1,2,2)
(10,1,1,2,1,3,2,1,2)
(2,1,2,1,1,4,1,3,3)
(4,1,1,1,3,4,1,3,3)
(4,1,1,3,1,4,3,1,3)
(51,1,1,3,4,1,3,3)
(5,1,1,3,1,4,3,1,3)
(6,1,1,1,3,4,1,3,3)
(6,1,1,3,1,4,3,1,3)
(7,1,1,1,3,4,1,3,3)
(7,1,1,3,1,4,3,1,3)
(8,1,1,1,3,4,1,3,3)
(8,1,1,3,1,4,3,1,3)
(9,1,1,1,3,4,1,3,3)
(9,1,1,3,1,4,3,1,3)
(10,1,1,1,3,4,1,3,3)
(10,1,1,3,1,4,3,1,3)
(4,1,2,1,1,5,1,5,5)
(6,1,1,1,5,5,1,5,5)
(6,1,1,5,1,5,5,1,5)
(7,1,1,1,5,5,1,5,5)
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Ek 1’ in devami:

(7,1,1,5,1,5,5,1,5)
(8,1,1,1,5,5,1,5,5)
(8,1,1,5,1,5,5,1,5)
(9,1,1,1,5,5,1,5,5)
(9,1,1,5,1,5,5,1,5)
(10,1,1,1,5,5,1,5,5)
(10,1,1,5,1,5,5,1,5)
(3,1,2,1,2,6,1,8,8)
(3,1,2,2,1,6,2,4,8)
(3,1,2,2,1,6,2,4,8)
(5,1,1,2,4,6,2,4,8)
(5,1,1,4,2,6,4,2,8)
(6,1,1,2,4,6,2,4,8)
(6,1,1,4,2,6,4,2,8)
(7,1,1,2,4,6,2,4,8)
(7,1,1,4,2,6,4,2,8)
(8,1,1,2,4,6,2,4,8)
(8,1,1,4,2,6,4,2,8)
(9,1,1,1,8,6,1,8,8)
(9,1,1,2,4,6,2,4,8)
(9,1,1,4,2,6,4,2,8)
(9,1,1,8,1,6,8,1,8)
(10,1,1,1,8,6,1,8,8)
(10,1,1,2,4,6,2,4,8)
(10,1,1,4,2,6,4,2,8)
(10,1,1,8,1,6,8,1,8)
(3,1,3,1,1,7,1,13,13)
(2,2,3,1,1,8,3,7,21)
(4,1,3,1,1,8,1,21,21)
(6,1,2,1,3,8,1,21,21)



Ek 1’ in devami:

(6,1,2,3,1,8,3,7,21)
(8,1,1,3,7,8,3,7,21)
(8,1,1,7,3,8,7,3,21)
(9,1,1,3,7,8,3,7,21)
(9,1,1,7,3,8,7,3,21)
(10,1,1,3,7,8,3,7,21)
(10,1,1,7,3,8,7,3,21)
(10,1,2,1,5,10,1,55,55)
(10,1,2,5,1,10,5,11,55)
(5,2,2,1,4,12,6,24,144)
(5,2,2,2,2,12,12,12,144)
(5,2,2,4,1,12,24,6,144)
(7,1,2,3,6,12,3,48,144)
(7,1,2,6,3,12,6,24,144)
(8,1,2,4,4,12,4,36,144)

Ek 2: (4.15) denkleminin (b, m,n,d,,d,, k, M, N, L;,) bicimindeki ¢6ziimleri

(3,1,1,1,2,0,1,2,2)
(3,1,1,2,1,0,2,1,2)
(4,1,1,1,2,0,1,2,2)
(4,1,1,2,1,0,2,1,2)
(51,1,1,2,0,1,2,2)
(51,1,2,1,0,2,1,2)
(6,1,1,1,2,0,1,2,2)
(6,1,1,2,1,0,2,1,2)
(7,1,1,1,2,0,1,2,2)
(7,1,1,2,1,0,2,1,2)
(8,1,1,1,2,0,1,2,2)
(8,1,1,2,1,0,2,1,2)
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Ek 2°nin devam:

(9,1,1,1,2,0,1,2,2)
(9,1,1,2,1,0,2,1,2)
(10,1,1,1,2,0,1,2,2)
(10,1,1,2,1,0,2,1,2)
(2,1,1,1,1,1,1,1,1)
(3,1,1,1,1,1,1,1,1)
(41,1,1,1,1,1,1,1)
(51,1,1,1,1,1,1,1)
(6,1,1,1,1,1,1,1,1)
(7,1,1,1,1,1,1,1,1)
(8,1,1,1,1,1,1,1,1)
(9,1,1,1,1,1,1,1,1)
(10,1,1,1,1,1,1,1,1)
(2,1,2,1,1,2,1,3,3)
(4,1,1,1,3,2,1,3,3)
(4,1,1,3,1,2,3,1,3)
(51,1,1,3,2,1,3,3)
(51,1,3,1,2,3,1,3)
(6,1,1,1,3,2,1,3,3)
(6,1,1,3,1,2,3,1,3)
(7,1,1,1,3,2,1,3,3)
(7,1,1,3,1,2,3,1,3)
(8,1,1,1,3,2,1,3,3)
(8,1,1,3,1,2,3,1,3)
(9,1,1,1,3,2,1,3,3)
(9,1,1,3,1,2,3,1,3)
(10,1,1,1,3,2,1,3,3)
(10,1,1,3,1,2,3,1,3)
(3,1,2,1,1,3,1,4,4)
(3,1,1,2,2,3,2,2,4)



Ek 2°nin devam:

(4,1,1,2,2,3,2,2,4)
(5,1,1,1,4,3,1,4,4)
(51,1,2,2,3,2,2,4)
(51,1,4,1,3,4,1,4)
(6,1,1,1,4,3,1,4,4)
(6,1,1,2,2,3,2,2,4)
(6,1,1,4,1,3,4,1,4)
(7,1,1,1,4,3,1,4,4)
(7,1,1,2,2,3,2,2,4)
(7,1,1,4,1,3,4,1,4)
(8,1,1,1,4,3,1,4,4)
(8,1,1,2,2,3,2,2,4)
(8,1,1,4,1,3,4,1,4)
(9,1,1,1,4,3,1,4,4)
(9,1,1,2,2,3,2,2,4)
(9,1,1,4,1,3,4,1,4)
(10,1,1,1,4,3,1,4,4)
(10,1,1,2,2,3,2,2,4)
(10,1,1,4,1,3,4,1,4)
(2,1,3,1,1,4,1,7,7)
(6,1,2,1,1,4,1,7,7)
(8,1,1,1,7,4,1,7,7)
(8,1,1,7,1,4,7,1,7)
(9,1,1,1,7,4,1,7,7)
(9,1,1,7,1,4,7,1,7)
(10,1,1,1,7,4,1,7,7)
(10,1,1,7,1,4,7,1,7)
(10,1,2,1,1,5,1,11,11)
(5,1,2,1,3,6,1,18,18)
(5,1,2,3,1,6,3,6,18)



(7,1,1,3,6,6,3,6,18)
(7,1,1,6,3,6,6,3,18)
(8,1,2,1,2,6,1,18,18)
(8,1,2,2,1,6,2,9,18)
(8,1,1,3,6,6,3,6,18)
(8,1,1,6,3,6,6,3,18)
(9,1,1,3,6,6,3,6,18)
(9,1,1,6,3,6,6,3,18)
(10,1,1,2,9,6,2,9,18)
(10,1,1,3,6,6,3,6,18)
(10,1,1,6,3,6,6,3,18)
(10,1,1,9,2,6,9,2,18)
(4,1,5,2,2,15,2,682,1364)

Ek 3: L, n. Lucas sayist olmak iizere ilk 175 Lucas sayis1

Lo=2
L, =1
L,=3

Ly =4
L,=7

Ls =11
L =18
L, =29
Lg = 47
Lo =76
Ly = 123
Ly; = 199
Ly, = 322
L5 = 521
Ly, = 843

Lys = 1364
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Ek 3’iin devami:

Ly = 2207
Ly, = 3571
Lyg = 5778
Lyg = 9349
Lyo = 15127
Ly, = 24476
Ly, = 39603
Lys = 64079
Ly, = 103682
Lys = 167761
Ly = 271443
Ly, = 439204
Lyg = 710647

Ly = 1149851
Lso = 1860498
Ls; = 3010349
Ls, = 4870847
Ls; = 7881196
Ls, = 12752043
Lss = 20633239
Lss = 33385282
Ly, = 54018521
Lsg = 87403803
Lo = 141422324
Lyo = 228826127
L, = 370248451
Ly, = 599074578
Lys = 969323029
Ly, = 1568397607
Lys = 2537720636



Ek 3’iin devami:

Ly = 4106118243
Ly, = 6643838879

Lyg = 10749957122

Lo = 17393796001

Ls, = 28143753123

Ls; = 45537549124

Ls, = 73681302247

Ls; = 119218851371

Ls, = 192900153618

Lss = 312119004989

Lsg = 505019158607

Ls, = 817138163596

Lsg = 1322157322203
Lso = 2139295485799
Lo = 3461452808002
Lg; = 5600748293801
Ls, = 9062201101803
Les = 14662949395604
Les = 23725150497407
Lgs = 38388099893011
Les = 62113250390418
Ls; = 100501350283429
Leg = 162614600673847
Leo = 263115950957276
L., = 425730551631123
L,, = 688846502588399
L,, = 1114577054219522
L, = 1803423556807921
L, = 2918000611027443
L, = 4721424167835364

101



Ek 3’0n devam:

L, = 7639424778862807
L,, = 12360848946698171

L,g = 20000273725560978

L, = 32361122672259149

Lgo = 52361396397820127

Lg; = 84722519070079276

Lg, = 137083915467899403

Lgs = 221806434537978679

Lg, = 358890350005878082

Lgs = 580696784543856761

Lgg = 939587134549734843

Lg; = 1520283919093591604

Lgg = 2459871053643326447

Lgo = 3980154972736918051

Loy = 6440026026380244498

Lo; = 10420180999117162549
Lo, = 16860207025497407047
Loz = 27280388024614569596
Lo, = 44140595050111976643
Los = 71420983074726546239
Log = 115561578124838522882
Ly, = 186982561199565069121
Log = 302544139324403592003
Loy = 489526700523968661124
Lygo = 792070839848372253127
Lyo; = 1281597540372340914251
Lyy, = 2073668380220713167378
Lyos = 3355265920593054081629
Lyo, = 5428934300813767249007
Lyos = 8784200221406821330636
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Ek 3’iin devami:

Lyos = 14213134522220588579643

Lyg; = 22997334743627409910279

Lyos = 37210469265847998489922

Lygo = 60207804009475408400201

Ly1o = 97418273275323406890123

Ly, = 157626077284798815290324

Ly1, = 255044350560122222180447

Lyys = 412670427844921037470771

Ly1q = 667714778405043259651218

Ly, = 1080385206249964297121989
L1 = 1748099984655007556773207
Ly, = 2828485190904971853895196
L1 = 4576585175559979410668403
Ly1 = 7405070366464951264563599
Ly5o = 11981655542024930675232002
Ly5; = 19386725908489881939795601
Ly, = 31368381450514812615027603
Lyp3 = 50755107359004694554823204
Ly, = 82123488809519507169850807
Ly, = 132878596168524201724674011
Ly, = 215002084978043708894524818
Ly, = 347880681146567910619198829
Ly, = 562882766124611619513723647
Lyy = 910763447271179530132922476
Lyso = 1473646213395791149646646123
Lys; = 2384409660666970679779568599
Ly, = 3858055874062761829426214722
Lys3 = 6242465534729732509205783321
Lysq = 10100521408792494338631998043
Lyss = 16342986943522226847837781364
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Ek 3’iin devami:

Lys¢ = 26443508352314721186469779407
Ly, = 42786495295836948034307560771

Lysg = 69230003648151669220777340178

Lyso = 112016498943988617255084900949

Ly4o = 181246502592140286475862241127

Ly4; = 293263001536128903730947142076

Ly4y = 474509504128269190206809383203

Ly43 = 767772505664398093937756525279

Lysq = 1242282009792667284144565908482

Ly,5 = 2010054515457065378082322433761

Ly4e = 3252336525249732662226888342243

Ly4; = 5262391040706798040309210776004

Ly4s = 8514727565956530702536099118247

Ly4o = 13777118606663328742845309894251
Lyso = 22291846172619859445381409012498
Lys; = 36068964779283188188226718906749
Lys, = 58360810951903047633608127919247
Lys; = 94429775731186235821834846825996
Lys, = 152790586683089283455442974745243
Lyss = 247220362414275519277277821571239
Lyss = 400010949097364802732720796316482
Lys; = 647231311511640322009998617887721
Lysg = 1047242260609005124742719414204203
Lyso = 1694473572120645446752718032091924
Lygo = 2741715832729650571495437446296127
Ly, = 4436189404850296018248155478388051
Lyg, = 7177905237579946589743592924684178
Lygs = 11614094642430242607991748403072229
Lyg, = 18791999880010189197735341327756407
Lygs = 30406094522440431805727089730828636
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Ek 3’iin devami:

Lige = 49198094402450621003462431058585043
Lig7 = 79604188924891052809189520789413679
Ligg = 128802283327341673812651951847998722
Ligo = 208406472252232726621841472637412401
Li70 = 337208755579574400434493424485411123
Li71 = 545615227831807127056334897122823524
Ly, = 882823983411381527490828321608234647
Li73 = 1428439211243188654547163218731058171
Li74 = 2311263194654570182037991540339292818

Ek 4: (4.33) denkleminin (n, d,, d,, my, m,, L,,) bicimindeki ¢dziimleri

(5,1,1,1,1,11)
(6,1,8,1,1,18)
(7,2,9,1,1,29)
(8,4,7,1,1,47)
(9,7,6,1,1,76)
(11,1,9,1,2,199)
(12,3,2,1,2,322)
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