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Euclidsel Kinematikte. Enler - Savary formülü ve ona dayalı kons- 
trüksiyonlar, yörünge eğrilerinin eğrilik özelliklerinde önemli bir rol oy­
narlar. Euclidsel kinematiğin genelleştirilmesinde ise, yörünge normalle­
rinin zarf noktaları (değme noktaları) olarak, eğrilik merkezi noktaları 
eğrilikten de önemlidirler.

Bizim mülâhazalarımızı gerçekleştiren Möbius düzleminde yörünge 
normali, z yörünge noktasından ve her iki p,, p2 ani pol noktalarından 
geçen daire olarak alınır. Eğer pol dairesinin elde edilen iki değme nok­
tasından birisi p, ve p, ile çakışırsa, bu takdirde eğrilik merkez noktası 
oo dadır, ve bir dönüm noktası olur. İki tanesi ile «kinematik dönüm 
kuartiğine dönüşür» ve Euclidsel haldeki dönüm ve büküm dairesine te­
kabül eder.

Diğer taraftan k (p, ,p> ,s ,z) arasındaki çifte oram, yörünge eğ­
risine Möbius - invariyantı olarak bağlanmış olup, kinematik Möbius eğ­
riliği denilir. Mütekabilen s, bir yörünge eğrisinin eğrilik dairesinin, pol 
dairesi ile kesim noktaları olarak alındığında (z ,s ,m., p,) = — l çifte 
oranından i=l,2 İle belirlenen m, noktası pol dairesi üzerindeki kine­
matik eğrilik merkezidir. Sonuç olarak k mn münasip seçilmesi ile Enler 
ve Savery nin çizim ve formülünün genelleştirilmesine ulaşılır.

Dans la cinematique euclidienne la formııle d’EULER et de SAVARY 
joue un röle important.

L’application

z —> z* : = centre de courbure

de la trajectoire passant par z est une transformation birationelle parti- 
culiere, donne une transformation cremonienne. On peut construire par 
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des methodes constructives, par exemple comme la construction du 
cercle de courbure les trajectoires, lorsque les courbures des trajectoires 
polaires sont connues. Pour cela on peut employer l’inverse de la rela- 
tion.

La formüle 

explique l’application de z sur «*.

Dans cette formüle r, r' representent les rayons de courbure de 
p, p' dans le pöle p, ds l’element scalaire de l’arc de p, p' et dO/ds la 
vitesse angulaire du mouvement au plan en mouvement par rapport au 
plan fixe, a respectivement a* des distances des rayons polaires de z 
respectivement z* et a = angle (rayon polaire, tangente polaire).

Lors de la generalisation de la cinematique euclidienne dans le plan 
de MÖBIUS M, (M2 : = E2(J <», E- : plan euclidien), le centre de courbure 
devra etre remplace par le point d’enveloppe d’une «normale» appropriee, 
ce qui nous mene â discuter ci - apres des mises en equation eventuelles. 
En definissant une courbure par des birapports on peut parvenir â une 
formüle generalisee d’EULER et de SAVARY, analogue â la cinematique 
euclidienne.

1. Ekjuations des applications dans le plan de MÖBIUS

Par les nombres complexes, un mouvement de MÖBIUS est represente 
par une fonction homographique

(1.1) z= , a = a(t), ,d=d(t)ex ;teR, telcz + d

Şans limiter la generalite on a :

(1.2) \H(t) | = ad-bc^l.

L’image d'un point fixe z' du plan en mouvement M2' trace dans le plan 
fixe M2 une courbe z(t) que nous appellerons trajectoire du point z'.

Par l’introduction des coordonnees complexes homogenes
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2 = ± 
n

nous avons

(1.5)
ou

x — Hx'

D'apres (2) | H | «1, soit H~' est egal â la matrice d’adjointe. Cette 
matrice appartient au mouvement d'inversion x‘=H'x, ou

d—b
—c a

Nous avons done â la base la regle de remplacement suivante :

a b c d

d —b —c a

II resulte de (1) par derivation de t et par application du mouvement 
d’inversion

(1.4) z=(c d— cd)z2 + (ad—ad + bc—bc)z + ab—ab

Pour abreger nous posons: | Substitue selon la regle:

x=cd—cd x =—ca + ca
2ay = ad—ad + bc- bc 2a/ = da— da + bc—bc
a2=ab—ab a2 =—db + db

On obtient ainsi pour le mouvement M2' resp. M, M

(1.4 a) z = ~z2 + 2axz + a2 resp. î' = t'2'2t2<t1 z' + a2

Representation geom6trique: les Solutions des equations quadratiques 
-z3 I 2 aIz+oI=0 resp. t'z^+2 -/z' -f-a/ = 0 representent les pöles 
instentanes p,, Pı, dont il est admis pour les considerations suivantes 
qu’ils different l’un de l’autre et qu’ils ne sont pas stationnaires. Ils sont 
identiques pour le mouvement et le mouvement inverse.
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Ainsi

(1.4b) z=Q=-(z2 vz I ;l>

d’oû a ete pose pour
(1.5) V~Pı + Pa > V- — PıP-2 •

Une derivation supplementaire selon t nous amene â

(1-6) z—Q—QL-\-L-i 

d’oû les grandeurs suivantes ont ete introduites :

L=İn t-|-t(2z — v) , Ln = — tvZ4-.

Si l’on pose T=|'v|e'“, a indique 
l’angle reel, sous lequel la tangente de 
la trajectoire (en tant que famille pa- 
rabolique) coupe le cercle polaire. (voir 
fig. D

Par derivation de (5) selon t on 
obtient encore

(1.7)
Pl-- Pl Pl Pt

i=l,2
2. Theorie generalisee de la courbure

2.1 Centre de courbures tel que 
appropriee.

points d’envelop|>ement d’une «normale»

Fig. 2

Le cercle defini par z et par les 
deux poles pj et p, sont appelles 
le cercle polaire, sur lequel X est un 
parametre reel quelconque. Ce 
rapport s’exprime par birapport:

(pı > P2, h , z)=X , (X=X).
Dans le cas euclidien le cercle 

polaire correspond â la normal de 
la trajectoire, p2 — 00 et les tangentes 
des trajectoires s’y trouvent perpen- 
diculairement.

Par z, px et p2 qui descendent de 
t, une famille de cercles polaires est 
explique. Pour qu’il existe des points 
d’enveloppement la condition
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dhlA.O 
at

doit etre remplie.

Ceci donne une equation quadratique pour le parametre X, ce qui 
veut dire qu’il y a toujours deux points d’enveloppement egale d’impor- 
tance.

Dans le cas euclidien l’un d’eux coîncide toujours avec le pöle et 
l’autre est le centre de courbure de la trajectoire. Des lors on ne peut 
s’attendre â une generalisation â cet egard.

Mais d’autre part naissent de nouvelles quartiques invariantes 
(courbes d’ordre 4) en tant que lieu geometrique, pour lesquelles un des 
points d’enveloppement coîncide avec pt ou p2. Ceci repond au cas oîı le 
centre dc courbure est egal â oo, done quand il y a un point d’inflexion.

Nous pouvons designer des quartiques qui sont nees comme «quarti- 
ques cinematiques d’inflexion de 1'" ou pie"lc genre».

= m + M=0
W2 = ÇQÇ2 + [Ç, 7,] = 0 ,

Ç [1, (—1)1+,T p-pJ + lnx] , i = 1,2 . *)

Ces quartiques d'inflexion traversent les poles et y touchent aux 
trajectoires polaires.

2.2 Definition de centres de courbures et de courbure par birapport

Considerons le cercle de courbure 
d'une trajectoire quelconque z et son 
point d’intersection s avec le cercle 
polaire. Les deux points m., m,, qui 
s'expliquent par le birapport

(z, s, ml, pi)'= — 1, i=l,2

peuvent etre appeles centres de 
courbure.

♦) Dortfnavant il faııt entendre sous [a , b] la determinanta lob—ab
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I’origine de cette designation resulte de la specialisation euclidienne 
oû nous avons p?=oo et le cercle de courbure se trouve perpendiculaire- 
ment sur la normale, correspondant au cercle polaire. Son centre est le 
4<«ne point harmonique de pc — <» par rapport â z, s.

Done: Le birapport (z, s, -----1.

Pour calculer le point d’intersections s, il faut que la condition 
suivante des 4 equations des cercles soit verifiee :

K(z,z) = A zz +Bz + Cz + D — 0

K(z,z) = A(zz) + Bz + Cz =0

k(z,z)= A(zz) + Bz Cz =0

K(s,s) = A ss + Bs + Cs + D = 0 ,

avec A=A , D=D , C -B , 

ce qui veut dire qu’il faut que :

zz z z 1

(2.1)
(zz) z z 0

• •
0

= 0
(zz) z z
ss s s 1

Si l’on determine la valeur de s â partir du birapport

/ V Pl— s Pl— Z ,(Pl>P2>S,Z)= - - ~ • = «
p2—8 p2—Z

des 4 points situes sur le cercle polaire, on obtient une equation quadrati- 
que en k — 1. Une solution est k—1, oû s coîncide avec z, et l’autre a la 
forme :

k _ QQM<M = ıv,

La grandeur k est liee invarientement â la nature de mouvement 
et definie comme «courbure cinematique de MÖBIUS de la trajectoire».
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La courbure cinematique de MÖBIUS est obtenue comme quotient 
de deux formes quadratiques des coordonnees de z.

Si s=pı(c.âd. fc=0) ou s-p2 (c.âd. on pourrait parler
d'un «point d’inflexion cinematique» de la trajectoire de l,fr genre resp. 
de 2,r genre. Le lieu geometrique des points d’inflexion cinematiques 
de 1'" ou 2"",f genre est chaque fois une quartique.

3. Generalisation de la formüle d’EULER et de SAVARY

3.1 Plan canonique M
Nous essayons tout d’abord de construirc, tout comme dans le cas 

euclidien un «systeme de coordonnees d’accompagnement».

II est generalement possible d’introduire â tout moment t une variable 
canonique complexe z au lieu de z. On peut tout d’abord normer ceci 
de maniere que: â l’instant t0, z prenne dans les pöles instentane’s Pı , p2 
les valeurs +1, - 1, ainsi que les points p3 :0, p4=oo s-'parent simultane- 
ment et harmoniquement les deux couples polaires p;, p2 et Pı + dp!, 
Pa + dp, (positions voisines).

(3.1) pI(f0)=l , p3(t2) = —1 , p3(fo);.0 , p4(t0) = °°

Nous appellerons plan canonique de la variable z le plan determine par 
les points p2, pa et p3. Cette definition de z echoue lorsqu’un des pöles 
est fixe, done precisement dans le cas elementaire, dans lequel nous 
pouvons admettre p,- <x>.

Nous remarquons en meme temps que lors de l’examen du mouvement 
au moyen du plan canonique les formules derivees precedentes peuvent 
etre utilisees de maniere analogue, et que pour faciliter les etudes nous 
pouvons laisser tomber la designation « ~

Au moment t0 les fonetions complexes de la matrice 7/(t) sont 
choisies de telle sorte que dans cette situation initiale z' coincîde avec 
z.

(3.2) H(t0)= .
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Le (1) on obtient pour les foncHons v et p de (1.5)

(3.3) v(to)=O > v(to)~O , p,(t0) = —1.

Tenant compte de (1.4a), (1.4b) et (2) on calcule aisement ce qui 
süit :

To'-—T0 , V()' = Vo = 0 , m,' = [X0 = —1

(3.4) T0' = — To , vo' = vo=O , Po' = Po

"o = -o j vo =‘vo4"2toPo , Pq =Po •

De plus, (1.7), (1) et (4) nous conduit au systeme de formules

Pıtto) = Pı'(t0) = 1 > p3(W = p/(io) =—1

Pı(to^ — Pı (W =—y- > Pa(to)=P2 (to) ~ ..
(3.5) .. ! .................................. x....................

Pı(to) = -4-(—Po2 + 2v0—2PJ , p2(t0) = —{po2 + 2vo + 2po}

?ı'(to) = Pı(to)+'W) , P2'(to) = P2(to)+'Wo •

3.2 Courbures de trajectoires polaires
Lors du calcul des cercles de courbures des trajectoires polaires il 

faut, afin d’obtenir des birapports, aussi prendre le troisieme point de 
base p3, utilise pour la construction du plan canonigue; par ce point et 
les poles instentanes p,, p2 un cercle est defini. Les courbures des 
trajectoires polaires sont alors definies comme süit :

(3.6) fcı=(pı »Ps.Sı .p>) , fc,-(p,, p3, s2, pj ,

oû Sı(s2) est le point d’intersection du cercle de courbure de la trajectoire 
polaire de p, (de p2) avec le cercle polaire, passent par pt , p. et p:.

Nous cherchons maintenant un rapport entre les 4 courbures des 
trajectoires polaires k., k,, fc/, fc,' repondant aux trajectoires polaires 
Pı, p2, p/, p/. La determinante de (2.1) devient alors

*) L’indice <0» indique que les valeurs sont prises pour le moment t = tQ.
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p,p. p, p, 1 
(p,pf) P Pt o 
(p.p.) P. Pi o 
ss s s 1

(i= 1,2)

Pour t=t0, il resulte de (6) 

s.(£0)= (-1)'+1 
1—2fc

et en introduisant dans cette determinante

,„7 1 _(—l)‘+,[pf. p,] + 2[p1( p/1
Ki [Pi, p.2]

Lors de l’inversion il suffit de munir dans (7) tous les termes par un 
trait. Tenant compte de (5) on obtinent alors la relation suivante:

2__± +J__l7=0.
fcı k} fc2 fc2

representant un analogue de la formüle d’EULER et de SAVARY lors 
de la generalisation de la cinematique euclidienne.

De meme on peut calculer en M2 le cercle de courbure resp. la courbure 
d’une trajectoire quelconque. On cherche maintenant le point d’intersec- 
tion s du cercle de courbure d’une trajectoire quelconque de z avec le 
cercle, passant par des points p3, p< et z.

Ainsi nous avons la relation

k={z , pt, s , p3)

Un calcul analogue nous mene pour la courbure au point z et au moment 
l’expression suivante :

k{t0)= 2[z°^?°zA .
[Z&o , Z0Z0]
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