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ONSOZ

Bu proje 01.04.2017 tarihinde TUBITAK tarafindan desteklenerek 116F318 proje
numarasl ile baslatilmistir. Proje ekibi proje konusunu Mayis 2017 tarihine kadar yaptigi
calismalarla belirlemis ve Mayis 2017 tarihinde projeyi cesitli konularda destek almak ve daha
sonra yapilacak daha kapsamli bir projeye baslangic yapmak amac ile TUBITAK’a sunmustur.
Sunumdan sonra proje ekibi projenin amaci dogrultusunda projede belirtilen hedeflere diizenli
olarak her hafta ve haftada bir giin calismaya baslamis ve ilk verilerini projenin kabul tarihinde
elde etmistir.

Bu projenin konusu cesitli halkalar iizerinde mevcut klasik kodlardan daha verimli
kodlar ve cesitli halkalar iizerindeki kendine ortogonal ve kendine dik kodlar yardimi ile
literatiirdeki kuantum kodlar géz 6niine alinarak optimal kuantum kodlar elde etmektir.

Ayrica geng bilim insanlari yetistirmek de ayr1 bir hedeftir.
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OZET

Anahtar kelimeler: Kuantum kod, stabilizer kod, nonbinary kuantum kod, lineer kod,
devirli kod, toplamsal kod, kod kazanci, minimum enerji.

Bu projede Lipschitz, Hurwitz gibi ¢esitli halkalar Gzerinde bant genigligi, veri aktarim
hizi ve ortalama enerji tiketimi bakimindan daha elverigli klasik kodlarin dretilmesi,
bu kodlarin simulasyonlarinin yapilmasi, bu kodlardan 1-hata dlzeltebilen
mikemmel olanlarinin karakterize edilmesi ve bu kodlardan yararlanilarak kuantum
kodlarin ingsa edilmesi amaclanmisti. Bu proje kapsaminda elde edilen kodlar
literatlirdeki kodlarla karsilastirilmistir. Karsilastirmalar BPSK (Binary Phase Shift
Keying-ikili Faz Kaydirmali Anahtarlama), QPSK (Quadrature Phase Shift Keying-
Dérdul Faz Kaydirmali Anahtarlama) ve QAM (Quadrature Amplitude Modulation-
Doérdldl Genlik Modilasyonu) kullanilarak yapilmistir. Bu proje kapsaminda elde
edilecek kodlar ile literatirdeki kodlarin minimum enerji agisindan karsilastiriimasi
icin hata olasiligi-SNR (bir iletim sirasinda sinyal gurdltd orani) grafikleri
kullanilmistir. Proje kapsaminda elde edilecek kodlarin, literatirdeki kodlar ile
bahsedilen modllasyon tirleri acisindan kiyaslandiginda daha iyi oldugu
ordlmustar.

Ayrica proje kapsaminda kuantum kodlar da ¢ahisiimistir. Bilindigi gibi kendine-dik
(self-dual) kodlar ve kendine-ortogonal (self-orthogonal) klasik kodlar kullanilarak
kuantum kod elde edilmektedir. Klasik kodlar igin klasik devreler ve mantik kapilari
oldugu gibi kuantum kodlar icin de kuantum devre ve kuantum mantik kapilari
vardir. Devreler mantik kapilari kullanilarak elde edilmektedir. Kuantum mantik
kapilari Pauli spin matrisleri kullanilarak tanimlanir. Proje kapsaminda kullanilacak
halkalar i¢in Pauli spin matrisleri ve Hadamard mantik kapisi gibi kuantum mantik
kapilari da inga edilmigtir. Bu mantik kapilari ile kuantum bilgi kodlanmig ve bu bilgi
bir kuantum devresi kullanilarak dekodlanmistir.

Proje kapsaminda elde edilen kodlar, sayisal haberlesme sistemlerinde BPSK,
QPSK ve QAM gibi iki boyutlu sinyal yildiz kimesinde temsil edilen modilasyon
yontemlerindeki basarimlari agisindan kiyaslanmigtir. Kiyaslama yapilirken, kod
kazanci ve sembol hata olasiligina karsin SNR (Signal to Noise Ratio, isaret Griilti
Orani) gibi, haberlesme literatiriinde yaygin olarak kullanilan kriterler ele alinmistir.
Daha ylksek kod kazancinin saglanmasi sunulan kodlama tekniginin daha uzak
mesafeler ile haberlesme acisindan daha uygun oldugunu anlamina gelir. Diger
taraftan, ayni SNR degeri icin daha diusik sembol hata olasiligina sahip bir kod
bulunmasi daha guvenilir ve dayanikl bir haberlesme sistemini isaret eder.
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THE DEVELOPMENT OF CLASSICAL CODES AND STABILIZER QUANTUM
CODES OVER SOME RING

ABSTRACT

Key Words: Quantum code, stabilizer code, nonbinary quantum code, linear code,
cyclic code, additive code, code gain, minimum energy.

The aim of this project is to construct more favorable classical codes over some
rings such as Lipschitz and Hurwitz in terms of bandwidth occupancy, data transfer
rate and average energy consumption, to present simulations of these codes, to
characterize 1-error correcting perfect codes of these codes, and to construct
quantum codes by using these codes. Codes obtained within the scope of the
project were compared with the ones in the literature. These comparisons were
made employing BPSK (Binary Phase Shift Keying), QPSK (Quadrature Phase Shift
Keying) and QAM (Quadrature Amplitude Modulation). Error probability - SNR
(signal to noise ratio during a transmission) graphics were used to compare
obtained codes with the ones in the literature in terms of the minimum energy. It was
seen that the codes to be generated within the scope of the project are better than
the codes in the literature in terms of above-mentioned modulation types.

Quantum codes were studied within the project. It is well-known that quantum codes
can be obtained by self-dual and self-orthogonal classical codes. There are
quantum circuits and quantum logical gates for quantum codes as well as the
classic circuits and logical gates for classical codes. Quantum logical gates are
defined by Pauli spin matrices. Pauli spin matrices and quantum logical gates such
as Hadamard gate for these rings were defined in the project. Quantum information
were encoded using these logical gates and were decoded using a quantum circuit.

The codes obtained in the project framework were compared in terms of their
performances for modulation methods such as, BPSK, QPSK and QAM represented
by two-dimensional signal constellations, in digital communications systems.
During the comparison, commonly used criteria such as, coding gain and symbol
error rate versus SNR (Signal to Noise Ratio) are considered. To provide higher
coding gain means that the proposed coding technique is more suitable for
communicating over long distances. On the other hand, to attain a code having
lower symbol error probability for same SNR values denotes the more reliable and
robust communication system.
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Theitak

BOLUM 1.
Hurwitz sayilar tizerinde Hurwitz metrigine gére miikemmel kodlar

(1. is paketi, 1. ve 3. hedef):
Bu ¢calismada katkisi olanlar:
Dog. Dr. Murat GUZELTEPE
Alev ALTINEL

Mikemmel kodlarin hem uygulama acgisindan hem de teorik acidan kodlama teorisinde
oldukga énemli bir yeri vardir. Bu gline kadar birgok kodlama teorisi ¢alisani yeni mikemmel
kodlar bulmak i¢in calismistir. 1950 yilinda Hamming ilk mikemmel kodlari elde etmistir. Bu
kodlar ikili kodlar Uzerine idi. Vasilev, Lindstrom, Schonheim, Lee gibi birgok taninmis
kodlama teorici yeni mikemmel kodlar elde etmistir.

Proje kapsaminda yapilan “Perfect 1-error correcting Hurwitz weight codes” ¢alismamiz bu

alanda yapilmis énemli bir calismadir. Bu ¢alisma

22 2 _ _ _ _ _ _
e =e =e =—1ve ee,=—e,e =e,,e,e; =—ee, =¢,e,e, =—ee, =¢,

ve
H(Z)= {ao +ae +a,e, +ase, |a,,a,,a,,a, € Z}
olmak Uzere

H=HZ)oHZ +%)

olarak tanimlanan Hurwitz sayilar Gzerinde yapilmistir. 7 =a,+a,e +a,e, tae; € H  bir
asal Hurwitz sayisi yani p bir asal tamsayi olmak Uzere
*
p=nn" =(a,+ae +ae, +ae;)a, —ae —a,e, —ase;)
=a, +a +a; +a;
olsun. 7z’nin normu N(7)=a; +a/ +a; +a; olarak tanimlanir. z’nin  ‘H halkasinda
olusturdu sag ideal H halkasinin bir normal alt grubudur ve bu alt grup
<7z> ={7z5|5eH}
olarak tanimlanir. Bu alt gruba gére elde edilen siniflarin kiimesi
H, = H/<7Z'>

ile gosterilir.
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E= {il,iel,iez,ie3,%(iliel te, te)}

ve £_ile de £ kiumesiniigeren siniflari gésterilsin. Bu takdirde
u=(,uy,...o,),v=(V,v,,...,v,) € H! olmak lizere u ile v arasindaki mesafe d(u,v) ile
gosterilir ve je{l,Z,...,n} olmak Uzere eger her i# j igin u, =v, +e olacak sekilde bir
ec&, elemani varsa d(u,v)=1 olur. Cc M, alt kiimesi igin eger H!—C kimesindeki

her eleman C’nin bir ve yalniz bir elemanina 1 uzakliginda ise C c H klimesine “bir

Hurwitz agirlikli hatalari dizeltebilen mikemmel kod” denir.
Bu ¢alismada asagida ac¢iklanan metotla bir Hurwitz agirlikli hatalari diizeltebilen mikemmel

kodlar karakterize edilmigtir.

1.1 Bazi Notasyonlar ve Onermeler

[] Sembolil en yakin tam saylya yuvarlamayi ve [[]] semboll de en yakin yari tam saylya

yuvarlamayi goéstersin. Bir Hurwitz sayisinin yuvarlamasi ise sirasi ile
[a, +ae, +ae, +ae; | =[a, | +[a,]e +[a,]e, +[as]e;,

[[a,+ae +ae, +ae]]=[[a,]]+[[a]]e +][[a.]]e, +[[a:]]e;

olarak tanimlanir.

Onerme 1.1.1. 7€ H(Z) birasal ve g € H olsun. Bu durumda
q=ny+06,, N(6)<N(x)

olacak sekilde y € H(Z) ve &, € H elemanlari vardir.

Onerme 1.1.2. 7€ H(Z) birasal ve g € H olsun. Bu durumda

q:m/+52= N(52)<N(7T)

olacak sekilde y H(Z +%) ve 6, € H elemanlari vardir.

Bu mikemmel kodlarin insasi icin bazi kiimeler tanimlanacaktir.
A ={qeH(Z):N(q)=i} ve W=%(1+€1 +e, +e,) olmak tizere Onerme 1 ve Onerme 2

g6z 6niune alinarak
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4, ={ge4: N(6)#N(@&,), (5),N(,)2)
ve

4, ={ge4,:N(5)=N(5,)=i}

kiimeleri tanimlansin. 4, =4, U4, ve 4 N4, =< oldudu agiktrr.

Onerme 1.1.3. Her i igin k € Z olmak lizere |Ai| =24k tir.

1.2 Boliintiilerin Olusturulmasi

Yukaridaki agiklamalar altinda H_ kiimesinin béllntusi asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanim 1.2.1. p > 3 bir asal sayi olsun. Yukaridaki aciklamalar altinda

P EAiz ={qul.2 :‘1=51aN(51)=N(52):i}—525

olarak tanimlansin. Bu taktirde H_kimesinin parcalanigi
R=PRUP,
olur.

Teorem 1.2.2. 7€ H(Z); N(7Z’)>3 olacak sekilde bir asal Hurwitz sayisi ve H_’nin

bolintst 7, ,F, ,...,F, olsun. Budurumda g, e P, =&,g,€ P, =(1+¢)¢,...,g, € F, olmak

uzere
H:(gl’ 8 &3> 84 0 gn)
kontrol matrisine sahip H_ Ulzerinde tanimli n uzunluklu bir lineer C kodu bir 1-Hurwitz

agirlikh hatalari dizeltebilen mikemmel koddur.

Yukaridaki calisma SCI-E kapsamindaki Mathematical Communications adli dergide
yayinlanmistir. Bu calismada literatire katiimis kodlama teorisi agisindan éneme sahip
bircok yeni mikemmel kodlar elde edilmigtir. Ayrica bu c¢alisma, akademik topluluklara

tanitmak ve bilgilendirmek amaci ile uluslararasi bir sempozyumda sunulmustur.
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BOLUM 2.

4, [w] Kiimesi tizerinde miikemmel kodlar

(1. is paketi, 1. ve 3. hedef):
Bu ¢alismada katkisi olanlar:
Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

2.1. Girig

Mikemmel kod galismalarimiz sadece Hurwitz sayilari Gzerinde degil ayni zamanda baska

halkalarda da yapilmistir. Asagidaki calismada 4, [w] halkasinda bir hata diizeltebilen klasik

kodlar tanimlanmistir. Ayrica bu makalede uygun bir metrik de tanimlanmistir.

1+i\/§

2

gt =—1 olsun. Z|w]={a+bw:a,beZ} ve T =a+bw,

N(7)=da*+ab+b* = p=1(mod6) bir asal tamsayi olmak iizere 4,[w] ile Z[w]/(z) asal

kalan siniflari gosterilsin. 4, [w] kiimesinin elemanlari asagidaki metotla elde edilir.
a) 0<7< p—1 olmak lizere a+br=0(mod p) denkleminin tek ¢dzimii » olsun.

b) /€Z, olsun. Eger x+sy=1I(mod p) denkleminin ¢dzimlerinde N(a)=N(x+)yw) en
kiiiik ise x+ywe 4,[w] olur.

Bu yontemle Z , ve 4, [w] bire bir ve 6rten bir homomorfizma kurulur.

Tanm 214. z7=p=a’+ab+b’=1(mod6) olmak (lizere 7=a+bw olsun.

1, —> A, [w]
ﬂ(l):{x'+yri, x|,+|y|'£ x|+ yy
X+ Y|+ [y < ]+

olarak tanimlanan fonksiyon Ap[w] ile Zp arasinda birebir ve 6rten bir homomorfizna

tanimlar.

Tanim 2.1.2. y =x+yw veya x+ yw in Ap[w] olsun. y elemaninin Mannheim agirligi



TUBITAK

W, (r)=|x+]y|
olarak tanimlanir. Ayrica 6 =a - f (mod z), 6 € A,[w] olmak lUzere « ile S arasindaki

Mannheim mesafesi ise
d,(a,p)=W,(©)

olarak tanimlanir.

2.2 Tekli Hatalan Diizeltebilen Miikemmel Kodlar

p="6n+1 bir asal sayi ve S elemani 4, [w] cisminin mertebesi 6n olan bir elemani olsun.

Bu durumda 4,[w]=(8)w{0} olur. C (Ap [w])" kodunun kontrol matrisi

1 ﬂz . ﬂn—l

H _ 1 ﬂ7 IB14 N 137(1171)

1 ﬂ6t+l (ﬂ61+1 )2 . (ﬂ6t+1 )(n—l)

ise bu kod tekli hatalari duzeltebilen bir mikemmel kod olur.

Yukaridaki ¢aligma Journal of Applied Mathematics and Computation adli dergide “On
Perfect Codes Over 4,[w] " bagligi ile yayimlanmistir.
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BOLUM 3.
Hurwitz sayilan tizerinde miikemmel kodlar iizerine

(1-5. is paketleri, 1-3. hedefler):
Bu calismada katkisi olanlar:
Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

3.1 Girig

Proje kapsaminda yapilan “On some perfect code over Hurwitz integers” baslikli ¢alismamiz
muikemmel kodlar alaninda yapilmis dnemli bir ¢calismadir. Bu calismada Hurwitz sayilari
yeni bir metrikle donatilar bu metrige gére bir hata dizeltebilen mikemmel kodlar karakterize

edilmistir. Bu calisma asagidaki gibi hazirlanmistir.

A A A A A

2 A2 A2 AN AA A AA A AaA A
e =¢, =e; =—1ve ee,=—¢e =e¢,e,e;, =—¢ee,=¢,e,e =—¢e, =¢,
ve

H(Z)={ao+ale1 +a,e, +ase, |a,,a,,a,,a, EZ}

olmak Gzere

H=HZ)oHZ +%)

olarak tanimlanan Hurwitz sayilari (zerinde yapilmistir. 7 =a,+aeé +a,e, +a,e; € H bir
asal Hurwitz sayisi yani p bir asal tamsayi olmak Uzere
. A n ~ A A A
p=nm" =(a,+ae +ae, + a;e;)(a, —a,e, — a,e, — ase;)
=a, +a +a; +a;
ve 7z’nin normu N(7)=a,+a +a,+a; olarak tanimlanir. z'nin M halkasinda
olusturdugu sag ideal H halkasinin bir normal alt grubudur ve bu alt grup
<7z> ={7z5|5eH}
olarak tanimlanir. Bu alt gruba gére elde edilen siniflarin kiimesi
H, = H/<7Z’>

ile gOsterilir.
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St —n
Tanim 3.1.1. a,,a,,a,,a,,a,,a,,dy,a; €7, a,,a, € {FL, 6,76, 76} ve
s s ok S
W_E( +6,+¢6,+¢,) olmak lzere a,+aé +a,é, +aé, +a,w=ay+a@ +a,+age, +a,w

olsun. Ayrica 7 bir tek asal Lipschitz sayisi, y=a,+aeé +a,e, +a,e,+a,weH_ve
A =|a0|+|a1|+|a2|+|a3|+a4a4,

B =|a|+ +aal

+|ay| +

! ! !
ay| T4 a,
olsun. Bu durumda y nin Hurwitz agirligi

A A<B
War (1) =15 g

olarak tanimlanir. Burada || semboli mutlak degeri ve "*" semboll ise verilen Hurwitz
sayisinin eglenigini géstermektedir. «, € H_ olsun. « ile B arasindaki Hurwitz mesafesi,
a—f3=y(modr) olmak lizere,

d,, (05,,3) =W,, (7/)

olarak tanimlanir.

Bu mesafenin bir metrik oldugunu géstermek kolaydir.

32H, Uzerinde Bir Hata Diizeltebilen Miikemmel kodlar

N(7)=p olmak iizere H, nin eleman sayisi p* dir. n uzunluklu bir séziin (vektériin) / inci
girdisinde Hurwitz agirhid1 1 olan 24 eleman olabilir. Bu elemanlar

E = {F1,56, 56,7, 7w, Fw . FEw. FE,w, 5w, Fow 56,0, Féw' |

dir. Buna gore n uzunluklu, Hurwitz agirhgi 1 olan 24n tane vektor vardir. Hurwitz agirligi

sifir olan yalniz bir vektor oldugundan, Hurwitz agirhgi 0 veya 1 olan toplam 24n+1 vektor

vardir.

7 elemani N(7z)=p=>35 sartini saglayan bir Hurwitz asali olsun. Bu durumda #,, nin

H, ={0} UG, O IG,

olacak sekilde bir béluntlsl vardir. Burada her te £ ve i #i,,1<i,i, S(pz—l)/z igin

tG, # G, dir. Ayrica
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|G1|=~-=‘G( =24

pi-1))24
olur.

Ornek 3.2.1. 7 =2+¢ +¢, +¢, olsun. Bu durumda
G=E= {$I,$é1,$é2,$é3,$w,$w ,Feé

G, ={F(16),7(176,).5(178).5(4 78.).5(6 76). (8 74,)

olur.

Teorem 3.2.2. 7 elemani N(ﬂ')szS sartini saglayan bir Hurwitz asali ve H_ nin bir

bolntlisl H, = {0} G, UG,

seklinde olsun. Bu durumda

H ., =(H,

(n—k)xn —

* * * * *

H

0

H

0

H

0

H

0

H

0

)

kontrol matrisine sahip bir C, kodu p=5 ve n—k=1 durumu hari¢ diger durumlarda H_

) n—k
-1
Uzerinde n :% uzunluklu 1-Hurwitz hatalarini diizeltebilen bir mikemmel kod olur.

Burada

g8l €Gplis2, H ={0jUGUUG ., Ve 1< i Jr <(p*-1)/24 olmak

uzere her j, # j, icin G, NG, = dir. Ayrica burada
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olur. 1<j,/, S(pz—l)/24 olmak Uzere her j #j, i¢in G, NG, =< oldugundan H

kontrol matrisi ile tim bir agirigina sahip hata vektoérleri ¢arpilirsa farkli sendromlar olugur.

Sonolarak p =5 ve n—k =1 olursa C kodunun boyutu sifir olur. Bu ise uygun degildir.

Dekodlama prosediru su sekilde galisir: Kabul edelim ki bir Hurwitz agirhdina sahip bir hata

gelen kodsoziin / inci bileseninde olussun. Kodséz ¢, hata e ve kanaldan alinan séz r ile

gosterilirse ¥ =c+e olup r nin sendromu

S(r)z(rHT)T

olarak hesaplanir. Eger kanaldan alinan s6zde bir hata var ise alinan s6ziin sendromu H

kontrol matrisinin / inci sitununun bir @ € E ile carpimina esittir. Bu hatanin [ inci bilesende

olustugunu ve hatanin degerinin de @ oldugunu gosterir.

Ornek 3.2.3. 7=2+¢ ve n—k=2 olsun. Bu durumda p=5 ve H, ={0} UG, ={0}UE

olur. Buna gore kontrol matrisi
1 1 1 1
H. - g 0 g g — g
2x26 O 1 2 3 24
g & & ' &

olup

1 2 3 A 4 A 5 A 6 A 7T A g A 9 0 _
g =g =-lg =e,g =-¢,g =¢,,8 =-¢,g =6,8 =6,8 =W, g =W,

n_ . * 12 _ o+ 13 _ oA 14 _ Ao 15 oA 16 _ A 1T s 18 A
& =WLE =7W,8 =We,8 =We,E =W6,8 =W6,8 =We,8 =-Wwe,

19 %a 20 %~ 21 ks 20 kA 23 ks 24 wa
g =we,g =WeLg =We,8 =WeE,E =We,g =-Wwe

seklinde segilebilir. Boylece kontrol matrisi

PR A B B
PR -1 g e —we

olur. Kabul edelim ki kanal génderilen kods6z

c=(100000000011110---0),
ve kanalda eklenen hata

e=(0 000000000 wé 0000 - 0

olsun. Bu halde r =c+ e kanaldan ¢ikan s6ziin sendromu

S(r)=(rH") =[4: W*élJ E[Wjﬂ (mod 2+¢,)

e —w e,

olarak hesaplanir. Bu sendrom kontrol matrisinin 11 inci sttunu ile w*é3 sayisinin garpimina

esittir. Gergekten

10
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(W*éj . (1]
~ TG
é, w

dir. Buradan hatanin 11 inci bilesende meydana geldigi ve hatanin adirliginin da w*é3 oldugu

anlasllir.

3.3 H,,Z[p] ve Z[i] Uzerindeki Kodlarin Karsilagtinimasi

Asagidaki tabloda gérildigi gibi ayni uzunluklu ve ayni sayida kods6z iceren kodlardan H_

uzerindeki kodun minimum enerjisi 4, [p] uzerindeki bir koddan daha iyidir.

Tablo 3.1: Ortalama enerji agisindan kodlarin karsilastiriimasi

Takim yildizinin eleman ayisi Temel Halka Ortalama enerji
49 H, 1,47
49 A, [,0] 7,22

Diger yandan ayni boyutlu ve ayni uzunluklu H_ (zerindeki kodun ortalama enerjisi Z[i]

uzerindeki kodun ortalama enerjisinden daha iyidir.

Tablo 3.2: Ortalama enerji agisindan kodlarin karsilastiriimasi

Takim yildizinin eleman | Temel Halka Ortalama eneriji
ayisi

25 H, 0,96

25 Z[i] 4,16

Simdi de bant genisligi acisindan kodlar karsilastirilacaktir. Analog ve dijital iletisim
sistemlerinin en 6nemli parametrelerinden biri de bant genisligidir. Simdiye kadar bant
genisliginin verimliligini artirmak icin bircok modilasyon cesitleri ve kodlama teknikleri
gelistirildi. iletisim ve kodlama teorisinden bilindigi gibi ayni boyutlu iki koddan kodséz sayisi

fazla olan bant genigligi daha buylk olan kanallar olusturur. Bant genisligi ve kod hizi
agisindan H,_,4,[p] ve Z[i] lizerindeki kodlar su sekilde karsilastinlabilir: Z[i]

2
-1
tizerindeki kodlarin uzunlugu n:p4 . A)[p] tzerindeki kodlarin uzunlugu ise

11
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2 2
1 R , o
ve H_ Uzerindeki kodlarin uzunlugu ise n=2

n= tir. Eger p=1(mod12)

secilirse, p=1(mod6)ve p=1(mod4) olur. Bu durumda H,,4,[p] ve Z[i], izerindeki

2

p’-1 p’-1
24 6

sirasiyla tanimh C,,C, ve C, kodlarinin uzunluklar sirasiyla n, =

2
-1
n, = P olur. C,,C, ve C, kodlarinin boyutlar k,k, ve k, degerleri k ‘ya esitse C,

3

kodunun hizi olan R, hem C, kodunun hizi olan R, den hemde C, kodunun hizi olan R,

den kuguktar. Cunkd R, =£= 224k , R, =£= ?k ve R, =£: ?k dir. 6rnegin
n  p -1 n, p -1 n, p -1
p=13 ve k=1 olsun. Bu durumda R, =%,R2 =2L8 ve R, :41—2 olur. Bu da C, kodunun

hizinin C, ve C; kodundan daha hizli oldugunu g0sterir.

Bu calisma Mathematical Advances in Pure and Applied Sciences adli dergimizde “On Some

Perfect Codes over Hurwitz Integers” bagligi ile yayimlanmstir.

12



TUBITAK

BOLUM 4.
Déngiisel ¢cizge yardimi ile Hurwitz sayilan lGizerinde milkemmel kodlar

(1,2,3,4. is paketleri, 1,2 ve 3. hedefler):

Bu ¢calismada katkisi olanlar:

Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

Go6khan GUNER (Yuksek Lisans dgrencimiz projeye disardan destek olmustur).

4.1 Girig

Son yillarda birgok arastirmaci Gauss, Lipschitz ve Hurwitz sayilari Gzerinde yeni kodlar ingsa
etmislerdir. Bu kiimeler (izerinde kod insaa etmeye c¢alisiimasinin temel nedeni, bu kodlarin
dordul genlik modulasyonuna (Quadrature Amplitude Modulation, kisaca QAM) goére
Hamming metrigine ve Lee metrijine gbére yazilmis kodlardan daha iyi performans
saglamasidir. 1996 yilinda Huber Gauss tamsayilar kimesi Gzerinde Mannheim metrigini
tanimlayarak bu kime Uzerinde bir hata dizeltebilen mikemmel kodlar elde etti [1]. Bu
c¢alismadan esinlenerek, Huberin bu ¢galismasi Lipschitz sayilari Gzerine aktarldi [1, 8, 9, 10,
11]. Lipschitz sayilarina aktarilan bu kodlarin QAM igin ortalama enerji, bant genisligi ve kod
hizi agisindan Huber' in kodlarindan daha iyi oldugu gdsterildi. Daha sonra Lipschitz sayilari
uzerinde mukemmel kod bulmak igin [12] da Cayley Cizge kullanildi ve ¢ =1 igin mikemmel

kodlar tanimlandi.

2013 yilinda [5] de, Hurwitz sayilari Gzerinde ilk lineer kodlar tanimlandi ve bu kodlarin
ortalama enerji, bant genisligi ve kod hizi agisindan literatirdeki kodlardan daha iyi oldugu
gOsterildi. Daha sonra Lipschitz ve Hurwitz Gzerinde bir cok mikemmel kod bulma yontemi
[12, 13, 14, 15] de verilmistir.

Bu ¢alismada [8] de verilmis olan ¢izge kurami kullanilarak Hurwitz sayilari Gzerinde ¢ — hata
dizeltebilen mikemmel kodlar elde edilmigtir. [13, 15]" de Hurwitz sayilari Gzerinde bir hata

diuzeltebilen mikemmel kodlar karakterize edilmigtir.
Ayrica [5, 13, 15] de, a asal Hurwitz sayisi olarak alinmasina karsin bu ¢alismada « asal

degildir. Ustelik bu galismada sadece bir hata diizeltebilen mikemmel kodlar degil, ayni

zamanda ¢ — hata dizeltebilen mikemmel kodlar karakterize edilmigtir.
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4.2. 'H, Kiimesi ve Ozellikleri

Tanm 421. H={a,+ai+a,j+ak:ay,a,a,,a,€R} ile

gOsterilen  Hamilton

Kuaterniyonlar kiimesi; R reel sayilar kiimesi Gzerinde bir serbest modildir. Bu modulin

bazlari 1,1, j,k dir ve bu bazlar agagidaki gibi tanimlanir.

1, R nin birim elemani olmak lzere;
)i*=j=k*=-1,

2 j=—ji=k; jk=—k =i; ki=-ik=j
dir.

Ayrica g=a,+aji+a,j+akeH Kuaterniyonunun eslenigi
q =a,—aji—a,j—ak

olarak tanimlanir.

H Gzerinde g =a, +ai+a,j+ak € H sayisinin normu
* 2 2 2 2
N(q)zqq =a, +a, +a;+a;

dir.

Bu norm ¢arpimsal normdur. Yani

N(%%)ZN(%)N(%)
dir [12].

Tanim 4.2.2. Lipschitz tamsayilari
H[Z] = {ao +aji+a,j+ak:aya.a,,a, € Z}

olarak tanimlanir [12].

Tanim 4.2.3. Hurwitz sayilari H ile gosterilir ve

*

qg ile gosterilir ve

14
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HZH[Z]UH[Zﬁ-%}

a,+ai+a,j+ak
0 1 2 3. — — —
—{ 5 .ao_al_az_a3(mod2),a0,a1,a2,a3GZ}

seklinde tanimlanir [16].

Hamilton Quaternionlari Gzerinde yukarida tanimlanan N(q) norm fonksiyonu ve 6zellikleri

Hurwitz sayilari igin de gegerlidir.

Tanim 4.2.4. Eger bir Hurwitz sayisinin normu tek tamsayi ise bu sayiya tek Hurwitz sayisi,

eger normu cift tamsayi ise ¢ift Hurwitz sayisi denir.
Bu bélumde yalnizca tek Hurwitz sayilari kullanilacaktir.

Ornek 4.2.1.

2+i=2+i+0j+0keH dir.
3
2

+
+5 é+0.i+0.i+5ezH dir.
2 2 2 2 2

E+i+3—‘]+£ez7i dr.
2 2 2
l—£+7—J—E€H dir.
2 2 2 2

Tanim 4.2.5. ¢g,,q, €’ H olsun. g, —q, =ao olacak sekide 30 eH var ise a modiline

gore q,, g, ye soldan denktir denir ve ¢, =, g, (mod a) seklinde gosterilir.

Not 4.2.1. Bu ¢alismada sol denklik kullanilacaktir. Benzer sonuglar sag denklik kullanilarak

da elde edilebilir.

Tanm 4.2.6. 0zxacH bir tek Hurwitz sayisi olsun. o nin Urettigi sag ideal
<a> = {a./i ‘A€ H} olarak tanimlanir. Bu ideale gére kalan siniflarinin olusturdugu kiime H,

ile gosterilir.

15
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Teorem 4.2.1. 'H, bir degismeli gruptur ve H_, H Uzerinde bir sag modildir [12].

Teorem4.2.2. 0z a c'H ise H,, N(a)2 elemana sahiptir [12].

Ornek 4.2.2. a=1+2; icin N(oz)2 =(12 +2° )2 =5% =25 dir. Bu yiizden H, 25 elemanlidir

ve

H _:{O,l,—l,i,—i,j,—j,k,—k,l+i+l+ﬁ,——+i+l+ﬁ,l—i+i+ﬁ,

12/ 22 2 2 2 2 2 22 2 2 2
i gkl i j k 1 ik Vi gk 1 i Jjk
22 2 222 22 2222 2222 2222
Vi gkl i j k1l i j k Vi jk 1 i,k
222 22 2 2 22222 2222 2222
LR A Y B S W

olur.

Not 4.2.2. aeH, olsun. a nin sinifindaki bazi elemanlarin normu ile a nin normu esit

cikabilir. Bu sebeple a nin sinifindaki normu en kiigtik olan elemanlardan herhangi biri tam

temsilci olarak segilebilir. Ornegin a=1+3i+2j+k alinirsa a:%+%i+%j+%k

elemaninin sinifinda -2 + & elemani da bulunmaktadir. Yani

3 1. 3 1 —_

E+Ei+5j+5k:_2+k dir. Bu sinifta normu 5 olan yalniz bu iki eleman vardir. Bu
siniftaki diger elemanlarin normu 5 ten buyuktir. Dolayisi ile tam temsilci olarak
3

5+%i+%j+%k veya -2+k elemanlarindan herhangi biri secilebilir. Denk olan bu

elemanlar matematiksel olarak @¢e’H olmak lzere a+a.¢=-2+k (mod a) seklinde

kontrol edilebilir. Bu kontrol Mathematica programi kullanilarak asagidaki gibi yapilir.

16
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<< Quaternions”
3 I 3 I
Mod[Quaternion[— i g —], Quaternion[l, 3, 2, 1]]
2" 2 2 2
. 3 1 3 1 . . T 2 B 2 .
Mod[Quaternlon[E F 5 i 5 ¥ 5] + Quaternion[1l, 3, 2, 1] #* Quaterruon[i i E i E i 5] , Quaternion[1, 3, 2, 1]]
- 3 1 3 1 . = 1 1 1 1 .
Mod[Quaternlon[E, E' E' E] +Quaternion[l, 3, 2, 1] #»x Quaternlon[fa i E i E i 5] ; Quaternion|l1l, 3, 2, 1]
X 4 1 3 I . i .
Mod[Quaternlon[E, 5, 5, 5] + Quaternion[l, 3, 2, 1] #% Quaternien[l1, 0, 0, 0], Quaternion[l, 3, 2, 1]]
i 3 I 3 I . . .
Mod[Quaternlon[E i 5, 5, 5] + Quaternion[l, 3, 2, 1] #* Quaternion[-1, 1, 0, 0], Quaternion[l, 3, 2, l]]
. . 3 1 3 1
uaternion
LEt Bt
Quaternion[-2, 0, 0, 1]
Quaternioni-2, 0, 0, 1]
Sk i 2 L 3 A
uaternion
Lot gt it
g . 3 24 B A7
aternion
lz" 2" 2" 21

Teorem 4.23. 0za e H, f€H, ve B, a nin sol béleni olsun.

Buna gore <,B> ile gosterilen B elemaninin Urettigi alt grubun eleman sayisi

ispat: H_, nin eleman sayisi N(a)2 ve H, nin eleman sayisi N(,B)2 dir. Bla

o

secildiginden Lagrange teoremine gére B nin 'H, iginde Urettigi alt grubun eleman sayisi

_ Ml _N(a)
‘<ﬂ>‘—m— N(ﬂ)2

Ornek 4.2.3. o =(2+i)(1+i+j)=1+3i+2j+k olsun. f=2+i, a nin sol boleni olup
(B)={0,2+i,—2—i,~1+2i,1-2i,2j+ k,~2j —k,— j + 2k, j - 2k}
drr.

\<ﬂ>\=9=N(a)z :(1 +32+2 ng ) :§:32
N(e) (22+17) 5

17
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Tanim 4.2.7. B,y € H, olsun. u elemani B—y nin denklik sinifindaki normu en kigiik
eleman olsun. /3 ile y arasindaki mesafe d, (/,7)=N(x) olarak tanimlanir.
J

Ornek 4.24. a=1+3i+2j—k, f=2+i+] ve 7:%+%+5—§ icin

3 i
— Y=l =—+— =
ﬂ7ﬂ22

A

Ornek 4.2.5. a=1+3i+2j—k, f=1+i+j, y=2+ icin

+é ]; k — (mod «) oldugundan

272

B-y=-l+i=—1+i(mod &) olup d, (1+i+j,2+ j)=(~1)"+(1)" =2 dir.

Ornek 4.2.6. a=1+3i+2j—k, f=2—i, y=—2i—k igin
f—y=2+i+k=-2+i (mod @) oldugundan d, (2-i,~2i—k)=(-2)" +(1)’ =5

olarak bulunur.

1 i j k
Ornek 4.2.7. 0,7 € , O=——+——>=+—_ T=—] igin
oo 0=754575%5 ¢
1 3i j k 1 i j k
C—-T=——+——"F—=—————=— mod (1+2j)) dir. Buna gére
2 2 2 2 2 2( ( ‘])) J

Tanim 4.28. feH, nin agrhg w,(B) ile gosteriir ve w,(8)=d,(,0) olarak

a

tanimlanir.
. . a b. c. d
Bu tanima gére a=b=c=d (mod 2) olmak lizere Z:E+Ez+51 +5keHa elemaninin

agirhginin 1 ve 2 olmasi durumunda A degerleri asagidaki gibi bulunur.
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2 2 2 2
w,(4)=d,(4,0)=1 ise N(ﬂ.)=%+%+j+dj=l dir. Buna gére a’+b>+c’ +d> =4

olup iki farkli durum s6z konusudur. Ya a,b,c ve d sayilarindan herhangi biri F2 ve

digerleri 0 ya da a,b,c ve d sayilarinin herbiri F1 olur.

Bu durumda agirligi 1 olan 24 elemanin 8 tanesi ¥1,¥i,F j,¥k ve 16 tanesi T

dir.
a b ¢ d
w,(A)=d,(,0)=2 ise N(i)=T+?+?+7=2 dir. Buradan a’+b’+c’+d* =8

olur. Buna gore a,b,c ve d sayilarindan herhangi ikisi 72 ve digerleri 0 olmalidir.

Ornegin a=b=7%2 icin A, 1+i,1—i,—1+i, veya —1—i den biri olur. Buna gére agirhgi 2

olan 24 eleman F1Fi, ¥F1¥ j, F1F¥k, FiF¥ j, FiFk, FjFk di.

Not 4.2.3. d, bazi durumlarda lggen esitsizligini saglamaz. Fakat bu durumda « ya gére

sol denklik sinifindan yararlanilabilir.

Ornegin o =7+12i, f=2~6i, y=3+2i ve 1=2-5i igin d,(B,7)<d,(B,A)+d,(4.7)
esitsizliginde p-A=-i, A-y=-1-71 ve p-y=-1-8i= 6+4i (mod a) dr.
62+42S(—1)2+((—1)2+(—7)2) oldugundan 52<51 celigkisi olusur. Ancak sag denklik

sinifindaki 6+ 4i sayisina sol denklik sinifinda —%+%—57]+% sayisi karsilik gelir ve bu

49+9+25+81 164

sayinin normu da 2 =41 olup 41< 51 elde edilir.

Bu durum her o € ’H icin meydana gelmemektedir. Bu problemden kaginmak igin uygun

elemanlar segilmelidir.

4.3. Hurwitz Sayilari Uzerinde Miikemmel Kiimeler ve Mitkkemmel Kodlar

Tanim 4.3.1. 0 # a € H tek Hurwitz sayisi olsun.

1) V ="H, koselerin kimesi ve
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2) E={(A.y)eVxV:d,(Ay)=1} kimesi kenarlarin kimesi olarak alinirsa G, (V,E) bir

gizge tanimlar.

y € H, olmak Gzere y ya 1 birim uzaklikta olan elemanlar, agirhigi 1 olan 24 elemanin teker

teker y ya eklenmesi ile bulunur.
Diizenli cizge CN((Z)2 (Jis Jose-esdin) cizgesidir. Bu durumda

N(a)=a; +a +a; +a; =2m+1, m e Z olarak alinacaktir.

Teorem 4.3.1. ¢ €{i,j,k} ve a=a,+ai+a,j+ak=(a,+ai)+(a,+aji)e €H olmak
uzere «a bir tek Hurwitz sayisi olsun. Bu durumda CN(a)z (jl,jz,...,ju) ile G, izomorf
gizgelerdir ve cizge izomorfizmasi; x,,¥,%,,, €Zy,, Ve ¢, =a,x +ay, (mod N(a)),
4, = a,x, +a;y, (mod N(a)) olmak iizere
WLy ¥ Ly > H,

(q.9,) > (%, +30)+(x, +y,i)e (mode)
olarak tanimlanir.

ispat: G, ¢izgesinin koseleri H, kiimesinden ve CN((Z)2 (jl,jz,...,jlz) koseleri ise

a o

N(a) kimesinden secileceginden ispat icin H, 'nin ZN(a)xZN(a)'ya izomorf

oldugunu gostermek yeterlidir. H, ve ZN(a)xZN(a) toplamsal degismeli grup olup bu
gruplarin bazlari sirastile ¢, e, €{1,i, j,k} ve (1,0),(0,1) olarak segilebilir.
g//:ZN(a)xZ

(1,0) e
(O,l) - e,

)—>Ha

N(a

fonksiyonunu g6z online alalim. Bu fonksiyonun birebir ve o6rten bir grup izomorfizmasi

oldugu agiktir. Soyle ki; (a,,b,),(a,,b,) € Z XL,

l//((al,bl)+(az,bz)):1//((a1 +a,,b, +b2))
:(al +a2)€1 +(b1 +b2)62

:(//((al,bl))+l//((a2’b2))

olmak Uzere;

(@) (a)

ve
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‘/’((al’bl))zl/’((az’bz»

= ae +be, =ae +b,e,
= (a,.b,)=(a,,b,) (mod N(a))

dir.
O halde 7, ve Z, xZ,,,, izomorf gruplardir.

Bu fonksiyonun iyi taniml oldugu [15] de gdsterilmigtir.

Ornek 4.3.1. Asagida Wolfram Mathematica programi kullanilarak sirasi ile G 50 V€

C, (13,14,...,24) gizgeleri olusturulmustur.

<= Duaternions

a =(uaternien [-1, 2, 2, 0]: k =NHorm [a]: A =Table [1, {E}]: De[A[[n]]l=n, {n, 1, }]

B = Quaternien [0, D, 1, O] x&: GG =Table [1, {E~2}]:

Do[Do[GG[[n+kw(m-1)]]=2A[[n]] +B[[m]]; fn, 1, k}], fm, 1, X}]:

Ha = Table [1, {k*231:

Do[Ha[[tt]1] = Mod [GG[[tt]1], al, ftt, 1, E~2}1;

MatrixForm [Ha]:

BB = Table [1, {E~2}, {4}1:

Do[BB[[t, 111 =Ha[[t, 111: BB[[t, 211 =Ha[[t, 211: BB[[t, 3]1] =Ha[[t, 3]11: BB[[t, 411 =Ha[[t, 411:
+ EEE; AR

I =Table [1, fE*2 _-1}1:

Do [KK [[t]] =BB[[t]1] -BBL[t+111, {t, 1, E~2-131:

KEK = Unien [KK, {{0, O, D0, 0} +{1, 0, 1, 0}}1:

G = Graph [EEK , VertexLabelStyle —+ Directive [Red , Italic , 11], VertexSlize —0.51]

G = CirculantGraph [8&1, {13, 14, 15,6 16, 17, 18, 1%, 20, 21, 22, 23, 24}, VertexSize 0.5, EdgeStyle - Dashed ]

EdgeCount [G]
GraphDiameter [G]
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Sekil 4.1. G gizgesi

142i+2)

Sekil4.2. G,,,,,,, Cizgesi.
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TUBITAK

_i_j_k . . . . ; , o .
+5+5+5 kimesi carpma islemine gore bir degismeli olmayan

gruptur.

Onerme 4.3.1. « bir tek Hurwitz sayisi, p,, p, €& ve f3,, 3, € H olsun. Eger

B, =p, (mod )
ise
pB.P: = PP, (mod pap,)

olur.

ispat: Eger 8, = 3, (mod &) ise B, =, +ad olacak sekilde § € H vardir. Bu esitligin her

iki yani soldan p, ve sagdan p, ile carpilirsa

pLps = P (f+ad) p,
=p(B)p,+p (a6)p,
=p,(B)p,+p(a(p.p:'))
=p.(8) P, (plapz)(p21§p2)
=p(B)p, +(pap,)6,,0, = p;'dp, e &
(B) . +(p) p:0,
(B) o +(p@)pssps =p.0 €€

piap;)

=p(p

=p (B

=p(B)p, +
elde edilir. Bu da

/‘\/‘\/‘\/‘\

PP, = PP, (mod pap,)

oldugunu gésterir.

Onerme 4.3.2. o bir tek Hurwitz sayisi olsun. Eger {6':81,82,...,8r} kimesi H, nin bir

boluntist ise {pgp,, p,0,,.... p&,p,} kimeside H, kiimesinin bir béliintlisi olur.

ispat: p,,p, e olmak Uzere, kabul edelim ki p&p, N pe,p, # olsun. Bu durumda
a e péep, ve ae pé&,p, olacak sekilde en az bir a € H, vardir. a e pigp, ve a € pg,p, ise

sirasl ile a=pbp, ve a=pcp, olacak sekilde bes,ces, ve p,p, ¢ vardir. & bir

carpimsal grup oldugundan
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-1, -
a=pcep,=c=p ap, €&

bulunur. Buradan ce ¢ ve ceeg, olup e e, = geligkisi olur.

Asagidaki 6nermenin ispati Onerme 3.2.1. ve Onerme 3.2.2." den agiktir.

Onerme 4.33. ¢,,a, € H olsun. G, =G, olmasi icin gerek ve yeter sart o, = pa,p,

olacak sekilde p,, p, € ¢ sayilarinin var olmasidir.

Ornek 4.3.2. o, =1+3i+2j+k olsun. ja, = j(1+3i+2j+k)=-2+i+j-3k=a, olarak
secilirse G, =G, olur.
Tanim 4.3.2. o € H olsun. t e N igin G, iginde y merkezli ve ¢ yarigapl bir yuvar

B,(y)={AeH,:d, (A.y)<t}

olarak tanimlanir.

Eger A€ B,(y) ise y kosesi 1 kosesine ¢ —baskindir denir.

Ornek 4.3.3. a=1+3i+2j+k olmak lizere G,

143i+2 j+k

icinde y=-2j—k merkezli ve =1

yarigapl B, (—2j—k) yuvari asagidaki sekilde bulunur.
Yukaridaki tanima gére B, (=2 —k)={A € Hy,y1 ;01 1 diuyn s (A =27 k) <1} dir.

Burada birbiri ile karismamasi i¢cin 2 degerleri indislenmisgtir.

t=0=d,(A,—2j—-k)=0 oldugundan y =1 =-2j—k olup —2j—k € B (-2 —k)
drr.

t=1=d,(A,—2j—k)=1 oldugundan -2;-k elemanina agirigi 1 olan elemanlar

eklenerek ¢ moduilosuna gore kalan islemi yapildiginda 4 degerleri asagidaki gibi bulunur.

(=2j—k)l=-1-2j—k=t_ L ] 3k Y
A=(-2j-k)-1=-1-2; k=243 (mod (1+3i+2j+k))
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:>l—i+i+%eB1 (-2j—k) olur.
2 2 2 2
. . 1 i 35 k ) .
=(2j-k)+1=1-2j-k=——+—4+———(mod (1+3i+2j+k
A =(=2j-F) jmk=—oto+=r—= (mod (1+3i+2/+k))

1 i 35 k . G g .
:>_§+5+7_5631(_2‘]_k) olup, benzer sekilde islemler yapildiginda -2 -k eH,
nin 1 baskin oldugu kiime

1 i 3/ k1 i j 3k3 i j 3k
B(y)={=2j-k,——+—4+L—— ———+ L+ — 4L 142i—j—k,
() =2 b T Y T S /
Byig k53 i g kL P 3 k1 F 3 k1 i 3k
2 2 2 2 22 2 222 2 2 22 2 222 2 2
_1+l'+j’l+i_3_*]_%’_1_1_3_]_5’1_2+i_%’1+j+k’_1+j’

2 2 2 2 22 2 22 2 2 2
1 i 3 3k

——————?,—1+i+j—k,—2+j,1—i+j+k,1+k,—l+j—k,l—i+k}

olarak bulunur.

Burada —2j—k kosesi B, (-2, —k) kiimesindeki elemanlara 1—baskindir.

Tanim 4.3.3. Sc G, ve t€Z" olsun. Eger G, nin her kdsesi S deki yalniz bir kdse ile ¢—

baskilanirsa S ye bir mikemmel ¢ — baskin kiime denir.

Tanim 4.3.4. Bir agirlikli hatalari dizeltebilen n uzunluklu bir mikemmel grup kod olan C,

‘H, grubunun n defa direkt garpimi olan /" kimesinin bir alt grubudur. Burada H," \C

kiimesindeki her elemanin C kiimesinde bir ve yalniz bir elemana olan uzakhgi 1 dir [13].

Lemma4.31. o =7 ve o,7(p) ise d,(o,7)=d,(Br,0) olacak sekilde sifirdan farkl bir

y € H, vardr.

ispat: 0,7 (f) ise o =p5, ve r=/55, olacak sekilde &,,5, € H, vardir. Burada o #7
oldugundan &, — &, # 0 (mod &) dir. Bu durumda y =6, -6, (mod ) alinirsa y € H, olup,

d,(0,7)=d,(c~1,0)=d, (S5 - p5,,0)=d,(B(5,-35,).0)=d,(Br.0)
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esitligi elde edilir.

Teorem 4.3.2.
1) 0BeH, N(B)=5ve Bla ise H, lzerindeki (B)=S sad modiili, G, kiimesinde

muikemmel 1— baskin kimedir.

2) 0=pBeH, N(B)=T7 ve B|a ise H, lizerindeki (B)=S sag moduli, G, kimesinde

mikemmel 2 —baskin kiimedir.

Ispat1: 0= BeH,,N(B)=5 ve B|a olsun.

S= <,B> kiimesinin 1—baskin kiime olmasi i¢in S nin birbirinden farkli herhangi iki
elemani o ve 7 igin d,(o,7)>3 olmalidir. En az bir 0=y € H,igin d,(o,7)=d,(Br,0)
oldugundan ispat igin d_(fy,0)>3 oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki

0=yeH, fy+0(moda) ve d,(By,0)<3 olsun.

Buna gore en az bir a =a, +aji+a,j+a;k € H, igin fy =, a=a,+aji+a,j+ak(moda) ve
d,(fy,0)=N(a)=a,’+a’+a,’ +a,’ <3
olur. fy=, a(moda) oldugundan By =a+ay, ve [, a nin sol bdleni oldugundan

a = Py, olacak sekilde 3 y,,y, € H elemanlar vardir.

Buradan
Br=a+ay,=a+(By,)rn=a+B(r.n)
=a=py-p(r.n)=Br-rn)

=a=p(r-71n)

olur. N nin ¢carpimsal bir norm oldugu g6z éniine alinarak son esitlikte her iki tarafin normu

alinir ise

N(B(r=71))=N(B)N(r=7.1)=N(a)
oy N(a)

3N(7 7271) N(ﬂ)

bulunur.
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o # 7 segildiginden N(a)=+0 dir. Dolayist ile

N(B)=5 ve N(a)<3

oldugundan
N(a
%:NO/_%?/I)%Z

celiskisi olusur.

Buna gore d, (fy,0)>3 olur.
Yani S sag modili, G, kimesinde mikemmel 1—baskin kiimedir.
Ispat2:0+ feH, ,N(B)=7 ve B|a olsun.

Bu durumda S:<,B> kimesinin farkli iki elemaninin olusturacagi yuvarlarin yarigapi 2

olacagindan, her y € H i¢gin d, (ﬂ;/, 0) > 5 oldugunun gdsterilmesi gerekir.

Yukaridaki ispata benzer sekilde en az bir y € H igin By £0 (mod &) ve d,(Br,0)<5

N(a)

oldugu kabul edildiginde, N(f)=7 ve N(a)<5 olacagindan =N(y-7.)¢Z

celigkisi olusur. Buna gore d, (ﬂy,O)ZS olur. Yani § sagd modilli, G, kimesinde

mikemmel 2 —baskin kiimedir.

Not 4.3.1. Teorem 4.3.2 uygun sartlar saglandiginda farkli ¢ degerleri icin de benzer sekilde
ispatlanabilir. Ornegin ¢+ =3 igin agirhigi 3 ve 3 den kigiik olan elemanlarin sayisi bir asal
sayinin karesine esit degildir ve Teorem 4.3.2." nin sartlarini saglayacak uygun £ ve «
degerleri bulunamaz. Fakat 1 =4 oldugunda agirhigi 4 ve 4 den kuglk olan elemanlarin
sayisi 169 =13 olup Teorem 4.3.2 nin sartlarini saglayan uygun S ve a sayilari secilerek

mikemmel 4 —baskin kiimeler olusturulabilir.
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Sonug 4.3.1. Agirhgi ¢ ve ¢ den kiguk Hurwitz sayilarinin sayisi N(,B)2 olacak sekilde bir
[ Hurwitz sayisi var olsun. Bu durumda Uzerinde bir mikemmel ¢—baskin kime
olugturulabilecek H, kimesinin olmasi igin gerek ve yeter sart N(,B) = p olacak sekilde bir

p asal tamsayisinin var olmasidir.

Teorem 4.3.2. ye gére 0#feH,,N(B)=5 ve Bla ise (f)=S saj modili G,
kimesinde mikemmel 1-baskin kimedir. Bu kime H, nin bir alt grubudur. Bundan

yararlanilarak kod sézleri S nin elemanlari olan H, Uzerinde bir C =S kodu tanimlanabilir.

S sag moduld minimum mesafesi 3 ve uzunlugu 1 olan bir mikemmel grup kod tanimlar.

Benzer sekilde N (£)=7 oldugunda G, nin bir 2—baskin S kimesi vardir. Bu kiime H,

nin bir alt grubu olup H, Gzerinde bir C =S kodu tanimlanabilir. S minimum mesafesi 5 ve

uzunlugu 1 olan bir miikemmel grup kod tanimiar.

Ornek 4.3.4. f=2+i ve a=(2+i)(1+i+j)=1+3i+ j+k olsun.

(B)={0,2+i,—2—i,—1+2i,1-2i,2j+k,~2j—k,—j+2k, j—2k} olup bu kimedeki 9
elemanin herbiri H, kimesinde 25 elemani 1— baskilar. Yani toplamda 9 yuvar vardir ve bu
dokuz yuvarin her birinde 25 eleman bulunur. Dolayisi ile <ﬂ> kimesi H, Uzerinde 1-

baskin kiime olusturur.

H, Gzerinde C =S = <,8> segilirse C kodu 1-— hata dizeltebilen bir mikemmel kod olur.

Bu 6rnek asagida verilen Wolfram Mathematica programi ile elde edilebilir.

Programdaki "K" tablosunun 1. sGtunu H, kiUmesinin elemanlarini ve 2. situnu da

Bp2 = <ﬂ> kimesinin elemanlarinin baskiladigi 25 elemani sirasiyla vermektedir.

Programdaki "SW1" kiimesi agirlig1 bir olan Hurwitz sayilarini, "B1 y " kiimesi ise ye<ﬂ>

elemanina bir uzaklktaki elemanlarin kimesini gostermektedir.
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"KKKK" tablosunun 2. sttunu 2+ie<ﬂ> elemanin baskiladigi 25 elemani géstermektedir.

Bu tablo "K" tablosunun ilk 25 elemanini gostermektedir.

"G" ise Sekil 4.3 de gosterilen, koseleri H, kimesinden olan dénglsel gizgeyi ve bu gizgede

kiisaretli 1,2,...,9 noktalari ise <ﬂ> kiimesinin elemanlarinin yerini géstermektedir.

Sekil 4.4 ise G, Gizgesine izomorf olan C,,(13,14,...,24) donglsel gizgesini

gostermektedir. Bu gizgenin gapi 5 tir. Diger yandan G, kiimesindeki elemanlar ile sifir

+3i+2 j+k

arasindaki maksimum karesel Oklidyen mesafesi de 5 tir.

n[227)= << Qmaternions”
o = Jonaternion[l, 3, 2, 1]; k=Norm[a]; A =Table[l, {k}]:; Do[A[[n]]l =n, {n, 1, k}]
B = Qmaternion[0, 0, 1, 0] «A; GG = Table[l, {k*2}]1:
Do[Do[GG[[n+kw (m-1)]] = A[[n]] +B[[m]], {n, 1, k}1, fm, 1, k}1:
Ha = Table[1l, {k*~2}]:
Do[Ha[[tt]] = Mod [GG[[tt]], @], {tt, 1, k*2}71:
& = Qnmaternion[2, 1, 0, 0] ; Dimensions[Ha] ;
B =Table[l, {k*2}]:Do[B[[t]] =Mod[B««Ha[[t]], ],
{t, 1, k*2}]1: BE =Union[B]: Dimensions[BE]:
Bfl = Table[0, {Dimensions[BRI[[11]1}]1:

i 11 1 1
Do |BEL[[t]] =If[B,G[[t]] == Mod[B.ﬁ[[t]] + [anrQuaternlon[E, > 5 ;]), a], B,G[[‘t]]],

(t, 1, Dimensions[B,G][[l]]]] ;

MatrixForm [BS1] ;

Onaternion[2, 1, 0, 0]
Qunaternion[0, 0O, -2, -1]
fmaternion[0, 0, -1, 2]
{maternion[-1, 2, 0, 0]
B2 = {maternion[0, 0, 0, O]
{maternion[0, 0, 2, 1]
fmaternion[l, -2, 0, 0]
{maternion[0, 0, 1, -2]
fnaternion[-2, -1, 0, 0]
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SW1 = Table[1l, {25}1:
Do[Do[SWi[[m+ 5= (n-1)]] = Mod[Qunaternion[m, 1, 0, O] +
Dmaternion[l, 0, n, 0], Quaternion[2, 1, 0, 011,
{m, 1, 5}1, {n, 1, 531:
Bly = Table[1, {k*~2}]:
Do[Do[Bly[[m+ 25« (n-1)]1] = SWL[[m]] + BE2[[n]],
{m, 1, 25}1, {n, 1, Dimen=ion=[BE21[[1]11}]1:

MatrixForm[Ha] ; Dimensions[Bly]:

K = Table[1, {225}, {2}]:

Do[K[[t, 1]1] =Ha[[t]];K[[t, 2]] = Mod[B1l¥[[t]l], al,
{t, 1, 225}]: Dimenzions[Union[Ha]]: MatrixForm[K]:

The next element

of

BB = Table[1, {k~2}, {4}]:

Do[BB[[t, 1]1] =Ha[[t, 1]11; BB[[t, 2]] = Ha[[t, 2]]; BBI[t, 3]] =Ha[[t, 3]11;BB[[t, 4]1] = Ha[[t, 411/

{t, 1, kM23]:

FE = Table[l, {k*2-1}];

Do[RK[[t]] =BB[[t]] +BB[[t+1]], {t, 1, k"2-1}];

FFE =Union|KK, {i0, 0O, 0O, O} -{1, O, 1, O}1]1;

FFFE = Table[1, {25}]:

Do[EEEE[[t]] = E[[t]1], {t, 1, 25}];

MatrixForm [ERFE ]

G = Graph [FEK, VertexLabels -+ {{0, 0, 0, 0} = "1",
"s3n, {-1,2,0,0}y+"4", {2,1, 0,0} " 5
"sJ", {0, 0,1, -2} +"8", {-2, -1, 0, 0} +"59"},

Red, Italic, 11], VertexSize -+ 0.5]

{0, 0, -2, -1}y »"2", {0, 0, -1, 2} »
", {0, 0,2, 1} >"6", {1, -2, 0, 0} »

VertexLabelStyle + Directive

The elemnt= of the set

G = CirculantGraph[225, {13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,6 23, 24}, VertexSize - 0.5, EdgeStyle + Dashed]

EdgeCount [G]
GraphDiameter [G]

Yukaridaki programin ¢iktilari sunlardir:

Tablo 4.1. #,,,,,,., kimesive () kimesinin baskiladig elemanlar

Out{252)iiMatriForm=
(  Quaternion[l, O, 1, O] Quaternion_—a:, %, —%, —i
Quat.erniun_—%, ——1, —-1, % Quaternion([-1, -1, 1, O
Quat.ernion_——i, ——1, —-1, % Quaternion([0, -1, 1, 0

Waternion_%,—%,—%, % Quat,ernion_—i, —i,——i, %
Waternion_%,—%,—%, % Quaternion_—%, a:’ %,——a__
Waternion_—%, %, %, —%_ Quaternion(0, 0, 1, 2]
Quaternio _l_, %, -1, _a:_ Quat,ernion_a:, a:’ %, —i
Quaternio _3_, %, -1, _a:_ Quaternion([-1, 1, -1, 1]
Quaternion([-1, 0, -1, -1 Quat,ernioné, E, %, {
Quaternion[0, 0, -1, -1] Quaternion([-1, 0, -1, 1]
Quaternion([l, 0, -1, -1] Quaternion:—é, —3:, %, {
aternion[0, -1, 0, 2] aternion[-1, -1, 1, -1]
Quat 1] 1, 0,2 Quat 1 1,1 1
Quaternion[-2, 0, 1, 0] Quaternion[0, -1, 1, -1]
Quaternion([-1, 0, 1, 0] Quaternion_%, E, —é, —é_
aternion[0, 0, 1, O] aternion|[-1, 0, -2, 0]
3+ o, 0,1, 0 t i, 0 2,0
Quaternion[l, 0, 2, O] Quat.ernion_——i, __ah’ —1, —%
Quat,ezrnion_—a:, —%, %, % Quaternio _—i, _ah’ —1, %
Waternion_—%, —%, %, % Quaternion([-1, 1, -1, 0
Quat,erni.un_—i, ——1, -1, E Quaternio _—i, —i, —i, —%
Quat,erniun_%, ——1, -1, E Quaternion[-1, 0, -1, 0]
aternion[-1, -1, -1, aternion|[2, 1, O, 0]
t 1 1 i, 1 t 2,1, 0,0
Quaternion([0, -1, -1, 1] Quaternion:—%, E, —%, {
Quaternion[l, -1, -1, 1] Quaternion([2, 0, 0, 0]
Quaternion[-1, 0, 0, -1] Quaternion:—{, —é, —i, —é
Quaternion[0, 0, 0, -1] Quaternion(l, 1, 0, 0]
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Sekil 4.3: a =1+3i+2j+k elemani ile Hurwitz sayilari Uzerinde Uretilmis bir ¢izge.

out[304]=

out[3o51= 2700

Out[306]= b

Sekil 4.4: C,(13,14,...,24) gizgesi



Theitak

Not 4.3.2. Tablo 4.1." de H, kimesi ve <[5’> kiimesinin baskiladigi elemanlarin bir

+3i+2 j+k
bolimU verilmistir. Program calistirilarak bu iki kimedeki 225 elemanin tamami

gorintilendiginde sol ve sag situndaki bazi elemanlar birbirinden farkli gibi goéztkebilir.

Ornek 4.3.5. ¢ =3+4i+3j+k igin f=2+i+j+k elemani H, lzerinde 2—baskin kiime

olusturur. Bu kiimeyi olusturan Mathematica programi asagida verilmigtir.

n[7i= «< Qmaternions”
a={naternion[3, 4, 3, 1] k=Horm[a]; A = Table[1, {k}]:
Do[A[[n]] =n, {n, 1, k}]; B =(naternion[0, 0, 1, O] =A;
GG = Table[1, {k*2}, {2}]: t=0: DoJ
Do[GG[[n+t, 1]] =n+t; GG[[n+t, 2]] = A[[m]] +B[[n]],
{fnn, 1, k}l:t=t+k, {m, 1, k}]~:
Ha = Table[l, {k*2}]:
Do[Ha[[tt]] = Mod [GG[[tE, 211, al, {tt, 1, k*2}];
g ={maternion[2, 1, 1, 1] Bl = Table[l, {k*2}]:
Do[B1[[t]] =Bw«Ha[[E]], {t, 1, K*2}]:
BE2 = Union[Mod [B1l, all; SW2 = Table[1l, {49}]:
Do[Do[SW2[[m+Te{n-1)]] = Mod [maternion[m, 1, 0, 0] + Qunaternion[l, 0, n, 0],
(maternion[2, 1, 1, 111, {m, 1, 7}1, fnn, 1, 7T}1:
Dimension=[Union[5W2]] B2y = Table[1l, {k"*2}]:
Do[Do[B2y[[m+ 49« (n-1)]] = SW2[[m]] +BE2[[n]], {m, 1, 49}], {n, 1, 25}]:
K = Table[1l, {k*2}, {2}]:
Do[K[[t, 11] =Ha[[t]]: K[[t, 2]1] = Mod [B2¥[[t]], o],
{t, 1, k*2}] ¢

Asagidaki tabloda bazi ¢ — baskin kiime &rnekleri verilmigtir.

Tablo 4.2. Bazi ¢ - baskin kiime ornekleri

S degeri a degeri Kag baskin kiime
oldugu

i—-2k 1+2i-3j+k 1

3j k 5 5 35 k 1
——t+—+— ——t—t+—+—
2 2 2 2 2

1 i j 5k 3 0 55 Tk 2
—+—+=+— s e
2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 35 k 3 5 95 5k 2
——+—+— —+—t+—+—
2.2 2 2 2 2 2 2

2+i+ j+k 3+4i+3j+k 2

1+2i+2j+2k —4+5i+5j+5k 4
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BOLUM 5.
Lipschitz sayilar tizerinde & — devirli kodlar

(1,3,4,5. is paketleri, 1,2 ve 5. hedefler):
Bu ¢alismada katkisi olanlar:

Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

Dr. Ogr. Uyesi Gékgen CETINEL

Dr. Ogr. Uyesi Nilkhet SAZAK

5.1 Girig

Proje kapsaminda yapilan “Constacyclic codes over Lipschitz integers” c¢alismamiz bu

alanda yapilmis énemli bir calismadir. Bu ¢alisma
P=j=k*==1veij=—ji=k,jk=—kj =i, ki=—ik=j
olmak Gzere

H(Z)={a,+aji+a,j+ak|ay,a,a,,a, €7}
olarak tanimlanan Lipschitz sayilari tGizerinde yapilmistir. 7 =a,+aji+a,j+ak € H(Z) bir
asal Lipschitz sayisi ve p bir asal tamsayi olmak Uzere

p=nr" =(a,+aji+a,j+ak)a,—ai-a,j—ak)

=a, +a' +a; +a;

olsun. 7'nin normu N(7)=a; +a; +a; +a; olarak tanimlanir. H(Z) halkasinin birimsel
elemanlar £1,%i,+j,tk dir.
Tanim 5.1.1. 7 #0 bir Lipschitz tamsayisi olsun. a,ﬂeH(Z)ﬁ olmak Uzere, a ile p
arasindaki  d, (o, B)=l|a,|+|a|+|a,|+|a;] ve » nin  Lipschitz agirig ise
w, (7)=a|+|a,| +|a| +]a

olarak tamimlanir. Burada a—f=y=a,+aji+a,j+ak (mod 7) ve y elemani a-pf

kalan sinifindaki |a0|+|a1|+|a2|+|a3| toplami en kiguk olan elemandir.
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5.2 Bir Lipschitz Agirhgini Diizelten Kodlar (OLEC)

a elemani a” ' =1 sartini saglayan H(Z)ﬂ nin bir elemani, p bir asal tek tam sayi,

r=a,+ai+a,j+ak ve p=nr olsun. @ elemani kullanilarak

H:(ao o a((f—@/z)—lj

2

p -1

yazilan kontrol matrisine sahip n = kodu bir Lipschitz agirhgini diizeltebilen bir koddur.

Teorem 5.2.1. p bir tek asal say,, p=zz ve B H(Z) nin mertebesi 2n olan bir

elemani olsun. Bu durumda

A Y S i
LA

g g ﬂzém) Al
(1)

kontrol matrisine sahip bir C kodu 0<w;, (e,),w, (¢,)<1 olmak izere e(x)=ex" +ex’

seklindeki hatalari dlzeltebilir.

ispat: Kabul edelim ki kanaldan gelen r vektérinin [/ ve [, bilesenlerinde

0<w, (¢ ),w,(e,)<1 olmak iizere ¢, ve e, hatalari olugsun.  nin sendromu

S(r)=(ru"' :m

3
dir. B nin kuvvetleri degismeli oldugundan s, ve s, sendromlari s/ =65, ve s;=06s;,
0, e{il,ii,ij,ik} olacak sekilde dedgistirilebilir. Hatalarin yerlerini ve degerlerini
hesaplamamizi saglayan o (z) polinomu
O'(z)=(z—,81‘)(z—ﬁlz)=22—(ﬂl‘+,Blz)z+ﬂl‘ﬂlz =z"—s/z+¢ olarak tanimlanir. Burada

4 / / 4 3/ 3/ ” o v
& sendromlardan hesaplanir. s, =f8"+B",s, ="+, &= p""oldugu gbéz &niine

alinirsa
(sl’ )3 s =368 +36B 4 B+ B (B + ) =35(B + B*) 2)

ve buradan da
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(Sl' )3 -5, 3g(p+p")
3 3B +8")

=¢ (mod 7)

elde edilir. o (z) polinomunun kékleri n modiilosuna gére 4" ve S olsun /, ve I, hatalarin

yerlerini gosterir.  Hatalarin degerleri ise sirasiyla Glﬂl‘/ﬂl‘(md”),91,6’12/,6’12(’““”) olarak

hesaplanir. Bu durumda Ug¢ hal ortaya cikar.

i. s/ =s, =0 ise hata yoktur.

3
i, (s]') =5, # 0 ise bir hata olugmustur.

3
ii. (sl') #s, ve s, #0 ise iki hata olugsmustur.

Teorem 5.2.2. Eger N(7)>13 olan 7z sayisi H(Z) de bir asal ise (1) deki kontrol

matrisine sahip bir kodun minimum mesafesi 4’e esit ya da 4’ten buyuktur.

ispat: Kod gdziiciiniin tekli ve ikili hatalari tespit edilebildigini gostermek ispat icin yeterlidir.
3
Kabul edelim ki agirhdi 1 olan bir hata meydana gelmis olsun. Bu durumda (sl') :s3'¢0

olur. (2) denkleminden

!

! !
S _ 8 ts,
2 2

elde edilir. Onceki teoremden kod ¢dzliciiniin bu hatalari ayirt edebildigi anlasilir.

Z1p =

5.3 Bir Lipschitz Agirhkh Hatalari Diizeltebilen &—Devirli Kodlar (OLECC)

Tanim 5.3.1. C kodu H(Z) Uzerinde bir lineer kod olsun. He{ii,i ',J_rk} olmak Uzere
eger her (¢,, ¢, -, ¢,,)eC igin (6c,,, ¢, -, ¢,_,)eC oluyorsa C koduna 6&-
devirli kod denir.

p bir asal tamsay, ~x=a,+aji+a,j+ak bir Lipschitz asal sayis, p=nr ve

( P —1/8)

a =ti,+ j,+k olacak sekilde a € H(Z) olsun. Bu takdirde

H=(l @ @ Q)
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kontrol matrisine sahip bir C kodu bir Lipschitz agirhgini diizeltebilen bir &€ —devirli kod

2
olur.(Kisaca OLECC) Bir OLECC kodunu uzunlugu n=2 dir. OLECC kodlarn

muikemmel kod oldugundan olduk¢a énemlidir.

Teorem 5.3.2. p=4n+1>17 bir asal tamsayi, 7 bir Lipschitz asal sayisi, p =1 ve 1%

H(Z)_ nin 4n inci mertebeden bir elemani olsun. ¢ <7 igin

}/0 }/1 7/2 . 711—1
0 5 10 . 5(n-1)
e A
}/0 7/4z+1 }/2(4t+1) . }/(n—l)(4t+l)

kontrol matrisine sahip bir C kodu 0<w, (e ),w, (e )<1 olmak lzere e(x)=ex"+ex’

seklindeki hatalari dizeltebilir.

ispat: Kabul edelim ki kanaldan gelen r vektoriinin [, ve [, bilesenlerinde
0<w, (¢),w, (e,)<1 olmak lizere ¢, ve e, hatalari olugsun. » nin sendromu

S(r)=rH" =(s,,55)

dir. » nin kuvvetleri degismeli oldugundan s, ve s, sendromlari s =6s, ve s;=86ss,
o, e{il,ii,ij,ik} olacak sekilde degistirilebilir. Hatalarin yerlerini ve degerlerini

hesaplamamizi saglayan o(z) polinomu

a(z):(z—yl‘)(z—ylz):zz—(sl')z+8 olarak tanimlanir. Burada & sendromlardan

s, s,

4 I} / 4 o o ae e
hesaplanir. s, = 7" +y", s, =y +°" ve & =y"" oldugu g6z éniine alinirsa

( N\
2 S ) —S
(s e

&+ ,
S5s,

elde edilir. o(z) polinomunun kékleri » modiilosuna gére 7" ve y"Zolsun. [, ve [, hatalarin

yerlerini gdsterir. Ayrica hatalarin degerleri ise sirasiyla 6" /7/1‘(““"1”),6?1712 /7/12(““"'”) olarak

hesaplanir. Bu durumda Ug¢ hal ortaya ¢ikar.

i. s, =s. (mod ) ise hata yoktur.
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! 5 !
Ii. (s1 ) =s, # 0 ise bir hata olusmustur.

5
ii. (sl') #s. ve s, #0 ise iki hata olusmustur.

Ornek 5.3.3. 7=4+k ,y=1+k ve C
0 1 2 3
H = (7/0 7/5 7/10 ylSj
Yoy oy Y
matrisi ile tanimlanan bir kod olsun.

7 nin kuvvetleri Tablo | de gosterildigi gibidir. Alinan r sozii (-2, —2k, 1—i, i) olsun. Simdi

dekodlama agsamalarini uygulayalim.

i. Sendrom hesaplama:

S(ry=rH" =(=2i,—i+j)=(s,, s,)(mod )

5
6, =i alinirsa (sl') = s,  elde edilir ve bu iki hata olustugunu gésterir.

5

i (S’) _g!

i & (5 ) &+t = 0= (142k)&> + k(1+2k) -1 = 0(mod )
S5s,

formili kullanilarak ¢ =1-k(mod ) ve o (z) polinomunun koklerinin »* vey" oldugu
elde edilir. Bu durumda hatalarin yerleri /, =3=3 (mod 4) ve [, =10=2(mod 4), hatalarin
degerleri ise sirasiyla 6,y° /y’ =i ve 8" /y* =—i olur. O halde ¢ diizeltiimig kods&zii
c=r—e=(-2, -2k, 1, 0)

olarak elde edilir.

Teorem 5.3.4. p=6n+1>31 bir asal tam sayI ve y, H(Z)” de mertebesi 6n olan bir

eleman ve N(7)= p olsun. Bu durumda kontrol matrisi

1 }/ 7/2 . }/nfl
. 1 7/7 7/14 7/7(;1—1)
Tl o 13(n-1)
?/ 7/ o ?/
1 7/19 738 L 7/19(n—1)

olan bir C kodu, Lipschitz agirhgi 0<w, (e, ),w, (¢,)<d,,. olan her hata giftini diizeltebilir.

Burada

d.. = max{wL (q)‘ qge H(Z)”}
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olarak tanimlanir.
ispat: Kabul edelim ki r=c+e gelen vektér vektériniin , ve [, bilesenlerinde hata

meydana gelsin. Bu durumda r’nin sendromu

S=r"+y"

L, L

T S, =y 4y

S(r):(rH ) = 7_ 13, | 131,
Sy=y"+y

S, = y'%h 4 1%

olarak hesaplanir. Burada L, =/ (mod n) ve L,=/, (mod n) dir. 0<¢<8 olmak lzere
0, e{il,ii,ij,ik} olsun. Bir bilesendeki hata érnedin i iken diger bilesendeki hata k
olabilir. y’nin kuvvetleri degismeli oldugundan elde edilen sendromlarin y’'nin kuvvetleri

cinsinden yazilabilmesi i¢in bu sendromlar y»’nin kuvvetleri olarak yazilamiyorsa ilgilileri

yazilabileceginden uygun olarak bu sendromlar

S{ = 6’1S192

S'(r) _ S; = 6,5,0,
51’3 = 0551396
SII‘) = 9751998

seklinde yeniden duzenlenebilir. Bu yeni sendromlar y’nin kuvvetleri olacak seklide
0 e {J_rl,iri,ij, ik} ler secilebilir. ¢ = 7L‘+L2 olmak Uzere sendromlar kullanilarak

SIS, —(S1) =e2? —4¢,

Sl — SIS, =¢Z’ -4¢' Z,

1Sl —(S,) =°(2°-4¢7),

6L,

elde edilir. Burada Z = y°" + °> dir. Bu esitlikler yardimi ile

SISty =818l g o S1Sie = (51 )
SiSis = (S; )2 SiSis _(S7’ )2
hesaplanir. Bunlar yardimi ile

X' —Zx+&°=0

denklemi ¢ozulir. Bu denklemin kokleri hatalarin yerlerini ve agirliklarini bulmamizi saglar.

Tablo V. x* —k nin bir kékii olan y =1+ nin kuvvetleri.

7' =1 Y =1+k 7 =2k Y =-1-2k yi=k
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5.4 @ — Devirli Kodlar ile Gauss Tamsayilari Uzerindeki Kodlarin Karsilastiriimasi

Z[i]_ takim yildizi bir kare latis formundadir. Ornegin Sekil 1.1 de Z[i], . ={0,+1,%i} takim

yildizinin bir kare latis olusturdugu gorulmektedir.

Sekil 1.1: Z[i],,. takim yildizi.

H(Z)_ takm yildizi da bir latis formundadir. Ornegin H(Z) 0, £1, £i,+/,%k}.

1+i+j _{

takim yildizi Sekil 1.2 de gosterildidi gibi bir latis formundadir.

Sekil 1.2: H(z),,,, takim yildizi.
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Tablo VI da takim yildizindaki elemanlarin sayisi esit olmak Uzere bu iki takim yildiz

Uzerinde yazilmis kodlar ortalama enerji, kod hizi ve mikemmmel kod olup olmama

agisindan karsilagtiriimistir. Z[i]ﬁ uzerindeki kodlar kisaca OMEC, H(Z)_Uzerindeki kodlar

kisaca OLEC ve H(Z)_Uzerindeki ¢ - devirli kodlar da kisaca OLECC seklinde gésterilir.

Onerilen kodlama gsemasinin performansini degerlendirmek igin sayisal haberlesme
sistemleri icin tanimlanan yaygin olarak kullanilan énemli d&lgitler cinsinden semayi
incelemeliyiz. Bu 6nemli dlgutlerden ikisi kod kazanci ve sembol hata olasiligidir. Asimptotik
kod kazanci veya kisaca kod kazanci, bir kodun performansi igin bir dl¢cidir. Kod kazanci,

genellikle desibel cinsinden verilir, kodlamali ve kodlamasiz istenilen bit hata oranini (BER)
elde etmek igin gereken Eb/NO oranindaki azalma olarak tanimlanmaktadir. Baska bir
deyisle, kod kazanci bir kodlama semasinin iyilesmesini temsil etmektedir. Kod kazanci,

minimum mesafe ve kod hizinin bir fonksiyonudur. Verilen bir kod igin en iyi kod, en ylksek

minimum mesafeyi saglayan koddur.

Lipschitz tamsayilarindan elde edilen devirli kodlarin, BPSK/QPSK modilasyon

senaryolari altinda sagladigi kod kazanglar farkli p degerleri igin Tablo VII'de veriimektedir.
Kod kazanci ve karsilik gelen iyilesmeyi hesaplamak icin Tablo VI olusturulmustur. Tabloda
onerilen kodun E , E, ve 10log4E, degerleri verilmektedir. Bu tabloda bit enerjisi (£, ) ve

sembol enerjisi ( £ ) arasindaki iliski £, = 1 £, olarak verilebilir.
‘ 0g, p

BPSK/QPSK modilasyon semalari icin referans deger 10log4E, dir. Bu deger, iyilesme

miktarini belirlemek igin kod kazancindan ¢ikariimahdir. Kod kazanglari ve referans degerleri
arasindaki farklar Tablo VII'yi en soldaki sutununda verilmektedir. Asagidaki 6rnekte Tablo

VIl'yi olugsturmak igin kullanilan kod kazancinin hesaplamasini agiklanmaktadir.

Ornek 5.4.2. GF(7) [18] tizerinde [20,7,11] Hamming mesafeli Reed-Solomon kodunu ve

m=2+i+ j+k uzerinde OLECC kodu ele alahm. Kod kazanci asagidaki esitlik ile
hesaplanir:

G= lOlog(l.g..’).l lj =9,834dB.
20 6

lyilesme miktarini géstermek igin elde edilen kod kazancindan 10log4E, =3,2056 dB

referans degerinin cikariimasi gerektigine dikkat edilmelidir. Elde edilen degdere gore,
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Onerilen kodlamanin p=7 igin kod kazancinda yaklasik 6.628 dB iyilesme sagladigi

soylenebilir (Tablo VII, ilk satira bakiniz). Bir genelleme yapildiinda, 6nerilen kodlama

yonteminin sagladigi iyilesmenin [6dB-10dB] arasinda oldugu goralmastur.

Kod kazancina ek olarak, sayisal haberlesme sistemlerinin performansini degerlendirmek
icin kullanilan bagka bir 6lgit bit veya sembol hata olasiligidir. Sabit bir bit veya sembol hata
orani igin, iki kodlama gsemasi arasindaki SNR farki, semanin daha disuk hata orani
saglama basarisini gostermektedir [17]. Sekil 1.3’den goérildigu gibi, 6nerilen kodlama
semasi referans [1]'de incelenen kodlama ile karsilastirildiginda daha dusik SNR degerleri

vermektedir.

Tablo VI. Onerilen kodlar igin sayisal degerler.

p a E, E, 10log4E,
7 2+i+ j+k 2,939 0,523 3,206dB
13 242i4+2j+k 4,431 0,582 3,670dB
17 4+ 5,648 0,691 4414dB
29 S5+2i 9,656 0,994 5,993 dB
37 6+i 12,324 1,183 6,750 dB
41 S5+4i 13,658 1,275 7,075 dB
53 7+2i 17,660 1,542 7,900 dB
61 6+5i 20,328 1,714 8,360 dB
73 8+5i 24,328 1,956 8,955 dB

Tablo VII. Kod kazanci ve iyilesme.

p Kod kazanci lyilesme
7 9,834 dB 6,628 dB
13 11,005 dB 7,335 dB
41 14,504 dB 7,429 dB

Bu SNR egrisinin grafigi MATLAB da asagidaki program yardimi ile gizilmistir.
clc;clear all;

x=[-5:2.5:20];

y=db2mag (x) ;
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Es=20.328;

Esl=10.164;

for i=l:size(y,2);

No (i)=Es/y (i)

EbNodb (1) =20*10gl10 (Es/No (1)) ;
EbNo (i)=(Es/No(i));

Nol (i)=Esl/y(i);

EbNodbl (i)=20*10gl0 (Esl/Nol (1))
EbNol (i) =(Esl/Nol (1)) ;

end

for i=l:size(y,2)

Ps (i)=gfunc (sqrt (2*Es/No (i)));
Psl (i)=gfunc (sgrt (2*Esl/No(i)));
end

semilogy (EbNodb, Ps) ;

hold on; grid on

semilogy (EbNodbl, Psl) ;

SNR per bit (dB)

Sekil 1.3: p=61 icin AWGN kanal uUzerinden iletim igcin SNR karsillk sembol hata

oranlarinin referans [1] ile karsilastiriimasi.
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5.5 Sonug¢

Bu calismada, Lipschitz tamsayilari Uzerinde devirli kodlar dnerilmektedir. Bu kodlar igin
Lipschitz metrigine dayal bir kod ¢bézme stireci de ortaya konulmaktadir. Sayisal haberlesme
sistemleri igin Onerilen kodlarin kullanilabilirligini ispatlamak igin, AWGN kanal durumunda
kodlarin performans degerlendirmesi incelenmektedir. Elde edilen sonuglar, sunulan
kodlama semasinin AWGN kanal durumunda kod kazanci ve sembol hata oranlari
bakimindan sayisal haberlesme sistemlerinde performans artisi sagladigini géstermektedir.
Kod kazanci tablosuna gére, kodlarimizin 6 dB’in tzerinde bir kod kazanci artisi sagladigini
soyleyebiliriz. Ayrica, haberlesme sisteminin guvenilirliginin bir géstergesi olan sembol hata
olasiliklari farkli SNR degerleri icin hesaplanarak sekil Uzerinde gdsterilmistir. Onerilen
kodlama semasi ve [1]'de verilen sema arasindaki SNR farki, dnerilen Lipschitz metrigine

dayali kodlama semasinin basarisini agik¢ca gostermektedir.
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BOLUM 6.

Fp Uzerinde Kuantum Kodlar

(1,2,3,6,7,8. is paketleri, 4,6. ve 7. hedefler):
Bu ¢alismada katkisi olanlar:

Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

Erciment CAKIR

Bu ¢alisma bursiyerin tezi olmustur.
6.1 Giris

Bugline kadar birgok yazar farkli halkalar veya farkli cisimler (zerinde hata dizeltebilen
klasik kodlar ve kuantum kodlar Uzerine ¢alismigtir. Asadida yapilmis g¢alismalar bunlara

birer 6rnektir. 1950 de Hamming hata tespit edebilen ve hata duzeltilebilen kodlari Hamming

metrigine gére Z, sonlu cismi Uzerinde elde etmistir [3]. 1958 de Lee Z, sonlu halkasi

Uzerinde Lee metrigine gore hata dizeltebilen kodlar elde etmistir [4]. 1994 te Huber Gauss
tamsayilari lzerinde Mannheim metrigine gore hata dizeltebilen kodlar tanimlamistir [1].
Ayrica Huber bu calismasinda bu kodlarin iki boyutlu uzayda Mannheim metriginin QAM
(Quadrature Amplitude Modulation) i¢in Lee ve Hamming metrikten daha uygun oldugunu
go6stermistir. 2001 de Neto ve digerleri kuadratik cisimler Uzerinde yeni bir mannheim
metrigine goére lineer kodlar insa etmistir [2]. 2009 da Martinez ve digerleri ve bundan
bagimsiz olarak Ozen ve Guzeltepe Lipschitz sayilari (zerinde Lipschitz metrigini
tanimlayarak yeni lineer kodlar olusturmuslardir. 2013 te Guzeltepe Hurwitz sayilari Gzerinde
Hurwitz metrigini tanimlayarak kod hizi, minimum enerji ve bant genigligi agisindan o gune

kadar elde edilmis kodlardan daha iyi kodlar olusturmustur [5].

Ayrica ginimuze kadar F, +uF,, F, +VF,, F +vF, , F, +uF, + vF, +uvlF, gibi bircok halka
Uzerinde hem klasik hem de kuantum kod calismasi yapilmistir.

Bu bélimde F, sonlu cismi tanimlanip, bu cismin cebirsel 6zelikleri incelenecektir. Daha

sonra bu cisim Uzerindeki klasik devirli kodlar yardimiyla kuantum kodlar insa edilecektir. Bu
klasik kodlarin minimum mesafeleri bir Mathematica programi ile hesaplanacaktir.

Hazirlanan bu program kuantum kodlar igin bir veri tabani formundadir.
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6.2. F, Kiimesi ve Cebirsel Ozellikleri

F, kiimesini tanimlamak icin N (7z,)=N(z,)=p olan r,,7, € Z|w| asal elemanlari alinip,

Z[w] ve Z[w] kimeleri olusturulacaktir. Bu kiimelerde sirasi ile modz, ve modz,

a L)

kalan siniflari vardir. Bu kalan siniflari tam temsilciler kullanilarak yazilmaktadir. Yani

m=a+bw ve u=x+ywel[w] ise |x|+|y|<|d+[p| ve v=x'+ywex+yw icin

a

x| +[y| <|x|+|y| dir. Bu kimeler olusturulduktan sonra Z[w] ile Z[w] kimelerinin

[l i)

izomorf oldugu gosterilerek, bu kimelerin elemanlari ile F, kimesi inga edilecektir.

6.2.1. Teorem 7, =a+bw, 7, =b+aw sayllar Z[w] kimesinde ilgili olmayan iki asal ve

Z[w]_ile Z[w] sirasiyla mod 7z, ve mod 7, kalan siniflar olsun. Bu durumda Z[w] ile

Z[w]ﬂj birbirine izomorftur.
ispat:
fZZ[W]”] - Z[w]”2 ,

f(x+yw) =x+yw fonksiyonunu géz 6niine alalim. Bu fonksiyon iyi tanimlidir. Giinki
X +yw=x,+y,w(mod r,) iken f(x +yw)=f(x,+y,w)

olur. Gergekte x, + yw=ux, + y,w= X, =x,,, =¥, oldugunda

fx+yw)=x +yw =x,+y,w = f(x,+y,w)

olur. f birebirdir. Clinku

(x5 +yw)=f(x,+y,w) (0SN(x,+yw),N(x +yw)<N(x7,))

Sx W =x, W, (OSN(xl +ylw*),N(x1 +ylw*)SN(7z2)=N(7zl))

=X =X M=),
:>x1+y1W:x2 +y2W

olur. f fonksiyonu birebir, Z[w] ile Z[w] kimelerinin eleman sayilari esit ve sonlu

m )

oldugundan f fonksiyonu &értendir.

Va=a,+a,w,b=b+bwe Z[w]ﬂ igin
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f(a+b)= f((al +a,w)+ (b, +b2w))
:f((al +bl)+(a2 +b2)w)
=(a,+b)+(a, +b2)w*
= (al + azw*)+ (b1 + bzw*)
= f(a,+a,w)+ f (b, +b,w)
=f(a)+£(b)
ve
1 (ab) = f((a+a,w)(b +b,w))
= f(alb1 —ab, +(ab, +ab + azbz)w)
=ab,—a,b, +(a,b, + a,b, + a,b,) w
:(al +a2w*)(b1 +b2w*)
=f(a +a2w)f((bl +b2w))
= /(a)£ (b)
oldugundan f fonksiyonu homomorfizmadir. f, fonksiyonu, birebir, 6rten ve homomorfizma

oldugundan bir izomorfizmadir. Dolayisiyla Z[w] =Z[w] olur.

6.2.2. Tanm Z[w] ve Z[w] yukandaki gibi tanimlansin. a+bweZ[w] ve

Ty 1

f(a+bw)=a'+b'weZ[w] olmak lizere

F,= {a +bw:|a|+|b| < |a’|+|b'|}u{a’+b'w* :

[ +[p <al +[o]}

olarak tanimlanir.

6.2.3. Teorem Yukarida tanimlanan F, kimesi eleman say|S|N(7z):p olan sonlu bir
cisimdir.

ispat: F, kimesinin adi toplama iglemine gore bir degismeli grup, ayrica garpma islemine
gore kapall oldugu kolayca gorilebilir. Yani F, bir tamlik bolgesidir. Diger yandan her
0+#aeF, elemani bir asal kalan sinif oldugundan tersi vardir. Dolayisiyla F, bir sonlu

cisimdir.

6.2.4.Ornek p=7, 7,=2+w ve x, =1+2w olsun. Bu durumda

Z[w] {0,1,—w,1—w,—1+w,w,—1} ve

m
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Z[w] :{O,l,—1+w,w,—w,l—w,—1}

olur. f:Z[w] —Z[w| fonksiyonu f(x+yw)=x+yw olarak tanimlanirsa

m

/(0)=0

f()=1

f(—w)z—w =—l+w
f(l—w):l—w =w
f(-1+w)=—1+w =-w
f(w)zw*zl—w

elde edilir. Bu durumda £, kimesi

F, ={o,1,—w,$,—_w*,7v,—_1}
seklinde elde edilir. Z[w] ile Z[w] kiimelerinin yardimiyla Z, kiimesinin elemanlari ile
F, kimesinin elemanlarinin eglestiriimesi Tablo 1 deki gibidir. Sekil 1, Sekil 2 ve Sekil 3 de

ise siraslyla Z[w] , Z[w] ve F, kimesinin elemanlarinin kompleks diizlemdeki konumlari

gOsterilmisgtir.

Tablo 1: z, kimesinin elemanlari ile £, kimesinin elemanlarinin eglestirimesi

z, Zlw], Z]w], £

0 0 0 0

1 1 1 1

2 -w —1+w -w
3 I-w w w

4 —1+w -w -w
5 w 1-w w

6 -1 -1 -1
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°
4 = -1 +w(modm)

6 = —1(mod 71) 0=
_'_

wn

= w(mod 1)

0(mod m;) 1 = 1(mod 1)
-

2 = —w(mod 1)
®

3=1+w(modn)
o

Sekil 1. z[w]_ kGmesinin elemanlari

®
= -] +w(mod m3)

L
3 = w(mod m)

-1 = —1(mod m3) 0 =|0(mod m3) 1 = 1(mod m3)

- 4 *
4 = —w(mod ) 5 =1+w(mod m)
L) o
Sekil 2. z[w] kimesinin elemanlari
L) L ]
w" w
-1 0 ]
- + -
- -W
) o

Sekil 3. £, Kiimesi elemanlarinin kompleks dizlemde yeri
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6.3. F, Uzerinde Kuantum Kodlar

li\/g T

W=§+T=COS§+iSin% elemani birimin 6. mertebeden koékudr. we F, oldugundan,

F, de mertebesi 6n olan bir eleman her zaman vardir. Bu eleman £ olsun. Yani #* =1 dir.

B% =1 ise B"=+w olur. Bu durumda x" —w ve x"+w polinomlari 1=0,1,...n—1 olmak

uzere B elemaninin yardimi ile
x”—w:(x—ﬂ)(x—ﬂ7)...(x—,56’“)
x"+w:(x+,8)(x+,87)...(x+/5'6’“)

seklinde ¢arpanlarina ayrilir.

x" —w polinomu ile x" +w polinomlarinin ¢arpimi ise asagidaki gibi carpanlarina ayrilir.
X +w = (x—ﬂ)(x—ﬁ7)...(x—ﬂ‘”“)(x+ﬂ)(x+ﬂ7)...(x+,86'“) *)
Not: p =13 igin B°=w sartini sadlayan g =2 dir. Ancak 3’ =-w oldugundan F,, de

x’ +w=(x—/5‘4)(x+/5‘4)

olarak ¢arpanlarina ayrilir.

6.3.1. Tanim A e {w, w*} olmak Uzere z =a +b6 € F, elemaninin agirligi

Wy (2) =lal +

ve

zy=a,+b0, z,=a,+b0eF, igin z ile z, arasindaki mesafe z —z,=z=a+blcF,
olmak Uzere

dy (2.2,)=w, (2)=a|+|¢

olarak tanimlanir.

6.3.2. Teorem de {w, w*} olsun. Eger x+yf0eF, ise Vm+nfex+yf igin

|x|+|y| < |m|+|n| dir.
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Ispat: @=w olsun. Bu durumda m+nweZ[w] olur. Z[w] in tamimindan

7y 7y

|x|+|y|£|m|+|n| olur. @=w" olsun. Bu durumda f(m+nw*):m+nweZ[w]ﬁ olur.

2

Z[w] nin tanimindan |x|+|y| < |m|+|n| olur.

o)

6.3.2. Teorem Yukarida tanimlanan d,, mesafesi £, tzerinde bir metriktir.
ispat: i. Vz=a+b0cF, igin d, (z,z)=w, (a+b0—(a+b0))=w(0)=0
dir.

dy(z,2,)=0=> w(z-z)=0=> z =z (mod 7,)= z, € Z[w] ve z,eZw]

yal 2
oldugundan z, =z, dir.
ii. z,,z, € F, olmak iizere d(z,z,)=d(z,,z) dir. Gergekten de

dy(z,2,)=w,(z,-z,)
:|a1—a2|+|b1—b2|
:|a2—al|+|b2—bl|
=w(zz—zl):d(zz,zl)
olur.
iii. dy(z,2,)=w,(z,-2,)=w,(5)=|a|+s| burada &=z -z,=a +bOcF, ve

|al|+|b1| minimumdur.

dM(21,23):wM(Zl—23):wM(52):|a2|+|b2| ve 0=z —zy=a,+b0¢eF, dir.

dy (23,2,) =wy (23-2,) = wy, (8) =|a| +|bs| ve &,=z,-z,=a,+b0eF, dir. Ancak
wy, (8, +6,) 2w, (6))

dir. Gunkii &, + 8, € z, — z, ve biliyoruz ki Vx+ y6 €z, —z, igin |a|+[b| <|x|+|y| dir.

6.3.3. Teorem F, de [n,kl,dl] parametrelerine sahip C, kodunun Urete¢ polinomu g, (x)
ve [n,k,,d,] parametrelerine sahip C, kodunun irete¢ polinomu g,(x) olsun. Eger

g(x)]g, (x) ise C, =C, dir[13].
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6.3.4. Teorem C, ve C, yukaridaki sartlari saglayan devirli kodlar olsun. Bu durumda F,

Uzerinde [[n,kl —kz,min{dl,dj}ﬂ parametreli bir kuantum kod vardir [6].
P

(*) esitligi ve 6.3.3. Teorem géz dniine alindiginda g, (x)|g,(x) olacak sekilde g, (x) ve

2, (x) urete¢ polinomlari, f,,f,,...f,,f,.s---» /5, polinomlari kullanilarak farkli ihtimaller

dahilinde segcilebilir.

6.3.6. Ornek p =13 olsun. Budurumda F;; kiimesi

Fry ={0,1,2,=w",w,~2w,=2w", 2w, 2w, —w,w’, 2, -1}

olarak hesaplanir. #=2 ¢ F,, alinirsa, F,, tzerinde x’ —w ile x* +w
xz—w:(x—ﬁ)(x—ﬁﬂ),

x’ +w:(x—/5’4)(x+/5’4)

seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Buradan da

xtaw' =(x=p)(x= B ) (x=B)(x+B*) = £LLAS

elde edilir.

g (x) ile g,(x) dreteg polinomlar g (x)|g,(x) olacak sekilde segilirse, olusabilecek

kuantum kod parametreleri Tablo 2 de verilmigtir. Tablo 3te p =19 ve =2 alinmistir.

6.3.7. Ornek p =19 olsun. Budurumda F,, kiimesi

Fo ={0,1,2,-2w,1-2w,2w",=1=w",=w’,w, 1+ w,=1=w,=w,w", 1+ w",=2w", =1+ 2w, 2w, ~2,~1}

olarak hesaplanir. =3¢ F, alinirsa, F,, lzerinde x* —w ile x* +w

P w=(e-p)(xp)(x-5").

X +w=(x+B)(x+p7)(x+p")

olarak ¢arpanlarina ayrilir. Buradan da

x rw' = (x=B)(x=B7)(x-B7)(x+ B)(x+ B7)(x+ B°) = £ifs fifu oS

elde edilir.
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g (x) ile g,(x) dretec polinomlari g (x)|g,(x) olacak sekilde segilirse, olusabilecek

kuantum kod parametreleri Tablo 3 de verilmistir.

Yukaridakiler dikkate alinarak elde edilebilecek mimkin tim kuantum kodlar asagidaki
Mathematica programi kullanilarak hesaplanabilir. Sekil 4 de program ve Sekil 5 de
programin c¢iktilarinin bir kismi verilmektedir. Bu program kodlama teorisinde bir databank

olarak kullanilabilir.

Do[
If [Element[p =6b#*n+1, Primes],

{nn: (p-1) /6;
Do [
Do[
If[t*2+taxk+k*"2=p, {a=%t, b=Lk}]
» {t, 1, P}
. {k, 1, p}]
tt=a+b-1;
AR = Table[1, {p}, {2}];
Do[If[Mcd[a+b%s, p] =0, r=5s], {s, 0, p-1}]
flg_ 1 := (Reap[Do[Do[If[Mod[x + v+, p] = g && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], Sow[x]],
{x, -tt, tt}1, {v, -tt, ££}110[2, 1]11):
h[u ] := Reap[Do[Do[If[Mod[x+ y# T, P] == u && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], Sow[vy]],
{x, -tt, tt}], {y, -tt, t£}1110[2, 111;
Do[While[f[kk] &&h[kk], {x, yv}]; ttt = Ordering[Abs[f[kk]] + Abs[h[kk]], 11[[1]1];
AR[[kk +1, 11] = £[kk][[ttt]]; AR[[Kkk +1, 2]] =h[kk] [[ttt]], {kk, 0, p-1}];

Do [
Do[
If[t*2+txk+k"*2=p, {a=t, b=k}]
» {t, 1, p}]

r {k! l! p}]
tt=a+b-1;
BR = Table[1, {p}, {2}];
Do[If[Mcd[b+axs, p] =0, r=s5], {s, 0, p-1}]
f[nn ] := (Reap[Do[Do[If[Mod[x+y+ T, p] = n && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], Sow[x]],
{x, -tt, t£}], {y, -tt, tE}11[[2, 11])=;
h[m_ ] :=Reap[Do[Do[If[Mod[x + y+T, P] = m && Abs[x] + Abs[y] < Abs[tt] + Abs[tt], Sow[¥y]],
{x, -tt, tt}], {y, -tt, ££}11[[2, 11];
Do[While[f[kk] &&h[kk], {x, yv}]; ttt = Ordering[Abs[f[kk]] + Abs[h[kk]], 11[[11];
BR[[Kk+1, 1]] = £[kk]I[[ttt]]; BR[[kk +1, 2]] =h[kk] [[ttt]], {kk, 0, p-1}];
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A = Table[1, {p}, {2}];

Do[If[Abs[AR[[i+1, 1]]] + Abs[AR[[i+1, 2]]] < Bbs[BR[[i+1, 1]]] + Abs[BR[[i+1, 2]1]],

{af[i+1,1]] =AR[[i+1,1]], A[[i+1, 2]] =AR[[i+1, 2]]}, {A[[i+1,1]]=BR[[i+1,1]],

A[[i+1, 2]] =BR[[i+1, 2]]}], {1, O, pP-1}]
T[k , 1_,m , n ] :=Function[Mod[ (k+m) + (L +n)*r, pll[k, 1, m, n];
A[[T[1,0,1,0]+1]];

Gl[k , 1 ,m ,n ] :=Function[Mod[ (k«m-I1xn) + (k«n+Is«n+I«m)+r, p]l[k, I, m, n];

A[[c[2,0,2,0]+1]];

K[k_, I_] :=Function[Mod[ (k+rx1), p]l]l1[k, 1];

(#A[[KK=K[2,0]*nn+1]] ;%)

Do[aa = Med[tt*nn, p]; If[laa==T||aa==p-r, A[[tE+1]1]], {tt, 1, p-1}1~;
B = Table[l, {nn}];

Do[B[[gg]] = FactorList[x"*nn + r, Modulus » p][[gg+1, 111, {gg, 1, nn}];
BB = Table[l, {nn}];

Do[BB[[gg]] = FactorList[x"*nn - r, Modulus » p][[gg+1, 111, {gg, 1, nn}];

CC = Subsets[B];
CCC = Table[l, {2*nn-1}];
Dimensions [CC[[Ex]]][[1]]

DG[CCC[[k_k—l]] =Expand[ l_[ CC[[k_k]][[j]],Mcdulus—>p], {k_k,2,2"nn}];

j=1
DDD = Table[l, {2*nn-1}];
Dimensions [DD[[EE]]][[1]1]

Do[DDD[[k_k—l]] :Expand[ l_[ DD[[k_k]][[j]],Modulus—rp], {k_k,2,2“nn}];

=1

[y

nn
v o= ZBincmial[nn, i]l;
i=1

KK = Table[1l, {v*2}];

t=0;

Do [

Do[t=t+1;
KK[[t]] = Expand[CcCC[[k]] *DDD[ [kk] ], Modulus -+ p]
» {k, 1, v}]

kK, 1, v}1;

fs = Union[KK, CCC, DDD] ;

2 (2 #nn) !

zzmaks =
iZ—l il%x (2%«nn-1i)!

GD1 = Table[l, {2xnn}];

say1 = 0;
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Do[
po|
If[PolynomialRﬁmainder[fs[ [zz2]], £s[[=z=z1]], %, Modulus —» p] == 0,

{sayl =sayi1+1, Gl =Table[l, {2+nn}];

Do[G1l[[i+1]] = Coefficient[fs[[=z=z1]], x, i], {i, 0, 2+ nn-1}]
G = Table[l, {2 *nn - Exponent[fs[[zz1]], x]}]:

Do[G[[]J +1]] = RotateRight[Gl, 3], {j, 0, 2+nn- 1 - Exponent[fs[[zz1]], x]}]:

G // MatrixForm

PP = Tuples[Range[0, p-1], 2+ nn - Exponent[fs[[z=z1]], x]1]1;
LK = Table[l, {p® (2% nn - Exponent[fs[[z=z1]], =])1}]1:
DG[

2xnn-Exponent[fs[[zz1]] ,x]
LK[[1]] = Mod | > PPI[i, 11 4GI[311, B]
31

s i1, 1, p* (2% nn - Exponent[fs[[z=z1]], x])}];

d=nnx*tt;

2wnn

DG[If[Z (Abs[A[[LK[[k, 1]] +111[[1]]] + Abs[A[[LK[[k, i]] +111[[2]1]1]) <4,
i1

2xnn

d= Z (Abs[A[[LK[[Xk, i]] +11]1[[1]]] + Abs[A[[LK[[k, 1]] +1]][[2]]])],

i=1

{k, 2, Dimensions[LK] [[1] ]}] ;
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G2 = Table[1l, {2+nn}];
Do[G2[[1+1]] = Coefficient[fs[[z=z2]], x, i], {1i, 0, 2%nn-1}]

GG = Table[1l, {2+ nn - Exponent[fs[[zz2]], x]}]1:
Do[GG[[]J+1]] = RotateRight[G2, j], {J1, 0, 2+#nn -1 - Exponent[fs[[zz2]], x]}]-
GG // MatrixForm

PP2 = Tuples[Range [0, p-1], 2+ nn - Exponent[fs[[z=z2]], x]].
LK2 = Table[l, {p”® (2% nn - Exponent[£fs[[z=z2]], x])}]-
Do[
2xnn-Exponent[fs[[zz2]],x]
LK2[[1]] = Mod | > PP2[[1, 311 +GG[[3]1], p]
j=1

s i, 1, p* (2% nn - Exponent[fs[[z=z2]], x])}];

fs2 = PolynoemialQuotient[fs[[Dimensions[£s]]1]1[[1]1], £s[[=z=z2]], x, Modulus -+ p];

Do[GD1[[1i+1]] = Coefficient[£fs2, x, i]

p {1, 0, 24nn-1}];
GD = Table[l, {2%nn - Exponent[fs2,6 x]}];
Do

GD[[j +1]] = RotateRight[GD1, j]

, 13,0, 2%nn-1 - Exponent[£fs2, x]}];
PPD = Tuples[Range [0, p- 1], 2% nn - Exponent[£fs2, x]];
LKD = Table[l, {p”® (2 %#nn - Exponent[£fs2, x])}]-
Do[

2wnn-Exponent [[32 ,x]
LKD[[rr]] = Mod | > PPD[[rr, 3]1]1+6GD[[3]1], p]
j=1

s {rr, 1, p* (2 *nn - Exponent[£fs2, x])]];

dd = nn % tt;

2wnn

Do[1£[ ' (Abs[A[[LKD[[k, 111 +1]11[[1]]1] + Abs[A[[LKD[[k, i]] +1]1[[2]1]) < dd,

i=1

2»nn
dd = Z (Abs[A[[LKD[[k, 1]] +11][[1]]] + Abs[A[[LED[[k, 1]] +1]][[2]]])]:

i=1
{k, 2, Dimensions[LKD] [[111}],
minmsf = Min[d, dd];
Print[{"p=", p, "say1i=", say1i, "gl(x)=", fs[[zz1]], "g2(x)=", £fs[[=zz22]],
"di=", d, "d2=", dd, "kuantum kod=",

{2 #nn, Exponent[fs[[zz2]], x] - Exponent[fs[[zz1]], x], minmsf}}]}]
s {zz2, 1, zzmaks—l}]
, fz=21, 1, zzmaks—l}]}]

, {0, 1, 2}

Sekil 4: Mathematica Programi.
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{p=, 7, 38¥1=, 1, glix)=, 2+x, g2(¥)=, 2 +x, dl1=, 2, d2=-, 2, kuantum kod-=, [2, O,

P

{p=, 7, sav1i=, 2, gli(x)=, 5+x, g2(%x)=, 52 +x, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [2, 0, 2}]

{p=, 13, Zay1=, 1, glix)=, 4 +x, g2(x)=, 4 + %, dl1=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 0, 2]}

p=, 13, sayi=, 2, glix)=, 4 +x, g2(x)=, 10—:{2, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, {4, 1, 2} .

p=, 13, say1=, 3, gl(%x)=, 4 +x, g2(X)=, 11-101-12, dl-, 2, d2-, 4, kuantum kod-, [4, 1, 2},

p=, 13, say1=, 4, gl(®x)=, 4 + X, g2 (X)=, 2—11:{—:{2, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 1, 2}

{
{
{ ) | }
{
{
{

p=, 13, savi=, 5, gl(x)=, 4 +x, g2(X)=, 12—3:{—4:{2—:{3, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2}}
p=, 13, sayi=, 6, gl(x)=, 4 +x, g2(X)=, 3—10:{—6:{2—:{3, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2} .
p=, 13, sayi=, 7, gl(®x)=, 4 +x, g2 (%)=, 5—1Gx—7x2—xa, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2}}
{p=, 13, say1=, 8, gl(x)=, &+ X, g2(X)=, 6 +x, dl=, 2, d2=, &, kuantum kod=, {4, 0, 2]}

[p=, 13, say1=, 9, gl(x)=, 6+ %, g2(x)=, 3+x%, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 1, 2}

[p=, 13, say1=, 10, gl(x)=, 6+X, g2(x)=, 2+2x+x%°, dl-, 2, d2-, 4, kuantum kod-, [4, 1, 21}

{p:, 13, sayi1=, 11, glix)=, 6 + X, g2 (X)=, 11—10:{—32, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 1, 2}:
{p:, 13, savi=, 12, glix)=, 6+ X%, g2(x)=, 12—3:;—4:;2—33, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2} .
{p:, 13, savi=, 13, glix)=, 6+ X, g2(x)=, 8—101—612—13, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2} .
{p:, 13, sayi=, 14, glix)=, 6 + %, g2 (x) =, 1—3x—9x2—x3, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2}}

{p=, 13, Zayi=, 15, glix)=, T+x, g2(%X)=, 7T+x, d1=, 2, d2-, &, kuantum kod-, [4, 0, 2}]

[p=, 13, sayi=, 16, gli(x)=, 7+x, g2(x)=, 3+x%, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 1, 21}
{p:, 13, sayi=, 17, glix)=, 7+ X, g2(x)=, 11-31—12, dl-, 2, d2-, 4, kuantum kod-, [4, 1, 2},
{p:, 13, sayi=, 18, gl(x)=, 7+x, g2ix)=, 2—11:;—:;2, dl=, 2, d2=, 4, kuantum kod=, {4, 1, 2}}
{p:, 13, savi=, 19, glix)=, 7+ %, g2(x)=, 12—3:;—4:;2—33, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2} .
{p:, 13, sayi=, 20, glix)=, 7+ X%, g2(x)=, 5—101—?12—13, dl=, 2, d2=, 2, kuantum kod=, [4, 2, 2} .
Sekil 5: Mathematica Programinin Ciktilari.
Tablo 2: Mannheim ve Hamming mesafesine gore F, icin kuantum kod parametreleri
g (x) 2 (x) Mannheim metrigine Hamming metrigine

gore QEEC gore QEEC

I / [[4.0.2]],, [[4.0.2]],
f; Ly [[4.1,2]], [[4.1.2]],
f; Kt [[4.2,2]], [[4.2.2]],
e 1z [[4.0.2]], [[4.0.2]],
1 K1y [[4.1.2]], [[4.1.2]],
1fi . [[4.0.4]], [[4.0.3]],
ffat: Khts [[4.0.2]], [[4.0.2]],
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Tablo 3: Mannheim ve Hamming mesafesine gore £, i¢in kuantum kod parametreleri

g, (x) g (x) Mannheim metrigine gére QEEC Hamming metrigine gére QEEC
f f; [[6.0.2]], [[6.0.2]],
f; 4 [[6,1,2]], [[6.1.2]],
f T [[6.2.2]], [[6.2.2]],
4 A [[6.3.2]], [[6.3.2]],
fi NASN: [[6.4.2]], [[6.4.2]],
1t 1t [[6.0,2]], [[6.0.2]],,
1 hh 1, [[6.1.2]], [[6.1.2]],
h AANA [[6.2.2]], [[6.2.2]],
h AN [[6.3.2]], [[6.3.2]],
1, 1, [[6,0,3]],, [[6.0.2]],,
1, 11 [[6.1,3]], [[6.1.2]],
hts aNE [[6.2,3]], [[6.2.2]],
1e 1e [[6.0,4]], [[6.0.3]],
1te 11ty [[6.1.4]],, [[6.1.3]],
5t h1utof, [[6.2.4]], [[6.2.3]],
fihite fihite [[6.0,5]], [[6.0.4]],
VA7 KISt [[6,1,4]]., [[6.1.3]],
VA7 KIS ST [[6.2.2]], [[6.2.2]],
hht, hht, [[6.0,5]], [[6.0.3]],
) h1tids [[6.1.4]],, [[6.1.3]],
14t AN: [[6.1.3]], [[6.1.3]],,
AAN: AN: [[6,0,3]],, [[6.0.2]],
VAAA; ans; [[6.1.2]], [[6.1.2]],
A A [[6,0.4]], [[6.0.3]],,
KALLS KEALS [[6,0.2]], [[6.0.2]],,
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BOLUM 7.

R_ Uzerinde Yeni Sinyal Yildiz Kiimesi

(1,2,3,6,7,8. is paketleri, 4,6. ve 7. hedefler):
Bu ¢alismada katkisi olanlar:

Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

Erciment CAKIR

Bu ¢alismada bursiyerin tezinin bir bolimunu olusturmaktadir.

7.1 Girig

Bu bolimde R_ sonlu halkasi tanimlanip, bu halkanin cebirsel Ozelikleri incelenecektir.
N(ﬂ):m elemanl bir takim yildizinin (Constellation) kod kazanci icin 6énce bu takim

yildizinin ortalama enerji hesabi olan E_ hesaplanacaktir. A takim yildizinin boyutu ve d,,

de bu takim yildizinda kullanilan metrik olsun. Bu durumda m elemanh bir takim yildizi

Uzerinde inga edilen kodun takim yildizinin de@er katsayisi olan CFM (Constellation Figure

of Merit) degeri
2
CFM = Md,,
2E

ile hesaplanir. CFM arttikga kod kazancinin arttigi bilinmektedir. Dolayisiyla daha iyi bir
kodlama elde edilir. CFM degeri hesaplarken M ve 2 sabit oldugundan amag ortalama

enerjiyi kugultirken minimum mesafeyi blylltmektir. Bu ¢alismada p elemanl bir takim
yildizi p|m olmak Uzere melemanl bir takim yildizina gomiulecektir ve CFM degerleri

karsilastirilacaktir. Bu takim yildizi Eisenstein-Jacobi tamsayilari kullanilarak olusturulacaktir.

7.2. R, Kiimesi ve Cebirsel Ozellikleri

p, ve p,, pIEpZEI(mod 6) sartini saglayan farkh iki tek asal tamsayi,

N(z)=N(z")=p,p,=m olmak iizere Z[w| ve Z[w], sirasiyla mod z ve mod 7' de
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kalan siniflar olsun. Bu durumda Z[w] ve Z[w] , kiimeleri halkadir ve bu halkalar birbirine
izomorftur.

7.2.1. Tamm: Z[w]| ve Z[w] , yukaridaki gibi tanimlansin. x+ywe Z[w]| ve
S(x+yw)=x"+yweL[w],

olmak Uzere

R, ={x+yw:|x|+|y|£ x'

+|y'|}u{x'+y'w* : x'|+|y'| < |x|+|y|}

olarak tanimlanir.

7.2.2. Ornek: p, =7 ve p, =13 olsun. Bu durumda 7, =1+2w, 7z, =3+w olmak lzere

7=(1+2w)(3+w)=1+9w ve z'=9+w olur. Bu durumda m=7.13=91 olup R,

halkasinin elemanlari Tablo 4 deki gibi olur.

Tablo 4: z,, kimesiile r, kimesinin elemanlarinin eglestiriimesi

Z,, Zlwl, | Zvl, | R Z,, Zlwl, | zvl, | R

0 0 0 0 46 —5—-4w 5w 5w

1 1 1 1 47 —4—4w 1+5w 1+5w"
2 2 2 2 48 —3—4w 2+5w —3—4w
3 3 3 3 49 —2-4w 3+5w —2—4w
4 4 4 4 50 —1-4w —5+4w —1-4w
5 5 —4-w 5 51 —4w —4+4w —4w

6 —4+w 3w 3y 52 1-4w —3+4w 1—4w
7 3B+w 2w 2w 53 2—4w —2+4w 2—4w
8 2+w -1-w “1-w 54 3—4w —1+4w —1+4w"
9 —1+w —-w W 55 4—4w +4w +4w"
10 +w 1-w +w 56 -5-3w 1+4w 1+4w
11 1+w 2—w 1+w 57 —4 3w 2+4w 2+ 4w
12 2+w 3-w 2+w 58 -3-3w 3+4w -3-3w
13 3+w 4—w 3+w 59 —2-3w —5+3w —2-3w
14 4+w —4-2w 4+w 60 —-1-3w —4+3w —-1-3w
15 5+w -3-2w —3-2w" | 61 3w —3+3w 3w

16 —4+2w | 2-2w | 22w |62 1-3w 243w | 1-3w
17 -3+2w | -1-2w | —-1-2w" |63 2-3w —1+3w | —143w
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18 242w 2w 2w 64 3-3w +3w e
19 142w 1-2w —14+2w 65 4-3w 143w 143w
20 +2w 2-2w 2w 66 52w 243w 243w
21 1+2w 3-2w 1+2w 67 —4-2w 343w —4-2w
22 2+2w 4-2w 2+2w 68 -3-2w —5+2w -3-2w
23 342w —4-3w 342w 69 -2-2w —4+2w -2-2w
24 442w -3-3w 442w 70 -1-2w -3+2w -1-2w
25 542w -2-3w 23w | 71 2w 242w 2w
26 —4+3w —-1-3w —1-3w’ 72 1-2w —1+2w 1-2w
27 343w 3w 3w 73 2-2w +2w 2w’
28 243w 1-3w 1-3w" 74 3-2w 142w 1+2w"
29 —1+3w 2-3w —14+3w 75 4-2w 242w 242w
30 +3w 3-3w +3w 76 -5—-w 342w 340w
31 1+3w 4-3w 1+3w 77 —4—w “S5+w —4—w
32 2+3w —4—4w 2+3w 78 -3-w —4+w “3-w
33 3+3w —3—4w 3+3w 79 2-w —3+w 2-w
34 443w —2—4w —2-4w" | 80 -1-w 2+w ~1-w
35 5+3w —1-4w —1-4w" | 81 -w —l+w -w

36 —4+4w —4w 4" 82 1-w +w W

37 —3+4w 1-4w 1-4w 83 2—w 1+w I+w
38 —2+4w 2-4w —2+4w 84 3-w 2+w 24w
39 —1+4w 3-4w —1+4w 85 4—w 3+w 3+w'
40 +4w 4—4w +4w 86 -5 -5 -5

41 1+4w —4—5w —Sw 87 -4 -4 -4

42 1-5w -3-5w 1-5w 88 -3 -3 -3

43 2-5w -2-5w 2-5w 89 -2 -2 -2

44 3-5w —-1-5w -1-5w" | 90 -1 -1 -1

45 45w 5w 5w’ 91 0 0 0

7.2.3. Tanim: 7eZ[w| ve N(z)=m olmak lzere R, kimesinin ortalama enerjisi, tim

elemanlari egit olasilikla kullanildigindaki umulan enerjidir. Bu enerji £ ile gOsterilir ve
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zeR

ile hesaplanir.

7.2.4. Tanim CFM (Constellation Figure of Merit), ortalama enerji ve minimum mesafesi d,,

olan iki boyutlu sinyal enerjisinin normalize edilmis halidir. M — boyutlu yildiz kiimesi igin
CFM asagidaki esitlik yardimi ile hesaplanmaktadir.

Md,
2.E

v

CFM (R,)=

R_ kiimesinin boyutu M =2 oldugundan, R_ kiimesi igin CFM(R”):—M
E, Z M( )
zeR,
olarak hesaplanir.
Yuksek degere sahip CFM bir AWGN kanali Uzerinde en iyi iletim performansina sahip

olmaktadir.

7.2.5. Tanim: Bit basina eneriji (£, ) ile ortalama eneriji (£, ) arasindaki baginti

Eﬂ'
E = -
Log,

olarak tanimlanir.

7.3. R, Kiimesinin Boliintiisii

Bu bélimde R_ halkasinin kiime pargalanigindan ve bu kime pargalaniglarinin CFM

degerleri hesaplamalarindan bahsedecegiz.

7.3.1. Teorem: Z  ile R_ izomorftur.

ispat: 0<r<m-1, a+br=0(mod m), x+yr=I[(mod m) ve x+yw=x"+yw olsun.

g:Z, >R,
g:(l):{x+yw, +|y|£|x'|+|y’|
X+ yw, |x|+|y|
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fonksiyonunu g6z 6nlne alalim [7]. g nin birebir ve drten bir halka homomorfizmasi oldugu

asikardir. Dolayisiyla Z,, = R dir.

m, 7w, € L[w] iki asal, 7=mmz,=a+bw, 7'=b+aw ve N(z)=m ise R =Z, dir. N

carpimsal norm oldujundan N(7,)=p, ve N(x,)=p, alinirsa m = p, p, olur. Bu durumda

R kiimesi, RY ={g(0). g(p,). 2(2* )-8 ((P,~1)* 1)} ve
RY :{g(i+0), g(i+p), g(i+2*pl),...,g(i+(p2—1)*pl)} (I<i<p) olmak uzere
R =RVURY U---UR™ olacak sekide R, R™,... R cR_ alt kimelerine boliniir.

Y4 T T

Z(”‘):{O, p1,2*pl,...,(p2—l)*pl} ve 1<i<p, icin Z(i)z{z:z—ieZS[pl)} olmak (lzere

V4 T

=)

RY, RY. .. R < R_kimeleri sirasiyla Z, Z"”),...,Z") kiimelerine izomorf olur.

7.3.2. Teorem: R_nin p, tane alt kimeye bdlintusi R(l),R,(f),...,R,(f’l)cRﬁ olsun. Bu

T

durumda V0 # z € R igin

Wi (Z) 2 Wy (7[1)
dir.
ispat: ze R ise Z!")

a

da z ile eslesen eleman z' olsun. Bu durumda z'= p,¢ olacak
sekilde 3¢ € Z vardir. Dolayisiyla

z=r, (u +vw)

olur. O halde z €;1 dir. 6.3.2. Teorem’'den

Wy, (z) 2w, (7[1)

olur.

7.3.3. Ornek: m =142w, 1, =3+ we Z[w] olsun. Bu durumda

m=mm,=(1+2w)(3+w)=1+9w ve z'=9+w olur. Z[w] ve Z[w], den R, halkas|

z

7.2.2. Ornek deki gibi elde edilir. Bu durumda

T

R0 _ 0,—2—w,4+w,1+2w,1-3w",—1-4w" ,1-5w, -2 —4w,1+4w’,—1+3w",
—1-2w,~4—w,2+w
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(13)

R_ halkasinin 13 elemanli bir kime pargalanigi olur ve R, (13)

= Z,, oldugundan R~ sonlu bir

cisimdir. R,(:3)

1 52
13— T 41
E 13 Z‘ 13

Ri(f) icin CFM degeri ise

icin ortalama enerji

d_M:£:0’75

CFM (R") = P >
RU3)

olarak hesaplanir.

Fi= {012 —WL,w, 2w, 2w, 2w, 2w, —w, W, =2, 1} cismi icin ortalama enerji ve CFM

degeri
1 18

f _EZ v (2)=—=1,3846
zel

CFM(FB):d—M 11;3_0,75

£
olarak hesaplanir.

F, ile Ri(rw) icin CF'M degerleri karsilastirildiginda R_ halkasina gémiili 13 elemanl Rfrw)

cismi igin daha yiksek CFM degeri elde edilmistir.

Asagidaki tabloda ayni eleman sayisina sahip takim yildizlarinin CFM degerleri verilmistir

Tablo 5:F, ile R takim yildizlarinin crFv degerlerinin karsilastiriimasi

Takim Yildizi T, 7T, T =mmr, CFM (F,) CFM(R,(,"))
Eleman Sayisi (p)

13 3+w 1+2w 1+9w 0,72222 0,75
13 3+w 2+w 5+ 6w 0,8125
13 3+w 3+4w 5+19w 0,784483
19 3+2w 2+w 449w 0,59375 0,662791
19 342w 443w 6+23w 0,671717
31 5+w 1+3w 2+19w 0,442857 0,48062
31 5+w 24w 9+8w 0,553571
37 3+4w 2+w 2+15w 0,4111 0,454918
37 443w 342w 6+23w 0,484293

63



TUBITAK

43 6+w 24w 11+9w 0,377193 0,444828
43 6+w 3+2w 16+17w 0,473568

7.4. R_ Uzerinde Kod Kazanci

Bu kisimda, R, kiUmesinin kime parcalanislari tUzerinde tanimli kodlar ile F, kimesi

Uzerinde tanimli kodlarin eleman sayilari esit olmasi durumundaki kod kazanci (KK)

hesaplanacaktir.

7 € Z[w] bir asal say, N(z)=p ve [n.k.d,] kodu F, lzerinde tanimi bir lineer kod
olmak lzere eleman sayisi p ve bit bagina enerjisi £, olan bir kime Gzerindeki [nz,kz,dz]p

parametreli bir lineer kod i¢in kod kazanci

KK = IOIOg[ﬁﬁdezj—1010g4Eb

n, n,

olarak hesaplanir.

7.41. Ornek: p=13 olsun, F, ile R" kimeleri 7.3.3. Ornek deki gibi olmak iizere F,
lizerinde  [170,5,150], lineer kodunu géz o6nine alahm. Bu  durumda

FB:{O,l,Z,—w*,w,—2w,—2w*,2w*,2w,—w,w*,—2,—1} olur ve F; Uzerinde [L11], lineer

kodu vardir. Benzer sekilde

T

R0 _ 0,—2—w,4+w,1+2w,1-3w",—1-4w" ,1-5w, -2 —4w,1+4w’,—1+3w",
—1-2w,~4—w,2+w

(13)

T

olurve R, izerinde [1,1,3] , lineer kodu vardir.

F,, Uzerinde kod kazanci

KK(FB) = IOIOg(%%.ISO.IJ—1010g4Eb =6.45-1.75=4.7 dB

(13)

T

olarak hesaplanir. R lzerinde kod kazanci ise
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KK(R}f):lOlog(%.

— | —

.150.3}—1010g 4E, =11.22-6.36=4.86 dB

olarak hesaplanir. Sonug olarak RU?)

4

Uzerindeki kod kazancinin F, Uzerindeki kod

kazancindan daha yuksek oldugu gozlemlenmigtir. 7 Z[w] nun secgimine goére R™ jle JOR

4

arasindaki kod kazanci farklari Tablo 6 daki gibi hesaplanmigtir.

Tablo 6: "™ ile F, arasindaki kod kazanci degerleri

Takim Kod Ortalama  Bit Basina 10log(4E,) Kod Yeni Kod
Yildizi Parametresi Enerji Enerji (E,) Kazanci Kazanci
(£,) (KK)
By [LL1], 1.38462  0.37418 1.75136 4.69487 0
R [L13], 4 1.08095 6.35866 4.85868 0.16381
RY - [L1,3], 3.69231 0.9978 6.01103 5.20631 0.51144
R [LL5], 6.46154 1.74615 8.44144 5.04438 0.34951
RY - [LL5], 6.15385 1.663 8.22952 5.2563 0.56143
R [L16], 8.15385  2.20348 9.45169 4.77595 0.08108
RV [LL6], 7.38462 1.9956 9.02133 5.20631 0.51144
R™ - [LL7], 8.92308  2.41136 9.84322 5.05388 0.35901
R [LL7], 8.61538  2.32821 9.68522 5.21188 0.51701
R [LL7], 9.53846  2.57766 10.13286  4.76424 0.06937
RV [LL7], 11.0769  2.99341 10.78226  4.11484 -0.58003
RV, [LL9], 11.3846  3.07656 10.90125  5.0873 0.39243
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BOLUM 8.

F, +al, Uzerindeki klasik kodlar yardimi ile kuantum kod elde etme

(6, 7 ve 8. is paketleri, 4. ve 5. hedefler):

Bu ¢alismada katkisi olanlar:

Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

Ars. Gor. Mustafa Sari (Yildiz Teknik Universitesi)

8.1. Giris

i* =—1 olmak lizere a = a+bi bir asal Gauss tamsayisi ve alfanin normu

N(a)=aa" =(a+bi)(a—bi)=a’*+b*=p=1(mod 4)

olsun. Bu calismada R =F +alF, halkasindan IF;” vektor uzayina bir ¢ Gray fonksiyonu
tanimlanmistir. R, halkasi Uzerinde devirli kodlar ve bu kodlarin dikleri karakterize edilmistir.

Bu kodlardan diklerini kapsayan yani kendine ortogonal ve kendine dik olanlar i¢in gerek ve

yeter kosullar belirtiimigtir. ¢ Gray fonksiyonu yardimi ile IE‘q Uzerindeki kuantum kodlar

karakterize edilmistir.

g bir asalin kuvveti olmak Gzere F,, g elemanl bir cisim olsun. F, Ulzerinde n
uzunluklu bir kod IE‘:’nin bostan farkli bir alt kimesi olarak tanimlanir. IF; bir vektor uzaydir.

Eger F,’'nin bostan farkli bir alt kimesi ayni zamanda F, Uzerinde bir vektér uzayi ise bu alt

kiimeye lineer kod denir. x=(x, x - x,_,) vektorinin sifirdan farkli bilesenlerinin
sayisina bu vektoriin Hamming agirigi denir ve w,, (x) ile gésterilir. x=(x, x - x,)
vektoriiile y=(y, », - ¥,,) vektorleri arasindaki Hamming mesafesi ise bu vektorlerin

farkinin  Hamming agirigina esittir. Yani d, (x,y)=w,(x—y) olarak tanimlanr,

u=(p B, - B,).v=(n, 7, - 7,)€R vektorleri arasindaki Mannheim mesafesi
dyy (1) = 2 (| +[)

t=1

olarak tanimlanir. Burada her ¢ igin 3, -y, = x, + y,i(mod p) olup |x,|+|y,| minimumdur.
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x=(x, x - x_)iley=(y, » - »,.,) arasindaki Oklid ig carpimi

(xy)=2 %,

t=1

ve bu vektérler arasindaki Hermit i¢ carpim ise

(x,3), =D %y,
t=1

olarak tanimlanir.

Bir kodun elemanlarina kodséz denir. Bir C kodunun minimum Hamming mesafesi

bu koddaki farkl iki kods6z arasindaki mesafelerin minimumu olarak tanimlanir ve dH(C)
semboll ile gosterilir. Benzer tanimlama Mannheim metrigi igin de yapilabilir. #» uzunluklu, &

boyutlu ve d, minimum Hamming mesafeli [, Uzerinde tanimh bir lineer kod [n,q,dH]q
parametreleri ile gosterilir. Benzer yollar R, Uzerinde tanimli Mannheim mesafeli bir lineer

kod [n,q,dM]q parametreleri ile gosterilir.

Oklid ve Hermit i¢ garpimlarina gére bir C kodunun diki sirast ile
o ={yeIF; :VxeC, <x,y>:0},
ch = {ve R :VueC, <u,v>h = O}

olarak tanimlanir.

C kompleks sayilar kiimesi olmak iizere C? =C?xC?x---xC?, ¢ —boyutlu vektdr uzayini

gdz online alalim. C? vektdr uzayinin M (retec kiimesine sahip bir alt vektdér uzayina

((n,M,d))q parametreli bir kuantum kod denir. Eger M:q" ise bu kuantum kod

[[n,k,d]]q seklinde gosterilir. Kuantum kodlarla klasik kodlar arasindaki iliski asagidaki

teorem yardimi ile agiklanabilir.

Teorem 8.1.1. C ve C, sirasi ile [n,k,d]q ve [n,kl,dl]q parametrelerine sahip iki klasik

lineer kod olsun. Eger C, cC ise [[n,k—kl,d']]q parametrelerine sahip bir kuantum kod

vardir. Burada
d = min{WH (x):xe (C_CI)U(CIl _Cl)}

olarak tanimlanir.
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8.2 R! den F"’e Gray Fonksiyonu

a=a+bi ve N(a)=p=1(mod4) olsun. ¢:R" —F" fonksiyonu her ie{0,1,...,n—1}
icin . =x, + y,a olmak Uzere

(1.l ) = (=Vobs o=V, iD, Xg + Vol X, + ¥, ,0)

olarak tanimlanir. Bu Gray fonksiyonu yardimi ile bir » € R, elemaninin Lee agirligi wL(r)
ile gosterilir ve w, (r)=w, (¢(r)) olarak tanimlanr.

u € R vektorinin Lee agirhg

w, (u) = IZ::WH ((”(ﬂz))

olarak tanimlanir.

Teorem 8.2.1. ¢: (R;’,dL) - (Fj",dH) fonksiyonu lineerdir ve mesafeyi korur.

Teorem 8.2.2. C, Rq Uzerinde n wuzunluklu bir lineer kod olsun. Eger Ch cC ise

((/)(C))L c ¢(C) olur.
Sonug 8.2.3. Eger C* — C lineer kodunun minimum Lee mesafesi d, ve Urete¢ matrisi

G

sty sy liPinde ise [ [27,22k +k, +k; —n),d ZdL]l, parametreli bir kuantum kod vardir.
Burada /, lar birim matrisler ve 4, ile B, matrisleri I (zerinde tanimli matrisler olmak
uzere

I, a'B, ad ad+a B, ad +a B,
G=|0 af, 0 aA, 0

0 0 oc*lk3 0 a’'B,
olarak tanimlanir.
Sonug 8.2.4. Eger C" — C lineer kodunun minimum Hamming mesafesi d, ve Ureteg

matrisi G tipinde ise [[n,2kl+k2+k3—n,d2dH]]q parametreli bir kuantum kod

ky+ky+k )xn

vardir.
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8.3 Rq Uzerindeki devirli kodlar yardimi ile kuantum kodlar

R, [x]
)

halkasinin ideal yapisini incelemek gereklidir. Her xeR; vektoru

halkasinin bir ideali olarak tanimlanir. Bu

Rq Uzerinde n uzunluklu bir devirli kod

Rq [x]
&)

x,,x, € F' olmak tzere x = ax, +a x, olacak sekilde tek tiirlii yazilir. Bu ézellik R, Uzerinde

sebeple

n uzunluklu lineer ve devirli kodlarin karakterize edilmesini saglar.

Teorem 8.3.1. Rq Uzerinde »n uzunluklu her C lineer kod olsun. Bu durumda

C=aC ®a C, olacak sekil [, Gzerinde n uzunluklu C, ve C, kodlar iki lineer kodlari

vardir. Ustelik R, Uzerinde C devirliise C, ve C, de F, (zerinde devirlidir.

Teorem 8.3.2. Eger C =aC, ®@a C, kodu R, Uzerinde n uzunluklu bir devirli kod ise /, (x)

ve hz(x) polinomlari sirasiile C, ve C, kodlarinin kontrol polinomlari olmak tzere
ch = <ah2R (x)+a'h (x)>

olarak tanimlanir. Burada A* (x) = xder(h(x))h(x‘l) olarak tanimlanir.

Teorem 8.3.3. Kabul edelim ki (n,q) =1, C. klasik kodlarinin IFq Uzerinde Ureteg polinomlari
gl.(x) ve & birimin n inci kdku olmak tizere C, igin

Z :{i: g(éi):o,ie[o,n—l]} ve Z' ={~i(modn):iuZ|

olsun. Bu durumda C =aC, (-Ba*C2 icin asagidakiler denktir.
iy C" cC,

i C, <G,

iii)C = C,,

v)x" ~1=0 (mod g (x)g3 (x)).

v)x"=1=0 (mod g/ (x)g,(x)),

Vi) Z,NZ;' =,

vii) Z,' N Z, = 2.
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Sonug 8.3.4. (n,g)=1 olmak izere CzaCIC-Ba*CZ=<ag1(x)+a*g2(x)> koduR,

Uzerinde n uzunluklu bir devirli kod olsun. Bu durumda

HZnQ(n—ZZ:dergi(x)j,d >d, ﬂ ve Hn,n—idergi(x),d >d, ﬂ

i=1 i=1

kuantum kodlari vardir.

Ornek 8.3.5. F, Uzerinde x9—1=(x+4)(1+x3+x(’)(1+x+x2)=f1f2f3 olup R, lizerinde

asikar olmayan tum kodlar Tablo 7 de verilmektedir. Burada a =2+ dir.

Tablo 7: R, Gzerindeki tim asikar olmayan kuantum kodlar.

2 (x) 2, (x) Gray goruntd Kuantum kod Lee | Kuantum kod
agirhg Hamming agiriig|

£, f [18,10,4], [[18.2.4]], [[9.1.>2]],

£, f [18,11,4], [[18.4.4]], [[9.2.22]]

£, 1ifs [18,9.4], [[18.0.4]], [[9.0,>2]]

1, f, [18,10,4], [[18.2,4]], [[9:1,>2]],

7, f [18,15,2], [[18.12,2]], [[9.6.>2]];

£, 11 [18,9.4], [[18.0.4]], [[9.0.>2]].

fifs f, [18,9.4], [[18.0.4]], [[9.0.>2]].

f £ [18,11,4], [[18.4.4]], [[9.2.>2]],

7 7. [18,15,2], [[18.12,2]] [[9.6.22]];

f fifs [18,9,4], [[18,0,4]] [[9,0,>2]].

1t 1 [18,9,4], [[18,0,4]] [[9,0,>2]].

11 / [18,9.4], [[18,0,4]] [[9.0.>2]].

1 i [18,17,2], [[18,16,2]] [[9.8,21]]

1 f, [18,12,2], [[18.6,2]], [[9:3.21]],
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1 f [18,16,2], [[18.14,2]], [[9.7.21]],
1 1ty [18,11,2], [[18.4.2]], [[9.2.1]]

1 fifs [18,15,2], [[18.12,2]], [[9.6,21]].
1 hf; [18,10,2], [[18.2.2]], [[9:1,21]],
f, 1 [18,17,2], [[18,16,2]], [[9.8,>1]]

f, 1 [18,12,2], [[18.6,2]], [[9.3.21]],
1, 1 [18,16,2], [[18.14,2]], [[9.7.21]],
1t 1 [18,11,2], [[18.4.2]], [[9:2.>1]],
1f, 1 [18,15,2], [[18.12,2]], [[9.6,21]].
ff 1 [18,10,2], [[18.2,2]], [[9:1.21]],

Tablo 7’de (*) ile isaretli kodlar kuantum MDS kodlardr.

Ornek 8.3.6. I, lzerinde x'' —1= f,f, f.f, olup R, lzerinde bazi asikar olmayan kuantum

kodlar Tablo 8 de verilmektedir. Burada « =5+ 2i dir.

Tablo 8: R,, Gzerindeki tim agikar olmayan kuantum kodlar.

2 (x) | g (x) | Kuantum kod (Hamming agirigi) | Kuantum kod (Lee agirhign)
Ao [ A | [[62.20.28]], [31108]], .

L[ | [[62.2.28]], [[3LL8]],

Lt | Af | [[62.0.29]], [31.0.8]],.,,

Tablo 8 de verilen kodlar literatiire kazandirilmistir.
Asagidaki tabloda Mannheim metrigine gore hesaplanmis kuantum kodlar bulunmaktadir. Bu

kodlar olusturulurken ve minimum mesafeleri hesaplanirken asagidaki Mathematica

programi kullaniimistir.

71




Theitak

Tablo 9: Bazi yeni kuantum kodlar.

Klasik kodun Urete¢ matrisi Bu koddan
elde edilen

kuantum kod

G=(1 0 9a 6a 9+1la) [[5.3.10]],
1 0 9 6a 9+1la
G=| S5a 1 5+10a 1lla 12+9%« [[5,1,15]]%2,
12 8+3«x 1 lla 5
1 0 3+6a 3+6a 5+10a 4+6«a
0 1 6+12a T+a 2a 1+ 3
G=| 9+5a¢ 9+5a 1 8a 9 1249 [[6.4.12]]
12+1la 5+10a 2+4a 1 Ta T+11la
9« 9+5a 9+5a 12 1 3+4a
1 0 9+5a 12a 2a 12+5«
0 1 10+7 3a 10a 12+3«
G= [[6’ 2’15]]3+25
9+5cx 9+5¢x 1 8a 9o 1249«

12+1la 5+10a 2+4a 1 Ta T+1la

1 0 1l 12a 2+4a 9+lla
G=| 0 1 8+3a¢ lla 8a 7+5a [[6.0.15]]
4482 0 0  5+10a 12a 9+l

1 12+1la 8a 20 12 8+7a 10+5a 3+12«
12c 1 5410 lla 2+6a 149 2+8a 6+7c
G= [[8’ 0, 24]:|3+2i
Sa 9a 1 8+3a 11+8«x 2 ll+a 12+6«

a 1 1+« 1 11+4a 9+3a 7+10a 8+6«a

8.4 Rq Uzerinde kuantum mantik kapilari ve kuantum isinlama
Yukarida Rq Uzerinde olusturulan kuantum kodlar i¢cin kuantum mantik kapilari Rq Uzerinde

baz vektorleri asagidaki gibi tanimlanir. Literatirde p—boyutlu kuantum hal uzayi i¢in baz

vektorleri
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1 0 0

0 1 0
0=15] 0| 1] lp-n=

0 pxl 0 pxl 1 pxl

olup bu bazlar yardimi ile
q —boyutlu kuantum hal uzay! i¢in baz vektorleri ve tensor ¢arpim kullanilarak tanimlanir.
p—li bir kuantum hal uzayi igin Pauli spin matrisler P, ={/,X,,Z,Y,} olup bu spin

matrisleri
(Xi )s,t = é;,(s+i(mod p))’(Zi )s,z = gi.S(mOdp)é‘s,t

olarak tanimlanir. Burada ¢, Kronecker delta fonksiyonunu gdéstermektedir. Ayrica p—Ili bir

kuantum hal uzayi i¢cin Hadamard kapisi ise

H, =L (a,)= g0

p \/;
dir. Bu kapilardan yararlanilarak Rp Uzerindeki kuantum kodlar icin kuantum kapilarini su

sekilde tanimlayabiliriz:

r=n+na€R, ve X X ,Z ve Z [F uzerinde taniml kuantum mantik kapilari olsun.
Bu durumda R, Uzerindeki kunatum mantik kapilarini

X =X ®X, ,72/=72®Z ,H =H,®H,

olarak tanimlayabiliriz. Ayrica kuantum enkodlama ve dekodlama igin gerekli olan CNOT
kapisini da

CNOT, |r1+r2a r1+r2a>:|rl+r2a 0>,

n +r2a

CNOT

rl+r2a

K+ 0>:|r3 +ra O>, (n+na#n+na)

seklinde tanimlayabiliriz. CNOT, ,, , matrisi p*x p* tipinde bir kare matristir.

+ra

Ornek 8.4.1. p=35,a =2+i olmak lzere
|1//>:ao|O>+a0|0>+a0|0>+a0|0>+a1|l>+a2|2>+a3|3>+a4|4>
+as|a)+ag|2a)+---+ag|4a) + ap |1+ a) + -+ ay, |4+ 4a)

kuantum hali, kuantum devrede kuantum kapilari
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CNOT,

Kontral-MNOT kapis
KA

H; —» Hadamard

kapis

—3

X; —> NOT kapisi

Z; N Faz kapis

seklinde gosterilirse, R;’de su sekilde enkodlanabilir:

W) |
o) — 1._1 2 14 42
|0} {1 )+2) & '“\f
25)0) O—2—4w
)
)
lw)

W

0 12
Sekil 6: Kuantum 1ginlama (enkodlama) érnegi.
Bu kuantum devrede |y/,) halleri agagidaki gibidir.
ly,)=a, 0--~o>+a1 110--~0>+a3 220~-~0>+a3 330~-~0>+a4 440---0>
26 24 24 24 24
+a aaO---O>+a6 (1+0{)(1+0¢)O---O>+---+a24 (4+4a)(4+4a)0---0
24 24 24
lw,)=a, 0---0>+al 1110---0>+a2 2220---0>+a3 3330---O>+a4 4440---0
26 23 23 23 23
+a 0505050---O>+---+a24 (4+4a)(4+4a)(4+4a)0---0>
23 23

)

>,
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lws)=a, 0~~0>4—a111110~-0>+15 22220-~0>4—a333330-~0>+wu 44440-~0>
26 22 22 22 22
+a aaaaO---O>+---+a24 (4+4a)(4+4a)(4+4a)(4+4a)0---0>
22 22
|Wa)=a,|0-: O>+wq]. 10>+c5 2. 20>-+a33 3o>+1h 4. 4o>
26 25 25 25 25

+a;

a---a0>+---+a24 (4+4a)---(4+4a)0

25
0-- 0>+a1 1. l>+a2 3 3>+a4
26 26 26

a--~a>+--~+az4 (4+4a)---(4+4a)

26

25

2 2>+a3

26

|V/25> ay

4.. 4>
26

+as

26
Bdyle kuantum devreye giren
|1//>:ao|O>+a0|0>+a0|0>+a0|0>+a1|1>+a2|2>+a3|3>+a4|4>

+as|a)+ag|2a)+-+ag|4a)+ay |1+ a)+ -+ a,, |4+ da)

—_—
26

kuantum hali bu devrede
I 1> +a,|2-- 2> +a,
26 26

a---a>+---+a24 (4+4a)---(4+4a)

26

|'//25> a

3~3>+%
——

26

0-- 0>+a1

26

+a;

26
seklinde enkodlanmis olur. Yukaridaki Tablo 7, Tablo 8 ve Tablo 9 daki kodlar bu kuantum
mantik kapilari kullanilarak kuantum dolaniklik ve diger kuantum hatalarina karsi1 enkodlanir.

Gerekli 6lcimler de kolayca tanimlanirsa enkodlanan kuantum hali dekodlanabilir.
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BOLUM 9.

Rzm Halkasi lizerindeki lineer kodlardan kuantum kod iiretme

(6, 7 ve 8. is paketleri, 4. ve 5. hedefler):
Bu ¢alismada katkisi olanlar:

Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

Dog. Dr. Mustafa EROZ

9.1 Giris

Bu calismada Rzm = IF‘Z”, +aIF‘2m +ﬂIF2m +7/IF2”, halkasi Uzerindeki klasik kodlar yardimi ile
kuantum kodlar olusturulmustur. Burada «, £ ve y sirasiile 1+i, 1+ j ve 1+k kuaterniyon
sayilarini  goéstermektedir. u>=v'=0 olmak Uzere IFZ,,, +uIF2m +vIF2m +uvIF2m halkasi

Uzerindeki klasik kodlar yardimi ile de kuantum kodlar elde edilebilmektedir. Bizim bu halka

yerine Rz,,, halkasini kullanmamizin sebebi Rz,,, halkasi Uzerinde tanimlanan norm metrigi ile

klasik kodun dolayisi ile kuantum kodun minimum mesafesinin daha kolay

hesaplanabilmesidir.

F,; g(x) derecesi m olan Z,[x] de bir indirgenemez polinom olmak lizere

F,=2, [x]/(p(x))
seklinde F, nin bir cisim geniglemesi olsun. ¢:F , — F," Gray fonksiyonu
¢(a0 +a1x+...+amflx’""l):(a0, Ay oens amfl)

olarak tanimlanir.

Rzm = IFZ,,, +0{IF2,,, +ﬁIF2m +7/IF2,,, halkasi bir degismeli halkadir. Bu halkanin eleman sayisi
R, |=2""
dir. R, halkasi bir yerel halkadir. Fakat bir temel ideal bolgesi degildir. Sadece bir maksimal
ideali vardir ve bu ideal temel ideal degildir. Bu halkanin idealleri su sekilde tanimlanabilir:
(0)={0} = (1+i+ j+k)y={0,1+i+ j+k} =(a)
={0,1+0, j+k1+i+ j+k},.(B).(y) = (a)®(B)

={@)®(r)=(p)®{r)=(l)=R..
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Maksimal ideali ise

(a)®(B)={01+i1+ j,1+k,i+ ji+k,j+k1+i+j+k}

idealidir. Bir ¢ =a+ba+cB+dy elemaninin eslenig§i g =a+ba +cf+dy ve bu elemann
normu ise

N(q)=qq =a’ +2b*> +2c* +2d* +2ab +2ac +2ad + 2bc + 2bd + 2cd

olarak tanimlanir.

v, :F, +aF, +pF, +yF, -, fonksiyonunu

v, (a+ba+cf+dy)=(b, ¢, d, a+b+c+d.)

olarak tanimlayalim. Bu fonksiyon bir Gray fonksiyondur.

Teorem 9.1.1. EGer u e R}, vektorl icin N(u) =w(y,, (1)) ve wi(N(u))=wt(wy,, (u)))
olur.

Teorem 9.1.2. 78 fonksiyonu birebir ve lineer bir fonksiyondur.
9.2 Rzm Halkasi Uzerinde Lineer Kodlar

Rz,,, halkasinin idealleri

(0)={o}

(a+B+y)=(a+B+y)R,, <a+ﬁ+7/>‘=2m
(@)= @R, (e} -2
(B)=(BIR,..|(B)|=2""

(a)+(B)=(@)R,, +(B)R,..[(a)+(B)=2"

olarak tanimlanabilir. Bu halkanin birimsel elemanlari ise

K. =R, = () +(B)):|R..|=(2) (2" 1)

kimesidir.

*
R2 m

Tanim 9.2.1. Rzm Uzerinde n uzunluklu lineer C kodu bir R; ‘nin bir Rz,,, —alt moduliu olarak

tanimlanir.
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Teorem 9.2.2. Eger C kodu Rzm Uzerinde tanimli » uzunluklu bir lineer kod ise bu kodun

eleman sayisi

2k — 24mk123mk2 22mk3 22mk4 22mk5 2mk6

olur.

Teorem 9.2.3. Eger C kodu Rzm Uzerinde tanimli, n uzunluklu, 2% elemanli ve minimum
Oklid mesafesi d olan bir lineer kod ise bu durumda _, (C) , I, uzerinde bir [4n,k,d ]

ve ¢( (C)) ise F, tzerinde bir [4mn,k,d] lineer kod olurlar.

Teorem: Eger C kodu R, Uzerinde n uzunluklu kendine-dik bir kod ise 0 zaman ¥/, (C)
[, tzerinde 4n uzunlukiu ve ¢((C)) ise I, tzerinde 4mn uzunlukiu kendine-dik kod

olurlar. lineer kod olurlar.

Teorem 9.2.4. C,,...,C, kodlari her s#1 igin CSmCt={O} sartinl saglayan Fzm
tizerinde tanimh lineer kodlar, C de Rzm de tanimli bir lineer kod ve M de Rzm ‘nin

maksimal ideali olsun. Bu durumda C kodu

C=(R, \M)Cl. @(<a> +(B))C, ®(())C, @ ((B))C, ®({(r))Cs®((a+ B+7))C,

‘C‘ _ 24mk1 +3mbky+2mlcy+2mhy+2mks+mkg

olur. Burada kl,...,k6 sayllari sirasi ile Cl,...,C6 lineer kodlarinin boyutlarini

gOstermektedir.

n
Teorem 9.2.5. Eger C kodu Rzm Uzerinde kendine-dik [n,z,d} parametreli bir kod ise o

zaman .(C) de [, uzerinde |4n,2n,>d| parametreli kendine-dik bir kod ve
Vo )

P(y,.(C)) ise F, uzerinde [4mn,2mn,2 d] parametreli bir kod olur.
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Ornek 9.2.6. m=2, n=4 ve k=2 olsun. F, ={0,1,w,w2} olarak alinabilir. Burada

w+w+l= 0, w® =1 dir. R, Uzerinde bir C Kkodunun lretec matrisi

G 1 a+ A l+a+pf wa+p)
la+4 l+a+pf+y wa+p) l+a+p

1 i+k  1+i+j] w(i+))
i+k i+j+k wi+j) 1+i+]j
olsun. Bu durumda bu kod R22 tizerinde bir kendine-dik kod olur. Bu kodun minimum Oklid

mesafesi 6 dir. Dolayisi ile R, Uzerinde bir [[4,0,6]] kuantum kodu vardir. Béylece

[[4,0,6]] kuantum kodu literatlire kazandirilmistir. Bu G matrisinin yardimi ile W, (O)

kodunun Urete¢ matrisi olan G’ matrisi su sekilde elde edilir:

Once G matrisinin satirlari kuaterniyonlarin bazlari ile ¢arpilarak
1 i+k I+i+j7 w(i+))
1+  1+i+k w(l+k)

~,

Jj i+k  1+j+k wl+k)
k I+ i+j+k w@i+))
i+k i+j+k wi+j) 1+i+j
1+ 1+j+k w(l+k) 1+i+k
i+k 1+i+k wl+k) 1+j+k
I+7 1+i+j wi+j) i+j+k

matrisi yazilir. Bu matris yardimi ile

O 00110101101 ww o0 0

1 00001 O0T1T1O0T1T1TO0O0 ww

o1 001 010O0T1T1T1TGO0OUO0ww

G'=l//z(A)_ o 01 001 0T1T1T1TT1TO0wwO0O0
2 1 0101 110 ww 0 O0 1 1 01
o101 01T1TT1TG0OUO0ww1l 011

1 0101 01100 ww 01 1 1

o1 011101 ww©O0UOT1 11 0
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G' uretec matrisine sahip V/zz(c) kodu [, Uzerinde [16,8,6]

parametreli kendine-dik bir koddur. Bu kod yardimi ile [[16,0,6]] optimal kuantum kodu

elde edilir. G’ Ureteg matrisi yardimi ile de [, tizerinde Py, (C)) kodunun Ureteg matrisi

G" su sekilde olusturulur: G’ niin standart formu

S O O O O o =

0

S O O o O =

2 2
0O w w w

0 00 0O w1l 0 wow
000 0O0O0 w w w w 0 1 w w
1 00000 W w w w w w 1 0
01 0000 W W ww ww 0 1

0010001 0 wW w w w w w
000100 0 1 w w w w w w
000 010w w 1 0 w w w w
0000O01 ww 0 1 w w w w

seklindedir. Bu standart form matrisi ve ¢ fonksiyonu yardimi ile

G" —

1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,1,1,0,1
0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1,1
0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,1,1
0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0
0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,0
0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0
0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0
0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,0,0,0,1
0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,0,1
0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,0,1,0,1
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0,1

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1
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olarak hesaplanir. Bu G iireteg matrisine sahip @(,, (C)) kodu F, izerinde [32,16,6]

parametreli kendine-dik bir koddur. Bu kod yardimi ile [[32,0,6]] kuantum kodu elde edilir.

Ornek 9.2.7. m=1, n=4 ve k=2 olsun. R, tzerinde bir C kodunun Urete¢ matrisi

1 a+ A l+a+pf a+pf
a+A l+a+pf+y a+pf l+a+p

olsun. Bu durumda C kodu R, Uzerinde minimum mesafesi 4 olan kendine- dik bir kod olur.
Bu kodun kendine dik oldugu ve minimum mesafesinin 4 oldugunu asagidaki Mathematica

programi ile hesaplamak mimkiindiir. Bu C kodu yardimi ile R, Gzerinde bir [[4,0,4]]

kodu elde edilir.

In[i]= << Quaternions’
m=1;
k=2;
a = Quaternionl, 1, 0, 0] ;
f = Quaternion[l1, 0, 1, 0];
¥ = Quaternion(1, 0, 0, 1]:
A = {Quaternion[0, 0, 0, 0], Quaternion[1, 0, 0, D]}:
R=Table[0, {2" (4+m]}]}]:
R2 = Table[0, {2 (4+m}}]:
art =0;
Do
Do|
Do
Do
art=art+1;: (+Prin ALIKLI +ane B[ [K2]1+B8n oA [K3] 1+ ¥rvA[ [k4]
Rl[art]] =A[[k1]] + ars A[[K2]] + B rs A[[K3I]] + ¥as A[[k4]]
» {k4, 1, 2}]
» {k3, 1, 2}]
k2,1, 23]
» {kl,1, 2}]:
Do|
R2[[t]] = Quaternion[Mod[R[[t, 111, 2], Mod[R[[t, 2]], 2], Mod[R[[E, 3]1], 2], Mod[R[[t, 4]], 2]]
s {t,1,2%{4xm)}]:

RT = {R2[[9]], R2[[10]], R2[[11]], R2[[12]], R2[[13]], R2[[14]], R2[[15]], R2[[16]]}:
RC={R2[[1]], R2[[2]], R2[[3]], R2[[4]], R2[[5]], R2[[6]]1, R2[[?]1], R2[[8]]}:
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TT = Tuples[R2, K] :
LK = Table[1, {16"K}]:
LEKM = Table[1l, {Dimensions[LK][[1]13}]:

a=500;
K2 - (l]uaternjtm[l, 0, 0, 0] Quaternion[0, 1, 0, 1] Quaternion[l, 1, 1, 0] Quaternion[0, 1, 1, 0]
Quaternion[0, 1, 0, 1] Quaternion[0, 1, 1, 1] Quaternion[0, 1, 1, 0] Quaternionf1, 1,1, 0]/’

Du[
2
LK[[i]] = X' TTI[3, 311 »= 211311, €i, 1, 16°K}];
3=l

Do[LKM[[t]] = {Quaternion[Mod[LK[[t, 1, 1]], 2], Mod[LK[[t, 1, 2]], 2], Mod[LK[[t, 1, 3]], 2], Mod[LK[[t, 1, 4]], 2]],
Quaternion[Mod[LK[[t, 2, 1]], 2], Mod[LK[[t, 2, 211, 2], Mod[LK[[t, 2, 3]], 2], Mod[LK[[t, 2, 411, 211,
Quaternion[Mod[LK[[t, 3, 1]], 2], Mod[LK[[t, 3, 211, 2], Mod[LK[[t, 3, 3]], 2], Mod[LK[[t, 3, 411, 211,
Quaternion[Mod[LK[[t, 4, 1]], 2], Mod[LK[[t, 4, 2]1], 2], Mod[LK[[t, 4, 3]], 2], Mod[LK[[t, 4, 4]], 211}

, {t, 1, Dimensions[LK][[1]1}]:

4 4

Do[IfIZNnm[Lm[[], ill1] <a, a=lenrm|LKl{[[1, i||||, G2, 16'~k}l;
i=1 s

a

K2 // MatrixForm

4

Quaternion[1, 0, 0, 0] Quaternion|[0, 1, 0, 1] Quaternion[1l, 1, 1, 0] Quaternion[0, 1, 1, 0]
Quaternion[0, 1, 0, 1] Quaternion|[0, 1, 1, 1] Quaternion[0, 1, 1, 0] Quaternion[1, 1, 1, 0]
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BOLUM 10.

Hurwitz sayilarn Gizerinde yeni sinyal yildiz kiimeleri ve yeni blok kodlar

(1,3,4,5. is paketleri, 1,2 ve 5. hedef):
Bu ¢alismada katkisi olanlar:
Dog. Dr. Murat GUZELTEPE

Ramazan Duran (Projede galigan doktora 6grencimiz)

10.1 Giris

Bu bdélimde Hurwitz sayilari Uzerinde yeni bir metotla yeni sinyal yildiz kimeleri
olusturulacaktir. Bu sinyal yildiz kimeleri Uzerinde tanimlanacak blok kodlarin kod

kazancinin daha iyi oldugu gosterilecektir.

Tanim 10.1.1 : Hurwitz tamsayilar kimesi

H(Z):{a:a]+a2i+a3j+ ak : aeH(R)vea, a,, o, a,eLveya o, a,, o, @, eZ+%} (12)

seklinde tanimlanmaktadir. « € H(R) olmak Gzere a nin eslenigi

a =a,—aji-oj-ak (13)
ve normu da

Na)=a-a =a +a; +a; +a; (14)

bagintilariyla tanimlanmaktadir. « € H(R) ve «a #0 olmak lizere @ nin tersi

Lo
i (15)

ile tanimlanmaktadir. H(Z), H(R) nin bir altkimesidir. Hurwitz tamsayilari igin iki tane

nokta notasyonu tanimlanmaktadir. Bunlardan ilki L«] nokta notasyonu bir reel sayiyi

kendisine en yakin tamsayiya yuvarlanmasi olarak tanimlanmaktadir. ikincisi ise L[] nokta
notasyonu bir reel saylyr kendisine en yakin yarim tamsaylya yuvarlanmasi olarak

tanimlanmaktadir. @ € R igin @ Hurwitz tamsayisi
Lal=La, 1+le, li+Lay 1j+Lle, 1k (16)
veya

La Tl=lle; TH+LLe, THi+La; T +LLa, Tk (17)
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seklinde tanimlanmaktadir.
1

Ornek 10.1.2: o :§+%i+zj+%k kuaterniyonunda (16) esitligi kullanilarak
2 Tv. 14, 123
La1=L20+ L L Ti 424127k
3 5 4 8
=1+1-i+0-j+3-k
=1+i+3-k

Hurwitz tamsayisi elde edilmektedir.
7. 1

Ornek 10.1.3: « :%—gz +Zj_§k kuaterniyonunda (17) esitligi kullanilarak

31 (71l 123
LaTl=lLT-U Tl Lo T - L= Tk

1 3.1 .5
2 2 2 2

Hurwitz tamsayisi elde edilmektedir.
Bir Hurwitz tamsayisi asal Hurwitz tamsayisidir gerekli ve yeterli kosul normu asal sayidir.
Bir kuaterniyonun bilesenlerinin en blylUk ortak bdleni 1 ise primitiftir. Bir o Hurwitz

tamsayisi icin iki tane modulo fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanmaktadir.
,ul(a):amod/?,:a—/i-La-/Tq (18)
w(a)=a mod Ai=a—-A-lLa-A"]] (19)
(18) ve (19) daki esitliklere gére modulo fonksiyonu H(Z) den H(Z) e bir fonkisyondur.
(18) ve (19) daki modulo fonksiyonlariyla Hurwitz tamsayilarin kalan sinif halkasi
p(z)={min{p (z),(2)}: zeH(Z)} (20)
seklinde tanimlanabilmektedir. Hurwitz tamsayilarinin kalan sinif halkasinin eleman sayisi

milkemmel kare tamsayidir. Olasi sinyal yildizkiimesinin sayisini genisletmek igin A primitif

bir Hurwitz tamsayisi olmak lizere H, :{,u(z) : zeZ} altgrubunu ele alacagiz. Burada
H(Z) nin bir altkiimesi olarak Z ya da Z+% yi alacagiz. Bir adi tamsay! imajiner kismi

sifir olan bir Hurwitz tamsayidir. /, kiimesi N(/I) =A-A1"" kadar elemana sahiptir. Hurwitz

tamsayilariyla kod kiimesi olustururken A bir asal Hurwitz tamsayisi olmak Uzere Hurwitz

tamsayilarin kalan sinif halkalarini alacagiz. Z , n elemana sahip adi tamsayilarin kalan

n?

sinif halkasi olarak bilinmektedir. Bir primitif Hurwitz tamsayisi icin (18) ve (19) daki modulo
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fonksiyonlar, Z, ,, ve H, arasinda toplama islemine goére bir izomorfizmdir. Clnki ters
gorintisti  vardir  ve  Vz,z,eZ,,  i¢in  pu(z+z)=u(z)+u(z) .

i (z,+2,) =, (2)+1,(z,) ve (20) deki esitlikten u(z +z,)=p(z )+ u(z,) modulo
esitlikleri saglanmaktadir.

Ornek 10.1.4: A=6+3i+2j+2k  primitif bir Hurwitz tamsayisi olsun.

N(A)=6"+3%+2>+2% =53 tiir. Dolayisiyla H, kiimesi 53 elemana sahiptir. Ayni zamanda
normu asal sayi oldugundan A =6+3i+2;+ 2k sayisi Hurwitz asal tamsayisidir.

Ornek 10.1.5: A :%+%i+%j+gk bir Hurwitz tamsayisi olsun.

1 (5 (7Y (13Y
NA)=|—| +|=| +|=| +| — | =61 dir. Dolayisiyla H, kiimesi 61 elemana sahiptir.
2 2 2 2 *

Bu boélimde, AWGN kanali tzerinde iletim performanslarina gore Gauss ve Hurwitz sinyal
yildizkiimelerini  karsilastiracagiz. ilk oénce bazi uzakllk ve performans &lcilerini
tanimlayacagiz.

A Hurwitz tamsayisi olmak Gzere M-boyutlu bir yildizkiimesinin spektral etkinligi boyut bagi
bit sayisina gore dlcimuU asagidaki esitlikten elde edilmektedir.

- log, (N(l))
M

Bir yildizkimesinin ortalama enerijisi tim elemanlari esit olasilikla kullanildigindaki umulan
enerjidir. Bu enerji Hurwitz tamsayisi ve Gauss tamsayisi igin asagidaki bagintilar yardimiyla

bulunmaktadir.

iki Hurwitz tamsayisinin ya da Gauss tamsayisinin kare 6klidyen uzaklgi
dy(y,2)=N(z—y)

ve yildizkiimelerinin minimum kare 6klidyen uzakhgi
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5:= min d,(y,2)

z,yeH , ,z#y

6;= min d,(y,2)

z,yeG,,z#y

bagintilariyla elde edilmektedir.
CFM (constellation figure of merit) ortalama enerji ve minimum kare o6klidyen
uzakhginin kombine edilmis ve iki boyutlu sinyal enerjisinin normalize edilmis halidir. M-

boyutlu yildizkimesi icin CFM asagidaki esitlik yardimiyla bulunmaktadir.

2
crv(2) = M2
2E

A

Yuksek degere sahip CFM bir AWGN kanali Gzerinde en iyi iletim performansina

sahip olmaktadir.
10.2 Hurwitz Sayilari Uzerinde Yeni Yildiz Kiimeleri ve Yeni Blok Kodlar

Bu bdlimde Hurwitz tamsayilari halkasinin kime ayristirlmasi incelenmektedir. Ayni

Ozellikleri Gauss tamsayilari i¢in de disinebiliriz . H; Hurwitz tamsayilarinin bir kalan sinif
halkasi, N(Z) bir tamsay! olmak Uzere ZN(Z) = {0,1,...,N(/1)—1} tamsayilarinin kalan sinif
halkasindan elde edilmektedir. Eger N(/l) asal bir sayi degilse ZN(A) kimesini esit boyutlu

altklimelere ayristirabiliriz. Z,, =c-d olsun. H, kimesini herbiri d elemanli ¢ tane

H, . H seklindeki altkiimelere ayristirabiliriz. Bu kimeler

Z(Igzl) ={0,¢,2¢c,...,(d—=1)c} ve Z%}A),...,Zgj(j)) , Z(Igzl) In  kosetleri olmak Uzere
( ) (C*) . . . ( ) . .

ZA‘;(R),...,ZN(;M) tamsay! kiimelerine karsilik gelmektedir. Z]g(ﬂ), Z ;) nin bir toplamsal

altgrubu olmasindan dolay H}f&) da HN(&) nin bir toplamsal altgrubu oldugu sonucu ortaya

cikmaktadir. CUnki ,u(-) modulo fonksiyonu toplamaya goére bir izomorfizmdir. Asagida
verilecek olan lemmalar ve teorem ile her Hﬁ” altkiimesinin minimum kare oklidyen uzakligi
S’ yi hesaplayacagiz.

Lemma 10.2.1: ,u(-), A primitif Hurwitz tamsayisinin modulo fonkisyonu olsun. Her «

Lipschitz tamsayisi igin
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N(u(a)) < N(a)
dir.

Lemma 10.2.2: N(A)=c-d ve altkimeleriH\”,...,H"" olan H, kimesini ele alalim.

Herbir altkiimenin minimum kare 6klidyen uzakhigi &> icin

5> min N(a)

aeHﬁhO)—{O}
elde edilmektedir.

Teorem 10.2.3: N(A)=c-d ve altkimeleri#\”,...,H\" olan H, kiimesini ele alalim.
Herbir altkiimenin minimum kare 6klidyen uzakhigi &> icin

5 >c
elde edilmektedir.

Ornek 10.2.4: 15 elemanli H kimesi 5 elemanh 3 altkiimeye ayristirilabilmektedir.

3+2i+j+k
(18) esitligi kullanilarak
Hpponie o =10, 1, 2, =2i=2j—k, —1+i—2k,i-2k,
1+i—-2k, 2+i—-2k, —2—i+2k, —1-i+2k, (21)
—i+2k, 1-i+2k, 2i+j+k, -2, —1}
elde edilmektedir. (19) esitligi kullanilarak

7 13 5 1.1.3 3 1.1.3 11 1.3
H, i =3 ——+—i+—j+—k, —+—i+—j+—k, —+—i+—j+=k, —+—-i+—=j+=k,
(2)“’“*"{22 /T T T T Y TR TR T,
11,3 33, 1.1, 13 1.1, 13, 1, 1
—t—it—jt+=k, ———=i——j+—k, ———=i—— J+—k, ——=i——j+—k,
2 2 T T 2 2 2T T Ty
I UE T P U WU PSS VIS IO PR BV DO
2 2 T TR T Y TR T T TR T T
11, 1.3, 3 1,1.3, 51, 1,3
——cim—j=Zk, Z—mi——j-Tk, S—mi-—j-
2 2 T T T T T T T,
(22)

elde edilmektedir. (21) kimesinden

H) e = Lu(0)=0, u(3)=-2i— j—k,pu(6)=1+i -2k,
p(9)=—1-i+2k, p1(12)=2i+ j+k}

ve (22) kimesinden
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7 1. 1.3 1 1. 1.3 1 3. 1.1
H((2023+21+j+k Z{,U(O):—E"rzl-f‘zj-f‘zk, ﬂ(3)=—5+5l+51+5k, ﬂ(6)=—5—51—5]+5k, (24)
1 3. 1 1 1., 1, 3
ﬂ(9)=5+51+—]—5 , ,U(l >:5__l_5‘]_5 }

elde edilmektedir. (23) ve (24) altkimelerinden Z :{0, 3, 6,9,12} altgrubuna karsilik gelen

Hurwitz tamsayilari kimesi

I 1. 1.3 1 3. 1. 1
11§-?—)2i+j+k ={,u(0)=0, ﬂ(3):—5+51+5]+5k, /,l(6)=—5—5l—5]+5k,
1 3. 1.1 1 1. 1. 3

olusturulmaktadir. Teorem 1 goére &° >3 tir. Bu kiimenin sifirdan farkli herbir elemanin

normu 3 tur. Bu yizden Lemma 2 den herbir altkimenin minimum kare oklidyen uzakhgi

0% >3 elde eilmektedir.

Ornek 10.2.5: 35 elemanl H, 5.5, Kimesi 7 elemanl 5 altkimeye ayristirilabilmektedir.

(18) esitligi kullanilarak

H 430030 :{O, L, 2 3,4, 1-3i-3j—-k, —4+2j—-k, -3+2j—k,
242k, —1+2j—-k, 2j—k, 1+2j—k, 2+2j—k,
3+2j—-k, -3i—j—-2k, 1-3i—j—-2k, 2-3i—j -2k,
3-3i—j—-2k, =3+3i+j+2k, —2+3i+j+2k, (25)
—14+3i+j+2k, 3i+j+2k, -3-2j+k ,—2-2j+k,
—1-2j+k, =2j+k, 1-2j+k, 2-2j+k, 3-2j+k,
4-2j+k, —1+3i+3j+k, —4, =3, -2, -1}

kiimesi elde edilmektedir. (19) esitligi kullanilarak
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H

; —+=i——j —+—i——j+—k, —+—i—j+=k,

22 22 22 22 22 22 272 2 2

5 3. 1.3 3 3.1.3 1 3. 1.3 3 1.3
——t—i——j4+=k, —+=i——j+=k, —+=i—j+=k, —i—j+=k,
2.2 202 2.2 2 2 22 202 2 202

I 3, 1.3 9 3. 1.3 7 3. 1.3 5 3. 1.3
D4k =) A T Jt+=k, — +—k, —

1 3. 1,3 33 1. 3 53 1. 3 1 3. 7.1

—+—i——j+—k, —+=i—j+=k, —+=i—j+=k, ——=i—j+—=k,

22 202 22 202 22 202 2.2 20 2

1 3. 7.1, 33 7.1 7 3.3, 1 5 3.3,

———i——j+—k, ——=i——j+=k, —+—i+—j+—k, —+=i+—j+=k,

22 202 22 202 2.2 20 2 2.2 20 2
3 3.3.1 1 3.3 1,13 3. 1,3 3 3

. . 3.1
——+—it—j+—k, —+=it+—j+=k, —+—i+=j+—k, —+—i+—j+=k,
2.2 270 2 22 202 22 222 22 2

33.3.1k 1 3. 3.1, 13 3.1, 33 3.1

—— ==k, ———=i—=j——k, ——=i—=j——k, ——=i—=j——k,
2 2 )Ty T T R R T T T,

1,7 3.3 1 3.3.7.1 1 3. 7.1
—k, ——=i—j—k, —+—i+—j—k, —+=i+—j—k,
222 202 2.2 202 2.2 202

Tl 5313 331 3 1313,
2 2.2 202 2.2 20 2 2.2 202
3,303,103, 53,1373 13

2 22 202 22 222 22 2 2 (26)

kimesi elde edilmektedir. (25) kimesinden

H s ={10(0) =0, u(5)=1-3i=3—k, (10)=2j—k, p(15)=1-3i— j -2k, o
p(20)=—1+3i+ j+2k, u(25)==2j+k, u(30)=—1+3i+3j+k|
elde edilmektedir. (26) kiimesinden

11 3. 1. 3 1 3. 1.3 1 3. 7.1
Hhsapus ={ﬂ(0)=—3+51—51 +Ek> ﬂ(5)=—5+51—51 +Ek’ #(10)=E—51—51 +Eka
1 3, 3.1 1 3. 3.1 1 3. 7.1
15)=——+=i+=j+—k, u(20)==—=i—=j——k, u(25)=—=+=i+—=j——k, (28
u(15) AT A , 1(20) Sy , 1(25) S5ty , (28)

1 3.1, 3
#(30)25_51—‘{_5]_51{}

elde edilmektedir. (27) ve (28) kimelerinden Z,; ={0,5,10,15,20,25,30} altgrubuna karsilik

gelen Hurwitz tamsayilari kiimesi asagidaki gibidir.

I 3. 1. 3 . I 3. 3.1
Hé(t?-)?si+3j+k ={,u(0)=0, ﬂ(5)=_5+51_5‘]+5k’ ﬂ(10)=2]—k, ﬂ(ls):_5+51+5]+5k’
1 3, 3 1 1 3.1 3
20)=——2i-2 j—~k, u(25)=-2j+k, u(30)=~—2i+= -2k
u()zzlzjz,u() J+,u()221+212}

Teorem 10.2.3%e gére &° >5 tir. Goérillecedi lizere teorem 1 deki sinirlama kurali bu érnek

icin zor olmaktadir.
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UYGULAMALAR

Ornek 1: 1=3+3i+ j+k 6neriimis Hurwitz tamsayisi olsun. Bu &nerilmis A Hurwitz
sayisinin normu N(ﬂ,)=20 dir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisi herbiri 10 elemanl 2 farkli

kiimeye ayristirilabilir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin kiime elemanlari

(18) deki modulo 1 fonksiyonu uygulanirsa;

H(I)i :{,u, (O):O 7 (l)zl,,u, (2):2,,u](3)23,,ul(4)=—2—2k,,u](5)=—1—2k,
u1(6)— 2k, 14, (7 )—1—2k u1(8):2—2k,,u1(9):3—2k,y1(10):—2—4k,
w1 (11)==3+2k, ,u1(12) -2+ 2k, ,u1(13):—1+2k 1 (14) =2k, 14 (15) =1+ 2k, (4.1.1)
,u](16) 2+2k ,u,(17)— 3,u,(18)— 2,u](19)— 1}

(19) daki modulo 2 fonksiyonu uygulanirsa;

:{y2 (0)=—4+2k, 11, (1) =—3+2k, 1, (2) =242k, 11, (3) = —1+ 2k, 11, (4) = 2k,
1, (5) =142k, 14, (6) =2+ 2k, 11, (7) = =3, 14, (8) = =2, 11, (9) = -1, 14, (10) = 0,
yIx (1 1) =Ly, (12) =24, (13) =3, 4, (14) =-2-2k,p, (15) =-1-2k, (4.1.2)
t (16) = =2k, 11, (17) = 1= 2k, p1, (18) = 2 = 2k, , (19) = 3 2k}

H,

gibi elde edilmektedir. Elde edilen (4.1.1) ve (4.1.2) kimelerinden normlari kicik olan

elemanlar segcilerek olusturulan kiime asagidaki gibidir.

H, = {11,(0) = 0,40 (1) =1, 1, (2) = 2., (3) = =1+ 2k, 1, (4) = 2k,
14, (5) =142k, 14, (6) = =2k, p4,(7) = =1= 2k, 14 (8) = =2, 14, (9) = —1. 1, (10) =0,
(1) =1, 40, (12) =2, 11, (13) = =1+ 2k, 1, (14) = 2k, 1, (15) =12k,
1 (16) = =2k, g1, (17) =1-2k, 11, (18) = =2, 11, (19) = 1}

(4.1.3)

Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin alt kiimelerini HEO) ve Hil) ile gosterelim. Bu kumeler

asagidaki gibi elde edilmektedir.

HW kiimesinin alt kimeleri
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H((l())}? :{'ul(0):05/“1(2):2’ﬂ1(4):_2_2k’ﬂ1(6):_2ka/41(8):2_2k> 4.1.4)
1, (10) = 2= 4k, 11, (12) = =2+ 2k, 11, (14) = 2k, 11, (16) = 2+ 2k, 44, (18) =2}

ve

HY = (1) =144, (3) =3, 14, (5) = 1= 2k, 1, (7) =1-2k, 4, (9) =32k, ars
24, (11) = =3+ 2k, 44, (13) = =14 2k, 14, (15) = 1+ 2k, 11, (17) = =3, 14, (19) = -1} .

seklindedir. H(z)ﬂ kimesinin alt kiimeleri ise

H' = {1y (0) = ~4-+ 2k, p1, (2) = =2+ 2k, y (4) = 2k, p1, (6) = 2+ 2k, 11, (8) = -2,
2 (4.1.6)

11, (10)=0, 41, (12) = 2, 11, (14) = =2 = 2k, g1, (16) = ~2k, 11, (18) = 2 - 2k}

H(@)} = {1, (1) = =342k, 11, (3) = =1+ 2k, 1, (5) = 1+ 2k, 41, (7) = =3, 11, (9) = -1, wnn
B 41.7

py (10) =1, 2, (13) =3, 41, (15) = =1= 2k, g1, (17) = 1= 2k, 1, (19) = 3 — 2k }

seklindedir. (4.1.4) ile (4.1.6) ve (4.1.5) ile (4.1.7) kimelerinden en kuglk norma sahip olan
elemanlarin olusturdugu kimeler Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin HY ve HEl) ile

i

gosterilen alt kimelerdir. Bu kiimeler

HEO) = {/11 (O) = 0»/11(2) =2, 14 (4) =2k, 1 (6) =2k, 1, (8) =2, (4.1.8)
14, (10) =0, 41, (12) = 2, 11, (14) = 2k, 11, (16) = 2k, 1, (18) = -2} -

ve
H = {41(1) =141, (3) = =1+ 2k, 1y (5) = 1+ 2k, 41, (7) = =1 = 2k, 11, (9) = -1,

(4.1.9)
p (1) =1, 44, (13) = =142k, 1, (15) = 1= 2k, 11, (17) =1- 2k, 41, (19) = —1}

seklindedir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin enerjisi El:ﬁ/l). ZN(Z) formallyle

zeH,

0

bulunmaktadir. Bu enerji hesaplanirken 6nerilmis A Hurwitz tamsayisinin H"Y altkimesi

kullanilacaktir. Clnkd 6nerilmis 4 Hurwitz tamsayisinin HEO) altkimesi, bu kiimenin eleman
sayisini norm kabul eden bagka bir A, Hurwitz tamsayisi alinarak karsilastirma yapilacaktir.

Hio) altkimesinin eleman sayisi ayni zamanda N(A) 'ya esittir. Yani N(1)=10 dur. HY

s
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altkimesinin herbir elemanin normlarinin toplami 32 dir. Buradan Ei:%:&z olarak

hesaplanmaktadir. o7, onerilmis A Hurwitz tamsayisinin minimum kare oklidyen uzakhgidir.

Bu uzaklik kiimenin sifirdan farkli en kiiglik normuna esittir. H'" altkiimesinin minimum kare

oklidyen uzakhgi 8. =4 tir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin CFM ’si (constellation figure

2

of merit), M Hurwitz tamsayisinin boyutu olmak Uzere CFM(A)= formulayle
A
hesaplanmaktadir. Bu formdl  yardimiyla HEO) altkimesinin ~ CFM  ’si
4.4 o : (0)
CFM((A) = 5 (3 2) =2,5 olarak hesaplanmaktadir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin H

altkimesinin eleman sayisini norm kabul eden Hurwitz tamsayisi 4, =2+2i+1+k dir. 4
Hurwitz tamsayisinin normu N(A)le dur. 4, Hurwitz tamsayisina sirasiyla

(18) deki modulo 1 fonksiyonu uygulanirsa 1’—1(1)11 kimesinin elemanlari

H(l)ﬂl - {‘ul (O) = O’ lul (1) = la,ul (2) = 2,,111 (3) = —1—2](, ,Lll (4) = —Zk’

(4.1.10)
7 (5) =1-2k, 4, (6) =2k, 1, (7) =1+2k, 1, (8) =-2, 4 (9) = —1}
ve (19) daki modulo 2 fonksiyonu uygulanirsa H(ml kiimesinin elemanlari
H(z)/11 :{y2(0):—3+k,,u2(l):—2+k,,u2(2):—1+k,,u2(3):k,y2(4)=1+k, @141)

1 (5) =2k, 11, (6)=—1=k, 1, (7) =k, s1, (8) =1—k, 11, (9) =2~ &}

seklindedir. (4.1.10) ve (4.1.11) kimelerinden normu en kiguk olan elemanlarin olusturdugu

kiime

H, ={14(0)=0,24(1) =14, (2) =1+ k, 11, (3) =k, ut, (4) =1 + k,

(4.1.12)
ty (5)==2—k, 11, (6) =1~k 11, (7) =k, 11, (8) = 1=k, 11, (9) = -1}
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seklindedir. A, Hurwitz tamsayisinin enerjisi Eilzm'ZN(z) formulayle

zeH
bulunmaktadir. (4.1.12) kimesinin eleman sayisi ayni zamanda normu N(A)le ve

elemanlarinin  normlart toplami 17 dir. Buradan A, Hurwitz tamsayisinin enerjisi

E, =i—(7)=l,7 bulunmaktadir. (4.1.12) kimesinin sifirdan farkli en kicuk elemani yani

minimum kare Oklidyen uzakligi 531 =1 dir. A4, Hurwitz tamsayisinin CFM ’si (constellation

2
-0,

figure of merit), M Hurwitz tamsayisinin boyutu olmak tzere CFM (4,) = formuluyle
4
hesaplanmaktadir. Bu formil  yardimiyla H, kimesinin CFM  ’si
4.1 ,
CFM(/L):2 (1 7)21,1765 olarak hesaplanmaktadir. 4 Hurwitz tamsayisina karsilik

gelen Gauss tamsayisi G;,,, dir. G,,, Gauss tamsayisina (18) deki modulo 1 fonksiyonu

uygulanirsa G

3+i

Gauss tamsayisinin kiimesi

Guy ={21(0) =0, (1) =1, 1(2) = =1~ u(3) = =i pu(4) =1,

=1,
(4.1.13)
p(5)=—1=2i,1(6) =—1+i,1u(7) =i, p(8) =1+i, 1(9) = -1

seklinde olugmaktadir. G

3+i

Gauss tamsayisinin enerjisi £, :ﬁ- z N(z) formilUyle

zeG,

bulunmaktadir. (4.1.13) kimesinin eleman sayisi ayni zamanda normu N(/i):IO ve

elemanlarinin  normlart toplami 17 dir. Buradan A, Hurwitz tamsayisinin enerjisi

E, =i—(7)=1,7 bulunmaktadir. (4.1.13) kumesinin sifirdan farkh en kuguk elemani yani

minimum kare oklidyen uzakhgi &, =1 dir. G,,, Gauss tamsayisinin CFM ’si (constellation

2

s

figure of merit), M Gauss tamsayisinin boyutu olmak tUzere CFM (A1) = formallyle
A
hesaplanmaktadir. Bu formdl yardmiyla G;,, kimesinin CFM  si
2-1
CFM(A)= 5 (1 7) =0.5882 olarak hesaplanmaktadir.
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Onerilmig CFM CFM Hurwitz CFM | Lipschitz | CFM | Gauss CFM

Hurwitz Hurwit | Lipschit | Tamsayi Tamsayi Tamsay!i

(Lipschitz) | z z sl Sl sl

Tamsayisi

343i+j+k| 2,5 1,1765 | 24+2+j+k | 1,176 | 24+2+j+k | 0,606 | 3+i 0,588
5 1 3

Ornek 2: A=4+3i+2j+k O6nerimis Hurwitz tamsayisi olsun. Bu 6nerilmis A Hurwitz

sayisinin normu N(/I):30 dur. Onerilmis A Hurwitz tamsayisi herbiri 10 elemanh 3 farkli

kimeye ayrigtirilabilir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin enerjisi El:ﬁ- ZN(z)
zeH,

formdiliyle bulunmaktadir. Bu enerji hesaplanirken onerilmis A Hurwitz tamsayisinin HY

altkimesi kullanilacaktir. ClUnki onerilmis A Hurwitz tamsayisinin HY altkimesi, bu

s

kimenin eleman sayisini norm kabul eden bagka bir A, Hurwitz tamsayisi alinarak
karsilastirma yapilacaktir. HEO) altkiimesinin eleman sayisi ayni zamanda N(ﬂ,) 'va esittir.

Yani N(l) =10 dur. HEO) altkiimesinin herbir elemanin normlarinin toplami 75 dir. Buradan

E, =%=7,5 olarak hesaplanmaktadir. &., 6nerilmis A Hurwitz tamsayisinin minimum

kare Oklidyen uzakhgidir. Bu uzaklik kiimenin sifirdan farkli en kiiglik normuna esittir. HY

altkimesinin minimum kare oklidyen uzakligi &; =6 tir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin

CFM ’si (constellation figure of merit), M Hurwitz tamsayisinin boyutu olmak Uzere

2

M -9,
CFM((A) = W formillyle hesaplanmaktadir. Bu formdl yardimiyla HEO) altkimesinin
A
e 4-6 W ,
CFM si CFM(/1)=m=1,6 olarak hesaplanmaktadir. Onerilmis A4  Hurwitz

tamsayisinin Hfo) altkimesinin eleman sayisini norm kabul eden Hurwitz tamsayisi

A =2+2i+1+k dir. 4 Hurwitz tamsayisinin normu N(4)=10 dur. 2 Hurwitz

tamsayisinin enerjisi E, = Z N(z) formulUyle bulunmaktadir. H, kimesinin

—1 .
N(4) .,
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eleman sayisi ayni zamanda normu N(A)le ve elemanlarinin normlari toplami 17 dir.
Buradan /4, Hurwitz tamsayisinin enerjisi £, :%:1,7 bulunmaktadir. H, kimesinin

sifirdan farkli en kic¢ik elemani yani minimum kare 6klidyen uzakhgi 531 =1 dir. A, Hurwitz

tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), A Hurwitz tamsayisinin boyutu olmak
M-5;

tzere CFM(A)= .
=3

formuliyle hesaplanmaktadir. Bu formdl yardimiyla Hﬂ1

4.1
2-(1,7)

tamsayisina karsilik gelen Gauss tamsayisi G, . dir.

3+i

kimesinin  CFM ’'si CFM(4,)) = =1,1765 olarak hesaplanmaktadir. A, Hurwitz

G

3+ 3+i

Gauss tamsayisinin enerjisi £, :ﬁ- ZN(Z) formaliyle bulunmaktadir. G

zeG,

kimesinin eleman sayisi ayni zamanda normu N(/l) =10 ve elemanlarinin normlari toplami

3+i 3+i

17 dir. Buradan G;,,, Gauss tamsayisinin enerjisi Eﬂl=i—(7):1,7 bulunmaktadir. G

kimesinin sifirdan farkli en kiguk elemani yani minimum kare oklidyen uzakhgi 531 =1 dir.

G

3+i

Gauss tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), M Gauss tamsayisinin

2
*O;

M
boyutu olmak tUzere CFM(A)= W

)

formiliyle hesaplanmaktadir. Bu formil yardimiyla

G,,, kimesinin CFM’si CFM (A) = 2-%,17) =0.5882 olarak hesaplanmaktadir.

Onerilmis CFM CFM Hurwitz CFM | Lipschitz | CFM | Gauss CFM

Hurwitz Hurwit | Lipschit | Tamsayi Tamsayi Tamsayi

(Lipschitz) z z sl sl sl

Tamsayisi

4+3i+2j+k| 1,6 1,8182 | 242+j+k | 1,176 | 2+2+j+k | 0,606 | 3+i 0,588
5 1 3

Ornek 3: 1=5+3i+2j+k o6neriimis Hurwitz tamsayisi olsun. Bu 6neriimis A Hurwitz

sayisinin normu N(/i):39 dur. Onerilmis A Hurwitz tamsayisi herbiri 13 elemanh 3 farkli
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kimeye ayristirilabilir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin enerijisi Elzm- Z N(z)

formuliyle bulunmaktadir. H{O) altkimesinin eleman sayisi ayni zamanda N(/?,) 'ya esittir.

s

Yani N(/i):13 dur. HEO) altkiimesinin herbir elemanin normlarinin toplami 108 dir.

Buradan F, :%:8,3077 olarak hesaplanmaktadir. o, onerilmis A Hurwitz tamsayisinin

minimum kare oklidyen uzakhgidir. Bu uzaklik kiimenin sifirdan farkli en kigik normuna
esittir. HEO) altkimesinin minimum kare oklidyen uzakhgr &7 =9 tiir. Onerilmis A Hurwitz

tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), A Hurwitz tamsayisinin boyutu olmak

2

uzere CFM(A)=
2-E,

formuluyle hesaplanmaktadir.  Bu formdl yardimiyla HEO)

4.9

altkimesinin CFM ’si CFM(A) = —————
2-(8,3077)

=2,1667 olarak hesaplanmaktadir. Onerilmis

A Hurwitz tamsayisinin H?O) altkimesinin eleman sayisini norm kabul eden Hurwitz

tamsayisi A, =2+2i+2j+k dir. 4 Hurwitz tamsayisinin normu N(4,)=13 dur. 2, Hurwitz

tamsayisinin enerjisi E, = Z N(z) formiiliiyle bulunmaktadir. H, kumesinin

—1 .
N(%) 4,

eleman sayisi ayni zamanda normu N(A):IS ve elemanlarinin normlari toplami 24 dir.
, - 24 . -
Buradan 4, Hurwitz tamsayisinin enerjisi £, :3:1,8462 bulunmaktadir. A, kimesinin

sifirdan farkli en kiglk elemani yani minimum kare 6klidyen uzakhgi 551 =1 dir. A, Hurwitz

tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), M Hurwitz tamsayisinin boyutu olmak

M-5;
lizere CFM(A)= -
(4) W

4

formuliyle hesaplanmaktadir. Bu formdl yardimiyla HA|

4.1

kiimesinin CFM ’'si CFM L —
(4) 2-(1,8462)

=1,0833 olarak hesaplanmaktadir. A, Hurwitz

tamsayisina karsilik gelen Gauss tamsayisi G, ,, dir.

+2i

G,,,, Gauss tamsayisinin enerjisi E, :ﬁ- > N(z) formiiliyle bulunmaktadir. G,,,,

zeG,

kiimesinin eleman sayisi ayni zamanda normu N(l) =13 ve elemanlarinin normlari toplami
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28 dir. Buradan G, ,, Gauss tamsayisinin enerjisi E, :%:2,1538 bulunmaktadir. G,,,,

kimesinin sifirdan farkli en kiguk elemani yani minimum kare oklidyen uzakligi 551 =1 dir.

G Gauss tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), M Gauss tamsayisinin

3+2i

2
U,

M
boyutu olmak tGzere CFM (A) =
2-E,

formullyle hesaplanmaktadir. Bu formul yardimiyla

G,,,, kimesinin CFM ’si CFM(/1)=L=O.4643 olarak hesaplanmaktadir.
2-(2,1538)

Onerilmig CFM CFM Hurwitz CFM | Lipschitz | CFM | Gauss CFM

Hurwitz Hurwit | Lipschit | Tamsayi Tamsayi Tamsay!i

(Lipschitz) |z z sl Sl sl

Tamsayisi

543i4+2j+k| 2,1667 | 1,3929 | 242%+2j+k | 1,083 | 2+2+2j+k | 0,464 | 3+2 0,464

3 3 3

Ornek 4: A1=6+4i+3j+2k onerilmig Hurwitz tamsayisi olsun. Bu 6nerilmig A Hurwitz

sayisinin normu N(l):65 dur. Onerilmis A Hurwitz tamsayisi herbiri 13 elemanh 5 farkli

kimeye ayrigtirilabilir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin enerjisi El:ﬁ- ZN(z)
zeH,

formullyle bulunmaktadir. H(O) altkimesinin eleman sayisi ayni zamanda N(/i) 'ya esittir.

A

Yani N(/i):13 dur. Hﬁo) altkiimesinin herbir elemanin normlarinin toplami 180 dir.

Buradan Elzllﬂ:13,8462 olarak hesaplanmaktadir. 55, onerilmis A Hurwitz

tamsayisinin minimum kare oklidyen uzakhigidir. Bu uzaklik kimenin sifirdan farkli en kiigtk
normuna esittir. Hfo) altkiimesinin minimum kare 6klidyen uzakhigi &; =15 tiir. Onerilmis A

Hurwitz tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), A/ Hurwitz tamsayisinin boyutu

2
2

) M-5
olmak tzere CFM(A)= W

A

formillyle hesaplanmaktadir. Bu formul yardimiyla HEO)

4-15 "
altkiimesinin CFM ’si CFM (1) =—————=2,1667 olarak hesaplanmaktadir. Onerilmis
2-(13,8462)

A Hurwitz tamsayisinin HEO) altkimesinin eleman sayisini norm kabul eden Hurwitz
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tamsayisi 4, =2+2i+2;+k dir. 4 Hurwitz tamsayisinin normu N (4, )=13 dur. 4 Hurwitz

tamsayisinin enerjisi E, = Z N(z) formulUyle bulunmaktadir. H, kimesinin

—1 .
N(ﬁﬂ) zeH)

eleman sayisi ayni zamanda normu N(ﬂq):13 ve elemanlarinin normlari toplami 24 dir.
: . 24 N .
Buradan A, Hurwitz tamsayisinin enerjisi EA] :3:1,8462 bulunmaktadir. Hl] kimesinin

sifirdan farkli en kic¢ik elemani yani minimum kare 6klidyen uzakhgi 5,?1 =1 dir. 4, Hurwitz

tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), A Hurwitz tamsayisinin boyutu olmak

2

uzere CFM(A)= 5 formiliyle hesaplanmaktadir. ~ Bu formil yardimiyla H,

4.1

kimesinin CFM ’'si CFM =— ~
(4) 2-(1,8462)

=1,0833 olarak hesaplanmaktadir. A, Hurwitz

tamsayisina karsilik gelen Gauss tamsayisi G,,,, dir.

+2i

1
G,,,, Gauss tamsayisinin enerjisi E, :W- > N(z) formiliyle bulunmaktadir. G;,,,

zeG,

kimesinin eleman sayisi ayni zamanda normu N(/i) =13 ve elemanlarinin normlari toplami

+2i

28 dir. Buradan G,,,, Gauss tamsayisinin enerjisi £, :%=2,1538 bulunmaktadir. G,

kimesinin sifirdan farkli en kiguk elemani yani minimum kare oklidyen uzakligi 531 =1 dir.

G,,,; Gauss tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), M Gauss tamsayisinin

2

A

boyutu olmak Gzere CFM (A1) =

formiliyle hesaplanmaktadir. Bu formil yardimiyla
)

G,,,; kimesinin CFM ’si CFM(/1)=L=O.4643 olarak hesaplanmaktadir.
2-(2,1538)

Onerilmig CFM CFM Hurwitz CFM | Lipschitz | CFM | Gauss CFM

Hurwitz Hurwit | Lipschit | Tamsayi Tamsayi Tamsayi

(Lipschitz) | z z Sl sl Sl

Tamsayisi

6+4i+3j+2k| 2,1667 | 1,3929 | 242+2j+k | 1,083 | 2+2+2j+k | 0,464 | 3+2 0,464

3 3 3
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Ornek 5: 1 :%+§i+%j+%k onerilmis Hurwitz tamsayisi olsun. Bu 6nerilmis A Hurwitz

sayisinin normu N(l):65 dur. Onerilmis A Hurwitz tamsayisi herbiri 13 elemanh 5 farkli

, 1
kiimeye ayristirilabilir. Onerilmis A Hurwitz tamsayisinin enerjisi Eﬂ:m- Z N(z)
zeH,

formUllyle bulunmaktadir. H?O) altkimesinin eleman sayisi ayni zamanda N(ﬂ) 'ya esittir.

Yani N(Z):B dur. HEO) altkimesinin herbir elemanin normlarinin toplami 210 dir.

Buradan El:%:l6,1538 olarak hesaplanmaktadir. 55, onerilmis A Hurwitz

tamsayisinin minimum kare 6klidyen uzakligidir. Bu uzakhk kiimenin sifirdan farkh en kuguk

normuna esittir. H") altkiimesinin minimum kare oklidyen uzakligi 67 =10 tur. Onerilmis A

pA

Hurwitz tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), M Hurwitz tamsayisinin boyutu

2
2

) M-5
olmak tzere CFM(A)= W

A

formillyle hesaplanmaktadir. Bu formul yardimiyla HEO)

4-10

altkiimesinin CFM 'si CFM (1) = ————
2-(16,1538)

=1,2381 olarak hesaplanmaktadir. Onerilmis

A Hurwitz tamsayisinin H?O) altkimesinin eleman sayisini norm kabul eden Hurwitz

tamsayisi A=%+%i+%j+%k dir. 4, Hurwitz tamsayisinin normu N (4 )=13 dur. 4

Hurwitz tamsayisinin enerjisi E}L1 :ﬁ. Z N(Z) formiliyle bulunmaktadir. I‘Iil
zeHy

kimesinin eleman sayisi ayni zamanda normu N(/L) =13 ve elemanlarinin normlari toplami
: : i 24
24 dir. Buradan A, Hurwitz tamsayisinin enerjisi E, :E=1,8462 bulunmaktadir. H,

kiimesinin sifirdan farkl en kiglik elemani yani minimum kare oklidyen uzakhgi 531 =1 dir.

A, Hurwitz tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), M Hurwitz tamsayisinin

2

A

M
boyutu olmak tzere CFM(4,)= o

A

formullyle hesaplanmaktadir. Bu formul yardimiyla

4.1

H, kumesinin CFM ’si CFM =
’ W=7 Lsae2)

=1,0833 olarak hesaplanmaktadir. 4,

Hurwitz tamsayisina karsilik gelen Gauss tamsayisi G, ,,, dir.

+2i
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1
G,,,. Gauss tamsayisinin enerjisi £, =——- » N(z) formillyle bulunmaktadir. G, ..
3+2i A N(/l) 3+2i

zeG,

kimesinin eleman sayisi ayni zamanda normu N(/i) =13 ve elemanlarinin normlari toplami

+2i

28 dir. Buradan G,,,, Gauss tamsayisinin enerjisi £, :%:2,1538 bulunmaktadir. G,

kimesinin sifirdan farkli en kiguk elemani yani minimum kare oklidyen uzakligi 531 =1 dir.

G,,,;, Gauss tamsayisinin CFM ’si (constellation figure of merit), M Gauss tamsayisinin

2
*O;

M
boyutu olmak Uzere CFM(A)= W

B

formuliyle hesaplanmaktadir. Bu formil yardimiyla

2-1

G,.,,; kimesinin CFM’'si CFM (A1) = ————=0.4643 olarak hesaplanmaktadir.
2-(2,1538)
Onerilmig CFM CFM Hurwitz CFM | Lipschitz | CFM | Gauss CFM
Hurwitz Hurwit | Lipschit | Tamsayis Tamsay!i Tamsay!i
(Lipschitz) |z z | sl sl
Tamsayisi
1393 1 53.3.3
— =i+ j+=Kk —4—14—2/4—k
22 2 21,2381 272 21,083 | 242+2j+k| 0,464 | 3+2i 0,464
3 3 3

6+4i+3j+2k 1,3929

Asagidaki tabloda onerilmis Hurwitz sayilari igin boluntuler ve yeni yildiz kimelerinin kod

kazanci gosteriimektedir.

N =1 Superset in Normu
c= Kime Sayisi
d = Kimenin Eleman Sayisi

1
E =— Z N(z) Enerji, Normlar Toplaminin d ile bolimiinden elde edilmektedir.
g N(ﬂ’) zeG,

M 2
CFM(A) = %
2E,
Bolinmesiyle elde edilmektedir.

CFM Onerilmis Hurwitz Tamsayist
CFM Hurwitz Tamsayisi

CFM, Boyut ile En Kigiuk Normun Carpiminin Enerjinin 2 Katina

SNR =10-log,, [
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Tablo 10: Hurwitz sayilari Gzerinde yeni yildiz kimeleri ve yeni blok kodlar

52
N [c |d A EN | NORML [CFM | SNR
SUPERSET KUCUK AR BOY | ENERJI | ONERILMI [dB]
NORM TOPLAM | UT S )
I YILDIZKUM
ESI

30 3 10 443i+2j+k 75 4 7,5 1,6 1.34
39 3 |13 54+3i+2j+k 108 4 8,3077 2,1667 3.01
150 6 | 25 10+5i+4j+3k 18 792 4 31,68 1,1364 421
156 6 |26 9+7i+5j+k 36 864 4 33,2308 2,1667 6.72
238 7 | 34 11+8i+7j+2k 21 1799 4 52,9118 0,7938 4.49
222 6 | 37 11+8i+6j+k 18 1824 4 49,2973 0,7303 2.64
350 | 7 | 50 13+9i+8j+6k 35 3703 4 74,06 0,9452 5.96
371 7 | 53 12+11i+9j+5k 35 4228 4 79,7736 0,8775 6.45
522 9 | 58 17+14i+6j+k 45 6417 4 110,6379 0,8135 6.42
549 9 | 61 | 17+12i+10j+4k 45 7164 4 117,4426 0,7663 6.36
585 9 | 65| 15+14i+10/+8k 45 8064 4 124,0615 0.7254 6.85
657 9 | 73| 16+14i+13j+6k 63 10512 4 144 0.875 7.72
740 | 10 | 74 19+17i+9j+3k 100 11520 4 155,6757 1,2847 10.3
902 | 11 | 82 284+9i+6j+k 66 15675 4 191,1585 0.6905 7.22
850 | 10 | 85 20+19i+8; + 5k 50 15400 4 181,1765 0,5519 6.38
979 | 11 | 89 29+8i+7j+5k 77 18832 4 211,5955 0,7278 7.90
1261 | 13 | 97 | 27+18i+12j+8k | 91 26000 4 268,0412 0.6790 7.89

101



TUBITAK

11. SONUCLAR

Bu projenin amaci; Lipschitz, Hurwitz ve R, gibi halkalar Gzerinde klasik ve kuantum kodlari

gelistirmek olarak belirlenmisti. Bu amag igin asagidaki hedefler yakalanmaya ¢alisiimigtir.

1. Lipschitz, Hurwitz ve R, halkalarinda klasik kodlarin karakterize edilmesi,

2. Bu kodlarin simulasyonlarinin yapilmasi,
3. Bu kodlardan 1-hata dizeltebilen mikemmel olanlarinin karakterize edilmesi,
4. Bu kodlardan yararlanilarak kuantum kodlarin insa edilmesi,

5. Proje kapsaminda elde edilecek kodlarin BPSK, QPSK ve QAM modulasyon turleri

kullanilarak literatirdeki kodlarla karsilastiriimasi sonucu daha elverigli kodlarin gelistiriimesi,

6. Bu halkalar Uzerindeki kendine-dik ve kendine-ortogonal klasik kodlarin karakterize

edilmesi,

7. Bu kodlar yardimi ile kuantum kodlarin insa edilmesidi.

Bu hedeflerin timine erisilmistir. Projenin amaci dogrultusunda bugline kadar 6 makale
yazilmistir. 3 Makale ise yazim agsamasindadir. Bu makalelerden 3 tanesi cesitli dergilerde
yayinlanmistir.  Yapilan c¢aligmalari uluslararasi platformlarda tanitmak amaci ile 6
sempozyuma katilinmistir. Ayrica 4 sempozyuma gitmek icin gerekli calismalarimiz hazirdir.
Bu galismalarin timiinde TUBITAK destegi proje numarasi ile belirtiimistir. Proje kapsaminda
bir ylksek lisans 6grencisi tezini hazirlamis ve mezun durumuna gelmistir. Ayrica bu proje bir

doktora ve iki yiksek lisans 6grencimizin bilimsel galismasi igin gerekli altyapiyi saglamistir.
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Bu projenin amaci; Lipschitz, Hurwitz gibi ¢esitli halkalar Gzerinde bant genigligi, veri aktarim
hizi ve ortalama eneriji tiketimi bakimindan daha elverisli klasik kodlarin uretilmesi, bu
kodlarin simulasyonlarinin yapilmasi, bu kodlardan 1-hata diizeltebilen mikemmel olanlarinin
karakterize edilmesi ve bu kodlardan yararlanilarak kuantum kodlarin inga edilmesidir. Bu
proje kapsaminda elde edilecek kodlar literatirdeki kodlarla karsilastirilacaktir. Bu amacla
karsilastirmalar BPSK (Binary Phase Shift Keying-ikili Faz Kaydirmali Anahtarlama), QPSK
(Quadrature Phase Shift Keying-Doérdul Faz Kaydirmali Anahtarlama) ve QAM (Quadrature
Amplitude Modulation-Dérdul Genlik Modulasyonu) kullanilarak yapilacaktir. Bu proje
kapsaminda elde edilecek kodlar ile literatirdeki kodlarin minimum enerji agisindan
karsilastiriimasi icin hata olasiligi-SNR (bir iletim sirasinda sinyal glrilti orani) grafikleri
kullanilacaktir. Proje kapsaminda elde edilecek kodlarin, literatiirdeki kodlar ile bahsedilen
modulasyon turleri agisindan kiyaslandiginda daha iyi olmasi hedeflenmektedir.

Ayrica proje kapsaminda kuantum kodlar da ¢aligilacaktir. Bilindigi gibi kendine-dik (self-dual)
kodlar ve kendine-ortogonal (self-orthogonal) klasik kodlar kullanilarak kuantum kod elde
edilmektedir. Klasik kodlar igin klasik devreler ve mantik kapilari oldugu gibi kuantum kodlar
icin de kuantum devre ve kuantum mantik kapilari vardir. Devreler mantik kapilari kullanilarak
elde edilmektedir. Kuantum mantik kapilari Pauli spin matrisleri kullanilarak tanimlanir. Proje
kapsaminda kullanilacak halkalar i¢in Pauli spin matrisleri ve Hadamard mantik kapisi gibi
kuantum mantik kapilari da olusturulacaktir. Bu mantik kapilari ile kuantum bilgi kodlanacak
ve bu bilgi bir kuantum devresi kullanilarak dekodlanacaktir.

Kodlama teorisi bilgi aktariminda (CD, DVD, internet?) yogun olarak kullaniimaktadir.
Kodlama teorisinin ginimuzin énemli konularindan biri olmasi, bu alandaki galismalarin
glincel olmasi ve hizla ilerlemesi konunun sec¢iminin baglica sebebidir.

Projede gelistirilecek klasik kodlar, lineer kodlar ve devirli kodlar yéniinden ele alinacaktir.
Lineer kodlar bir vektdr uzayin alt uzayi veya bir modulln alt modiili olarak ele alinmaktadir.
Devirli kodlar ise bir halkanin ideali olarak disunulebilir. Bu projede ¢esitli halkalar tzerinde
sonlu modiiller kullanilarak lineer kodlar elde edilecektir. Bu halkalar tizerinde polinom
parcalaniglari kullanilarak veya bu halkalarin idealleri kullanilarak devirli kodlar
olusturulacaktir. Lineer ve devirli kod insalari teorik olarak yapilacaktir. Diger yandan,
kendine-dik ve kendine-ortogonal klasik kodlar yardimi ile kuantum kod elde edilmektedir.
Projede elde edeceg@imiz lineer ve devirli kodlarin kendine-dik ve kendine-ortogonal olanlari
kuantum kod insa etmek i¢in incelenecektir. Ayrica Hurwitz sayilari Gzerinde kuantum kod
calisiimamis olmasi ve Hurwitz sayilar Gzerinde 1-hata duzeltebilen miikemmel kodlarin
karakterize edilmemis olmasi da projenin bir diger 6zgiin yéniidiir. Onerilen proje
tamamlandiginda, ¢alisilan halkalar tzerinde klasik kodlar ve kuantum kodlar gelistirilmis
olacaktir. Bu halkalar tizerinde klasik ve kuantum kodlarin inga edilmesi kodlama alaninda
calisan bircok akademisyenin bu halkalar (izerine odaklanmasini saglayacaktir.
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