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OZET

Anahtar Kelimeler: Idempotent matris; Kuadripotent matris; EP matris; Kismi
izometri;  Projektér;  Ortogonal projektér;  Genellestirilmis  projektor;
Hipergenellestirilmis projektor.

Bu ¢alisma, ilk boltim diger boliimler icin hazirhk olmak iizere, lic ana béliimden
olusmaktadir. B6ltim 1 de, Boliim 2 ve B&liim 3 de temel teskil edecek olan bazi
kavramlar ve bazi teoremler verilmektedir.

Bolim 2 de, projektorler sinifinin genellestirmeleri normal ve EP matrisler simifi
dahilinde ele alinmaktadir. 1ki genellestirilmis projektdriin toplam ve farkimin
genellestirilmis projektdr olmasi igin bir gerek ve yeter kosul verilmektedir. Ayrica,
iki hipergenellestirilmis projektdriin toplam ve farkinin hipergenellestirilmis
projektdr olmas: igin bir yeter kosul verilmektedir. Bunlara ek olarak idempotentler,
projektorier, genellestirilmis projektorler ve hipergenellestirilmis projektorler
kiimelerinden herhangi birine ait iki matrisin ¢arpimimin yine aym kiimede olmasi
igin bir yeter kosul verilmektedir.

Bolim 3 de, Boliim 2 deki G, +G, toplamu ve G, —G, fark ile ilgili problemin
genellestirilmesi olan, G;, G, herhangi sifir olmayan farkli genellestiriimis
projektorler ve c,, ¢, sifir olmayan kompleks sayilar olmak iizere, G =¢,G, +¢,G,

bigimindeki bir lineer kombinasyonunun yine bir genellegtirilmis projektdr oldugu
tiim durumlar karakterize etme problemi ele alinmaktadir.

Vii



GENERALIZATION OF THE CLASS OF PROJECTORS AND
LINEAR COMBINATION OF GENERALIZED PROJECTORS

SUMMARY

Keywords: Idempotent matrix; Quadripotent matrix; EP matrix; Partial isometry;
Projector; Orthogonal projector; Generalized projector; Hypergeneralized projector.

This work, first chapter being preliminaries for the other chapters, consists of three
principal chapters. In the Chapter 1, some definitions and some theorems that will be
fundamental in the Chapter 2 and Chapter 3 are given.

In the Chapter 2, generalizations of the class of projectors are considered within the
classes of normal and EP matrices. A necessary and sufficient condition for the sum
and difference of two generalized projectors to be a generalized projector is given.
Moreover, a sufficient condition for the sum and difference of two hypergeneralized
projectors to be a hypergeneralized projector is given. Furthermore, a sufficient
condition for the product of any two matrices belonging to any one of the classes of
‘idempotents, projectors, generalized projectors, hypergeneralized projectors to be in
the same class is given.

In the Chapter 3, G,, G, being any two different nonzero nxn generalized
projectors and ¢;, ¢, being nonzero complex numbers, the problem of characterising
all situations, where a linear combination of the form G =¢,G,+¢,G,, is also a

generalized projector which is the generalization of the problem concerning the sum
G, +G,, and the difference G, —G, in Chapter 2 has been considered.

viii



BOLUM 1. ON BILGILER

1.1. Girig

Bu kisimda bazi temel notasyonlar, tammlar ve ispatsiz olarak bazi 6zellikler
verilmektedir. Caliyjma boyunca matrisler koyu ve biiyiik harflerle (A gibi),
vektorler koyu ve kiigtik harflerle (a gibi), skalerler ise italik harfler (¢ gibi) ile
ifade edilmektedir.

1.2. Bazi Matris Cesitleri ve Bazi Matris Ozellikleri
Asagidaki tanimlar klasik tanimlar olup, 6rnegin [4], [5] ve [15] de mevcuttur.

Tamm1.2.1. A kare matrisine, efer A =A” sartim sagliyorsa idempotent matris

denir.

Tammml.2.2. Bir kare matrisin ana kogegeni altindaki tim elemanlan sifir ise bu

matrise iist liggensel matris denir.

Tamml.2.3. A € C, , matrisi, eer eslenik transpozesine esitse o matrise hermityen

matris denir. Yani Ae C, , igin efer, A=A" ise A hermityendir. Burada

nxn

hermityen matris ile ilgili baz1 6zellikleri vermekte yarar vardir.
Ozellik1.2.4. Hermityen matrisin dzdegerleri reeldir[5].

Ozellik1.2.5. U {ist iggensel matrisi, sadece elementer satir islemleri kullamlarak

A hermityen matrisinden eide edilmigse 0 zaman U nun késegeni A nin negatif



dzdegerlerinin sayisi kadar negatif, A mn pozitif 6zdegerlerinin sayis1 kadar pozitif
ve A nin sifir 5zdegerlerinin sayis1 kadar da sifir eleman igerir{5].

Tamm1.2.6. Eger A = [ay.J, i,j=1,2,...,n, tersinir matrisinin eglenik transpozesi,

A matrisinin tersine esitse (A“’ =(a) ) A ya Uniterdir denir.
1.3. Matrisler i¢in Baz Ters Cesitleri

Tanml.3.1. AeC,, olsun. A matrisi i¢in AA"A=A sartim sajlayan

A~ eC,, , matrisine, A mn bir genellestirilmis tersidir denir{4].

Teorem1.3.2. Her matris igin bir genellegtirilmis ters vardir, fakat tek
olmayabilir[8].

Tamml1.3.3. AeC, olsun. Eger AGA=A ve GAG =G olacak sekilde bir

n

G eC, , mevcutsa G matrisine A nin yansimal genellegtirilmis tersi denir[17].

Tamm1.3.4. Eger A*e C,, matrisi asafidaki ¢ sarti saglarsa, ona AeC,
matrisinin grup tersi denir:

(G.1) AA*A=A,

(G2) A*AA* = A",

(G3) AA* = A*A,

f16).

Tamm1.3.5. Eger G € C, , matrisi agafidaki {i¢ sart1 saglarsa, ona A matrisinin
Drazin tersi denir;

(D.1) AG=GA,

(D2) A* = A*'G veya denk olarak A* = GA*"! (k herhangi pozitif say1),



(D3) G =(GY A,
[17].

Tanm1.3.6. AcC olsun. Eger bir A* eC,,, matrisi asagidaki dort sarti

saglarsa, ona A nin Moore-Penrose tersi denir:
(M.1) AA*A=A,

(M2) ATAA* = A",

(3) (AA*] = AA",

(M.4) (A*A) =A"A,

[4].

Teorem1.3.7. mxn boyutlu her matrisin bir tek Moore-Penrose tersi vardir[8].

1.4. Bir Matrisin Ranki, Siitun ve Sifir Uzaylan

Tanmml.4.1. AeC, , olsun. A nin siitun ranki (veya kisaca A nin ranki) onun

icerdigi lineer bagimsiz siitunlarin maksimum sayisidir. A min ranki rk(A) ile
gosterilir. A nin satir ranki onun igerdigi lineer bagimsiz satirlarin maksimum
sayisidir[15].

Ozelliklerl.4.2.

i) Bir matrisin satir ranki ile stitun ranki ayndir.

ii) Iyi bilinen elementer satir ya da siitun isiemleri bir matrisin rankim1 degistirmez.
iii) Bu iki uyari blok matrisler igin de gegerlidir[15].

Uyanl.4.3. Bundan bdyle bir A matrisi i¢in siitun ya da satir rank ifadesi degil,
kisaca rank ifadesi kullamlacaktir.



Tanmmml.44. AeC, olsun (A mn stitunlan C, de vektorler olarak gosterilebilir.

Dolayisiyla A ={a,,a,,...,a,] yazlabilir). A mmn siitunlan tarafindan {iretilen
vekitr uzayt A min siitun uzayi olarak tanimlanir ve R(A) ile gosterilir[8].

Uyanil4.5. A nmn siitun uzaym tammlamanmn diger bir yolu da
S={y:y=Ab;beC,} dir. S nin A nin siitunlar1 tarafindan tiretilen vektor uzay:

oldugu da agiktir[bakimiz, 6rnegin, 8]

Notl.4.6. A mn siitun uzaymun boyutunun, A nin lineer bagimsiz siitunlarnin
sayisina, yam A nin rankina esit olduguna dikkat etmek gerekir.

Teorem1.4.7. Eger R(A), A mn siitun uzay: ise ER(A)= ‘.R(AA‘) dir[19].

ispat: b=A'a igin AA'a=Ab dr. Yani R(AA")c R(A) dir. Bununla birlikte
AA’ ile A aym boyutlu olduklan igin R(AA*)=R(A) dur.
Tamml4.8. AeC_ olsun. A nmn sifir uzay1 S={y:Ay=0;yeC  } seklinde

m

tanimlamr ve N(A) ile gosterilir[8].

Teorem1.4.9. AeC, ., 4,4,,...,4, siral 6zdeZerlerine sahip bir matris olsun. Bu

durumda,
U'AU=T=,] (1.4.1)

olacak seklinde bir U tiniter mafrisi vardir. Burada T kogegen elemanlan
t, =2, (i=1,2,...,n) olan bir iist licgensel matristir. Her A kare matrisi, kbsegen
elemanlan A min verilmis sirali 6zdegerlerinden olusan bir iist {iggensel matrise
{initer olarak esitlenebilir. Hatta efer A reel matris ve A nin biitiin 6zdegerleri reel
sayilardan oluguyorsa o zaman U reel ve ortogonal segilebilir[15].



BOLUM 2. GENELLESTIRILMIS PROJEKTORLER ve
HIPERGENELLESTIRILMIS PROJEKTORLER

2.1. Giris

Bu béliimde [9] da ele alinan projektdrler sinifinin normal ve EP matris siiflari
¢ercevesinde genellestirme problemi daha ayrintili olarak ele alinmaktadir.

Bu ¢alismanin bu ve bundan sonraki boliimlerinde, A*, A", A™, ‘.R(A), %L(A),

N(A) ve 7k(A) swrasiile AeC,,, in eslenik transpozunu, Moore-Penrose tersini,

n

herhangi bir genellestirilmis tersini, siitun uzayini, siitun uzaymmn dikini, sifir uzayini
ve rankimi gostermektedir.

Oncelikli olarak temel alinacak olan bazi tanimlar ve bazilar ispatsiz olmak tizere

bazi teoremler verilecektir.

Tanmm2.1.1. Eger A kare matrisi hermityen ve idempotent (yani, A=A" A= A2)

ise A matrisine bir projektdr denir[9].

Teorem2.1.2. A kare matrisi igin A ile degismeli olan bir tek yansimah
genellestirilmis tersi vardir ancak ve ancak A nin indeksi 1 (yani, rk(A) = rk(A2 ))
dir{4]. Bu genellestirilmig ters A nin grup tersidir.

Tamm2.13. Eger R(A)=R(A') veya denk olarak A*A=AA* ise A Kkare
matrisine EP (veya slitun-ranj hermityen matris) denir[9].



Teorem2.1.4. A kare matrisinin bir EP olmasi igin gerek ve yeter kosul A* = A*
olmasidir.

ispat: A matrisi bir EP olsun. Bu durumda A*A = AA* dir. Bu (M.1) ve (M.2)

ile birlestirilirse A* min A mun grup tersi, yani A* = A* oldugu goriiliir.

-

Tersine A* =A* olsun. (G.3) kullanilirsa A*A =AA* yazlabilir, yani A bir
EP dir. |

Tanm2.1.5. Eger A kare matrisi i¢in AA® = AA oluyorsa A Kkare matrisine
normal matris denir[4].

Teorem2.1.6. Her normal matris EP dir.

Ispat: A herhangi bir normal matris olsun. AA* = A*A esitliginin her iki tarafimin
Moore-Penrose tersi alimr ve elde edilen ifadenin her iki tarafi sagdan AA® ile

carpilirsa sirastyla (A‘A)+ = (AA )+ ve = (A‘ATAA' = (AA)+ AA® elde edilir.
Buradan A"A = AA’ oldugundan,

+

(A*AJ A"A =(AA") AA" (2.1.1)

yazilabilir. (AA*)(AA")=AA" ve (A’AJA"=A" citlikleri[17], (2.1.1) de

yerine yazilirsa AA" = A*A elde edilir. n
Tanmm2.1.7. Eger A" = A* ise A matrisine bir kismi izometri denir[9].

Teorem2.1.8. A nin normal kismi izometri olmas: igin gerek ve yeter kosul
A" = A* olmasidir[7].

Teorem2.1.9. Projektérler siifi, normal kismi izometriler ve idempotentler sinifinin

bir kesigimidir.



Ispat: A bir projektor olsun.
A=A’ve A=A" (2.12)

dir. (2.1.2) de ikinci ifadenin her iki tarafi A ile sagdan garpilir ve A nmn projektor

olmasi goz 6niine alinirsa
A=AA=A'A (2.1.3)

elde edilir. (2.1.3) soldan A ile carpirsa A”> = AA"A olur. A bir projektdr
oldugundan

A=AA'A (2.1.4)
bulunur. (2.1.4) denkleminde A yerine A* ve A* yerine A yazlirsa
A" =A'AA’ (2.1.5)

elde edilir. (2.1.2) de ikinci ifadenin her iki tarafi soldan A ile garpilirsa
AA = AA” olur. Bu esitlik (2.1.3) ile birlestirilirse

AA* =A'A ‘ (2.1.6)

bulunur. (2.1.2) den A bir idempotent matristir. (2.1.4), (2.1.5) ve (2.1.6)
esitliklerinden A* = A* olup Teorem2.1.8. den A normal kismi izometridir.

Tersine A" =A* ve A=A? olsun. A=A? olusu agiktir. A* =A* oldugu i¢in
(G.1) den A=AA"A olur ve (G.3) kullamlirsa A = AAA" = A’A" yazlabilir. A
idempotent oldugu i¢in



A=AA" (2.1.7)

olur. (2.1.7) ifadesinde A*=A* olmas1 g6z oninde bulundurularak (G.3)
kullanilirsa

A=A'A (2.1.8)

elde edilir. (2.1.7) soldan A" ile carpilirsa A*A =A*AA" olur. Bu ifadenin sol
tarafi igin (2.1.8), sag tarafi igin de (G.1) dsiintilerek A = A* yazilabilir. Yani A
hermityendir. O halde A projektordiir. |

Teorem2.1.10. idempotent matrisler simifi tripotent ve kuadripotent matrisler
siifimin bir kesigimidir.

Ispat: A idempotent matrisler sinifindan bir matris olsun. A = A? nin her iki tarafi
sagdan A ile carpilirsa A =A% = A’ olur. Yani A tripotenttir. A =A® esitliginin
her iki tarafi sagdan A ile carpilirsa A=A?=A" elde edilirr Yani A
kuadripotenttir. )

Tersine A=A* ve A=A" esitlikleri var olsun. A = A* esitliginde her iki tarafin
karesi alinrsa A>=A*-A’.A elde edilir A’=A ve A*=A oldugu icin
A’=AAA=A’=A dr. n

Teorem2.1.9. ve Teorem2.1.10. dan projektdrler sinifi, tripotent olan normal kismi
izometriler ve kuadripotent olan normal kismi izometriler simflar1 diigiiniilerek
genellestirilebilir. Teorem2.1.11. ve Teorem2.2.1. bununla ilgili olarak

verilmektedir.

Teorem2.1.11. A nin tripotent normal kismi izometri olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul A nin hermityen kismi izometri olmasidir.



Ispat: A matrisi tripotent normal kismi izometri olsun. Bu durumda A =A® ve
Teorem2.1.8.den A* = A* dir. Tamm1.3.4. de A* yerine A" yazilirsa

AA=AA", (2.1.9)
AA’A=A, ’ (2.1.10)
A'AA" =A" , (2.1.11)

ifadeleri elde edilir. (2.1.10) esitliginde (2.1.9) kulamlirsa A = AAA® olur. Burada
da (2.1.11) kullanilrsa A =AAA*AA’ bulunur ve (2.1.9) goz Oniine almirsa
A=AA'AAA" = A'AAAA =A"A’A" elde edili. A®=A oldufu icin
A=A"AA’ dir. (2.1.11) esitliginden A = A”® olur. Yani A hermityendir.

(2.1.9) dan A mn normal oldug:_u gorilmektedir. Ayrica Teorem2.1.6. dan A aym

zamanda EP dir. Buradan Teorem2.1.4. den A* =A* ve hipotezden A* =A*
oldugu icin A* = A" dir. Yani A kismi izometridir.

Tersine olarak A=A" ve A*=A" olsun. O halde A=A" yazlabilir. A=A"
oldugu igin (M.1) den AAA=A = A’= A elde edilir. Yani A tripotenttir. (M.1)
ve (M.2) de A* = A* olmas1 kullamlirsa

AATA=A, (2.1.12)
A'AA"=A" (2.1.13)

elde edilir. Ayrica A = A® oldugundan

A'A=AA’ (2.1.14)
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dir. (2.1.12), (2.1.13) ve (2.1.14) den A’ n grup ters sartlari sagladif1 goriiliir.
Yani A" =A* dur. n

2.2, Genellestirilmis Projektorler

Teorem2.2.1. A €C,, ve rk(A)=r olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a) A bir kuadripotent normal kismi izometridir.
b) A bir kuadripotent normal matristir.

¢) H iiniter matris ve A eC,,, de kbsegen elemanlar {1,—%+%\/§i,—%—%\/§i}

kiimesinden olan kdsegen matris olmak tizere

A0
A=H H"
00

seklinde yazilabilir.
dy A" = A’ dir.

ispat: a)=b): Kuadripotentlik zaten vardir. (G.3) ve Teorem2.1.8. kullanilirsa
A’A = AA® yazilabilir. Yani A normaldir.

b)=>c): Normal matrislerin spektral ayrisimi ve herhangi bir kuadripotent matrisin
Ozdegerlerinin, yalmzca {O,I,—%+%«/— i,—%—%\/gz‘} klimesinin elemanlar1 olmasi

gerceginden c) nin saglandig goriilir.

¢)=d): A matrisinin tanim g6z 6niine almdiginda A” = A* oldugu kolayca gdriiliir.
Buradan H {initer oldugundan

A0 ADO 2 *
A’=A-A=H H"-H I'I"=]E[A 0I'I"=I'IA 0H'=A‘

0 0 0 0 0 O 0 0

bulunur.
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d)=>a): A" = A? olsun. Buradan

A'=A'A" =(aA) =(A%) =(a") =A (22.1)
ve

AA'=A’=A"A (22:2)
dir. Ayrica

A=A'A"=AAA" =AAA (2.2.3)

Bunun yanmda (2.22) sol taraftan A" ile carpilirsa, A*AA"=A'A'A olur.
Burada A*A" = A oldugu i¢in

ATAA = A'A'A=AA=A’=A" (2.2.4)
olur. O halde (2.2.2), (2.2.3), (2.2.4) den A* = A* oldugu goriilir. n

Tamm2.2.2. A" = A’ yi saglayan A kare matrisine bir genellestirilmis projektor

denir.

Teorem2.2.3. AeC, , bir projektdrdiir ancak ve ancak bir G genellestirilmig

projektorii icin A=G*G dir.

Ispat: A bir projektor yani A> = A ve A=A" olsun. Ozel olarak G = A segilirse
G'G=A'A yazlabilir Burada A=A ve A’=A oldugundan
G'G = AA = A? = A bulunur.
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Tersine A=G'G olsun. Buradan A" = (G"G)* =G'G =A ve G genellestirilmig
projektor oldugu icin A’ =G°GG’'G =G'GG*G =G'GGGG =G°G* dr.
Teorem2.2.1. den A* =G*G = A olur. u

Lemma2.2.4. Eger A eC,,, bir genellestirilmis projektdr ise o zaman A%, A nin

Drazin tersini gostermek lizere,

A=A" fkeN, (2.2.5)
A'=A=A*=A"=A* =A™ feN (2.26)
dir.

Ispat: AeC,,, bir genellestirilmis projektor olsun. A=A*", keN, oldugu
tiimevarim ile gosterilecek olursa;

k=0 igin iddianin dogru oldugu ve Teorem2.2.1. den k=1 igin de iddiamin
dogrulugu agiktir.

k = n igin dogru olsun. Yani, A = A, ne N, olsun.

k=n+1 igin,

A= AR _ A A3 A A3 =A‘=A

olur. Sonug olarak her k € N icin A = A**! dir.

Her seyden 6nce Teorem?2.2.1. den A normal kismi izometri ve Teorem2.1.8. den
A" =A* (2.2.7)

yazilabilir. (2.2.5) esitliginin her iki tarafi A ile garpilirsa, A% = A**? oldugu da
goriiliir. A" = A” den A’A = AA* dir. Dolayisi ile A normaldir. Teorem2.1.6. dan
A EP,yani A*A=AA" dir. Teorem2.1.4. den A* = A* dir. (2.2.7) den A* = A*
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oldugu anlagibir. Son olarak A? = A? oldugunu gostermek kalir. Bunun icin A* nin
(D.1), (D.2), (D.3) sartlarim sagladig gosterilmelidir:

(D.1) AA’=A°=A’A (2.2.8)

(D2) A* = A>A*! oldugu timevarmla gosterilecek olursa;

k=11icin A’A? = A* ve Teorem2.2.1. den AZA* = A dur.

k=nicin A" = A’A™ olsun.

Buradan, k=n+1 igin A™ = AA" = AA’A™ = AAA™ = A?APM elde edilir.
Sonug olarak (D.2) saglamr. Yani iddia her k igin dogrudur.

(D.3) Teorem2.2.1. goz Gniine alnirsa A’ =AA=A4A=(A2)2A yazilabilir.
(D.1), (D.2), (D.3) den A% = A? dir. ispat tamamlamr. N

Herhangi bir genellestirilmis projektor, yildiz-hanger matrisler (A"A+ = A*A‘)
simifina aittir. Bu durum, A bir genellestirilmis projekt6r oldugu durumda (2.2.6)
esitliginden goriiliir.

2.3. Hipergenellestirilmis Projektorler

EP olan kuadripotent matrislerin simfi genellestirilmis projektorier smifimn daha
ileri bir genellestirilmesi olarak diisliniilebilir. Teorem2.3.1. bununla ilgilidir.

Teorem2.3.1. AeC,,, ve rk(A)=r olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a) A bir kuadripotent EP matristir.

b) H tiniter matris ve TeC,,, de kdsegen elemanlar: {l,—%+%x/— i,—%——;-\/gi}
kiimesinden olan iist tiggensel matris olmak iizere

T 0
A=H H"

0 0

seklinde yazilabilir.
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oA=(a").

d) A* = A2,

. K 0
Ispat: a)=Db): a) sikki saflansin. A {initer olarak [0 0] matrisine denktir

-

[12, Corollary6.2]. Bgrada K €C,,, matrisi nonsinguler ve biitlin 6zdegerleri A

r

K 0
nin sifir olmayan 6zdegerleri olan bir matristir. Teorem1.4.9. kullamlarak [0 0}

matrisi K ile aym

r

T O
dan [0 0} matrisi kolayca elde edilebilir. Burada TeC,,

Ozdegerlere sahip tist tiggensel matristir. Bu da b) yi verir.

b)=c): T nin kdsegen elemanlarimin hepsi sifirdan farkl (biitiin 6zdegerleri A nmn
sifir olmayan 6zdegerlerinden olusmaktadir) oldugu igin determinant: sifirdan farkls,

dolayis1 ile tersi vardir. Ayrica T nin kigsegen elemanlarinin
({1,—%—%«/§i,—%+-;—\/§i” ‘hepsinin 4. kuvveti yine kendine esit oldugu i¢in T

kuadripotenttir. Yani T* =T yazlabilir. Burada her iki taraf T ile carpilirsa,
T'T” =TT =T=1 elde edilir. Yine T ile ¢arpilirsa T> =T olur. Bu
esitligin her iki tarafinin karesi alimr ve T* = T oldugu goz 6niine alinirsa

T=T*=(1"} (2:3.1)

-1
bulunur. Bu durumda A* olarak A* = H[To :jH' alinabilir. Gergekten de;

-1 0 -1
A‘“A=HT 0H‘HT H"=HT 0T 0H‘=I—IH‘=I:>
0 0 00 0 0|0 0

(A*A) =A*A (232)
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-1 T 0 -1
AA*=HT OH‘HT 0H‘=H T 0H“=I—II-I"=I:>
00 0 O 0 00 O

(VI VY (233)
AA*A=1-A=A (2.3.4)
ATAA* =1-A"=A" (2.3.5)

-1
dir. Sonug olarak, (2.32), (233), (2.34) ve (2.3.5) den A" =H[T0 3]11‘

oldugu goriiliir. Buradan

-1 -1 -1 -1
(*)Z=A*A+=HT O 1T =g 0T Ol
0 0 0 0 0 o/lo o

_ [(T;)z ﬁ]H

dir. Aynca (2.3.1) den

(a Y:H[: g]ﬂ‘=A

oldugu goriiliir.

T 0 T 0 2 -
¢)=d);: A’=H H'H H‘=HT 0H"=HT i
00 00 0 0 0 0

d)=a): A"=A? dan AA"=AA" oldufu agikur. Aynca (M.1) den
A=AA*A=AA’A = A* yazlabileceginden A kuadripotenttir. u

Tanm2.3.2. A'=A? esitligini saplayan herhangi bir A  matrisine
hipergenellestirilmis projektdr denir.
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A? = A" ifadesi Teorem2.2.1. ve Teorem2.3.1. den A’ =A"* y1 sagladiga igin,
basitce goriilebilir ki; genellestirilmis projektdrler smifi hipergenellestirilmis

projektorler ve kismi izometriler simflarinin kesisimidir.

Sonu¢2.3.3. AeC,  olsun. O zaman A?=A" ancak ve ancak A’ =A" ve

A" =A" dir.

ispat: A = A’ olsun. Lemma2.2.5. den A> =A* ve A* = A" oldugu goriiliir.

Tersine olarak A’ =A* ve A" =A" ise A>=A" esitliginde A* yerine A’

yazilirsa A? =A* = A* = A" olur. n

Bu kisima kadar ismi gecen yildiz-hanger, EP, kismi izometri, normal, idempotent,
projektor, genellestirilmis projektdr ve hipergenellestirilmis projektdr kare matris
tipleri siras1 ile SD, EP, PI, NM, I, P, GP, HP ile gosterilsin. Bunlar arasindaki
iligki Sekil2.1. deki gibidir[12].

[12] de genellestirilmis projektorlerin, bir grup terse sahip matrisler olarak
adlandirldiginn hatirlatmakta yarar vardir.

EP

SD

Sekil2.1.: Bazi matris kiimeleri arasindaki iligkiyi gosterir sekil.
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2.4.Kasmi Siralidar

Tanm2.4.1. C,, de yildiz kismi siral1 (ASB) ve eksi kismi swralt (AéB)

agagidaki gibi tammlanir:
A<B & A'A=A'B ve AA’ = AB', “(2.4.1)
A<B © ATA=AB ve AA; =BA;. (242)

Burada A] ve A7, A nin herhangi genellestirilmis tersleridir.

Lemma242. A bir EP ve A,BeC,, olsun. Bu durumda

A<B & AA = AB = BA
dirf1, (1.11)].

Lemma2.4.3. AveB idempotent oldugunda, AA = AB =BA olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul A<B olmasidir[14, Teorem5.1.].

A;B ve B idempotent (projektér) oldugunda A kendisi de idempotenttir
(projektordiir)[14, Kusim3]. Hipergenellestirilmis projektérier igin benzer durum
agagidaki teoremde gosterilmektedir.

Teorem2.4.4. B bir hipergenellestirilmis projektér ve A<B olmak iizere

A,BeC, , olsun. Budurumda A mmn bir hipergenellestirilmis projektor olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul A nin EP olmasidir.
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Ispat: A eC, , hipergenellestiriimis projektor olsun. Bu durumda Teorem2.3.1. den
A EP dir.
Tersine A EP yani, A”A = AA" olsun. Lemma2.4.2. den

AA = AB=BA ‘ (243)

yazilabilir. (2.4.3) denkleminin ilk iki esitligi sagdan B ile carpilir ve B2 =B*

olmasi1 géz Oniine alinirsa
AAB = AB’ = AB* (2.4.4)

olur. (2.4.3) denkleminin 1. ve 3. kismindan olugan esitlik soldan B ile carpilir ve
B? =B* olmasi goz 6niine alimrsa

BAA=B’A=B"A ¥ (2.4.5)

bulunur. (2.4.4) soldan A*A* ile arpilir ve A nm EP oldugu ve (M.2) dikkate
alinirsa ATA*AAB=A"A"AB* = A"AA"AB = A"AA'B" yazlabilir.Buradan

AA'B=A'AB=A'B’ (2.4.6)

bulunur. (2.4.5) sagdan A*A* ile garpilit ve A nm EP oldugu ve (M.2) dikkate
alimirsa BAAA'A* =B"AA"A" = BAA'AA" =B*A'AA" yazlabilir.

BA*A=BAA* =B*A* (2.4.7)

elde edilir. (2.4.3) siras1 ile 6nce soldan A* ile carpihp, A mn EP olmasi ve (Mm.1)
dikkate alinirsa A*AA = A*AB = A = AA*A = AA*B olur. Sonra (2.4.3) sagdan
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yine A* ile carpilirsa AAA* =BAA® = A=AA'A=BA”A bulunur. Bu elde
edilenlerden

A=AA'B=BA'A (2.4.8)
yazilabilir. (2.4.6), (2.4.7) ve (2.4.8) den

A=A'B"=B*A* (2.4.9)
esitligine ulésﬂu. (2.4.8) den

A*=A*AA* = A*AA'BA* = A*BA* (2.4.10)
elde edilir. B hipergenellestirilmis proj ektor oldugundan,

B=B'=B*B>=B'B" (2.4.11)

dir. O halde A* zerinde (2.4.10), (2.4.11) ve (2.4.9) swas: ile kullanshrsa
A" =A'BA* =A'B*'B*A* = AA,yani A" = A? elde edilir. n

Asapdaki drnekten anlagilacad: gibi B bir hipergenellestirilmis projektor oldugunda

A<B olmas: otomatik olarak A nin EP olmasim gerektirmez

. 1{-1 3 ) 1 -1 3] . )
Ome A=— EP degil ve B=— hipergenellesti i
gm, 2[0 o] il 2[—«/5 —1} pergencllestirilmis

projekttrdiir. Bununla birlikte A;B dir. Gergekten;

ity Tty Fhaey e

esitliklerinden A<B oldugu gorilir.
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Burada B nin aslinda iiniter olarak genellestirilmis projektor olduguna dikkat
edilmelidir.

Eger, A €C,,, bir hipergenellestirilmis projektor ise bu durumda
p={CeC,,:C<A;CSA") (2.4.12)

smifindan C €C,,, matrisini ele almak ilging olabilir. [21] de A A A" ile gosterilen

ve A ile A" min yildiz kesigimi denilen g deki yegane maksimal elemani bulmak
Ozel 6neme sahiptir.

Lemma2.4.5. AeC, , bir hipergenellestirilmis projektér olsun. Bu durumda

(a,-A) =1, —%-A* ——§~A*A dur.

Ispat: (M .l), (M .2), Teorem2.3.1., ve A*>=A" olmas1 asagidaki gegislerde
kullamlmak {izere;

©3) @, —A{In —%A* --32-A*A) =1, —%A* —ZA+A—A+§AA* +%AA+A

3
=1, darlaala (2.4.13)
3 3 3
(I,, e ——2~A+A)(I,, -A)=1I, _a-tarilara2arasZacaa
3 3 3 3 3 3
=1, Lartaaly (2.4.14)
3 3 3

esitlikleri elde edilir. (2.4.13) ve (2.4.14) den

(I, - A)(I” —%A* - %A*A) = (1” —%A* —%A*A)(I,, —A) (2.4.15)
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oldugu goriilir.

(G.1) (2.4.13) asagida kullanilmak iizere

- A)(I” RN —-2-A+A)(I,, —A)= (1,, YRV -lA)(I,, ~-A)
3 3 3 3 3

1 —A-tar i laarlaarila La Ly
37 3 3 37 3773

=1,-A

oldugu goriiliir.
(G2) (2.4.14) asagnda kullamimak tizere

(1,, A _2aa (1, —A(I,, YN —3A+A) =
3 3 3 3

(1 -Las_Llaa--la (1,, Las —3A+A)
37 3 3 3 3

—p —Lar 2 A lar i lacar e 2 ara-taa
37 3 37 9 9 3
1 2 1, 1 2

+—AATAT +ZAATATA-—A+—AAT +ZAATA
9 9 3 9 9

=1, ——l—A+ —'ZA"A—lA+ +1A+—2—A+ —-lA*A
3 3 3 9 9 3
+1A+ +3A*A——1—A+1A”A+2A
9 9 309 9
=1, EEYCIEN
3 3

elde edilir. Sonug olarak, (I, —~A) =1, —%A* ——i—A*A dir,

Lemma2.4.6. AeC,  bir hipergenellestiriimis projektsr olsun. Bu durumda

(A-Arf =%(A“—A) dur.

ispat: A’=A* olmasi, (M.1), (M.2) ve Teorem2.3.l. asapidaki gegislerde
kullamlmak tizere;
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G3) (A-A*)-=(a" —A)=%(AA* ~A*-A'A" +A%A)

1
3
=-13-[A+A—A+ ~A’A% +AA"]

“2ara-tarla (2.4.16)
3 3 3

LS

Tar-a)(a-ar)=1[ara-arar-A% 1 aa =1[A+A—1;2A2—A+—A+A]
3 3 3

“2ara-tar 1y _ (2.4.17)
3 3 3

(2.4.16) ve (2.4.17) den (A—A*)-%(A* —A)=%(A+ ~A)-(A-A%),

2 1 1

G1) (A-Ar)-=(ar —A)-(A—A*)=(§AA+ =L —-3-A)(A—A+)

1
3
=%[2AA*A-2AA+A+'—A+A+A+A+ ~A2+AA"*]

=§(3A—3A*)=A—A"  (2.4.18)
(G2) %(A* ~A) (A—A*)-%(A* —A)=%(2AA* ~A* —A)-—;—(A" ~A)

=é(2AA+A+ —2AA'A-A'A* +ATA-AA" +A?)

paroa)-lar-a) @an)

Bu da ispat1 tamamlar. |

Teorem2.4.7. A eC,,, bir hipergenellestirilmis projektor ve I, —~ A bir EP olsun.

3
O zaman A A A" =1ZA" dir.

i=1
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ispat: (2413) den (I, —AXI, -A) -(I, -AA")= %AA - —;—A* ——;’-A
yazilabilir. Bu 6zdeslik (2.4.16) ile birlestirildiginde
(1, - AXL, -A) -1, -AA*)=(A-A"JA-A") (2.4.20)

-

elde edilir. Bu durumda “I, ~A EP < A-A* EP dir’ durumu ortaya gikar.
Gergektende dogrudur:

I,-A EP olsun. Teorem2.1.4. den (A-A*) =(A-A*) veya denk olarak

Lemma2.4.6. dan (A—A*) = —;—(A+ — A) oldugu gosterilmelidir. (2.4.20) den

[(A—A*). N —A)]‘ =|(r, - AXL, ~A) -(I, —AA*)[
~[t.-a)a, -ay[ -, -aa)
-1, -A)L, -A) -1, - (aa°))

=(1, - AL, —A) - (1, -4A")

n

-|(a-ar} 5 (a0 -a) (:421)

W |-

elde edilir. Yani (M .3) saglanir. Ayrnica (2.4.21) in sag ve sol yanindaki parantez

igindeki ifadelerde %(A* ~A)={A-A"} oldupu icin

B—(A+ ~A)(A-A" )} = E(A+ ~AJA-A" )] (2.4.22)

yazilabilir. Boylece (M.4) saglamr. Ote yandan (2.4.18) ve (2.4.19) dan (M.1),
(M .2) nin sagladif1 agiktir. Sonug olarak
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(A-A*) =(a-A") (2.4.23)
yani (A—A*) EP dir.

Tersine (A—A*) EP olsun. Bu durumda Teorem2.1.4. den (I, —A)

yani (I, -A)" =1, —%A* —%A*A oldugu gosterilmelidir. Lemma2.4.5. den

(I, -A),

I

(M.1), (M.2) nin sagladifn agiktir. O halde (2.4.20) ve Teorem2.1.4. gbz Sniine
alindifinda,

{( . —A)-(I,, —-:I;A* —%A"AI“

(a-arYa-a) +(t, -aa7)
[a-arya-aryf+f,-aa7)

=[(A—A+XA-A+)*]' +1," —(AA*)

=(A-A*JA-A") +(1, —AA")
=1, —A)(I,, 1, —-—2—A+A)
37 73

olur. Yani (M 3) sart saglamir. Ayrica (2.4.15) den de (M .4) iin saglandif: agiktir.
Yani I,-A EP dir. [21] de Teorem4.2. (ii) nin uygulamasiyla

AnA" = Al —(A-A*) (A A")) elde edilir. Lemma2.4.6. (G.2), Teorem2.14,

(M.1) ve A* = A? olmas: gbz 6niine alinirsa
abh--ay - a - dln-2aa Ao

= A—gAzA+ +~1—-AA+ +1A2
3 3 3

—A-2aara+lanzila
3 3 3

3
=1A+1A2+1A3=12A"
373 3 345

elde edilir.
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Uyari2.4.8. A bir genellestirilmis projektér oldugunda I, ~A nin EP oldugu
yukaridakilerden anlagilmaktadir.

Dikkat edilmelidir ki A bir hipergenellestirilmis projektdr ise o zaman
1 l o e
P=§ZjA matrisi AP=PA =P, R(P)=N(I, -A) ve N(P)=%R(,-A)

ifadelerini saglayan idempotent matristir. Bununla birlikte P bir hermityen matristir
(bu yiizden bir projektordiir) ancak ve ancak I, — A bir EP dir.

Eger I, — A bir EP ise, bu durumda P=1, — ([, — AXI, —A)' ve aym: zamanda P
1 6z degeri ile iliskili temel idempotent matristir{17, Sayfa 104].

GroB, Hauke ve Markiewicz [10] tarafindan kesfedilen 6nemli bir 6zelligi agagidaki
lemmada vermek sureti ile bu kismu tamamlayalim.

Lemma2.4.9. A,BeC, , kismi izometriler olsun. Bu durumda A;B dir <

A<B dir.

ispat: A<B olsun. A"=A" olmas1 (24.1) de kullamlirsa A*A=A'B ve

AA* =BA" yazlabilir. Burada A" zaten A nin bir genellestirilmis tersi oldugu

igin (2.4.2) den A<B dir.
Tersine A<B olsun. [1, (1.13)] den
A=BB’A=AB’'B=AB'A (2.4.24)

olur. Bu durumda (2.4.24) den A* = A"BA” yazlabilir. Bu denklemin her iki yam
sagdan B ile carpilirsa
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A'B=A'BA'B (2.4.25)

elde edilir. Yani A'B idempotenttir. Ayrica A nin kismi izometri olmasi goz
oniine almarak (M.2) yazhirsa A® =A°AA" olur ve (2.4.24) denkleminden

A’ = A’BB"AA’ elde edilir. Bu denklem B ile sagdan garpilirsa_
A'B=A'BB°AA'B (2.426)

bulunur. (2.4.24) denkleminden A = AA"A = AA'BB’A yazlabilir. Bu denklem .
B’ ile soldan ¢arpilirsa B°A =B*AA*BB" A , yani:

(ABJ =(A*B) A*B(A"B) (2.4.27)

elde edilir. Ayrica

(aB) ('B)] = (a'B) ("B} | =(a'B) (a°B) (428)
[(a°BYaB) | = (a"B) (a'B) = (a'BYa"B) (2.4.29)

dir. (2.4.26), (24.27), (2.4.28) ve (2.4.29) esitliklerinden (A'B) =(A"B)" oldugu
goriiliir. O halde A'B kismi izometridir. Bu durumda [12, Sayfa 252] den (veya~
ikinci bolim ikinci ve liglincli kisimlara bakimiz) A*B projektordiir. A mn kismi
izometri olmasindan (A"AJ = A'A ve (A"A) = A"A dolayimile A’A, R(A°A)
tizerinde projektordiir (2.4.24) ve Teorem1.4.7. kullanilirsa R(AA) = R(A'BB"A)
-5{(A'B)A"B)') = %(A"B) yazilabilir. Buna bagli olarak da A'B=A"A esiligi -
elde edilir. Buradan A'B projektor oldugu igin
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A'A=B'A (2.4.30)

bulunur. (2.4.30) esitligi soldan B ile carpiir ve (2.4.24) kullanilrsa
BA'A=BB'A=A, yani A*=A'AB" dir. Bu soldan A ile carpilirsa
AA’ = AA*AB"=AB’, ayrica AA’ projektdr ve A kismi izometri oldugu i¢in

(AA*) =(AB') = AA® =BA’ dir. Yani A<B, A<B olmasm saglar. .

2.5. Genellestirilmis ve Hipergenellestirilmis Projektorlerin Toplam, Fark ve
Carpmmlar:

“Ildempotent matrislerin toplam ve farklanmin idempotent olmasi” problemi
literatiirde daha 6nceden bilinmektedir. Projektorler icin bu problem [17] de ele
alinmigtir. Ayni probleme benzer olarak bu béliimde; iki genellestirilmis projektdriin
toplam ve farkinin da genellesﬁrﬂxhis projektor olmasi igin bir gerek ve yeter kosul,
iki hipergenellestirilmis projektoriin toplam ve farkinin da hipergenellestirilmis
projektdr olmas1 igin de bir yeter kosul verilmektedir. Ayrica idempotentler,
projektorier, genellestirilmis projektérler veya hipergenellestirilmis projektorier
kiimelerinden herhangi birine ait iki matrisin ¢arpiminin da yine aym kiimede bir
eleman oldugu durum da gésterilmisgtir.

Teorem2.5.1. , C,, nin alt smflan olan idempotentler, genellestirilmis

projektorler ve projektdrler kiimelerinin herhangi birini gostersin. A,B e Q iken
A+BeQ dir & AB=BA=0 drr.

Ispat: Bu iddia [6rnegin 17 den] idempotent ve projektorler igin iyi bilinmektedir. O
halde A ve B genellestirilmis projektorier olduklarinda ispati yapmak yeterli
olacakftir.

A +B genellestirilmis projektdr olsun. O zaman; (A +B)’ = (A +B)" dir. Buradan,

A2+ AB+BA+B*=A"+B' = A" +AB+BA+B’ =A" +B" olur. Buradan da
AB + BA =0 elde edilir. Bu esitlik siras1 ile soldan ve sagdan A ile ¢arpilirsa
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AAB+ABA =A'B+ABA =0 (2.5.1)
ve

ABA +BAA = ABA +BA" =0 (2.52)
esitlikleri elde edilir. (2.5.1) ve (2.5.2) nin esitliginden
A'B=BA’ . (2.5.3)

olur. (2.5.3) esitligi de siras1 ile soldan ve sagdan A" ile carpilirsa

A’A’'B=A"BA’ (2.5.4)
ve
A'BA’ =BA'A" (2.5.5)

bulunur. (2.5.4) ve (2.5.5) in esitliginden A"A'B=BA’A" olur. Teorem2.2.1. den

= A'B=BA* = AB=BA clde edilir. Sonug¢ olarak AB+BA =0 ifadesi
AB = BA =0 olmasim saglar.

Tersine AB =BA =0 olsun. O halde
(A+BY =(A+B)-(A+B)=A>+AB+BA+B>= A"+ AB+BA+B* = A" +B",
yani (A +B) =(A+B) du. =

Sonu¢2.5.2. Efer A ve B hipergenellestirilmis projektorler ise bu durumda
AB=BA =0, (A + B) nin hipergenellestirilmis projektr olmas: i¢in yeterlidir.
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Ispat: AB =BA =0 olsun.

(A+BY =(A+B)-(A+B)=A>+AB+BA+B>= A’ +B*= A" +B", yani
(A+B)Y = A* +B* bulunur. O halde (A+B)" =A*+B* oldugunu gostermek
gerckmektedir. AB =BA =0 olmasi, A ile B nin hipergenellestirilmis projektor

olmas1 ve Teorem2.3.1. gdz Onilinde bulundurularak Moore-Penrose ters olma
sartlarina bakilmalidir.

(M.1) (A+B)-(A* +B*)-(A+B)=(AA* + AB* +BA" +BB* JA +B)

=AA*A+AB'A+BA*A+BB"A+ AA'B+ AB*'B+BA"B+BB*B
=A+B

(M2) (A" +B*)-(A+B)-(A* +B*)=(A* +B*AA" + AB* +BA" +BB")
=A*AA"+A*AB’ +A"BA* + A’BB* +B*AA* +B*AB* + B*BA* + B'BB"
=A"+B"

- (M3) [(A+B)-(a* +B* )] =[AA* + AB* +BA* +BB*| =(aA*) +(BB*)
=AA* +BB* = AA" +BB* + AB* +BA®
=(A+B)-(A*+B*)

(M4) (A" +B*)-(A+B)] =[aA*A+A"B+B*A+B'B| =(A*A) +(B*B)
=A*A+B'B=A"A+B'B+A'B+B'A
=(A*+B*)-(A+B)

Yani A ve B hipergenellestirilmis projektor ve AB =BA =0 oldugunda A +B de
hipergenellestirilmis projektordiir. .

Asagidaki teorem iki genellestirilmis projektér farkinin da bir genellestirilmis
projektdr olmas: i¢in gerek ve yeter kosul verir. Bu durum idempotentier ve
projektorler i¢in iyi bilinmektedir[6rnegin bakiniz 2].

Teorem2.5.3. Q, C,, in alt simflan olan idempotentler, projektorler ve
genellestirilmis projektdrlerden herhangi birini gostersin. A, Be Q oldugunda

B-AcQ < A<B dir
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Ispat: idempotentler i¢in bu iddia [14] de Teorem 5.1 de gosterildi. B—A
genellestirilmis projektér olsun. Teorem2.2.1. den B— A aym zamanda kismi
izometri oldugu icin Lemma2.4.9. dan A<B oldugunu géstermek yeter. B— A
genellestirilmis projektér olsun. Buradan B-AY =(B-A)

-

=>B’~-BA-AB+A’=B"-A" =>B"-BA-AB+A'=B'-A"

=2A' =AB+BA (2.5.6)
yazilabilir. A ve B genellestirilmis projektor oldugu i¢in Sekil2.1. den A ve B
EP dir. O halde Lemma2.4.2. ye gére AA=AB=BA oldugunu g&stermek

yeterlidir. (2.5.6) sagdan A" ile carpilir ve A* = A? olmasi g6z Sniine alimirsa;
2A'A" =ABA®" +BAA® =2AA’A=ABA"+BAA" yazlabilir. Teorem2.2.1.

den A min kismi izometri olmasi (M.1) ile birlikte diisiniildiigtinde;

2A = ABA® + BAA’ (2.5.7)

elde edilir. Yine aym sartlar gbz Oniine alinarak (2.5.6) bu kez soldan A" ile
carpilirsa A"2A" = A"AB+ A’BA = 2AA’A=A'AB+A'BA

2A=AAB+A'BA (2.5.8)
bulunur. (2.5.7) ve (2.5.8) den

ABA’ +BAA" =A'AB+A'BA (2.5.9)
olur. (2.5.9) denklemi A ile sagdan garpihr ve Teorem2.2.1. kullamlirsa

ABA'A+BAA'A=A"ABA + A'BAA = BAA“A=AABA + A"BA®> - ABA’A
ve buradan
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BA=A"ABA+A'BA'-ABA'A (2.5.10)

elde edilir. (2.5.9) A ile bu kez soldan g¢arpilir ve yine Teorem2.2.1. kullanilirsa
AABA® + ABAA" = AA"AB+ AA'BA

= A"BA’ + ABAA® — AA'BA = AB (2.5.11)

elde edilir. (2.5.10) ve (2.5.11) denklemleri alt alta toplanr, Teorem2.2.1. ve
(2.5.6) goz oniine alinirsa

AB+BA=A'BA'+ ABAA"' - AA'BA+A"ABA + A'BA" - ABA'A
=2A'BA™ =2A"

A’BA' =A" (2.5.12)

elde edilir. (2.5.12) denklemi soldan ve sagdan A® ile garpilir, A* =A? ve

Teorem2.2.1. gdz 6niine alinirsa sirasiyla

A'A’'BA" =A’A’ = ABA'=A (2.5.13)
ve
A'BA'A" =A’A’ = A'BA=A (2.5.14)

bulunur. Bu kez (2.5.12), hem sag hem soldan A ile ¢arpilir ve Teorem2.2.1. gz
Oniine alimirsa A*ABA’A* = A'A'A" = ABA=A"A'A’

ABA=AA"=A'A (2.5.15)
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olur, O zaman (2.5.10) ve (2.5.11) de (2.5.12), (2.5.13), (2.5.14) ve (2.5.15)
esitlikleri yerine yazihr, A" = A® olmas1 ve Teorem2.2.1. géz 6niine alinacak olursa

BA=A"ABA+A'BA"-ABA"A =AAA"+A"-AA

=>BA=A" (2.5.16)

-

ve AB=A'BA’ + ABAA" —AA'BA = AB=A"+A"AA’ - AA

=AB=A" (2.5.17)
elde edilir. (2.5.16) ve (2.5.17) den

AB=BA=A"=A’=AA (2.5.18)

yazilabilir. A ve B genellestirilmis projektorleri, Teorem2.2.1. ve Teorem?2.1.6. dan
goriilebilecegi gibi aym zamanda EP olduklari igin Lemma2.4.2. de (2.5.18)

diistiniildiigiinde AéB oldugu goriiliir. Genellestirilmis projektorler, projektorleri

de kapsadig (Sekil2.1.) i¢in iddia projektorler i¢in de gbsterilmis olur. ]

Uyari2.5.4. Teorem2.5.3. de projektérler ve genellestirilmis projektdrler igin

Lemma2.4.9. dan dolay: A<B olma sart1 yerine A<B olma sart1 kullamlmustir.
Fakat idempotent bir matrisin kismi izometri olmas1 (Sekil2.1.) garanti

edilemeyeceginden idempotentler i¢in A<B sartt A<B ile degistirilemez.

Sonu¢2.5.5. A ve B hipergenellestirilmis projektorler olsun. Eger A<B = B—A
hipergenellestirilmis projektordiir.

ispat:

A<B= (B—A)' =B'-A" (2.5.19)
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oldugu bilinmektedir[13]. Teorem2.3.1. den A ve B EP dir. Bu durumda
Lemma2.4.2. den (243) saglanir. (2.4.3) ve A ile B nin hipergenellestirilmis
projektdr olmas: kullanilirsa
(B-A) =B"-A"=B’-A’=B?+A’-A’-A’=B>+A’-AA-AA

=B+ A’-AB-BA

(B-A) =(B-A) (2.5.20)
elde edilir. n

Lemma2.5.6. Eger A,BC, , hipergenellestiriimis projektdrleri igin AB=BA ise

(AB) =B*A* dur.

Ispat: AB=BA olsun. B'A™, AB igin Moore-Penrose ters olmamn dort sartin
saglamalhdir,

(M.1) (ABYB*A" JAB)= ABB*A”AB = A‘B* = AB
(M.2) B"A*ABB*A* = B’A?ABB’A’ =B°A’ =B*A’=B*A"
(3) [aB)YB*A* )| =[ABB?A°] = [BB?)AA?)=(aA") (B°B) - AABB"|
=(AB)B*A")
(1.4) [B*A*)-(AB)] =(B*A’AB) =(B*AABA) = (B*ABAA) = (B*BAA?)
=[B'BJaa")f - (aa) (B'B) = (aa"\B"B)= A’B?
=B’A’AB=(B*A" | AB) =

Teorem2.5.7. €, C, . nin alt smflan olan idempotentler, projektérler,

genellestirilmis projektorler veya hipergenellestirilmis projektorler simuflarindan
herhangi birini gostersin. A, BeQ olsun. O zaman eger AB=BA ise ABeQ
dir.
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Ispat:

a) idempotentlik durumu:

(AB)’ = ABAB = AABB = A’B’ = AB dir.

b) Projekt6r durumu:

a) dan (AB)2 =AB dir. AB=BA esitliginin her iki yanimin eglenik transpozesi
almirsa (AB)' =(BA)" = (AB)' = A*B" olur. Burada A ve B projektor dolayis:
ile hermityen oldugu i¢in (AB)’ = AB dur.

c) Genellestirilmis projektér durumu:

(ABY = ABAB = AABB = A’B> = A"B* = (BA)' = (AB)" dur.

d) Hipergenellestirilmis projekttr durumu:

Lemma2.5.6. dan (AB)" =B*A* =B?A” = BBAA = BABA =(BA)’ = (AB)’ clde

edilir. -

A ve B projektorler olduklarinda, AB=BA olmasmn gerektigi kolayca
goriilebilir. Fakat bu genellestirilmis projektorler, hipergenellestirilmis projektérier
ve idempotentler durumunda gerekli degildir. Genellestirilmis projekttrler durumuna
bir sonraki béliimde deginilecektir.



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIiS PROJEKTORLERIN LINEER
KOMBINASYONU

3.1. Giris

P? =P oldugu durumda sifir olmayan ¢, ve ¢, kompleks sayilani ve sifir olmayan
P,, P, ve (P, # P,) matrisleri i¢in iki farkl: projektdriin P = ¢, P, +c,P, seklindeki
lineer kombinasyonunun da bir projektér olma probleminin tam bir ¢ozlimiinii
Baksalary ve Baksalary [2] de ortaya koymuslardir. Ayrica onlar P, ve P, ortogonal
projektorler olduklarmda (P? =P, =P;,i=12) P nin P=P +P,, P=P ~P,,
P=-P +P, den bagka lineer kombinasyonlarn durumunda P nin projektor
olmadigim1 gostermislerdir. Bu boliimde aym problem, genellestirilmis projektorler
icin ele alinmaktadir. Bunlarin sonuglarim ilgilendiren ve bir 6nceki boliimde ele
alman G, +G, toplamm ve G, — G, farki burada ispatlanan genel halin 6zel durumu
olarak ortaya ¢ikmaktadir. ¢, ve ¢, skalerlerinin reel sayilara kisitlanmas: halinde

lineer kombinasyonlar sinifinin géz ardi edilemeyecek derecede daraldifi da ortaya
konulmaktadir.

Daha 6nceki notasyonlara ek olarak bu bolimde &, ceC,,, in eslenigini, C}

nxn

projektdrlerden olugan C, , in alt kiimesi, CF de genellestirilmis projektdrlerden

olugan C,,, in alt kiimesi anlamina gelmektedir. Yani C ={PeC,:P>*=P} ve
C¥ ={GeC,,:G* =G"} dir. Herhangi P,,P, C" i¢in sirasiyla P, + P, toplamu

ve P, —P, farkimn projektSr olmasi igin gerek ve yeter kosulun PP, =0=P,P, ve
PP, =P, =P,P, oldugu iyi bilinir[11]. Aym problem 6nceki bsliimde kabul edilen
toplamla ilgili kriterlerle genellestirilmis projektorler i¢in incelenmektedir. Yani,
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G,+G,eC¥ ©G,G,=0=G,G 3.1.1)
1 2 n 21

cle alinmaktadir. Bu, fark ile ilgili olarak su forma dontisiir:

-

G,-G,eC®¥=G,G,=G;, =G,G,. (3.1.2)

Lemma3.1.1. G, ve G, sifirdan ve birbirlerinden farkli (G,, G, #0 ve G, =G,)
olan genellestirilmis projektorler olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

i) GG, =G,G, © GG, =G,G], "

ii) G,G, =G,G, = G,G, =G,G,G; =G,G, ve

G,G, =G,G, = GG, =G,G,G, =G,G,,

i) G,G,=G,G, olsun. Eger (I, -G,G;)G] =0 ise G,=G,GG, ve efer
(1, -G,G;)G; =0 ise G, =G,G]G, dir.

Ispat:
i) G,G, =G,G, olsun. Bu denklemin her iki yam sol taraftan G, ile carpilirsa
G,G,G, =G ,G,G, elde edilir. G? =G oldugundan GG, =G,G; dir.

Tersine G;G, =G,G] olsun. Bu denklemin her iki yam soldan G; ile garpilirsa
GGG, =G]G,G; olur. Buradan Teorem2.2.1. ve G;G,=G,G; den
G,G, =G,G, bulunur.

ii) G]G,=G,G; olsun. Bu denklem sol yanindan G; ile garpilirsa
GGG, =G,G,G, = G,G, =G[G,G; elde edilir. i) den dolay1

G,G,=G!G,G: =G,G 3.13
21

yazilabilir. Aynca G,G, =G,G; esitliginde G, in genellestirilmis projektdr olmasi

ve 1) s1kk goz Oniine alinirsa
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G!G,=G,G,G, =G,G; (3.1.4)

elde edilir.

iif) G,G, =G,G, ve (I, —G,G})G; =0 = G: —G,G;G: =0 olur. Bu denklem
sagdan G ile ¢arpibr ve Teorem2.2.1. gz oniine alimrsa G, -G,G,G,G, =0
olur. Yani G, =G,G;G, elde edilir.

G,G,=G,G, ve (I,-G,G})G,=0 =G,-G,G|G,=0 olur. Bu denklem
sagdan G ile carpthr ve Teorem2.2.1. gbz oniine almwsa G, -G,G;G,
= G, =G,G,G, elde edilir.

3.2. Temel Sonuglar

Teorem3.2.1. Sifirdan farkli ¢,, ¢, € C birer kompleks say1 (c, ,¢, #0) ve G,, G,

genellestirilmis projektérleri de “sifirdan ve birbirlerinden farkli (G,,G, #0 ve
G, #G,)ve G, ‘

G=c¢G, +c,G, (3.2.1)
seklinde bir lineer kombinasyon olsun. Ayrica

= 2
¢, —¢C,;

,i=12 - (32.2)
€iCy

(3.2.3)

3, = —1,—3—£i,-3+[31i . (3.2.4)
272 2
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3, = {ﬁi,-;—+—‘/§i,%+—‘/§i}, (3.2.5)

3, ={— 3i,-;-—£i,3—[3—i} (3.2.6)

di.ye]jm. Bu durumda;

I) G,G, =G,G, oldugunda, G nin genellestirilmis projekt6r olmas igin gerek ve
yeter kosul asagidaki ayrik kogullardan herhangi birisinin saglanmasidir:

a) G,G,=0vec, €3, ¢, eJ;

3
b) G,G, =G} ve ¢, =1, ¢, €3, veya ¢, =—%———2——i, c, €3, veya
1 <3, g
Cl=—§'+—é—l, C) €55

1 43, NE)

© GG, ;(——2——-—2— ]G; vec =1,¢c,e3J, veya ¢, =—-—;———£-i, ¢, €3, veya

1 3

2
1 43,

d) GG, ==[——2—+—2— )G; vec =1, c, €3, veya ¢ =-—%—73-i, ¢, €3, veya

1 3

— e p— ____‘ ~|
¢ = 2+ 5 i,c,€3,;

. 1 3.
e)G,G,=G vece3,c,=1lveyac €3, ¢ =—-—2-——5—z veya ¢, €3,

f) GG, =[—%—%§-')G; vec €3, ¢ =—-%+\/7§~i veya ¢, €3,, ¢, =1 veya

1 43,

= —_—— T 2
G €3y, =7 i

2



39

1 3

g) G,G, =(—5+7iJG1’ vec €3, ¢ =—%—-—3i veya ¢, €3,,

1 V3.
c, =—-5+—2—1 veya ¢, €3;, ¢, =1;

b) GG, =—(Gf +G;) ve ¢ ile ¢,; ¢, —¢] =—2¢,c, =¢, —c; denklemlerinin
herhangi sifir olmayan ¢6ziimleridir.

i) GG, =(%—£iJGI +(%+i2§—i)G; ve ¢, ile ¢, ;

2
(1 + \/iiXEl -c’ )= 4e¢ic, = (1 ~3i XEZ -c? ) denklemlerinin herhangi sifir olmayan
¢Oziimleridir.
. 1 V3. (1 8. .
) GG, = (5+71]G1 +(5_—2_1)G2 ve ¢ ile c,;
(1=+3i)c, - c?)=4c,c, = (1++3i), —c?) denklemlerinin herhangi sifir olmayan
¢oziimleridir.

WA ~ 1 43,
k) GG, =_2'(71G1 +7’2G2)Ve ¢ € & 303 71 +27, =(—‘2'_-2_1)(722 +2y1)Veya

V3.

yi+2y, = (— —;— + —2—1](}/3 +2y, ) denklemlerinin herhangi sifir olmayan

¢oziimleridir. Burada y; +2y, # 0 ve (bu ylizden) y2 +2y, #0 dur.

Il) G,G, #G,G, oldugunda G bir genellestirilmis projektdrdiir ancak ve ancak
¢c,(G,G,+G,G,)= (El —c} k;; + (Ez —c2 )G; ve ¢, ¢, kompleks sayilar

(El —c? X‘c‘z ~c2 )== c’c; denkleminin herhangi sifir olmayan ¢8ziimleridir.

ispat:
G’>=G"  esitliginin  saglanmas1  igin  gerek ve  yeter  kosul

c}G? +¢,c,G,G, +¢,c,G,G, +ciG) =¢G; +¢,G;

= (51 _clzk;l. "’(Ez “czzb; =¢,,(6,G, +G,G,)

= @""12)(;; + e "CZZ)G; =G,G, +G,G,
€6, €6y
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olmasidir. Bu (3.2.2) notasyonu ile,

7,G; +7,G; =G,G, +G,G, (3.2.7)
seklini alir. (3 .2.7) denkleminin her iki yani sol taraftan G, ile ¢arpilirsa

7,.G,G; +7,G,G; =G;G, +G,G,G, (3:2.8) :

bulunur. (3.2.7) denkleminin her iki tarafi sag taraftan G, ile carpilirsa

7,G!G, +7,G,’G, =G,G,G, +G,G; (3.2.9)
elde edilir.
G'G,=G’=GG/ (3.2.10)

oldugundan, (3.2.8) denkleminden (3.2.9) denklemi gikarilirsa

76,6, -6,"6,)=6,6,-G,G; (3.2.11)
ifadesi bulunur. (3.2.7) sol taraftan G, ile carpilirsa

7,.G,G' +7,G,G} =G,G,G, +G.G, (3.2.8)
ve sagdan G, ile carpilirsa

7.G:G, +7,6G, =G,G, +G,G,G, (3.2.9)

elde edilir. Buradan (3.2.10) goz Onine almp (3.2.8) denklemi (3.2.9) den
cikarilirsa
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7(6:6,-6,G;)=G,G} -G;G, (3.2.12)
elde edilir. (3.2.12) denkleminin (3.2.11) de yerine yazilmasiyla
7.7,(G]G, -G,G})= GG, -G,G; (3.2.13)
ifadesi bulunur. Bu durumda (3.2.7) nin bir alternatifi "

G:G,=G,G; veya 7,7, =1 - (3.2.14)
dir. (3.2.14) denklemindeki ilk sart Lemma3.1.1. i) den (3.2.7) denklemi
7,G} +7,G; =2G,G, (3.2.15)

bi¢imini alir. Bu durum teoremin I) kismina kargiik gelir. II) kism ise

GG, #G,G, ve (3.2.7) yi saglayan c,, c, lerigin

7y, =1 (3.2.16)

durumuna kargilik gelir. $imdi ispata gegilebilir.
I) Lemma3.1.1. i) den

GG, =G,G} A (3.2.17)

dir. (3.2.15) denklemi sol  taraftan G,G; ile  carpilirsa
7.G,G,G] +7,G,G,G; =2G,G.G,G, olur. Teorem2.2.1. kullamlirsa

7,G,G;G; +7,G; =2G G, (3.2.18)
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yazilabilir. (3.2.18) ile (3.2.15) den »,G,G;G; +7,G; =7,G] +7,G;
=-7G,G;G] +7,G; =0 :>71(G1._G2G;G;)=0

= (I, -G,G;)6; =0 (3.2.19)

elde edilir. Burada G, #0 olduguna gore iki durum s6z konusudur: ¥, =0 veya
(L, -G,G;)6; =0. (3.2.1) ve Lemma3.1.1. iii) g6z dniine alimrsa

& -c =0 veya G,G.G, =G, (3.2.20)

yazilabilir. (3.2.15) sol taraftan G,G; ile garpilir ve Teorem2.2.1. g6z Oniine
almirsa 7,G,GG] +7,G,G{G;, =2G,G;G,G,

=7,G} +7,G,G}G;, =2G G, (3.2.21)

elde edili. (3.2.15) ve (3.221) den #,G;+7,G,GG,=yG;+7,G}
=>72(G;_G1G;G;)=0

7’2(In _GIG;);; =0 (3.2.22)

depkiemi elde edilir Buradan G, #0 oldufundan y,=0 olmali veya
(I,, -—GIGIFQ =0 olmalidir. O halde (3.2.2) ve Lemma3.1.1. iii) diistiniiliirse

¢,—c,” =0 veya G,G|G, =G, (3.2.23)

olur. Bu ise (3.2.15) denklemine (3.2.20) den bagka bir alternatif olarak ortaya

gikar. (3.2.20) ve (3.2.23) denklemlerinin ilk parcalarmdan ¢, ve ¢, € C sayilan

herhangi ¢ eC gibi diistiniildiginde ¢ —c?> =0 denkleminin elde edildigi goriliir.



Elde edilen bu denklemin (¢, ¢, #0 kabuliinden dolay1) sifir olmayan ¢6ziimleri
kimesi (3.2.3) ile tammlanan I, kiimesidir. Bu durumda (3.2.20) ve (3.2.23)
denklemlerinin birlesimi gosterir ki, eger G,G, =G,G, ise o zaman (3.2.15)
esitlifi agagidaki dort ayrik durumda diigiintilebilir:

¢, €3,, ¢, €3, (3.2.24)
c €3, ¢, ¢3,, GGG, =G,, (3.2.25)
¢, €3, ¢, €3, G,G}G,=G,, (3.2.26)
¢ 23, 0,23, GGG, =G,, G,G,G, =G,. (3.2.27)

Simdi teoremin I) kismindaki siklarm ispatina gegilebilir.

.a) (3.2.24) durumunda (3.2.2) ile tanimh , ve y, daima sifira esit olacag: igin
(3.2.15) denklemi 2G,G, =0 a indirgenir. Bu da a sikkinim ispatidar.

b) (3.2.25) durumunda ise (3.2.15) denklemi ¢, € 3, dolayisi ile ¥, =0 olacag
i¢in ,G} =2G,G, seklinde belirtilebilir. Bu denklemde G yalmz birakilirsa

G, =2y,'G,G, (3.2.28)

denklemi elde edilir. Burada aslinda (3.2.25) deki Ggilincti gsartin gereksiz oldugu
anlagilir. Teorem2.2.1. goz oniine almarak (3.2.28) denkleminin her iki tarafinin

karesi alinirsa (G;)Z =G, =4y;>G?G}
=G, =47;"G;G; (3.2.29)

yazilabilir. (3.2.28) denkleminin her iki yanmn elenik transpozesi alimirsa



G, =27,'G}G; (3.2.30)

denklemi elde edilir. (3.229) ve (3.230) dan 27;'GiG; =4y;"G;G;
=(27,'~4y;’)G;G; =0 bulumr. G,, G, sfirdan farkl oldupu igin
27;' ~(27;'f =0 olmahdrr. Yani #—c® =0 denkleminde oldugu gibi 2y;’ € 5,
olmalidur. (3.2.3) e gore c e I, < ¢ €, olmas1 ve (3.2.2) den
1 ¢ —022

=7

= 3.231
2 2¢,c, ( )

yazilabilir. Bunun anlam %72 € 3, dir. Bu yiizden ¢dziim (cl,%yzj e Jyx3J, m

dokuz farkli durumunda incelenebilir. Eger ~;—;/2 =1 ise, ¢; in ti¢ farklh olabilirligine

gore

¢ =1=¢c,-c =2, (3.2.32)
G =—%—-‘£—3_-i =&, ¢l =(-1-43ik, (3.2.33)
¢ = ——;—+—\£—3—i =8, -c2 =(-1+43i, (3.234)
durumlar mevcuttur.

(3.2.32) denklemini saglayan c, ler: ¢, =—1 ve ¢, = —-%¢~§i dir.

(3.2.33) denklemini saglayan c, ler: c, =%+—‘é—3—i, c, =%+3§' ve ¢, =/3i dir.
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(3.2.34) denklemini saglayan c, ler: c, =%—i2—3—i s €y =%——‘/2—§—i ve ¢=—/3i dir.

Buna gore (3.2.32) den (3.2.34) e kadar olan denklemlerin ¢dziimleri sirastyla
(3.2.4) den (3.2.6) ya kadar belirtildikleri gibi swrast ile J,, S,, I, kiimeleridir.
Yani (3.2.32) disinildiginde c, =1 iken c,e3,, (3.2.33) disintiduginde

1 V3 1 3

c1=—--5—-2—i iken ¢, €3, ve c1=—§+7i iken ¢, € 3; bulunur. Ayrica

(3.2.28) de 2y;' =1 olmas1 da yerine yazilwsa G; =2y;'G,G,=G,G, =G,
esitligi bulunur. Bu da b) nin ispatim tamamlar.

¢) Eger %}’2=—-;——%3:l' alinirsa, (3.2.28) denklemi G1G2=(—%-iz—3—i)(;;

sekline doniislir ve eger ¢, =1 ise ¢, igin denklemler (3.2.31) denklemi goz niine

— 2
alindiginda l}/2=—l——\/§i=u2— =>'c“2—c§=(—1—«/§i)c2 olur. ‘Bu ise
2 oy 2 2-1.c, :

(3.2.33) durumuna karsiik gelir. Yani ¢, =1 iken c, €3, bulunur. Eger

= _ a2
cl=-l—£i ise ¢, igin denkiemler l)/2=—l—i§—i: 270
2 2 2 2 2 [ 1 Ji.}
2:f—-=——i|-c,
2 2
=0C,—¢; =(—l+«/§i)c2 bulunur. Bu, (3.2.34) durumuna denk gelir. Yani
¢ =—-;——i2§—i iken ¢, € 3, diir. Son olarak c, =—-%+1§3~i olabilir. Bu durumda
— 2
1 2——1—[3': ©27% =&, —c? =2c, olur. Yani (3.2.32) durumu
2 2 2 1 3
2:|\—-=+—1|-c,
2 2

N

ortaya ¢gikar. O halde ¢, =——;—+—2—i iken ¢, €3, dir. Bu da ¢) nin ispatim

tamamlar.

d) Bukez -;— ¥, = —% + %i olsun. Bu durumda (3.2.28) denklemi
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GG, = (—%+§iJG; sekline doniisiir ve yine ¢, in i alabilecegi deger icin iig
1 1 3. ¢-c

durum  orta ikar.  Eger =1 ise PV T, bl S B
ya ¢ g C] 2}’2 2 5 4 2.1'02

=& —c? =(-1+3i),, yani (3.234) denklemi elde edilir. O halde ¢, =1 iken

- 2
c, €3, dir. Eger cl=——l——3i ise "ly2=—-1—+£i= ©27%
2 2 2 2 2 1 3.
2| ~=——i}-c,
2 2

1 3.

=&, -c}=2c,, yani (3.2.32) denklemi elde edilir. Bu durumda c, ==

2
NE) 1 1 V3. c,—c’

iken ¢, €3, dir. Eger ¢ =—%+—2—i ise =y, =——+—1i

2 2 2 (1 45,
2:|—=+—i|-c,
2 2

=¢,—c = (—1—«/51’)62 , yani (3.2.33) denklemi elde edilir. O halde ¢, = —%+i2§—i

iken ¢, € 3, dir. Dolayst ile d) sikki saglanﬁ.
e) (3.2.26) durumunda ise ¢, € 3, oldugunda 7, = 0 olacag icin (3.2.15) denklemi
7,G] =2G,G, seklinde belirtilebilir. Bu denklemde G] yalniz birakilirsa

G! =27;'G,G, (3.2.28)

denklemi elde edilir. Burada aslinda (3.2.26) daki 3. sartin gereksiz oldugu
goriililyor, Teorem2.2.1. kullanilarak (3.2.28)' denkleminin her iki tarafimn karesi

almirsa (G} f =G, = 47;°G2G? yani,
G, =4y°G.G: (3.2.29)

elde edilir. (3 .2.28)' denkleminin her iki tarafimn eglenik transpozesi alinirsa
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G, =27'G}G; (3.2.30)

denklemi bulunmur. (3229) ve (3.2.30) den 277'GiG: =4y'G.G!
=>(2}71"I —4yr ’k};Gl’ =0 olur. G,, G, sifirdan farkli oldufu i¢in bu esitlik
277 —(2y7'f =0 olmasm, Z-c®>=0 denkleminde oldugu gibi 2y’ €3,
olmasim geféktirix. (3.2.3) e gore ce 3, © ¢ € 3, gergeginden ve (3.2.2) den

1, _&-¢

N

231)
5 (3.2.31)

2¢,c,

elde edilir. Bunun anlami %yl € 3, dir. Bu yiizden ¢6ziim (cz,%yl) €JpxJ,
dokuz farkli durumda incelenebilir. Bunlar (cl,% yz) € 3, x3J, i¢in incelendi. O

halde dururs bir indis degigikligi ile aymdur. Yani —;—71 — (N

¢, =1 =& ¢ =2 (3.2.32)
c, =_%_ i2§_ =7 - =(-1-+3ik, (3.233)
¢, =—-~;—+§i =7 —cf =(-1++5i), (3.2.34)

olup (3.2.32)' nii saglayan c, ler, ¢, €3J;; (3.2.33)' nii saglayanlar ¢, €3, ve

(3.2.34)! nii saglayanlar ¢, € 3, sartlanm saglamaktadirlar. Ayrica —;— y, =1 kabul

edildigi igin (3.2.28) denklemi G =G,G, ye doniistir. Dolayist ile €) nin sartlar
saglanir.



f) Bu kez %yl=—%—-‘g—§i segilirse (3.2.28) denklemi G1G2=—%—§iGl‘

bigimine doniigiir. Burada ¢, =1 ise ¢, i¢in denklemler (3.2.33)' ye denk gelir. Yani
: s 1 3, . '
c, =1 iken ¢ €3, elde edilir. c, === iken ¢, denklemleri (3.2.34) ne

N

doniisiir. Yani c, =——;———§3~i iken ¢; € T, diir. Son olarak c, =-%+7i iken ¢,

V3

denklemleri (3.2.32)' durumuna karsilik gelir. O halde ¢, = —%+—2—i iken ¢, € 3,

bulunur. Bu da f) nin ispatini tamamlar.
1 1 43

Sy, =—=+32i de olabili. Bu durumda (3.2.28) denklemi

S larak
g) Son o > D)

GG, = (—%+{3—i)Gf sekline doniisiir ve yine ¢, nin ii¢ alabilecegi deger i¢in lig

durum ortaya ¢ikar. Eger ¢, =1 ise ¢, i¢in denklemler (3.2.34)' denklemleri olur. O
: y 1 3. . : ,
halde ¢, =1 iken ¢ €3; dir. c, =—5—-—2—1 ise ¢, denklemleri (3.2.32)

N

denklemleri ile ¢akisir. Yani ¢, = —%——;—i ise ¢, € 3, olur. Eger ¢, = —%+7i

ise o zaman c,, (3.2.33)' denklemlerine sahiptir. Yani ¢, = —-;—+—23—i ise ¢, €3,
dir. O halde g) sikki da saglanmigtir.

h) Bundan sonra G,G,=G,G; oldugu durum i¢in kontrol edilmesi gereken
yalnizca (3.2.27) durumu kalir. Teorem2.2.1. ve (3.2.27) denklemi géz Sniine alinip
(3.2.15) denklemi soldan y,G; ve sagdan y,G}, ile garpilirsa sirasi ile

1nGinG +1617,G; =G 26,G, = /G, +17,G]G; =27,

ve

1nG17,G; +7,631G; =26G,G,7,G; = 176, +77,G1G; +7,G, =27,7,
denklemleri elde edilir. Bu iki egitligin farki ahimrsa

2 +27,)6,=(; +21)6, (3.235)
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bulunur. G, ve G, sifirdan farkli kabul edildigi icin eger y +2y, veya y2 +2y,
denklemlerinden herhangi biri sifir ise digeri de sifir olmak zorundadir.

y2+2y,=0ve y2+2y, =0 (3.2.36)

(3.2.36) dan y} +2y, =73 +2y, = 7. ~ri=2p,~7,)
= (v, -7, X», +7,)=2(r, - 7,) yazilabilir. Burada iki farkh durum vardur.

Eger 7, 7, =0 ise (1,,7,)=(0,0) veya (,,7,)=(~2,-2) dur.
Eger 7, —y, #0 ise (y,,7,)= (1 —f3i1+ «/gz) veya (7,,7,)= (l +4/3i1- «/51) dir.

O halde (3.2.36) denklemlerinin her ikisinin de sifir oldugu durumda dort olasi
dunm (y,=0 ve 7,=0; y,=-2, 7,=-2; 7, =1-43i, y,=1+3i;
71 =1+4/3, Vs =1-+/3i) vardir. Bu durumlardan 7: =0 ve 7, =0 oldugu durum
zaten daha 6nce incelenmisti. ¥, =-2, y, =—2 oldugu durumda ise (3.2.15) den
~2G; -2G; =2G,G, = G,G, =—(G; +G}) elde edilir. Aynca 7, ve y, nin
aldipn degerler, (3.2.2) igin diistiniildiigtinde;

- _ 2

e B =y, =C — c§ =-2c,c, (3.2.37)
€16y

ve

= _ 2

62 =6 =y, = Ez —C; = —2c1c2 (3238)
66

yazilabilir. Dolayis1 ile (3.2.37) ve (3.2.38) den ¢, —c? =-2c,c,=¢,~c’ elde
edilir. h) sikkimin ispat1 tamamlanir.
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i) (3.2.36)durum1armdan eger y, =1~ V3i ve ¥, =1+ J3i oldugu duruma bakilirsa;
y, =1-13i igin (3.2.2) den

— 2

976 -3 (3.2.39)
66, -

olur. Buradan

(143, —c? = 4c,c, - (3.2.40)

elde edilir. Bunun yaninda y, =1+ J3i igin (3 2.2) den

- 2
1+43i=2"% (3.2.41)
¢c,
olur. Buradan da
(1=+Bi)e, - c2)= 4c,c, (3.2.42)

bulunur. (3.2.40) ve (3.2.42) den
1+3i(g, ~¢2)=4eic, = [1-+Bi)e, —c2) (3.2.43)

yazilabilir. Ayrica (3 .2.15) de, y, =1- f3i ve ¥, =1+ J3i degerleri yerine yazilirsa

(1-3i)6; + {1 +31)6; =26,G, =

1 Bi).. (1 Bi)..
GIGZ =[E—TJG1 +(5+—2—)G2 (3244)

elde edilir. (3.2.43) ve (3.2.44) i) sikkinm ispatim tamamlar.
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j) (3.2.36) nin son durumu olarak y, =1+4/3i ve Vs =1—4/3i deperleri (3.2.15) de
yazilirsa (1+«/§iki; +(l—«/§ih; =2G,G, olur. Buradan

GG, = -1-+l@ G; + 15 G; (3.2.45)
2. 2 2 2
= _ a2
elde edilir. (3.2.2) den 7, =1++3i olmas: kullanilirsa 979 —1443i olur.
¢G6,

Buradan

(1-3i)e, —c?)=4cc, (3.2.46)

~ 2
bulunur. (3.2.2) den 7, =1—+/3i olmas: kullanihrsa ©27% _1-/3i olur. Buradan
€16y

(1+43i)E, - c2) = 4c,c, “ | (3.2.47)

elde edilir. (3.2.45), (3.2.46), (3.2.47) den j) nin saglandig1 griilir.

K) h), i) ve j) nin ¢oziimiinde (3.2.35) denklemlerinde G, ve G, sifirdan farkh
kabul edildiginde (3.2.36) durumu ortaya gikt. (3.2.36) durumu digmda bir de
¥ +2y, #0 ve y2 +2y, #0 oldugu durum vardir.

_1t2y,

3.2.48
722 +2y, ( )

712

seklinde tammlandigimda (3.2.35) denklemi

G, =7,G, (3.2.49)
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halini alir. Dolayist ile R(G,)=R(G,) dir . Bu yiizden G,G} =G? ve G,G} =G}

projektorleri 6zdes olur. Yani
GG, =G’=G}=G,G; (3.2.50)

dir. (3.2.49) da her iki tarafin kiipii almrsa G} =y5G; olur. (3.2.50) den
G? =ypGi = G; —7132Gf =0

=G5, -1)=0 (3.2.51)

elde edilir. Buradan G, #0 oldugu igin (7132 —1)=0 olur. Buradan y,, =1 ve
1_43

Vi = —-5:9:71' kokleri elde edilir. y,=1 olmasi durumunda (3.2.49)

denkleminden G, =G, bulunur. Bu ise hipotez ile geligir. O halde y,, =1 olamaz.

- 1 3, . 1 <3,
Eger y,, =_E—:/2;Z olursa, (3.2.48) denklemi 7 +2y, =(_§__‘/2:,)(y22 +271)

1 43

sekline ~ dontisir.  Bger  y, =——+-—i ise  (3.248)  denklemi

2 2
V3

7242y, =(—%+—2—z’)(722 +2y,) bigiminde yazilabilir. (3.2.15) denklemi G,G,

yalmz birakihinca G,G, = %(y/lG; + yzG;) seklinde yazilabilecegi i¢in, k) sikkinin

da sartlar saglanmis olur.
M) (3.2.2) denklemi (3.2.7) denkleminde yerine yazilir ve diizenlenirse

6 -ct)e; +{e, —2)6; =c2¢2(G,G, +G,G,) (3.2.52)

= _ 2 = 2
elde edilir. (3.2.2), bu kez (3.2.16) da yerine yazilirsa (cl ! ]-(cz % ) =1

19197 91
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@ -c)le-ci)=cic} (3.2.53)
elde edilir. (3.2.52) ve (3.2.53) den II) nin saglandif goriiliir. u

3 .2.3) den anlagilacag tizere Teorem3.2.1. in I) kismundaki a) sikki Teorem2.5.1. i
genellestirilmis projektérler icin kapsar. Benzer olarak Teorem3.2.1. in yine I)
kismindaki b) sikka da Teorem2.5.3. i genellestirilmis projektorler icin kapsar. ¢, ve

¢, reel sayilara kisitlandiginda, problemin ¢6ziimlerinin nasil hatiri sayilir miktarda
azaldiBi ilgi ¢ekicidir.

Sonu¢3.3.2. ¢, ¢, € IR sayilan sifirdan farkli (c;, ¢, #0), G,, G, genellestirilmis
projektorleri sifirdan ve birbirlerinden farkh ((G,,G, #0)ve(G, = G,)) olsunlar.
G =¢,G, +¢,G, lineer kombinasyonunun bir genellestirilmis projektdr olmasmin
gerek ve yeter kogulu agagidakilerden herhangi birinin saglanmasidir:

a) G=G, +G, ifadesi G,G, =0=G,G, olduunda saglanr;

b) G =G, -G, ifadesi G,G, =G; =G,G, olduunda sagtanir;

¢) G =-G, +G, ifadesi G,G, =G =G,G, oldugunda sadlanir;

d) G =—G, -G, ifadesi G,G, = (G} +G} )= G,G, oldugunda saglanr;

e) Herhangi ceIR/{0} i¢in G=cG,+(1-c)G, ifadesi G,G,=G,G, ve
G,G, +G,G, =G; +G; oldugunda saglanir. Burada ikinci sart (G, -G,) =0
olmasina denktir.

Ispat:a)-c) siklanmin ispati; Teorem3.2.1. in I) kismmmn é) sikkimin kogullarim
saglayan yegane reel say: ikilisinin ¢, =1 ve ¢, =1, olmasi, b) ve ¢) giklarna
kargihk gelen yegane reel say1 ikililerinin ¢, =1, ¢, =-1 ve ¢, =-1, ¢, =1 olmasi
ve ¢), d), ) ve g) siklarinda igerilen kosullar1 gergekleyen reel say: ikililerinin
olmamasi ger¢eginden goriiliir.

Bu sonucun d) sikki Teorem3.2.1 in I) kisminm h) gikkindaki denklemlerdeki ¢, ve

c, sirasiyla ¢, ve c, ile yer degistirildiginde ¢, ~c} = -2¢,c, =€, ~¢?



=¢, —cl =-2¢,¢c, =¢, —C? (3.2.54)
elde edilir. (3.2.54) den ¢,(1-¢,)=—2¢,c,, ¢, # 0 oldugundan

¢, —2¢, =1 (3.2.55)
elde edilir. Yine (3.2.54) ve ¢, # 0 oldugundan
c, —2¢, =1 (3.2.56) -

bulunur. (3.2.55) ve (3.2.56) denklemlerinden ¢, =~1 ve ¢, =—1 yegane ¢oziimii
elde edilir. Bu da d) sikkinin ispatim1 tamamlar.

Teorem3.2.1. I) kisminin i) sikki incelenecek olursa
(1+Bi)ec, - )= 4e,c, =(1-3i)e, —¢2) (3.2.57)

denkleminde ¢, ve c, reel say1 olabilmesinin tek yolu ¢, =0 ve ¢, =0 olmasidir.
Buise ¢, #0 ve c, # 0 kabulii ile gelistigi i¢in ¢, ve c, bu gikta reel olamayacaktir.
Aym durum j) sikk: i¢in de gegerlidir. Teorem3.2.1. in k) sikkindaki durum ise
7242y, =(—%—§ )(yzz +271) ve yl +2y, = (—%-I—%i](}/f +271)

denklemlerinin y, ve y, reel oldugunda (c,c, € IR olmasimn direk bir sonucudur)
saflanmas i¢in bu denklemlerin sa§ taraflarimin reel olmas1 gerekir. Bu durumda
(3.2.36) denklemleri yani y? +2y, =0 ve y2 +2y, =0 elde edilir. Bu da zaten k)
nin yi+2y,#0 ve yZ+2y,#0 kabuli ile geligir. 1) sikkindan
(cl—cchz—c§)=cfc22 =c,(l-¢)c,(l-¢c,)-c2c?=0 olur. ¢,c,#0
oldugundan (1-¢, Yl~c,)-cc, =0 =1-c,~¢ +¢c, e, =0 =¢+c,=1
elde edilir. Bu da sonucun e) gikkinin ispatin1 tamamlar. [
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Agiktir ki efer bu boliimde diigiintilen problem G, ve G, nin konveks
kombinasyonlarina (yani, G =¢,G, +¢,G, ve ¢, +c, =1) kisitlanirsa o zaman
yalmzca Sonug¢3.2.2. nin €) sikki g6z 6niline alinabilir. Bu durumda agagidaki sonugta
icerilmektedir.

Sonu¢3.27;3. Herhangi bir ce(0,1) sayis1 igin, G=cG, +(1-c)G, sifirdan ve
birbirlerinden farkh (G,,G,#0 ve G, #G,) G, ve G, genellestiriimis
projektdrlerinin bir konveks kombinasyonunun da ‘bir genellestirilmis projektor
olmas igin gerek ve yeter kosul G,G, #G,G, ve G,G,+G,G, =G]+G,
olmasidir, Burada ikinci sart (G, —G,)* =0 ifadesine denktir.



BOLUM4. TARTISMA ve ONERILER

Bu ¢aliymanm ikinci, boliimiinde normal (genellestirilmis projektorier) ve EP
(hipergenellestirilmis projektérler) olan kuadripotent matrisler incelendi. Ayrica
genel anlamda kuadripotent matrislerin simifim veya daha genellemesi olarak
A’=A° i saglayan matrisler smifim da ele almak miimkiindir.
A=A A=A ve A’ =A° © A? = A? oldugunu gérmek kolaydir. Bununla
birlikte bu simflar i¢in elde edilen sonuglar agagidaki gosterimden de goriildiigii gibi
daha karmagiktir. Schur’un {initer {iggenlestirme teoremine g&re herhangi bir

A €C, , matrisi tiniter olarak

E}I ﬂ | (4.1.1)

matrisine denktir. Burada U e C,  matrisi, k6segeninde A nin » tane nontrivial

rxr

Ozdegerlerini (yalmzca sifir olmayan 6zdegerlerini) iceren nonsinguler iist liggensel
matristir. N de kosegeni tizerinde yalmizca sifirlar bulunan nilpotent iist iiggensel
matristir.

Bu durumda A’ =A’ © U*=10’, yani U’ =1, ve N* =0 oldugunu gostermek
kolaydur. ikinci dzdeslik rk(A2)== rk(A3) {in, rk(N2)= rk(N3) e denk olmasindan
goriiliir. N nilpotent oldugundan bu da N? =0 a gétiiriir.

Buradan kuadripotent matrislerin smifi N =0 koymak sureti ile elde edilir.
Hipergenellestirilmis projektorier sinifi buna ek olarak X =0 koymak sureti ile ve
genellestirilmis projektorler sinifi da buna ek olarak U daki kosegen lizerinde
olmayan tiim elemanlar: sifir almak sureti ile elde eldir. Bu yontemin aym zamanda
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Teorem2.2.1. ve Teorem2.3.1. den genellestirilmis ve hipergenellestirilmis
projektorierin kanonik formlarim da verecegine dikkat edilmelidir.

EP olmayan A’ = A’ matrisleri goz 6niine alndifinda durum 6zellikle de “kismi
siralilar” ile ilgili halde daha zordur. Ciinkii blok iicgen yapilarda ¢ok fazla 6nkogul
altinda islemler yiiriitiilebilir. Aksi taktirde islemler ¢ok fazla degisime ugrar. Bu
manada da detayli aragtirmalar yapilabilir ve s6zii gegen kavramlarla ilgili farkli
Ozellikler ortaya konulabilir. Ancak yukarida belirttiimiz gibi bu yapisal olarak gok
daha karmagik olacaktir.

Bu ¢aligmamn {iglincti bolimiinde ise ¢, ve ¢, kompleks sayilan sifirdan farkl: ve
G, ve G, genellestirilmis projektorleri sifirdan ve birbirinden farkli olmak {izere
G =¢,G, +¢,G, seklindeki lineer kombinasyonun da genellestirilmis projektdr
olma problemi incelendi. Bununla ilgili olarak G, ve G, hipergenellestirilmig
projektSrier olarak alindiginda bu lineer kombinasyonun hipergeneliestirilmis

projektér olma problemi incelenebilir.

Yani sonug olarak ikinci ve iigiincli boliimde ana konu olarak ele alinan anlamda
calismalar yapmak miimkiindiir. Ornegin, hipergenellestirilmis projektérier, EP
matrisleri vs. nin lineer kombinasyonlarn {izerinde durulabilir ve bu
kombinasyonlarin aym 6zelliklere haiz olmanin getirecegi ve kobinasyonun igerdigi
matrisler tizerine gelecek kisitlamalar altinda ikinci béliimde incelenen szelliklerin
ne dereceye kadar gergekienecefi, yani ne gibi eksilerin ve artilarin olabilecegi

incelemeye degerdir.
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