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OZET

Anahtar Kelimeler: Sonlu eleman, klasik ¢6ziim, minimizasyon prensibi, zayif
¢oziim, varyasyonel problem, eliptik problem.

Bu galigmada, bir ve iki boyutlu uzaylarda sonlu eleman analizi yapilmstir,

Oncelikle; bir boyutlu uzaylarda sonlu elemanlar yéntemi incelenmistir. Yaklagim
teorisindeki varyasyonel metodlar incelenmis, zamana bagli problemler hakkinda
bilgi verilmistir. Model &rnek olarak Poisson problemi alinmigtir. Bir boyutlu uzayda
Poisson probleminin varyasyonel formiilasyonu yapilarak ayrik denklemler elde
edilmigtir. Bununla birlikte, gesitli normlarda hata analizi yapilmustir. Béliim
sonunda ¢6ziilmiis problemler verilmigtir.

Ikinci olarak; iki boyutlu uzaylarda sonlu elemanlar ydntemi incelenmistir. sonlu
eleman ayriklagtirmasi esnasinda elemanlara ait ayrik denklemler olusturulmustur.
Elemanlara ait bu niceliklerden problemin global denklem sistemi elde edilmistir.
Smnir kosullarina bagl olarak denklemlerde ne gibi degisiklikler meydana gelecegi
incelenmistir. B6liim sonunda ¢6ziimlii érnekler verilmistir.
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FINITE ELEMENT METHOD

SUMMARY

Keywords: Finite element, strong formulation, minimization principle, weak
solution, variational problem, elliptic problem.

In this work, which is called “Finite Element Method”, analysis of finite element
method in one and two dimensional space is done.

First; finite element method in one dimensional space is examined. Variational
methods in approximation theory is examined and time dependent problems are
studied. Moreover; having the variational formulation of the Poisson problem, we get
the discrete equations. Also, error analysis in various norms is done. At the end of
this section, some solved problems are given.

Second; finite element method in two dimensional space is examined. During finite
element discretization, we get local discrete equations belonging to an indiviual
element. By assembly procedure global equation system is attained. According to
boundary conditions the difference in the equations is examined. At the end of this
section, some solved problems in two dimensional space are given.
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BOLUM 1. GIRIS

Matematik ile doga ve miihendislik bilimleri arasindaki iligkiler matematik
modelleme ve bunlarin ¢6ziim yontemleri vasitasiyla kurulur. Matematik modellerin
temel aldiklar fiziksel hadiseler ile uyumlulugu 6nemlidir. Matematik modeller
genellikle diferansiyel denklemler ile ilgili sinir deger problemleri, fark denklemleri,
integral denklemleri gibi olabilirler. Bu modellerin fiziksel modellere en uygun
bigimi varyasyonel problemlerdir. Ciinkil; giris verileri tizerine konulan stireklilik ve
diferansiyellenebilirlik kogullar1 agisindan, varyasyonel problem kendi 6zdesi olan
smir deger problemi ile karsilagtirildiginda, daha genis ve uygulamalar ac¢isindan
daha 6nemli bir problemler simifina hitap eder. Matematik modelleme igleminin,
modelin varyasyonel problem olarak ifade edilmesinden sonraki asamasi, bilgisayar
aracilifi ile ¢6ziilmesi hedeflenen ayrik modelin olusturulmasidir. Dogadaki olaylar,
fizik kurallarinin yardimiyla farkli niceliklere bagl olarak matematiksel anlamda
tarif edilebilirler. Deniz yada atmosferdeki kirlilik oranlarimin tespit edilmesi, hava
durumu tahminleri i¢in riizgar ve firtinalarin mekaniklerinin incelenmesi, bir basing
kabindaki gerilim dagilimi bunlara yalmzca birkag Ornektir. Bu problemleri ifade
eden denklemlerin analizdeki klasik ySntemler ile ¢oziilmeleri miimkiin olmayabilir.
Bu gibi durumlarda, analizdeki yaklagim metodlari ¢oziimiin bulunmasinda alternatif
yollar saglar. Bunlar arasinda, sonlu farklar metodu, Ritz ve Galerkin metodlar1 gibi
varyasyonel metodlar daha fazla kullamilir. Sonlu elemanlar yontemi, yaklagim
fonksiyonlarinin kurulmasinda sistematik bir yontem sagladigi i¢in varyasyonel
metodlardaki zorluklarin {istesinden gelmektedir. Giinlimiizde, diferansiyel
denklemlerle ilgili matematik modellerin ayrik benzesiklerinin olusturulmasi ve elde
edilen ayrik problemin bilgisayarda ¢6ziimlenmesi agisindan en kapsamli ve evrensel
yontem, sonlu elemanlar yéntemidir. Bu ydntemin klasik sonlu farklar yonteminden
farki, simir deger problemini degil buna karsilik gelen varyasyonel problemi temel
almasidir. Bu nedenle sonlu elemanlar yéntemi bilimsel ve teknolojik problemlerin
saysal ¢oziimlenmesinde en ¢ok kullanilan yontemlerin baginda gelmektedir.



Sonlu elemanlar yéntemini diger metodlara gore {istiin kilan iki basit 6zelligi vardir.
Birincisi; sorunun karmasik geometrik tanim bélgesini basit alt bolgeler ile temsil
edilmesini saglayan sonlu elemanlardir. Ikincisi; siirekli herhangi fonksiyonun
cebirsel polinomlarin lineer kombinasyonu bigiminde yazilabilecegi gergegi
kullanilarak her bir sonlu eleman {izerinde yaklagim fonksiyonlarinin ¢ikarilmasidir.
Béylece, éonlu elemanlar ydntemi varyasyonel metodlarin parcali bir uygulamasi
olarak yorumlanabilir. Burada kullamilan yaklagim fonksiyonlar1 cebirsel
polinomlardir. Sorunun tamm kiimesinin sinirlari ve i¢inden segilmis sonlu sayida
noktalar diigiim noktalar1 olmak {izere; belirlenmis parametreler, ¢6ziimiin bu diigiim
noktalarindaki degerlerini temsil ederler. Interpolasyon teorisinden bilindigi tizere;
interpole edici bir polinomun mertebesi yada derecesi elemandaki diigiim noktasi

sayisina baglidur.
Diferansiyel denklemlerin varyasyonel ¢6ziimiinde iki basit adim vardir:

1. Verilen diferansiyel denklemi varyasyonel forma ¢evirmek.
2. Ritz, Galerkin gibi bir varyasyonel yontem kullanarak yaklagik ¢oziimii

belirlemek.

Verilen bir diferansiyel denklemde, kullanilan test fonksiyonu ile bagimhi degisken
arasinda diferansiyel aktarimu yapilarak, denklemi denk bir integral yapiya getirme
islemine zayif formiilasyon denir. Lineer problemlerin bir¢ogunda zayif
formiilasyon, mekanik problemlerinde toplam potansiyel enerji olarak adlandirilan
J(u) kuadratik fonksiyonelinin minimumlastirilmas: ile birbirine denktir. Adi bir
fonksiyonun minimumunda oldugu gibi, kuadratik bir fonksiyonelin bagimli
degiskene bagli birinci tiirevi sifir olmalidir. Bazen bu birinci tlireve birinci
varyasyon adi da verilir. Varyasyonel analizden bilindigi {izere, minimize eden
fonksiyon diferansiyel denklemin klasik ¢6ziimiidiir. Verilen bir smr deger
probleminin klasik ¢6ziimii yerine onun minimizasyon formiilasyonu veya daha ileri
gidilerek zayif formiilasyonu kurulur. Bu islem X ¢6ziim uzaymnn, lineer ve bilineer
formlarin belirlenmesidir. Sonlu eleman y6nteminin baglangi¢ noktasi burasidir. Bu

formiilasyonlar ile sinir sartlar1 da ¢6ztime dahil edilmis olurlar. Burada; esas siur



kosullann X ¢6zlim uzayma, dogal siur kogullari da lineer ve bilineer formlara

yansitilarak ¢oziime etki ettirilir.

Sonlu elemanlar yonteminin matematiksel yorumu fiziksel yorumun cevapsiz
biraktif1 yakinsama, hata sinirlari, baz fonksiyonlarmin gereksinimleri gibi sorulara
cevap arar. Ayrica; matematiksel yorum, elektromanyetik, 1s1 transferi ve benzeri

problemlerde yapilar: gorsel olarak algilanamayacak sorular1 da cevaplar.

Sonlu elemanlar yonteminin kisaca gelisimine bakildiginda agagidaki ilerleyis
goriilecektir. 1941°de Hrenikoff tarafindan diizlemsel bir elastik ortam, ¢ubuk ve
kiriglerin bir kiimesi olarak gosterildi. Bilinmeyen fonksiyonlara yaklagim igin
pargali stirekli fonksiyonlarin bir alt tamm kiimesinde kullanimu Courant’in
calismasinda (1943) goriilmiistiir. Courant, St.Venant biikiilme probleminde
minimum potansiyel enerji prensibi ve {liggen elemanlarin Dbirlestirilmesini
kullanmugtir. Bu ¢aligmalarda da goriilmesine karsin, sonlu elemanlar yonteminin
sunulmasi1 Argyris ve Kelsey(1960) ile Turner, Clough, Martin ve Topp(1956)’a
atfedilir. Bununla birlikte, “sonlu eleman” terimi ilk kez 1960’ta Clough tarafindan
kullanilmugtar.



BOLUM 2. SINIR DEGER PROBLEMLERININ VARYASYONEL
FORMULASYONU |

Bu c¢alismada, sonlu elemanlar yontemi diferansiyel denklem ¢oziimiinde
varyasyonel temelli bir teknik olarak tanitilmistir. {lk olarak; diferansiyel denklemde
tammlanmus stirekli bir problem, denk bir varyasyonel yapiya déniistiiriiliir. Yaklagik
¢oziimin, ¢; yaklagm fonksiyonlanmmn » c¢; bicimindeki bir lineer
kombinasyonu oldugu varsayilrr. Elde edilen varyasyonel yapidan c¢; parametreleri

belirlenir. Sonlu elemanlar metodu, karmagik geometrik bolgelerin  temsil
edilebilecegi basit alt bolgeler igin yaklagim fonksiyonlarinin kurulabilecegi
sistematik bir teknik saglar. Sonlu elemanlar metodunda yaklasim fonksiyonlari
pargali polinomlardan, yani sadece bir alt bslge tizerinde tamimlanmig polinomlardan
meydana gelir.

Simir deger problemlerinin ¢dziimiinde kullamilan varyasyonel yontemler bunlarin
zay1if ¢ozlim kavramina dayanmaktadir. Bu nedenle; klasik ¢6ziim ve minimizasyon
prensibinden yola cikilarak, sinir defer problemlerinin zayif ¢6ziim kuramina
vanlacaktir. Burada metrik uzay, Hilbert ve Sobolev uzaylari, dual uzay, genellesmis
fonksiyon ve tlirevi kavramlarinin bilindigi kabul edilecektir. Asagidaki tamm ve
teoremlerde gecen uzaylarin tanim i¢in simgeler listesine bakiniz.

Tanim 2.1.

Aus= —(k(x)u'(x))' +q(x)u(x)=f(x) ,a<x<b (2.1)
u(a)=u(b)=0 (2.2)

smir deger problemi ele alinsin. [a,b] kapal1 aralifinda siirekli ve (a,b) agik araliginda
ikinci tiirevi dahi stirekli olmak tizere, (a,b) araliginda (2.1) denklemini ve x=a, x=b



degerlerinde (2.2) kosullarim saglayan u(x)e Cfa,b]~C?(a, b) fonksiyonuna (2.1)-

(2.2) smur deger probleminin klasik ¢6ziimii denir.
Tanmm 2.2.
b
(Au-f,v)= ﬂAu—f]vdx=0 VveC?(a,b)

esitligini saglayan u(x)e Hz(a,b)m Hi,[a,b] fonksiyonuna (2.1)-(2.2) probleminin

hemen hemen her yerde ¢6ziimii denir.

Teorem 2.1. u(x)e Cla,b]nC?(a,b) fonksiyonu (2.1)-(2.2) probleminin klasik
¢6zlimii ise, bu fonksiyon ayn1 zamanda hemen hemen her yerde ¢oziimdiir.Bunun
tersi de gegerlidir; u(x)e H?(2,b)nH}[a,b] fonksiyonu (2.1)-(2.2) probleminin

hemen hemen her yerde ¢6ziimii ve u e C? (a,b) ise, ayn1 zamanda klasik ¢6ziimdiir.

Tanim 2.3.
[l GV (x) +a(uleivibix = [£vxdx Vv eH)(a,b)

integral 8zdesligini saglayan u e H (a,b) fonksiyonuna (2.1)-(2.2) probleminin zayif

¢Ozlimii denir.

Teorem 2.2. H bir Hilbert uzay1 olsun. ueH elemaninin, J(u)=%a(u,u)—l(u)

olmak tizere
ueH: J(u)=ian(v) ,veH

en kii¢iik deger probleminin ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, u e H *nun
ueH: au,v)=1(v) ,vveH

varyasyonel probleminin ¢dziimii olmasidur.



Teorem 2.3. A lineer operatdrii H Hilbert uzay: tizerinde tanimlanmis kendine es ve
pozitif tanimli operatdr olsun. Bu durumda

%(Au,u)—-(F,u)=iv]g£{—;-(AV, v)-(F.v }

en kii¢lik deger probleminin ¢6ziimii olmasi igin gerek ve yeter kosul, bunun
(Au,v)=(F,v) ,VveH

varyasyonel probleminin ¢6ziimii olmasidir.

2.1. Yaklasimda Varyasyonel Metodlar

2.1.1. Girig

Bu btlimde Ritz metodu, Galerkin metodu, Petrov-Galerkin metodu, en kiigiik
kareler metodu ve kollokasyon metodu incelenecektir. Bu metodlar; yaklasik
¢0ziimi, uygun yaklagim fonksiyonlarinin lineer bir kombinasyonu bigiminde
ararlar. Denklemin zayif ¢6ziimii veya kuadratik fonksiyonelin minimum yapilmasi
ile lineer kombinasyondaki parametreler belirlenir. Yukarida bahsedilen metodlar
yaklagim fonksiyonlarin segiminden dolay: birbirinden farklilik gosterirler. Sonlu
elemanlar yontemi, elemanlarm ayrik denklemlerinin olusturulmasi igin varyasyonel
metodu kullanir. Ayrica, sonlu elemanlar yonteminde yaklagim fonksiyonlarinn

segimi klasik varyasyonel metodlardan farklidur.

2.1.2. Ritz metodu

u fonksiyonu tizerindeki stir kosullarimin homojen yapisini saglayan ve yeterince

diferansiyellenebilen biitiin v fonksiyonlari igin

B(u,v)=1(v) (2.3)



bigimindeki u ¢Oziimiintin bulunmasi varyasyonel problemi ele alinsin. B

fonksiyoneli bilineer, simetrik ve 1 fonksiyoneli lineer oldugunda, (2.3) problemi
I(w)= %B(u, u)—1(u) 2.4)

kuadratik fonksiyonelinin minimize edilmesine denktir. Ritz metodu (2.3)

denklemine

N
uy = chcpj +Q, (2.5)
j=1
sonlu serisi yapisinda yaklasik bir ¢6ziim arar. v=¢, (i=1,..,N) (2.3) denklemini
saglamak {izere, buradaki c; Ritz katsayilart

N
B[(Pi’zch’j "'(Po) = 1((Pi) i=1.,N

i

bigciminde segilirler. B fonksiyonelinin bilineer oldugu durumiarda

N
> B(9,.0; k; =1(¢;)-B(9;.¢,) 2.6)
=
elde edilir. Yukaridaki denklem, N tane c; sabiti igeren N tane lineer cebirsel

denklem sistemini gostermektedir. (2.6) katsayilar matrisinin tersinin varolmasi igin

stitunlarinin lineer bagimsiz olmasi gerekir.

Simetrik bilineer formlar i¢in Ritz metodunda, J(u) kuadratik fonksiyonelinin
minimum yapilmasi ile ¢; katsayilan elde edilir. Boylece (2.5) yapisindaki ¢oziimler
elde edilir. (2.5) denklemi (2.4) de u yerine yazihip integrali alinrsa, J(u)
fonksiyoneli c; parametrelerine bagli adi bir kuadratik fonksiyon haline gelir. Daha



sonra J(c,,C,,...,Cy ) ifadesinin her bir parametreye gore kismi tiirevleri alinarak

sifira esitlenir.

6J(cj)=0 6J(cj)=0 aJ(cj)=O
oc, "~ oc, " Bey

Boylece; (2.6) sisteminin aymsi elde edilmig olur. B fonksiyonelinin simetrik
olmadig1 durumlarda kuadratik fonksiyonel elde edilemez. Yani, (2.6) ifadesi daha
genel durumlar i¢in kullamlabilir. Problemlerin ¢ogunda simetrik bilineer forma
sikca rastlanmaktadir.

Yukaridaki ¢, problemin esas smnir kosullarimi saglayacak bigimde segilir. Homojen
siur kosullart i¢in @,=0 olacaktir. ¢,’ler esas simr kosullarini saglayacagindan

v=, ’lerin test fonksiyonu olarak secilmeleri uygundur. Bunlara ek olarak, o,
fonksiyonlar agagidaki kosullar1 da saglamalidir:

l.a. B((pi,(p j) iyi-tamimli ve sifirdan farkli olmalidir. Yani, B(.,.) bilineer formu igin
@, ’nin gerekli miktarda diferansiyeli almabilmelidir.

b. @, problemin esas simr kosullarim saglamalidir.

2. Herhangi bir N igin B((pi,(pj) matrisinin satirlar1 ve siitunlari lineer bagimsiz
olmalidir.

3. {0, 1, ifadesi tam olmalidur.

2.1.3. Agirlikh kalanlar metodu

Denklem lineer olsun veya olmasin, bir diferansiyel denklemin integral formu her
zaman yazilabilir. Bununla birlikte, lineer olmayan bir denklem igin simetrik bir
varyasyonel yapi ve fonksiyonel kurmak her zaman miimkiin degildir. Ritz metodu
lineer olmayan problemlere uygulansa da, yaklagmim icin kullanilan test



fonksiyonlarnin se¢imini sinirlar. Agirlikh kalanlar metodu Ritz metodunun genel
bir halidir. Bu metodda, test fonksiyonlar1 bagimsiz bir fonksiyon kiimesinden
_ segilebilir. Bundan bagka; zayif formiilasyon elde edilemedigi durumlarda, agirlikli
kalanlar metodu denklemin integral formuna yaklagim i¢in kullamilabilir. Integral
form problemin dogal simir kosullarimi icermedigi i¢in, yaklagik ¢6ziimiin problemin
smir kosullarini saglayacagn sekilde yaklasim fonksiyonlart secilmelidir. Diger
yandan, test fonksiyonlar1 yaklagim fonksiyonlarindan bagimsiz olarak segilebilir. Bu

esneklik lineer olmayan problemlerde avantaj saglar.

A operatdrii u bilinmeyen bagiml degisken lizerinde bir operatér ve f bilinen bir yer

degistirme fonksiyonu olmak tizere, Q tamim bdlgesinde
Au= 2.7)
operatdr denklemi verilsin. Herhangi o,p skaleri ve u,v bagimli degiskenleri icin
A(ocu + Bv) =oAu+BAv
bagmtisim saglayan A operatSriine lineer operatér denir. Bu bagintiyr saglamayan
operatére lineer olmayan operatdr denir. u fonksiyonu sadece yukaridaki bagintiy

degil, operatdrden kaynaklanan smir kosullarimi da saglamalidir. Agirlikli kalanlar
metodu da Ritz metoduna benzer gekilde

N
Uy =D .¢;0; +@, (2.8)

=
yaklagik ¢oziimiinii teklif eder. (2.8) ifadesi (2.7) denkleminde yerine yazilirsa

E=A(u,)-f=0 2.9)

kalanimi verecektir. @, ve ¢;’ler segilince E, ¢; parametrelerine bagl bir fonksiyon

olacaktrr. Agirhkh kalanlar metodunda,
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[ oyl y.c ixdy =0 i=12,..N (2.10)

integrali sifira esitlenerek c; parametreleri bulunur. Burada, w;’ler afrlik

fonksiyonlaridir ve genellikle ¢, yaklasim fonksiyonlar: ile aymilardir. Operator

uygunsa; c¢Oziimdeki tiirevler agirlik fonksiyonlarina aktarilarak yaklasim
fonksiyonunun stireklilik kosulu hafifletilebilir. A lineer bir operator ise (2.10)
denklemi

ENZ(LA(%)dde)% = [wilf - Ap, Jixdy

=

veya

N
> A=t (2.11)

j=l
yapisina indirgenebilir.
A= LWiA((Pj )dxdy #A;

elemanlarindan olusan [A] katsayilar matrisi simetrik degildir.

y; # ¢, oldugu durumlarda bu metoda Petrov-Galerkin metodu denir.
2.1.3.1. Galerkin metodu

y; =, icin agirlikli kalanlar metodu Galerkin metodu olarak bilinir. Cift mertebeli

lineer bir operatér varsa, Galerkin metodu Ritz metoduna indirgenir. Ciinkii;
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tiirevlerin yaris1 agirhik fonksiyonlarina aktarilir ve meydana gelen katsay: matrisi

simetrik olur.
2.1.3.2. En kii¢iik kareler metodu

En kiiciik kareler metodu (2.8) yapisinda bir ¢6zlim arar. Bunun ig¢in, (2.9) kalaninin

karesinin integralini minimize ederek c; sabitlerini belirler.

a—ii— LEz(x,y,cj)dxdy= 0

veya

LiE—dedy =0 (2.12)
oc;

yazilir. (2.12) denklemi (2.10) denklemi ile kargilagtirildiginda s, =§—E- oldugu
c

i

goriiliir. A lineer bir operator ise, (2.12) denklemi

> [Ale, )Alp, Jixdyk, = [ Aol - A(p, Jlixdy (2.13)

halini alir. Buradan simetrik bir katsayilar matrisi elde edilir.

2.1.3.3. Kollokasyon metodu

Kollokasyon metodu; (2.7) denklemine, Q tamim kiimesi i¢inde sec¢ilmis N tane
xX'= (x‘,y‘) (i=1,2,...,N) noktasinda kalam sifira denk olan (2.8) yapisinda yaklagik

bir ¢6zlim arar. Yani,

E(x,y',c;)=0 i=12,.,N
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olur. X' noktalarinin segimi hassas sonuglara ulagmak ve iyi-konumlu bir sistem elde

etmek agisindan ¢ok Snemlidir.
[ £6)p(x—E)dxdy = (&)

ifadesindeki 8(x) Dirac delta fonksiyonu olmak tizere =8(x—-xi) icin

kollokasyon metodu (2.10) denkleminin 6zel bir hali olarak gosterilebilir.
2.1.3.4. Courant metodu

Courant metodu, lineer operatérler igin Ritz ve en kiigiik kareler metodlarinin temel

fikirlerini birlestirir. A lineer iken y ceza parametresi ve J(u) fonksiyoneli Au=f ile

kurulmus olan kuadratik fonksiyonel olmak tizere
I (uy)= J(uN)+%||AuN 1|

fonksiyonelinin minimize edilmesi ile (2.8) yapisinda ¢oziimler arar. Bu metodun
fonksiyonel formiilasyona izin veren operator denklemlerinde ¢aligtif1 agiktir. Bu
yontem daha fazla islem igerse de yakinsakligi garantilemektedir.Yani, N — oo iken
I, (u )=J(u) olmaktadir. Aslinda; Courant metodu akigkan akigi problemlerinde

kullanilan ceza metodundan bagka bir sey degildir.
2.1.4. Zamana bagh problemler

Zamana bagli problemlerde (2.5) denklemindeki belirlenmemis c, parametrelerinin
zamana bagl bir fonksiyon oldugu ve ¢, fonksiyonlarimin ise uzaysal koordinatlara
bagli oldugu kabul edilir. Bu durum, ¢6ziimii her biri yaklasim metodlan igeren iki
agamaya gotlirlir. Zamana bagli problemlerde, uzaysal yaklasim ilk olarak ele alinir,
sonra zaman yaklagimi yapilir. Bu ydnteme yari-ayrik yaklagim adi verilir. Uzayda

yari-ayrik yaklagim, zamana bagh bir adi diferansiyel denklem takimu verir. Buradan,
yaklasim ile bir cebirsel denklem takimu elde edilir. Uzaysal yaklagim
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A 2} ol - )

yapisinda bir matris diferansiyel denklem iiretir. Burada [A] matrisinin elemanlari
A;= L(pi(p ;dxdy

esitlii ile elde edilir.

Birinci mertebeden tiirev igeren
[Afe}+[BJc}={P} 0<t<T, (2.14)

matris diferansiyel denklem sistemi verilsin. [A], [B] ve {P} bilinen matrisler ve {c}
bilinmeyen parametrelerden olusan siitun matris olmak {izere yaklagik ¢oziim
incelenecektir. {¢}‘nin {izerindeki nokta {c}’nin zamana bagh tiirevini
géstermektedir. 6 yaklasim ailesi ile iki zaman adiminda zamana bagh tiireve lineer

olarak yaklagilabilir. Bunun i¢in 0 <6 <1 olmak iizere,

0. +1-0)), - =tk @15

denklemi kullamilir. t, =) At; ve At,=t,—t,, olmak tizere {-}, ifadesi t=t,

i=l
anindaki {c} degerini verir. Esit zaman araliklan1 kullanildiginda t, =nAt olur. 6

degeri segilerek iyi bilinen baz1 fark yontemlerine ulagilir:

0 ileri —fark (Euler) y6ntemi

1 Crank — Nicolson ydntemi
0=+ ;

3 Galerkin y6ntemi

| geri —fark yontemi
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(2.15) denklemi t, ve t,,; adimlan igin yazilip (2.14)’de yerine konulursa

[AKe} =[Ale.}+0at,., (P}, —[BJc},..)+ (- 6)at,., (P}, ~[BJc}, )

elde edilir. {c},,, admm {c}

n

adimi cinsinden yazmak igin denklem yeniden

dlizenlenirse

Al
3

[a]+6at,,[B]

[A]-(1-6)at,,[B]

olmak iizere
Aleha = Blich, + ®hn = o 2.16)

elde edilir. t=0 aninda baglangi¢ kosullarindan ¢6ziim bulunabilir. t=t__, ammndaki

n+l
¢ozlim, t=t, amndaki bilinen ¢ozlimden [A] matrisinin tersi alinarak

bulunabilir.{P} vektorii her zaman diliminde bilineceginden {P}

n+l

dolayisiyla
bilinmig olur. Zaman adim1 ne kadar kiiciik segilirse o kadar iyi sonuglar beklenir.
Bununla birlikte, islemleri azaltmak igin zaman aralifi olabildigince uzun segilir.
Boyle bir se¢im yapildig1 zaman, sonuglarim dogrulugu azalacaktir.

3] 1JA )0

denkleminin minimum A 6zdegeri negatif degilse (2.16) sayisal yontemi stabildir.

Ayrica;

salinim yapmaksizin stabil 0<A<l
salmimli stabil -1<A<0
stabil degil A<—1
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incelenerek (2.16)’nin stabilligine bakilabilir.

Dinamikteki hareket problemleri ikinci mertebeden zamana bagh tlirevler igerir.

Denklemlerin yari-ayrik yaklagimi
[Afc}+[Bfc} = {F} 0<t<t, 2.17)
yapisinda bir denklem verir. Bu tiir denklemler i¢in genellikle Newmark direkt

integral metodu kullanilir. Bu metodda; zamana gore birinci tiirev {¢} ve {c} zaman

fonksiyonuna (n+1). adimda

eho = 61, -l + ol
Cho =k +ehrs| (1D spha [0 a9

ifadeleri ile yaklagilir. Yukanda n indisi n. zaman adimim, o ve  parametreleri de
yontemin dogruluk ve stabilligini belirler. a.=1/2 ve p=1/4 seg¢imi sabit-ortalama-
ivme metoduna karsilik gelmektedir. Lineer problemlerde bu metod sartsiz olarak
stabildir. a.=1/2 ve B=1/6 durumu ise lineer ivme metoduna kargilik gelmektedir.

(2.17) ve (2.18) denklemleri yeniden diizenlenerek
|A|=[B}+a,[A]

)= (F),.s +[ANao e, +2, {6}, + 2, {60,)

olmak {izere

& fchus = 2.19)
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denklemine ulagilir. Buradan; t,,, =(n+1)At aninda {c} ¢oziimii bilinirse {c} nin
birinci ve ikinci tirevleri, yani iz ve ivme hesaplanabilir. Bunun igin, (2.18)
denklemleri diizenlenerek

{é}nﬂ —ao({ }n+l { } ) al{ } "az{ }

€} = i}, +a3{} +a,{c},.,

_ 1
B(Aty’

a, =a,At, a, =$—1, a, =(1—oc)At, a, = aAt
ifadeleri kullanilir.

(T, dogal titresim icin en kiigik zaman arahign olmak tizere, At ~Jm zaman
T

aralif1, secilebilecek en iyi zaman araligidir.)
2.2. Bir Boyutlu Poisson Probleminin Varyasyonel Formiilasyonu
2.2.1. Giris

Poisson probleminin klasik ¢6ziimii, minimizasyon prensibi ve zayif ¢6ziimii vardir.
Regiilerlik ve kabul edilebilir veri agisindan minimizasyon prensibi veya zayif
¢0ziim, klasik ¢6ziime gore daha geneldir. Minimizasyon prensibi ve zay1if ¢Oziim;
bir X uzayi, bir a bilineer formu ve bir 1 lineer formu ile tamimlanir. Esas smur
kosullar1 Dirichlet kosullan olarak adlandirilir ve X uzayimna etki eder. Dogal smr
kogullar1 Neumann kosullari olarak adlandirilir ve a bilineer formu ile 1 lineer
formuna etki eder. Sonlu elemanlar yéntemi icin baslangig noktas: genel olarak zayif
¢oziimdiir. Eger a bilineer formu simetrik pozitif tammli ise minimizasyon da

yapilabilir.
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2.2.2. Dirichlet problemi

2.2.2.1. Klasik ¢dziim
V?, Laplasiyen operatorii,

2 2
_o o (2.20)

V2 6x2 ayZ

ve Q, R?*’de siur1 T olan bir tamm kiimesi olmak tizere,

-Viu=f Qda

J =0 Ta 2.21)

sartlarini saglayan u fonksiyonunu bulma problemine Dirichlet problemi denir. Genel

olarak, Q’nmin Lipschitzyen olmas istenir. Tek degiskenli w fonksiyonu, her x ve y
igin |w(x)-w(y)<xlx—y| olacak sekilde bir «x sabiti varsa, Lipschitz kosulunu
saglar. ' siurindaki herhangi bir nokta yerel olarak Lipschitz gosterimine uygunsa,

Q tanim kiimesi Lipschitzyen olur. Yani, sinir gok kirikli veya tekil olamaz. Burada
aksi belirilmedikge, agik Q tanim kiimelerinden bahsedilecektir.

2.2.2.2. Minimizasyon prensibi
Sonlu elemanlar yontemi klasik ¢6ziim aramak yerine minimizasyon veya daha genel

olarak zayif ¢oztimii yaklagik bulmak esasina dayanir. Bu ylizden sonlu eleman

metoduna devam etmeden 6nce bu formiilasyonlara bakilacaktir.
X= {yeterince diizgiin w[ er = O.}

lineer bir uzay ve
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1

J(w)= 5 [vwvwda - [ fwda (2.22)
olmak iizere,

u=arg mi)I(l.I(w) (2.23)

bigiminde u fonksiyonu bulmaya minimizasyon prensibi denir. Diger bir deyisle; X

uzayindaki biitlin w fonksiyonlar: tizerinde

-Vu=f Qda

2.24
u|r =0 I'da @24)

sartlarim saglayan u fonksiyonu, J(w) fonksiyoneline miimkiin olan en kigiik

degerini verir. Bu ifadenin ispat1 agagida verilmisgtir.

w=u+v olsun. Bu durumda,

J{g + ‘Y‘J =% [V+v)V(a+v)da- [ fu+v)da (2.25)

eX X

yazilir. uj =v| =0 olmast w| =0 esitlifini gerektirir. Boylece weX olur. w},

ifadesinin anlam1; w’nun I" ’ya kisitlanmasi, yani I" iizerinde hesaplanmasidir.

J(u+v)=% LVuVudA— _qudA I(w)
+ LVqudA - LfvdA 87, (u) birinci var yasyon

+-;- _LVVVVdA v#0igin >0
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J(utv) ifadesi u civarinda bir Taylor serisi olarak diistiniilebilir. J kuadratik
oldugundan, J(utv) bir sabit terim, bir lineer terim (gradiyen) ve bir kuadratik terim
(Hessiyen) igerir. Daha sonra bu ifade sifirlanir. Her v e X igin,

87,(u)= [ VuvvdA- [ fvdA

= [V(vWu)dA - [ vWudA- [ fvdA
= J:IrVuﬁdS+ Lv[—Vzou—f)dA
=0

bulunur. Bir fonksiyonun gradiyeni, fonksiyonun minimum degerinde sifirdir.
Benzer sekilde, bir fonksiyonelin birinci varyasyonu da minimumda sifir olacaktir.

Burada 11, I' stirindaki birim normal vektordiir. Buradan

Jutv =J(u)+l LVvVvdA ,VveX  (226)
vs#0 igin >0

yazilir. Yani; J(w)>J(u), VweX,w=#u olmasinin gerek ve yeter kogulu u
fonksiyonunun J(w) fonksiyonelini minimum yapmasidir. Minimizasyon prensibi
ancak simetrik pozitif tammli operatérler ile kurulan K.D.D.lerde elde edilebilir.
Varyasyonel analizin genel yapisi uygulanarak yukaridaki sonuca ulagilabilir. Bu
anlamda; —Vu=1{ egitligine J fonksiyonelinin minimize edilmesi ile kurulmus Euler
veya Euler-Lagrange denklemleri olarak bakilabilir.

2.2.2.3. Zayif ¢oziim

Her ve X i¢in 8J,(u)=0 olacak sekilde u fonksiyonunun bulunmas,

LVqudA= LfvdA ,vveX 2.27)
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ifadesine denktir. Yukarida, genel matematiksel tanimlar kullanilarak 6z bir ifade ile
zay1f ¢6ziim kavramu verildi. Tiirevlerin bir kismu {izerine aktarilmis v fonksiyonu
test fonksiyonudur. Bir K.D.D.in minimizasyon prensibi bulunmadigi hallerde bile
zayif ¢6ziimiin varligt s6z konusudur. Bu yiizden; sonlu elemanlar yénteminin en

genel baglangic noktasi zayif ¢oziimdiir.
Simdi, baz1 kavramlar verilerek yukaridaki zayif ¢6zlim yeniden ifade edilecektir.

Verilen bir Y kiimesinde

Vv,v,eYiginv,+v,eY

VaeR,VWweYigcinaveY

toplama ve skalerle ¢carpma iglemleri grup 6zelliklerine sahipse, Y bir lineer uzaydir.

Lineer uzaylara vektor uzayi adi da verilir.

L:Y —>R ile tammh L(v) fonksiyoneli, Vo e R ve Vv,,v, € Y i¢in
L(ocvI +v, ) = ocL(v1 )+ L(v2 )

kosulunu saglarsa L(v) fonksiyoneline lineer form adi verilir.

B:YxZ —R ile tamml B(w,v) fonksiyoneli arglimanlardan her birine gore lineer

ise bilineer form adi adini alir.

B(w,v) fonksiyoneli tamim kiimesinin elemanlar1 aym kiimeden secildiginde,
B:XxX >R halini alir. Bu durumda; VO#weX igin B(w,w)>0 ve
B(w,v)=B(v,w) sartlan saglamyorsa, B(w,v) fonksiyoneline simetrik pozitif tamiml
(S.P.T.) bilineer form denir.

Bu yeni kavramlar kullamilarak zayif ¢6ziim yeniden tarif edilebilir. a(w,v)

fonksiyoneli, her w,veX igin



21

a(w,v)= [VwvvdA (2.28)
bigiminde bir SPT bilineer form olsun. 1(v) fonksiyoneli, her ve X i¢in

I(v)= [fvda (2.29)
bi¢iminde bir lineer form olsun. Bu durumda minimizasyon prensibi,

u=arg mi)r(léa(w,w)— 1(w) (2.30)

v}

3(w)
ile verilir. Zayif ¢6ziim ise, u € X olmak tizere

a(u,v)=1(v) ,YveX (2.31)

=81, (u)=0
bi¢iminde yazilir.
Verilen bir 1e H™(Q) igin
a(u,v)=1(v) ,vveH)(Q) (2.32)

olacak bigimde ueH] (Q) 'nun  bulunmasi probleminde iyi-konumluluk; u
¢Oziimiiniin varlig1, u ¢dziimiiniin tekligi ve ¢6ziimiin verilen datalara siirekli bagimli
olmas yani,

u vardir,

u ¢Oziimii tektir,

[y = U1 ~stabillik (2.33)

kosullarinin saglanmasidir.
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Lax-Milgram Teoremi. a bilineer formu stirekli ve koarsif (coercive) ise yukarida
belirtilen yapidaki bir problem tek bir ¢dzlime sahiptir. Koarsiflik ile

2
H'(Q)

vl <a(v,v)  VveH(Q)

olacak sekilde bir pozitif o sayisimn varlif: kastedilmektedir. (2.21) sorusunda
Pioncare-Friedrichs esitsizligi ile o sayisimn varligr goriiliir. Siireklilik ile

a(w,v)< B”W"H‘(Q)”V”H‘(Q) Yw,veH'(Q)

kosulu kastedilmektedir. (2.21) denkleminde B =1 alump Cauchy-Schwarz esitsizligi
kullamlarak bu kosul saglanir. Son olarak stabilligin ispati yapilabilir. ue H}(Q)
oldugundan, v=u alarak

2
H'(Q)

o, <a(u,u)=1(u)

bulunur. Béylece,

aju <———-—1@—< su ——1(1)——=
" IIH‘(Q) = “u"Hl(Q) —veHll(; | “V”HI(Q) ||1||H"(Q)

olur. Buradan, (2.33) denklemindeki ¢, o™ olarak bulunur.
2.2.3. Neumann problemi

2.2.3.1. Klasik ¢6ziim

T bos olmamak ve T =" UT" " olmak tizere,
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-Viu=f ,Qda

u=0 ,I'P da (2.34)
L g ,JTN da
on

kosullarini saglayan u fonksiyonunu bulma problemine Neumann problemi denir.

Neumann probleminin ¢6ziimiiniin olmasi igin I'° kiimesinin bos kiimeden farkli

olmas: gerekir. Smir kosullarindan
ou n
_{adS= [Vuads= [gas (2.35)

esitligi s6z konusuyken
- _LVZudA= _[—-VuﬁdS= LfdA (2.36)

esitligi de vardir. (2.34) Neumann problemi 1s1 transferi olarak diistiniiliirse, iiretilen
181 ile igeri giren 1s1 birbirini dengeleyeceginden, Lf dA + J: gdS ifadesinin sifir
olacag: agiktir. f ve g’ye bagli ¢oziilebilirlik kosulu saglanirsa, problemin ¢oziimii
vardir. Ancak ¢oziime eklenecek her sabit denklemi saglayacagindan sonsuz ¢6ziim

s6z konusudur. u fonksiyonu bir ¢6ziim ise, utsabit fonksiyonu da ¢6ziim olacaktir.

Co6ztimii bir fonksiyona indirgemek i¢in
LudA =0 (2.37)

kosulu verilmelidir. Bu kosul probleme bagli olarak degisebilir. Pratikte, u

fonksiyonunun herhangi bir noktadaki degerinin bilinmesi de ¢dziimii bire indirir.

Karngik problem olarak adlandirilan, I'® kiimesinin bos kiime olmadip1 durumlarda
bu tiirlil ¢éziilebilirlik tartigmalarn ortaya gikmaz. T'° fizerindeki 1s1 akim dengeyi
olugturur.
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2.2.3.2. Minimizasyon prensibi

2.2.3.2.1. Minimizasyon prensibinin ifade edilmesi

X ={veH'(Q) v|po =0} (2.38)
ve

I(w) =% LVWVVdA - Lfv dA - L gwdS (2.39)
olmak lizere,

u=arg min J(w) (2.40)

kosulunu saglayan u fonksiyonunu bulmaya (2.34) probleminin minimizasyon

prensibi denir.
2.2.3.2.2. ispat

w=u+v olsun. Bu durumda,

eX eX

J(’B_wi_ij=—;— LV(u+ v)V(u+v)dA - Lf(u +v)dA - _[_N g(u + v)ds

J(u+v)=%LVuVudA—qudA— _‘:NgudS
+[VavvdA - [vdA - [ gvdS — 87, (u)

+% _LVvVvdA

bulunur. 8], (u) birinci varyasyonu;
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87, (u)= LVqudA—— LdeA— _l:NgvdS
= LV(VVu)dA—- _LszudA—— LfvdA—- LNgvdS

| S ——
0

= L’ %VuﬁdS+ LV(—V2:1—f]dA+ .LN v(—Vuﬁ—ngS

=0 ,VveX

olarak bulunur. Yani,

J(u+v)=J(u)+—;— [Vvwvda VveX (241

_V__J
v#0 oldugldug >0

esitligi elde edilir. ' kiimesinin bos olmas1 halinde, v=sabit sondaki terimi sifir
yapar. Boylece, u fonksiyonu fonksiyonele minimum degerini veren tek fonksiyon
olmaktan ¢ikar. ut+sabit fonksiyonlarinin hepsi ayn1 sonuca ulagtirir. Bu durumda;
J(w)2J(u), vwe X olmasimn gerek ve yeter kosulu u fonksiyonunun J(w)

fonksiyonelini minimum yapmasidir.

2.2.3.3. Zayf ¢oziim
2.2.3.3.1. Zayif ¢oziimiin ifade edilmesi
8J,(u)=0 ,WveX
g (2.42)

[Vuvvda=[fvdA+ [ guds VveX

denkligini saglayacak sekilde bir ue X fonksiyonunun bulunmasina Neumann

probleminin zayif ¢6ziimii denir.

a(w,v)= LVWVVdA ,Vw,veX (2.43)
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olacak sekilde bir a SPT bilineer formu ve
I(v)= LfvdA + L gvdS (2.44)

olacak sekilde bir 1e H™'(Q) simrh lineer formu verilsin. Burada, le H™'(Q)
olmasim saglamak icin g'nin I’ {izerinde yeterince tiirevinin almabilmesi

gerekmektedir. Ayrica, a bilineer formunun SPT olmasi igin I'® bos kiimeden farkli
olmalidir.

Bu durumda minimizasyon prensibi,

u=arg rgi)r(l%a(w, w)-1(w) (2.45)
J(w)

ile verilir. Zayif ¢6ziim ise u € X olmak lizere

a(u,v)=1(v) VveX (2.46)

<81, (u)=0
biciminde yazilir.
2.2.3.3.2. Temel ve dogal smir kosullar
Temel sir kosullari, operatoriin tanim kiimesine bu kosullar saglayan elemanlarin
alinmas: ile ¢6ziime dahil edilir. Dogal siir kogullar1 ise J(u) fonksiyoneli ile yani

a(u,v) ve 1(v) formlar ile ¢6ziime dahil edilir. (2.34) problemi i¢in

Temel sinir kogullar1 <> Dirichlet kogullari (v].. =0)

Dogal smir kosullart <> Neumann kosullar: (v|.x )
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olur. Dogal smir kosullarii agiklamak faydal olacaktir. Vue L?(Q) oldugundan,
Vufi=g esitligi tam anlamiyla kabul edilemez. Yani, L?(Q) uzaymnda bir
fonksiyonun izi veya sinir limiti gok kiiglik farkliliklar dogurur, ¢linkii sigramalara
izin verilir ve sonlu sayidaki noktalar ihmal edilir. Bu yiizden, bu simr kogullari

bagka bir bigimde belirlenmelidir. Béylece herhangi bir normal tiirevi hesap etmeye

gerek kalmayacaktir.

Temel sinir kosullarimin her zaman Dirichlet sinir kosulu olmayacag: gibi, dogal sinir
kosullar1 da her zaman Neumann sinir kogulu olmaz. H'(Q) uzaymndaki Vu’ya ve
L?*(Q) uzaymdaki u’ya direkt yaklasildiginda kangik formiilasyonlar olusacaktir, Bu
durumda, Vu¢dziim uzayma dahil edilir, béylece Neumann kosulu temel simr

kosulu olur. u fonksiyonu kuvvetli bir bigimde belirlenemeyeceginden Dirichlet
kosulu dogal sinir kosulu halini alir.

2.2.4. Homojen olmayan Dirichlet kosullarx

2.2.4.1. Klasik ¢oziim
2.47)

ile verilen u fonksiyonunu bulma problemine homojen olmayan Dirichlet kosullari

ile verilmis problem denir. Sinir kosulu i¢in verilmis olan u® verisi I'® kiimesindeki
birtakim regtiler olma kosullarini saglamalidir.

2.2.4.2. Minimizasyon prensibi

X? ={y e H'(Q) v]» =u"} (2.48)

X={veH'(Q) v|;» =0} (2.49)
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olmak iizere,

u=arg min J(w) (2.50)

argiimaninin  bulunmasi homojen olmayan Dirichlet kosulu ile verilmis (2.47)
problemi i¢in minimizasyon prensibidir. Burada, X lineer bir uzay degildir. ancak,
tabii ki XP uzaymnun iki elemaninin farki X uzaymin bir elemamn: olacaktir.

Burada J(w) fonksiyoneli

Jw)=1 [ vwvwdA - [ fwda (2.51)
2H
a(w,w) 1(w)
ile verilir.
2.2.4.3. Zayif ¢oziim
81, (u)=0 ,WVveX=H(Q)
g (2.52)
LVqudA: LfvdA ,VveX
a(u,v) 1(v)

denkligini saglayacak sekilde bir ueX® fonksiyonunun bulunmasina homojen

olmayan Dirichlet probleminin zayif ¢6ziimii denir.

2.3. Bir Boyutlu Poisson Probleminin Ayriklastirilmasi: Formiilasyon Safhasi
2.3.1. Dirichlet problemi

2.3.1.1. Klasik ¢oziim

Tamm kiimesi Q = (0,1) olmak tizere verilen bir f fonksiyonu igin
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—u, =f (2.53)
u(0)=u()=0 (2.54)

olan u fonksiyonunu bulma problemini 6rnek problem olarak alalim.

2.3.1.2. Minimizasyon prensibi

X =H}(Q) olsun. Bu durumda minimizasyon prensibi,

Lo
Iw)=> [ w2 dx— [fwax (2.55)
olmak lizere
u=arg rvrvn)l(a J (w) (2.56)

u fonksiyonunu bulmak haline gelir. Bu ifade, (2.22) de dA yerine dx ve Vw yerine
de w, yazilarak elde edilir.

2.3.1.3. Zayif ¢oziim

VveX igin 8J,(u)=0 olacak sekilde ueX fonksiyonunu bulma ifadesinin kisim
2.2.4.3 teki denkliginden VuVv yerine u,v, yazilarak

[uv,dx=[fvdx wveX @.57)

bulunur.
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2.3.1.4. Genellestirme

a(w,v)= J:wxvx dx

(2.58)
I(v)= [fvdx
olsun. Bu durumda, minimizasyon prensibi
u=arg 13361)1(1 %a(w, w)-1(w) (2.59)
biciminde ve zayif ¢6ziim de, ue X i¢in
a(u,v)=1(v) ,vveX (2.60)

olacak sekilde ue X in belirlenmesi olur. Herhangi bir 1(v)e H™' (Q) igin

.1
u=arg wgﬁl(}: ) Ea(w, w)—l(w) (2.61)
veya
Vv e H(Q)i¢in a(u, v)=1(v) (2.62)

olacak gekilde ueH)(Q) bulmaktir. Ornegin; 1(v)= <8x° , V) =v(x,) fonksiyoneli

kabul edilebilir. Ancak, Q = R* oldugunda, yani iki boyutlu uzayda delta Dirac 1(v)

fonksiyoneli olarak alinamaz.
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2.3.1.5. Regiilerlik veya iyi tanimhiik

Oncelikle, ||v”f{z(g) =|v[12{,(n) +”v||:l,(g) = I(vfa +v? +v2)dx oldugunu hatirlayalm.

Yukarida belirtilen 1(v) fonksiyoneli ve aranan u fonksiyonu i¢in bazi sinirlamalar
getirilebilir. 1e H™(Q) ise,

ol ey < et oy (2.63)
olur. 1e H*(Q) ise, 1(v)= _[:fvdx icin
[l ey < o ] (2.64)

olur. Bu esitsizlik; f € L*(Q2) olmak tizere 1(v)= J:fvdx ise, H™' normu L’ normu
ile smirlanacagindan ||u||HI(Q) < c"l”H, @ ifadesinden elde edilir. Ancak, klasik ¢6ziim

-u,, =f ‘den lulﬂz(g) S]]f “L’ @ oldugu goriiliir. Boylece, c,’mn (1+ c)l/ * oldugu
sonucuna varilir. f fonksiyoneli iyi-tanimli oldugunda u fonksiyonunun da iyi-taniml
olusu sonlu elemanlar yontemi igin bazi $nemli sonuglara sahiptir. Bunlar arasinda;
yakmsama hizimn tespiti, nceden ve sonradan yapilan hata analizleri vardir.

2.3.2. Neumann problemi

2.3.2.1. Klasik ¢oziim
Tamm kiimesi Q = (0,1) olmak iizere verilen bir f ve g fonksiyonlar: igin

-u,, =f
u(0)=0 (2.65)
u ()=¢
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olan u fonksiyonunu bulma problemi 6rnek problem olarak verilsin.
2.3.2.2. Minimizasyon prensibi

X= {v eH' (Qx v(0)= 0} olarak tanmtmlansin. Bu durumda minimizasyon prensibi,

Jw)=1 [w? dx - [fwax—gw(1) (2.66)
2
olmak iizere

u = arg min J(w) (2.67)

weX

fonksiyonunu bulmak haline gelir. Bu durum, kisim 2.2.3.de J:N gvdA integralinin

g.v(1) oldugu g6z 6niinde bulundurularak bulunur. Ayrica, Vv e X igin

81, ()= [V(-uy —£)dx+v(1)u, (1)-g)=0 (2.68)
oldugunu bulmak i¢in kismi integrasyon yapilir.
2.3.2.3. Zayxf ¢oziim

vveX igin 8], (u) =0 olacak sekilde ue X fonksiyonunu bulma ifadesi

[uv,dx=[fvdxegv(l) wveX (2.69)

ile denk olur.
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2.3.2.4. Genellestirme

a(w, v)= foVx dx

(2.70)
i(v)= [fvdx +gv(1)
olsun. Bu durumda, minimizasyon prensibi
u=arg 13,151)13 —;-a(w,w)—l(w) (2.71)
bigiminde ve zayif ¢6ziim de
u e X igin a(u, v)=1(v) VWveX (2.72)

bi¢iminde elde edilir.

2.3.3. Rayleigh-Ritz yaklasim

o9 w oo

2.3.3.1. Diigiim yapisi

Burada, aksi belirtilmedigi siirece Dirichlet problemi incelenecektir.

a=0 _”l&i‘— @ =1
ATt
oo 3 T g

be.
Ensd
Sekil 2.1, Dtiglim yapis1.

— K _
Q=UT11: dir. k=1,2,....K=n+1 igin T¥ ifadesi sonlu elemanlar1, i=0,1,...,n+1 icin

k=1
x; ifadesi de diigim noktalarim belirtmektedir. Bu sekilde elde edilmis

pargalanmaya 7}, liggenlestirmesi denilecektir. Bir boyutlu R uzaymda elemanlar
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gercekte tiggen degildirler. Sonlu elemanlar; R’de dogru pargalari, R*de iicgen veya
cokgenler, R¥de dortyiizliiler olarak segilirler. Genel olarak, T}, tiggenlestirmesi ile

kastedilen, birlesimleri Q tamm kiimesini olusturan T elemanlarimn
koleksiyonudur. Buradaki Ty elemanlar agtk kiimelerdir. Yani tamm kiimesinin

kapanisi olan Q, T¥ elemanlarmin kapaniglarmin birlesimidir. Sonlu farklar

yaklasiminda oldugu gibi burada da diigtim noktalar1 vardir. Ancak diigiim noktalar1
burada yaklagimi tanimlayan elemanlardir.

Tl:‘ ifadesinde, k eleman numarasini ve h elemanin boyunu verir. Genel olarak,

elemanlarin farkh h* boyunda oldugu diigiim yapilan diigiiniilebilir. Bu durumda, 7,
ifadesindeki h, biitlin elemanlar tizerindeki en biiylik adim araligidir. h —0 iken

elde edilen 7j iiggenlestirme dizisinde h_; /h_, oram alttan smrh ise bu
liggenlestirme dizisinin yari-regiiler oldugu s6ylenir. Bu ¢aligmada da tiggenlestirme
dizisinin yari-regiiler oldugu kabul edilecektir. Daha yiiksek boyutlarda ise eleman
sekline bagh olarak iyi-tammhilik da tamimlanacaktir. T ifadesindeki k eleman

numarasi bazen ihmal edilerek yazilmayabilir.

2.3.3.2. X, <X yaklasim uzayr

Sonlu eleman yaklagim uzay1 X,
X, ={veX:v), eB(Tf)k=1...K | @73)

bi¢iminde tanimlanir. (2.73) denkleminde K sonlu bir tamsayidir. vle ifadesi v
fonksiyonunun T} elemanina kisitlanmasidir. P, (Tlf) ise, T, eleman: tizerindeki
bilittin lineer polinomlar uzayidir. Yukandaki ifadeden, X, wuzayindaki bir v
elemanmnm X =H; (Q) ‘da olmasi gerektigi anlagilir. Ayrica v fonksiyonlari, her bir

eleman {izerinde pargali lineerdir.
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veX, parcali lineer

~
v(0) = O {l) =0

v siirekli
Sekil 2.2. X, uzaymda 6rnek bir v test fonksiyonu.
2.3.3.3. Baz

Sonlu elemanlar yontemindeki baz kavramindan 6nce genel baz kavramini vermekte

yarar vardir. Y lineer bir uzay, y;€Y ,j=1..,M olmak iizere, y; elemanlarmmn

kiimesinin Y i¢in bir baz olmasinin gerek ve yeter sart1, her ye Y igin

M
y= Zanj (2.74)
j=1
olacak sekilde yalniz bir a; € R bulunmasidir. Bu durumda; Y uzaymin boyutu

dim(Y)=M olur. Diigiim noktalarini temel alan bazda diiglim noktas: ifadesi, bazdaki
katsayilarin sadece Fourier-tipi katsayilar olmadigini, ayrica fiziksel yap: anlaminda
da Sneme sahip olduklarim gosterir. ve X, ise, baz tanimindan

v=j21viq>i(x) @.75)

yazilabilir. @,(x) fonksiyonlar1 x, haricindeki tim diigiim noktalarmda sifir
oldugundan

V(Xj)=zn:"i(l’i (Xj)=Vj »j=L..,n (2.76)

i=1



36

yazilabilir. 8; Kronecker delta semboliinii gostermek tizere, o (x) fonksiyonu,
¢ €X, ve ¢;(x;)=8; ,i=L..,n kosullan ile tek tiirlii tanimlanabilir. Dirichlet
smir kosullan geregi v(0)=v(1)=0 olacagindan, baz igerisinde @, ve@,,,
fonksiyonlar1 yoktur. Boylece, v fonksiyonunun x = x, ’deki degeri olan v, = v(x,)
ifadesi; her eleman lizerindeki dogru pargalar1 olan Z;l v,0; (x) ile v fonksiyonunun
diigiim noktalarindaki degerlerini birlestirir. Bu durumda; x=0 ve x=1’de sifir olan
herhangi bir pargali-lineer v stirekli fonksiyonu v, = v(xi) ,i=L..,n ile
gosterilebilir. Ayrica; v, = v(xi) se¢imi tek tirlii yapilabileceginden, o, ’lerin

olusturdugu kiime bir baz olur.

2.3.3.4. Izdiigiim

u, € X, olmak lizere, yaklasik ¢oziim

u, = iuhjcpj (x) 2.77)
=1

bigiminde olsun. Bunu bulmak i¢in,

J(ichij | (2.78)

=

fonksiyonelini minimize eden u,; =w; olusturulsun. Daha agik bir ifade ile, u,;’nin

(2.78) fonksiyonelini minimize ettigi kabul edilsin. Yani;

u,; = arg min J(Zw jcij 2.79)

1
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olmasi istenmektedir. Bu 6rnek soruda, Rayleigh-Ritz yaklagimindaki uzayin ve
bazin 6zel olarak segilmesi ile sonlu eleman yaklasimi yapilmaktadir. Asagida; sonlu
eleman yaklagimi geometrik olarak verilmistir.

Sekil 2.3. J paraboloidini X, uzaymda minimize eden u,, fonksiyonu.

Sekil 2.3 te; u, fonksiyoneli X uzaymndaki minimize eden argtiman, u, ise X,

uzaymndaki minimize eden argiimandir.

X, uzaymnn herhangi bir elemant @, ’ler tizerinde toplam yapilarak gosterilebilir. Bu
ylizden, J(w) fonksiyonelini minimize eden u, fonksiyonu X, uzayindaki biitiin
fonksiyonlar {izerinden bulunmaktadir. Boylece; baz segimi katsayilar1 etkileyecek,
minimum degeri ise etkilemeyecektir. Yukaridaki sekilde goriilecegi iizere, JIxh bir
paraboloiddir. J fonksiyonelinin X {izerindeki genislemesi ise sonsuz boyutlu bir
paraboloid olacaktir. X, sonlu eleman yaklasim uzay: bitytidiikge X uzaymin daha
fazlasim igine alacaktir. Boylece, eleman sayisi arttinldiginda u, yaklasim
fonksiyonu da u klasik ¢oziimiine yaklagir. J(w) fonksiyonelini minimum yapan
J(u,) degeri X uzaymun bir X, alt uzayinda oldugundan, J(u, )= J(u) esitsizligi s6z

konusudur.

2.3.3.5. J fonksiyonelinin X, uzayma kisitlamg: Jlxh

(2.78) de verilen J(w) fonksiyoneli yerine yazilirsa,
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J (Z:;l Wi®; ) = %a(ZL Wi ’Z; W@, )‘ I(Z; chpj)

ifadesi elde edilir. a(w,w) bilineer formunda

a3 w3 w0, )=alwo + X0, w0, 35 wi0,)
=walp, o, w0, a3, wion X wio;) |
=y walp, Yo, w,0;)
=3 wilaloowio+ 32w 0
=3 willo 0w +elon X0, wi0;)
=3 w3 a0,
=3 > wialo 0w,

elde edilir. Benzer adimlar I(w) lineer formu uygulanarak

(Zl_l ,(Pl) I(w,9,) "'I(Z )
—WI((PI)+1(Z.2 w;0 ) ZIWII((PI

elde edilir. Bulunan esitlikler J(w) fonksiyonelinde yerine yazilirsa

(ZH J(PJ) Z:—]ZH x(‘Pn(PJ)W Z_l .1(‘P.

ifadesi elde edilir.

Yukarida elde edilen denklemler matris ve vektérler kullanarak ifade edilecek olursa;
J fonksiyoneli kullanilarak J?
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7 =15, wios)= S 00} [ k- 1T ) 2.80)

olarak tamimlanir. Burada J'x.. :X, >R, X,’teki fonksiyonlar cinsinden ifade

edilitken, J¥ :R" = R ise baz katsayilari cinsinden ifade edilir. Minimum yapan

argiimanin ayn1 kalacagina dikkat edilmelidir: J* (uhj )= J Ixh (u,)=7(u,). {w} ifadesi
{w,,...w,} vektoriinii temsil etmektedir. Benzer sekilde, {u,} ifadesi de u, ’nin

baz katsayilar1 yani diigiim noktalarindaki degerleri olan {uhl,...,u,m }T vektoriinii

temsil etmektedir. Ayrica, {F, }
)R :F, =1(o,) (= [ fo, dx) (2.81)

vektorinii ve [A, ] ise

nxn , _ d(P, d(P
[Ah]ER -Amj=a((Pn(Pj)= K—djdx (2.82)

mafrisini temsil etmektedir.

2.3.3.6. Minimizasyon

{u,}=arg {n:}teikp“ TR (fw}) olsun. J*(fw}={u,}+{v}) ifadesinin agilimim yapalm.
{v}=0 olmadikga J*({w})>I*({u,}) olmas: istenmektedir.

]
A m=2

iy

L

wi s,

Sekil 2.4. n=2 seg¢ildiginde J paraboloidini minimize eden argiiman.
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A ({uh}+{v})=%({uh}+{v})T (A X+ i) (G 3+ 91" )

- %{uh VAt -t 5
LA b I - D )
v AT

T (f, b+ i) =7 (1))

Hadu}-EYE > e ser
+ (1A SPT

Bu ifade asil olarak u, civarinda bir Taylor serisidir. J® kuadratik oldugundan bu
Taylor serisi de kuadratik terimle son bulur.

815y (fu, J)=0 V{vieR" (2.83)
olmasimin gerek ve yeter sart1

vIi*(fu, )=1{A, Hu, }-{E,}=0 (2.84)
olmasidir. (2.83)-(2.84) ¢ift yonlii sartli gerektirmesi varsa,

I (fw}={ou }+ o) > 7% (fu, ) Vi{vi20  (285)
esitsizligi gegerlidir.

Eger {A,Hu,}-{F,}#0 ise, yeterince kigik bir ¢ i¢in {v}=—e({A, Hu, }-{D
segilerek kuadratik terimler ihmal edilmis olur. Boylece, J® ifadesi azalir. Bu
durum, {A, Ku,}-{F,} ifadesi sifirdan farkli ise, J® ifadesinin minimum

olamayacagini gosterir.
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Simdi, {A, ¥u, }-{F,}=0 olsun. Bu durumda, {v}=0 olmadik¢a

P+ )= @)+ Al W) e
olacaktir. Bu, ispat1 tamamlar.

2.3.3.7. J* paraboloidi

[A,] matrisi SPT oldugundan [Q['[A, [Q]=]A] bigiminde kosegenlestirilebilir.
Burada, [Q], [A,] matrisinin ortonormal 6z vektdrlerinden olusan matris ve [A]
matrisi i=1,...,n olmak lizere A, pozitif reel 6z degerlerinden olusan késegen

matristir. J* fonksiyoneli

J‘*({uh}+{ }] 7 () ¥ AT (2.87)

{w}

olarak verilmisti. Herhangi bir {v} vektorii eksenlerin déndiiriilmesi olarak [Q}z}

bigiminde ifade edilirse

7+ )=, )+ G AN
SN e

=1/

(2.88)

elde edilir. Boylece; J*({w}) ifadesi minimumu J®({u,}) olan ve elipsoidal yan

kesitlere sahip olan bir paraboloid olur.

zl li‘/r = sabit (2‘89)
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oldugunda J®({w}) sabittir. Bu denklem, R"’de asal ekseni I/ . ve yedek

mn

ekseni l/ yJA, olan bir elipsoidin denklemidir. Buradan, J: X — R sonsuz boyutlu
bir paraboloid olarak elde edilir.

2.3.3.8. Izdiisiimiin sonucu

(At }= {5} (2.90)
a\g;, P 1(‘!’1)

olacak sekilde {uh }e R"’nun bulunmasi, yaklasik sonucun

u, (%)= uy0;(x) 2.91)

yapisinda olacagi sonucuna gétiirlir. Farkli bazlar segildiginde bant genigligi,
kondisyon yapisi ve sparse -sifirhi yapisi farkli olan [Ah] matrisleri ve dolayisiyla
farkll {uh} vektorleri elde edilir. Ornegin; a(-,-) i¢ carpiminda ortonormal olan @,
fonksiyonlar1 baz olarak alindiginda [Ah] matrisi kdsegen matris olur. Ancak, u, (x)

yaklagik ¢6zlimii sadece uzayin segimine baglidir, baz segiminden bagimsizdir.
Ayrica, SPT yapist ¢éziimiin varlifim ve tekligini garantilemektedir.
2.3.4. Galerkin yaklagimi

Galerkin yaklagimi zayif ¢oziim {izerine inga edilir. Minimizasyon prensibinin
varolmadifi durumlarda bile zayif ¢6ziimiin varlifindan, Galerkin yaklagimi gok
daha genig bir alana uygulanabilir. Galerkin yaklagimi sonlu eleman analizinin bir
kése tas1 olarak nitelendirilir. Asafida izah edilen yontem her denklem, her problem
ve her ayriklastirma i¢in ¢alisir. Her durum ig¢in X, X,, a(-,-) ve I() ifadeleri
degisecektir. Galerkin metodu sonlu elemanlar diginda da yaygin olarak kullanulir.
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T, ftcgenlestirmesi, X, yaklasim uzayr ve X, yaklasim uzaymun baz
span{(p1 , 0, ,...,(pn} Rayleigh-Ritz yaklagimina benzer olarak belirlensin.

2.3.4.1. Izdiisiim

u, (x)e X, yaklagim fonksiyonu

u, (x) = Z;l u,0 j(x) (2.92)
yapisinda teklif edilsin. Bu durumda, u,; katsayilan
81,(u,)=0 ,weX, <o au,,v)=1y), weX, (2.93)
denkligini saglayacak sekilde olusturulur.
J(w) fonksiyonelinin tanimindan,
I, +v)= %a(uh +v,u, +v)-1(u, +v)

=J(u, )+ a(u, +v)- 1(v)+ —;— a(v, v)

=3, )+83, (u, )+ 5a(v.)

oldugu bellidir. 8J,(w)=a(w,v)-1(v) oldugundan, &J,(u,)=a(u,,v)-1(v) esitligi
bulunur. Her weX, igin J(w) fonksiyonelinin minimumunun J(u,) olmas:
isteniyorsa; ya her veX, igin &J,(u,)=0 olmal, yada her veX, icin
a(u,,v)=1(v) olmalidr.
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Sekil 2.5. Yaklagim uzaymin geometrik yorumu.

Minimizasyon kosulunu géz oniine alalim. VveX igin 8J (u,)#0 olacaktir. u
gercek ¢6ziimii X, yaklasim uzayinda olmadig: stirece; 8J, (uh)¢ 0 degeri igin X
uzaymda J(w) fonksiyonelini diisiik degerlere gotiirecek u, ‘lar vardir. u gergek

¢oziimli X, yaklasim uzaymnda ise 8J,(u, )= 0 olacaktur.
Minimizasyon prensibinden bagimsiz hareket edilebilir. ue X ¢6ziimii
a(u,v)=1(v) ,vveX (2.94)
kosulunu sagliyorsa, u, € X, yaklagik ¢oziimiiniin de
a(u,,v)=1(v) ,vveX, (2.95)

kosulunu saglamasi beklenir. Bu kosulun her bir nokta i¢in saglanmasi
istenmeyecektir. Belirli v test fonksiyonlar i¢in integral anlaminda saglanmas: talep

edilecektir.
2.3.4.2. Varyasyon prensibi

Herhangi bir ve X, test fonksiyonu

v=>,vioi(x) (2.96)



bi¢iminde yazilabileceginden,
a(u,,v)=1(v) ,vveX,
esitliginin gerek ve yeter sart1

a(uh, ) I(Z‘1 v, 0, (x) V{vieR"

olmasidir. Ancak, u, =Z:lj1=luhj(pj (x) oldugundan,

5" 00 3 vion =17 v ViuleRr"

yazilabilir. Bilineerlik ve lineerlik kullamilarak,

Mlafut=trE vivlert

yazilir. Onceden tamimlanmis olan [Ah] ve {F, } matrisleri igin

ladw}=t1"E} L vier?

matris yapisinda olan

2—121—1 i ((P,,(PJ)UI,J Z~1 ll((pl ,V{V}E R"

esitligine ulagmak i¢in v; ve u; digar alinacaktir.

{v}=(10,...0)" almwrsa 3" A, u, =F, elde edilir.

{v}=(0,L,...,0)" alinirsa Z;lAMjuhj =F,, elde edilir.

2.97)

(2.98)

(2.99)

45
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Benzer adimlar takip edilerek,

filadu =0 &) viler" oA Ju}=F} 100

denkligi elde edilir. Farkli v test vektorleri alinsaydi, farkli ve hatta simetrik olmayan
denklemler elde edilirdi. Buna karsin, {u, } vektorii ayni kalirdi. Galerkin yontemine

gbre, burada segilen test fonksiyonu v ve yaklagim fonksiyonu u, uzaylarmin bazlari

aymdir.
2.3.4.3. Agirhkh kalanlar yontemleri

Bir L operatorii ve L ile kurulan Lu-f=0 kismi diferansiyel denklemi verilsin.
Agirlikl kalanlar yontemi,

[ v{Li-£)da=0 YveX, (2.101)
kalan

olacak bigimde bir 0 € X, € X ¢bziimii arar. Burada, noktasal anlamda degil, v test
fonksiyonlarina bagli olarak integral anlaminda Lu-f=0 olmasi istenmektedir. X, ve
X, uzaylan genisledikge 0 ¢ozlimii u gercek ¢Oziimiine yaklagir. X, ve X,

uzaylarimin farkh segimleri ile bir ¢ok farkli yontem elde edilir. Galerkin yonteminde

X, ve X, uzaylan birbirine egittir, X,=X,.
L =-V*u oldugunda, LvLudA= L—VzuvdA yazmaktansa,

LvLudA = _LVqudA (2.102)
yazmak daha akillicadir. Clinkti; daha genel bir ifadedir. Ayrica, daha uygun
yaklagim uzaylarina izin vermektedir; burada X, yaklagim uzay1 C°(Q) secilebilir,

C'(Q) uzayma gerek yoktur. Ustelik, bu denklem ile dogal siur kogullarimn

saflanmas: garantilenmektedir.



2.3.5. Ayrik denklemler
2.3.5.1. [Ah] matrisinin elemanlar

Oncelikle ¢;(x) baz fonksiyonlar incelenirse

Sekil 2.6. @; ve do, /dx fonksiyonlarmnm grafigi.

oldugu goriiliir. Baz fonksiyonlarmin tiirevleri olan do, /dx ifadeleri incelenirse

Bl

Sekil 2.7. dg; /dx tiirevlerinin elemanlara gore dagilimmnm grafigi

oldugu gériiliir. Simdi, [Ah] matrisinin herhangi bir satir1 ele alinsin

d
Agy= @L. ‘pldx j;d“". = g+ J;M(:i‘-d(ijdx (2.103)

47
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elemamn sadece j=i-Lli,1+1 oldugunda sifirdan farkli olur. Bu elemanlar

incelenirse,

1)1 1
A . =l——l.h=e
hii+l ( h) h

oldugu goriiliir. o, (x) baz fonksiyonlarinin dayanagi ¢ok kiigiik oldugundan ikigerli
carpimlarindan ¢ok az kismu sifirdan farkli olarak matrise yerlesir. Boylece [Ah]

matrisinde sparse bir yap1 agiga gikar.

[A, | matrisinin stmrindaki yani ilk ve son satirlarindaki elemanlar incelendiginde

T

#1 m‘“ﬁ*m
|

Sekil 2.8. Ik elemana ait baz fonksiyonunun ve tiirevinin grafigi.

2 | 2 1
A == A== LA == LA =——
hil1 h h12 h h h h 1 h

oldugu goriiliir. Yukarida elde edilenler birlestirildiginde [A, | matrisi
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(2.104)

olarak bulunur. [A,] matrisinin 6zellikleri SPT, baskin késegenli, sparse ve fig
kosegenli yapida olarak siralanabilir. Bir h ¢arpami disinda buradaki matris sonlu
farklar yaklasim ile aymidur.

2.3.5.2. {F,} sag taraf yada yiik vektorii elemanlan

Genel olarak 1(v) fonksiyoneli igin 1(v):F,, =1(¢p,) durumu s6z konusudur. Orek
olarak;

I{v)= <8xi. ,v> 1((Pi)= <8xi. ’(Pi> =9; (Xi‘ ):: 8,

durumu alinabilir. Burada, i’ segilmis bir diigiim noktasidur. F,; =8,. ifadesinin

anlamy, birim olan i’ terimi harig {F, } vektoriiniin elemanlarinin sifir olmasidir.

Model problemdeki, 1(v)= Lfvdx durumu alindifinda, i=1,2,...,n igin

Fy; = [, fo, dx + jr fop, dx (2.105)

ifadesi elde edilir.
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(2.104) ve (2.105) denklemlerindeki [A, | matrisi ve {F,} vektorii kullarularak global

denklem sistemi
[ 2 -1 0] -uhl— —Fhl_
: -1 2 -1 .
—. . = . (2.106)
h
2 ~1 .
_0 —1 2_ uhn th
- NG — e — =

bigiminde elde edilir. Sonlu eleman ¢6ziimii {u, }e R" vektorii bu denklemi saglar.
Bu denklem sisteminde [Ah] matrisi global sertlik matrisi veya sistem matrisi olarak

adlandilir. {F,} vektorii global sag taraf vektorii veya yiik vektorii olarak
adlandirlir.

2.3.6. Kiitle matrisi

2.3.6.1. Kiitle matrisinin tanimi ve uygulamalari

Elemanlari,

M= [oi0dx 2.107)
(W’V)LZ(Q)

yapisinda olan [M, Je R™® matrisine kiitle matrisi adi verilir. Bu matrise sonlu
eleman I birim operatri de denir. Burada segilen ¢(x) fonksiyonlar, aksi
belirtilmedikgce, diigtim noktasini temel alan baz fonksiyonlaridir.

Birim operatdr
1. verilen —u, +Iu=f diferansiyel operatSriiniin bir parcasi olarak,

2. —u,, =Alu 6zdeger problemlerinde,
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3. I% =V?u parabolik kismi tlirevli diferansiyel denklemlerde,
4. interpolasyon ile yapilan integral alma islemlerinde goriildiigiinde, [Mh] matrisi

ortaya ¢gikmaktadir.

Galerkin yonteminde ayrk denklemler u fonksiyonu yerine ¢; fonksiyonu ve v

fonksiyonu yerine ¢, fonksiyonu yazilarak elde edilmisti. Yukarida bahsedilen dort

durumda I birim operatorii zayif form (v,u),» (@) Y1, dolayisiyla kiitle matrisini verir.
2.3.6.2. Kiitle matrisinin ozellikleri

[Mh] kiitle matrisi SPT dir. Bunu gérmek i¢in; ¢; fonksiyonlar1 baz olmak {izere;

{v} #0 ise,

= Z?—lvi Zn 1VJ’ E(p’(Pj dx
= [ hvio XL vie;dx
E(Z (p,)zdx>0

veX‘l
olur. Boylece [M, | kiitle matrisi SPT oldugu goriililr.

Lineer elemanlar icin diigtim noktasini temel alan baz kullanilarak

AN[—w[
W]~
N[ —

[M,]=h- o (2.108)

A=W
WlNoN| —
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sparse olan, {i¢ kosegenli ve bantl formda bir [M, |kiitle matrisi elde edilir.

[M, |kiitle matrisi I birim matrisine yakin bir formdadir.

Kiitle matrisi ismini, kiitle terimi bulunduran dinamik denklemlerinden veya 1s1

denklemlerinden almaktadir. [Mh]kﬁtle matrisinin tlim terimleri toplanirsa birime,

yani Q tamim bolgesinin hacmine yakin bir ifade bulunur. Burada birim elde

edilememesinin sebebi Dirichlet sinir kosullaridir.

2.4. Bir Boyutlu Poisson Probleminin Ayriklastirilmasi: Teori Safhasi
2.4.1. Amaglar

2.4.1.1. Onceden hata tespiti

u gergek ¢bziim ve u, da yaklasim olmak tizere 6nceden hata tespiti; u-u,
farkinin degisik olglimlerini ¢ problem parametresi, h adim araligi ve u gergek
¢oziimii cinsinden smirlandirmaktir. Onceden hata tespiti u bilinmeyen gergek
¢oziimii cinsinden ifade edileceginden, u, yaklasiminin yeterince dogru olup
olmadifini belirlemede kullanigh degildir. Bununla birlikte nceden hata tespiti,
farkls ayriklagtirmalar: karsilagtirmada kullamglidir. Hangisi hangi normlarda daha
hizli yakisar? Hangisi daha etkindir? Ikinci olarak, hizli yakinsama igin gereken
sartlarin belirlenmesinde kullamghdir. u fonksiyonunun yeterince diizgiin olup
olmadigint kontrol eder. Uglinciisii, bir metodun dogru uygulamp uygulanmadigmmn

belirlenmesinde kullamilir. u, — u yakinsamasini kontrol eder.
2.4.1.2. Sonradan hata tespiti

Sonradan hata tespiti; u—u, farkinin degisik lgtimlerini ¢ problem parametresi, h
adim aralify ve u, yaklagtk ¢6ziimii cinsinden sirlandirmaktir. u, yaklagik

¢oziimii bilineceginden dolay1, sonradan hata tespiti 6nceden hata tespitine nispeten
daha kullamighdir. Bununla birlikte sonradan hata tespiti i¢in kullanilan metodlarin

¢ogunda c sabitleri bilinmezler. Bu sabitlerin belirlenmesi i¢in birgok ek islem
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gereklidir. Buna ragmen, sonradan hata analizi pratikte sonlu elemanlar yénteminin

giderek 6nem kazanan bir yamdir.

Ornek olarak alman —u, =f, u(0)=u(l)=0 probleminde yukarida bahsedilen u ve
u, asafidaki sekilde belirlenen fonksiyonlar olurlar.

u fonksiyonu:
alu,v)=1(v) ,vveX (2.109)
a(w,v)= [w,v,dx,  1(v)=" [fvdx" (2.110)
X = {ve H'(Q) v(0)=v{1)=0} @.111)

1(v) fonksiyoneli H™' (Q) uzayindan herhangi bir lineer fonksiyonel olabilir. Yani,
herhangi bir ve Hy(Q) igin [I(v) Sc"vHHI(Q) sartin1 saglayan bir lineer fonksiyonel

* olabilir. Ormegin, 1(v)=(3,,v)=v(x,) almabilir.

u, yaklasim fonksiyonu:

a(u,,v)=1(v) ,vveX, (2.112)
a(w,v)= [w,v,dx,  1(v)=" [fvax" 2.113)
X, =yveX:v|, eB(T,) VT, €T, | (2.114)

Burada sunulan bu teori Neumann problemine ve homojen olmayan Dirichlet

problemine benzer sekilde uygulanabilir.

2.4.2. izdiigiim

Genel olarak izdlslim ve interpolasyon tamm kullamlarak ileride yapilacak
analizlere 151k tutulacaktir. Zc Y olmak tizere Y ve Z Hilbert uzaylan verilsin.
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(Hy,v] =( y ,VJ ,VveZ (2.115)
b—_— e
€Z e eY Y

ifadesi ile y’nin Z tizerindeki Iy izdiistimii tamimlanir. Burada, IT:Y — Z’dir. Bu
operatoriin en 6nemli 6zelligi Ily izdiglimiiniin her ze Z igin ”y—z“i, ifadesini

minimize etmesidir. Bunu gérmek i¢in; z =I1y+ v, Z nin keyfi bir eleman: olsun.

Iy @y +v)f; = (y-Thy)-v.(y -TIy)-v),
=|y-Iyl, -2(y-Ty,v), +[v|; ,vveZ

OveZ

yazilir. z=Ily+veZ ve IlyeZ oldugundan veZ bulunur. Buradan, her veZ
igin ([Iy,v), =(y, v), oldugundan, (y-IIy,v), =0 olur. Yukandaki sonug her
z#Ily igin "y—Hy[Ii <||y—z||§ oldufunu belirtir. Diger bir deyisle; y’nin |},

normunda Z igerisindeki en iyi yaklagimi Ily olur. Burada bahsedilen Iy izdiisiimii

Sekil 2.10. y’nin Z uzay: tizerindeki izdiigimi.

Sekil 2.10 da verilmistir. Burada Z*, Z uzaymn Y uzaymndaki dik téimleyenidir.
Yani, Y uzaymin elemanlarinin tamami Z uzayimn elemanlarina diktir. Her ve Z
icin (y-ITy, v)Y =0 oldugu, yani dik olduklar1 agiktir. z=Tly ’yi Z ekseni tizerinde
y’ye en yakin olarak bulmak isteniyorsa, y—Ily fark: (-,-)Y i¢ carpimina gore Z
eksenine dik olmalidir.
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2.4.3. Baz fonksiyonlar
2.4.3.1. Polinom interpolasyonu
n+1 tane (x,,w,) data noktas: verilsin. Burada w;,,
w, = w(x,) i=01..,n+1
degerlerini temsil etmektedir. Polinom interpolasyonu ile kastedilen
plx,)=w, 0<i<n+l (2.116)

esitlifini saglayan en kiiciik dereceli p(x) polinomunun bulunmasidir. Derecesi en
fazla n olan tek bir p, (x) polinomunun varlig: ispatlanabilir. Ispat igin [9] numarali

kaynaga bagvurulabilir.

Interpolasyon polinomunun Lagrange formu

p(x)=> w1 (x) (2.117)
k=0
seklinde verilir. Burada 1,,1,,...,1, polinomlar1 x,,x,,...,x, noktalarina bagl, ancak
w, lara bagimh olmayan I, (x j)=8ij kosulu ile belirlenen polinomlardir. I,(x)

polinomu genel olarak

(%)= i 0<i<n (2.118)

formundadir.
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Hermite interpolasyonunda verilen x; noktalarinda fonksiyon degerleri ile birlikte

baz: tiirevlerinin de aranan polinomla uyusmas: istenir. Ornegin; fonksiyon degerleri
ile beraber birinci tiirevlerinin de bu noktalardaki degerleri aranan polinom ile

esitlensin. Yani,

P(Xi)= W(Xi)

p'(x,)=w'(x;) (2.119)

olsun. Bu durumda p(x) polinomu

p(x)=zn:cj(Pj (X)’*'dj\l’j(x) (2.120)

=

Burada, c; parametresi yaklagik ¢6ziimiin kendisinin, d; parametresi yaklagik

¢dziimiin birinci tiirevinin x; noktasindaki degerlerini ifade etmek lizere

p(x)=c, ve plx)=q (2.121)
kosullar1 kullanilarak
c; =ch(pj(xi)+dquj(xi) (2.122)

=
esitligi elde edilir. Bu esitlik
cpj(xi)=2’>ij ve wj(x,.)=0 (2.123)
durumunda gegerlidir. Benzer sekilde p(x) polinomunun tiirevi alinarak d, belirlenip

oj(x;)=0 ve  i(x;)=8; (2.124)
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durumu elde edilir. Daha genel olarak x. noktasinda;
;—1,0<i<n (2.125)

interpolasyon kosullar: verilsin. p(x) polinomu igin toplam (m+1) sart kosulmus ise

m+1l=k,+k, +...+k, (2.126)

esitligi vardir. I1, m. derece polinom uzayinda yukaridaki sartlar saglayan p(x)
polinomu tek tiirlii belirlenebilmektedir. Bu ifadenin ispat1 i¢in [9] numarali kaynaga
bakilabilir.

2.4.3.2. interpolasyon

X, uzayt X, = {VeX : vlTh eP,(T,), VT, e];} bi¢iminde verilsin. X, uzaymin bir

elemani

v € Xy

LN

MOf \//m;wl

Sekil 2.11. X, uzaymda drnek bir v test fonksiyonu.

bigiminde verilebilir. Verilen birweX elemam igin I,w w’yu interpole eden
(interpolant) fonksiyon olsun. I,weX, ve i=0,...,n+1 icin Ihw(xi)=w(xi)
kosullarim saglar. Sekil 2.12. ye bakimz.



58

b3

Taw(z) =y wlz) pilx)
E=1
fx@ T T T T 1 1 %.’,1

Sekil 2.12. Verilen bir w € X elemani i¢in I, W yaklagim fonksiyonu.

Simdi burada kullanilan yaklagim teorisini inceleyelim. weX ve VT, €7, igin

w|Th e C*(T,) ise

lw =T, W], (o) Shmax (max]w”l) (2.127)

Tyely \ xeTy,

lw =1, w], @< h? r%:?%(lg%x W”l) (2.128)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada kullamilan yari-norm ve norm ifadeleri;
V=[x . Mig=[vax ve Mg =iy My il verir.

(w-1,w) |, fonksiyonu ve tiirevi

(w-I,w) s (w-I,w) s

Sekil 2.13. w fonksiyonu ile I, W yaklagimi arasmdaki farkm ve tiirevinin grafigi.

ile gosterilebilir.

=1, || [ -1.)

o -
T

.[;w” dx‘ < hmazclw"l

xeTy
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1 2
<z (h max max|w” l)

k=l,...K xeTk

>l

Birinci satir Rolle teoreminden elde edilir. Rolle teoremi, w fonksiyonunun burada

oldugu gibi w| eC'(T,) olmasm gerektirir. Ikinci satrda, K=1/h ile

hxintegrantin maksimumunun integrali simrlandirilir. Bununla birlikte, w"
tirevinin diifiim noktalarinda degil sadece elemamin igerisinde tanimli olmast
istenmektedir. Boylece; diiftim noktalarma delta dagilimu yerlestirilse bile, bu

hipotez Poisson probleminin u ¢6ziimleri i¢in hala saglanir.

(Ih W),

elemaninda w' tiirevi sigramalara sahipse, yani ikinci tiirev sonsuz ise bu yaklasim

tiirevi sabit oldugundan, w’ tiirevine bir sabit ile yaklagilmaktadir. T

Ty

iyl bir sonug vermeyecektir. w” tiirevinin ¢ok biiytik degerler almasiyla hata da cok
biiyiiyecektir.

weX ve we HX(Q,7,,) ise,

h
|W‘IhW|H1(g) S;"wlle(Q,ﬁ, ) (2.129)
”W ! W“L2 ©) = el “W”HZ(Q ) (2.130)

esitsizlikleri gegerlidir. Burada,

ey = Dalliopy =2k, [ Wa+ i +w2)ax  @131)
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2.4.4. Hata: enerji normu

2.4.4.1. Tanim

Enerji normu |[v]] ile gosterilip

M =avv) 2.132)

ile tanimlanir. Enerji normuna a normu adi da verilir. Enerji normunun probleme
bagli olarak deistigini belirtmekte yarar vardir. Bu caligmada secilen Ornekler
dogrultusunda, enerji normu

M = [v2 dx =|vfye) (2.133)

bigiminde ifade edilir. a(.-) bir SPT bilineer form oldugundan, (a(v,v))"* ifadesi
norm olma sartlarint saglar. H' yari normunun ashinda HJ(Q) tizerinde bir norm

oldugunu hatirlamak bu ifadenin norm oldugunu gérmeyi kolaylastirir.

u(x) klasik ¢ozlim ve u, (x) sonlu eleman yontemi ile yaklagik ¢6ziim olsun.
e(x)=(u-u, (x) hata ifadesi olmak tizere mem normu i¢in h ve u cinsinden bir smir

bulunmalidir. (2.137) ye bakiniz.
2.4.4.2. Diklik

a(u,v)=1(v) ,vveX (2.134)
oldugundan, X, < X olmak iizere,

a(u,v)=1(v) ,VveX,

~a(u,,v)=-1(v) ,VveX, (2.135)
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yazilabilir. Boylece bilineerlikten

a(u—u,,v)=0 ,vveX, (2.136)
elde edilir.
2.4.4.3. Genel sinirlama

Herhangi bir w, =u, +v, € X, ve v, € X, i¢in

La(u_—wh ’u_Whl =af(u-v,)-v,,(w-v,)-v;)

o —

H[“‘Wh[ﬂz

=\a(u—uh,u—uh)J—\Za(u—uh,vQ+a(vh,vh)
m;ﬁ =Oid_il‘zhkien vy =0 ise >0

Buradan

ol =] = ing

wpeXy

fu—w, | (2.137)

olur. Yani, u klasik ¢oziimiinii bilseniz bile, X, uzayinda enerji normuna gére u,

sonlu eleman ¢6zlimiinden daha hassas bir w, fonksiyonu bulunamaz.

Enerji normu veya a normu kullanildif stirece klasik sonug bilinse de bilinmese de,
sonlu eleman yontemi isletilebilir. Sonlu elemanlar yontemi, bir K.D.D.’nin

ayriklagtirllmas: problemini yaklagim teorisine doniistiiriir.

Yukarida anlatilanlarin geometrik yorumu
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a{u—ug,v) = 0,
Yo € Xp

Sekil 2.14. Hatanin test fonksiyonuna a normuna gére dikligi.

bigiminde yapilabilir. Bu durumda, a normuna gore u fonksiyonunun X, {zerine

izdtisimii yani u fonksiyonuna en yakin noktasi olan u,,

u, =IT{u (2.138)

olur. Bu ifade zayif ¢éziimde yerine yazilirsa

a{ Hﬁu,v]=a(u,v) ,VveX, (2.139)
——

Up

olur. u klasik ¢6ziimii bilinmiyor, ancak 1(v) hesaplanabileceginden

a(u,v)=al Mu,v|= 1v) ,VveX (2.140)
( u: J hesaplanabilir "

yazilir. Sadece enerji i¢ carpiminda u klasik ¢oziimii bilinmeden II,u hesap

edilebilir. Smurm |lef| = inf

wireXy

u-w,| oldugu (2.137) de gorilldi.. Yani, u, =IIju

ifadesi herhangi bir uzay boyutu, herhangi bir X, sonlu eleman uzay, herhangi sinir
kosulu ve herhangi bir a SPT bilineer formu i¢in dogrudur. Zayif ¢oziimde a bilineer
formunun SPT oldugu herhangi bir lineer problem i¢in degisen tek sey normun

tammidir. Genelde boyle olmamasina ragmen, burada incelenen soruda

e =Jel"dir. Ancak inf

wheXh

|u—wh”| ifadesinin h, u ve problem parametrelerine
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nasil bagli oldufu hentiz belirtilmemistir. Bunun i¢in, sonlu eleman yaklasim

uzaymmn ozelliklerine ihtiyag vardir.

2.4.4.4. Ozel bir smirlama

[0 =Lyl o) S =z (2.141)

2

oldugu bilinmektedir. Boylece; ”u]l normunun sonlu oldugu kabul edilerek,

v Q1)

Jell= ing - wi | < Ju Lo

h
= Iu - IhulH‘ @) < ;"u"I-Iz(QJ},)
bulunur.

w, yerine I, w interpole edici fonksiyonundan ziyade u, izdiistimii tercih edilir.
Bununla birlikte, interpole edici fonksiyon ile ¢aligmak hem daha kolaydir, hem de h
bagimliifini dogru olarak verir. Burada incelenen soruda tesadiifen u, =I,u’dir.

b’nin kuvveti arttinlamayacagimdan buradaki yaklagim optimaldir. |||e||| normunun
h’den daha hizli azalmadii bir gok problem vardir.

Yukarida bahsedilenler temel degisikliklere ugratiimadan Neumann problemine
uygulanabilir.

Yakinsaklik ve diizglinliik incelendiginde, ilk olarak, en azindan a normunda u, ’nin
u gercek ¢bziimiine yakinsayacagi goriiliir. Ikinci olarak, bu yakimsamanm h ile
orantili oldugu goriiliir. Uglinciisii ise, bu yakinsama hizina ulagmak igin u klasik

¢Ozlimiinlin yeterince diizgiin yani IHIHZ(Q 7,) kirk normunda sonlu olmasi

gerekmektedir. Burada zayif ¢oziim, sadece H'(Q) uzayinda bulunan u, yaklagik

¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilmasima ragmen, lizli bir yakinsama elde edilmek
isteniyorsa u ger¢ek ¢oztimiiniin daha diizgiin olmasi istenir. Bundan bagka, daha
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yiiksek mertebeden sonlu elemanlar diigiiniildigiinde, en iyi yakinsama hizlarini elde
etmek icin daha fazla diizgiinliik gereksinimi ortaya ¢ikar. Ornegin; kuadratik sonlu

elemanlar igin, ”]em <ch?|u] ., esitsizligi s6z konusudur. Burada h’nin daha biiyiik

H(Q)

bir kuvveti fakat u gergek ¢Oziimiiniin daha biiyiik bir normu kullanilmaisgtir.
2.4.5. Hata: H' normu

2.4.5.1. Kalan terimler

H' normu

“V"xz{l(n) = M:l(g) + ”V"f}(g)

i [vidx+£v2dx (2.142)
bigimindedir. Yani [|e||HI (o) DIOTMUY, € Ve e ifadelerini Slger.
a(-) bilineer formunun koarsifligi, Vv e X i¢in
a(v,v)2 o) (2.143)
olacak bigimde en az bir o >0 bulunmasi anlamindadir. Yani,
fvidxza(fvidx+j:v2dx) (2.144)

olmasidir.

a(’;) bilineer formunun siireklilizi ise,

a(w, V) =B ”W“H‘(Q)HV"H‘(Q) (2.145)
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olacak bigimde en az bir B(=1)>0 bulunmas: anlamindadir. Buradaki esitsizlik
Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak elde edilebilir.

2.4.5.2. H! normu igin genel sonug

e=u-u, hatas

el s(l+Ej inf

o/ weXy

—

=W, ) (2.146)

u'nun X,, tzerindeki
izdigii ma ntn H' deki hatasi

esitsizligini saglar. Genel olarak; u, yaklasik ¢6zlimii, u klasik ¢oziimiiniin X,

iizerindeki H' izdiistimii degildir. Bu ifadenin ispat1 asagida verilmistir.

Herhangi bir w, € X, i¢in

afu, —wy | @< a(u, —w,,u, -~w, ) koarsif

=a(u, -w, +(u-u, u, -w,) diklik
=a(u—w,,u, -w,)

<Blu—wi iyl = Wy stireklilik
olur. Boylece
e =W @ = S"u ~Wh “H‘(Q)
bulunur. Ancak, her w, € X, i¢in

Jo~uy sy == ws +wy —uy]
@)

<Jo-w,|

H'(Q)

H'(@Q) + ”uh — Wy “

By
(142 a- Wil

H(Q)
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olur ve buradan

”e"Hl(Q) = (l + B Jvl;lel)f "11 Wh"Hl(ﬂ)

yazilir. Burada simetri kullamlmadifina dikkat edilmelidir. Zayif ¢oziimdeki a
bilineer formu alttan sirh ve slirekli olan herhangi bir lineer probleme bu ispat

uygulanabilir.

Simetriklik 6zelligi ve dolayisiyla minimizasyon ifadesi kullamilarak yukaridaki
sonug daha da iyilegtirilebilir. Enerji normunda

a(u-u,,u~u, )= inf alu-w,,u-w,) (2.147)

wyeXy

yazmak miimkiindiir. Koarsiflik ve stireklilikten

afu- uhﬂﬂxm)—wlg,f( Blu- Wh“al(g) (2.148)
veya
R L @149

yazilabilir. ~ Yukaridaki ispatlar sonlu farklardaki benzer ispatlar ile
kargilagtirildiginda, alttan smurlilik duraganbik yerine, diklik ise tutarlilik veya
uyumluluk  yerine gegmekte oldugu goriiliir. Bunlar beraberce yakinsaklig
gerektirmektedir.
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2.4.5.3. H' normu icin zel bir sonug
I <22
o - Tyl oy < 2;”‘1”}12(9,7,, ) (2.150)

oldugu bilinmektedir. Burada 2 sabiti, (I+h?/n?)"* icin bir smirdan ibaret olup,

H' normuna H' yar1 normu ve L? normundan gelen katkidan olugmustur. Béylece;

H'(Q)

) dnt Ju-vwl

el =1+

[ _J - Ihu”Hl(a)
<v1+L )2y

bulunur. iki norm denk olduklarindan, H' normundaki hata enerji normundaki hata

-CDQI'@

IA

HY(Q.7) )

ile ayni oranda ilerler.
2.4.6. Hata: L? normu
2.4.6.1. L? normunun tanimu

L? normu

[¥ls oy = ( [v? dx)w @.151)

olup, ]enL,(Q) normu e'yi dlger.

2.4.6.2. 17 normu i¢in 6zel bir sonug

L? normundaki hata, h ve u’dan bagimsiz bir ¢ sabiti igin
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el @ < <hlelioie

<ch?fg] @2

B (Q,7,)

esitsizligini saglar. Bu ifadenin ispati Aubin-Nitsche hilesi olarak bilinen bir
yontemle yapilacaktir. Yardimet bir soru olarak; e, u—u, hatasini belirtmek lizere

a(v.0)= [evdx (2.153)

olacak bigimde ¢eX=H},(Q) fonksiyonelini bulma.sorusu segilsin. v=e olsun.

Boylece,

el o) = [eedx=a(e.s)
= a(e’d) - Ih(l))
< Blefs 10~ Ll

<Bleby oMo

elde edilir. Son satir (2.127)-(2.128) den kaynaklanmaktadir. Bir 6nceki satir ise;
kisim 2.3.1.5.te (2.64) ten; e e L*(Q) oldugundan ¢ fonksiyoneli ||¢||H2(Q) Sc”e”Lz(g)

esitsizligini saglar. Bu esitsizlik yukarida yerine yazilip her iki taraf ”e”LZ(Q) ile
boliintirse

el ey < eBlela) (2.154)
elde edilir.

Burada kullamlan farkli ifadelerdeki c sabitleri h adim araligt ve u klasik

¢oziimiinden bagimsiz ve birbirlerinden farklidir. Yapilan ispatta koarsiflik ve

simetri kullamlmamis sadece stireklilik talep edilmistir. ||e“L,(Q) normunun ”e”H,(Q)

normundan daha hizl1 yakinsamas: sonradan hata tahmininde 6neme sahiptir.
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2.4.7. Lineer fonksiyoneller
2.4.7.1. Lineer fonksiyoneller hakkinda on bilgi

1°:H) (€)= R siurlt bir lineer fonksiyonel olsun.

1°V) < e|Vig g Vv e H(Q) (2.155)
olmak tizere, bir lineer fonksiyonel giktisi s

s=1°(u)+c’ (2.156)

ile tantmlanir, Buradaki s ¢iktist ¢’ ’a baglt olarak afindir, lineer degildir. Bu s giktist

icin 6rnek vermek gerekirse;

s: D cQ ftizerinde ortalama
I°(v)= Lvdx

ile gosterilir. Bagka bir 6rnek olarak sinirdaki aki miktar1 u, (0) ise,
l°(v)=—£(1—x)xvxdx = If(l—-x)dx

ile verilebilir. Burada kullanilan s ¢ikti fonksiyonelinin sinirli olmasi ¢ok énemlidir.
[k 6rnekte, 1° e H'(Q) oldugu yani sirh oldugu agiktir. Ikinci durumda ise,
1°(v)=v,(0) segimi yazildiginda, H;(Q) uzaymda v i¢in sirli bir fonksiyonel
olamaz. Omegin; x— 0 iken v fonksiyoneli x¥* olsa, veH(Q) olur. Ancak,

v, (0) sonsuzdur. u,(0)’1 hesaplamak igin v, (0) fonksiyoneli kullaniimak zorunda
olsaydi, zayif yakinsama elde edilirdi. Buna karsin, yukaridaki
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1°0) == [(1-%), v, dx = [V, dx <[v]uq,
se¢imi, Cauchy-Schwarz esitsizligi ile strlidir.
Ancak, beklenildigi tizere 1°(u)+c¢® =u, (0) olur mu? Bunu gérmek icin, f e L*(Q)

kabul edilerek u fonksiyonunun —u,_ =f ,u(0)=u(l)=0 kosullarinin sagladig

hatirlanirsa;

1°(u) +¢* =~ [[(1-x),u, - (1-x)fldx
=—(1-x)u,|, - J'(l—x)(—- u,, —f)dx =u (0)

olur. Yukandaki 1°(v) ve v,(0) birbirine denk goriinmektedir. v=u igin her ikisi de
u, (0) degerini hesaplar, ancak genel bir v e H;(Q) icin smurh segim daha iyi sonug
Verir.

Simdi s =1°(u)+c’ igin s, =1°(u, )+ c® sonlu eleman yaklagimi olmak tizere, hata

ls—s,] ='1°(u)~1°(uh)| =|l°(u—uhj =|1°(e)l (2.157)

bigimindedir. Yukaridaki ifadede, e=u-u,’dir. Ikinci adm 1°(v)’nin

lineerliginden yazilmugtir.

2.4.7.2. Lineer fonksiyoneller i¢cin genel sonug

1° e H'(Q) oldugunda
1° ) < clely (2.157)

esitsizligi gegerlidir. 1° e [*(Q) oldugunda ise
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1°(e)| < clel (2.158)
esitsizligi s6z konusudur. Yukaridaki ifadeler 1° fonksiyonelinin simirliligim belirtir.

a(v,y)=-1°(v) ,VveX (2.159)
a(v,y,)=-1°(v) WveX, (2.160)

olmak iizere herhangi bir 1° € H(Q) igin

1° @) = clellpaylv = Wil 2.161)

olur. Burada, y bir dual degiskendir. y icin klasik ¢ozlim orijinal denklem olarak
da goriilebilen —y, ="-1°" ifadesidir. Burada ¢ikti olarak elde edilen fonksiyonel
sanki girig verisi olarak kullamlmigtir. Simetrik olmayan operatérlerin bulunmasi

durumunda, tek numarali tlirevlerin isaretleri orijinal denkleme bagli olarak
degismek tizere dual operatorii tarafindan y ’ye islem yapilir. y’ye hangi degerin
verildiginden bagimsiz olarak yukaridaki sonug ispatlanabilir. e € X oldugundan,

1°(e)=ale,vy) (2.162)

bulunur. Ancak, diklikten ve y, € X, oldugu stirece a(e,y,)=0 olacagndan,
a(e,y)=ale,y -y, ) elde edilir. Béylece, stireklilik kullamlarak

1° @) < el = Wil ey (2.163)

bulunur. a(-) bilineer formunda y ikinci argiiman olarak kullamldifindan, bu

durum simetrik olmayan ve hatta alttan sinirli olmayan operatorlere de uygulanabilir.
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2.4.7.3. Lineer fonksiyoneller i¢in probleme bagh sonug

Lineer sonlu elemanlar kullamldiginda [e];;q, ve [e];2(q, hata normlan igin 6nceden

elde edilmis sinirlardan

I e H™(Q) igin [I°(e) < c b [ulo (2.164)

I° e L(Q) igin [°(e) < ¢ b? Jullyaar) (2.165)
yazilabilir. Daha iyi bir durum olarak
I° e LX(Q) igin [I°(e) < ¢ b* Jully o) Wlhiar) (2.166)

elde edilir. Son adimda H' hata tahmini dual probleme uygulanmustir. Bu dual
problem pratikte a¢iga ¢ikmaz. Sadece h”? yakinsama hizim tamitmak icin teoride

kullanilir, Pratik anlamda h® yakinsama hizi 6neme sahiptir. Ciinkii, ilgilenilen
nicelikler hizl1 bir gekilde yakinsamaktadirlar.

Yukarida, h® yakinsama hzinin elde edilmesi igin u’nun ve ayrica y’nin H? kirk
normunda bulunmas: istenmektedir. Bu durum, 1° fonksiyonelinin genellesmis
kisminin diigiim noktalarina kisitlanmas: durumunda ortaya ¢ikar. Son olarak, sonlu

elemanlar hata analizinde ele alinan normlar matematik agisindan kullanighdir, ancak

pratikte birbirleri ile ilgileri yoktur.

2.5. Bir Boyutlu Poisson Probleminin Ayriklagtiriimasi: Uygulama Safhasi
Uygulama esnasinda dort adim takip edilecektir:

1- Prototip soru

2- Elemanlar ile ilgili nicelikler

3- Birlestirme

4- Sinir kogullar:
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2.5.1. Prototip soru

2.5.1.1. Prototip soru i¢in uzay ve baz

X, ={ve H'(Q) v, €B(T).VT, <7,
= Spa-n{(PO ) (P1 seees (Pn+l }

(2.167)

olsun.

Sekil 2.15. Homojen olmayan Dirichlet kosulu i¢in yaklagim uzayi,

x=0 ve x=1de v sifir olmak zorunda olmadigindan bazin igerisine @, ve o,

fonksiyonlar: da eklenir, Herhangi bir ve X, fonksiyonu

n+l

v(x) = Z v(xi )(pi (x) (2.168)

i=0

A

biciminde gosterilebilir. Xh yaklagim uzayinin boyutu, dim(Xh ): n+2 olur. Yani,
X, yaklagim uzayinin boyutundan 2 fazladir.

2.5.1.2. Prototip sorunun tanimi
a(f,,v)=1(v) ,vveX, (2.169)

olacak bigimde i, e)A(h bulunarak yukaridaki prototip soru ¢o6ziiliir. Aslinda bu
problem hicbir zaman ¢oziilmez. Sadece bir hazirlik safhasi olarak rol alir.
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Yukarida verilen soru biitiin homojen Neumann simir kogullarina karsilik
gelmektedir. 1(1)¢ 0 ise problemin ¢6ziimii olmayabilir. Eger problemin ¢6ziimii
varsa, bu gartlar altinda sonsuz ¢6ziim elde edilir. Ancak, G, yaklagik ¢ziimii higbir
zaman bulunmayacag@: i¢in bir karigiklik olusmayacaktir.

2.5.1.3. Ayrik denklemler

Daha 6nce elde edilen denklemlere benzer olarak

1A, fo,}= .} (2.170)
lineer cebirsel denklem sistemi yazilir. Burada yaklagik ¢6ziim

n+l

i, (x)=> () (2.171)

i=0

ile verilir. Denklem sistemindeki matris elemanlan ise

a . do.
Ay =a((Pia(Pj)= %(;i—&xq)—]dx L0<i,j<n+1 -
f“hi =1((Pi)(= J:f(Pidx) ,0<i<n+l

ile verilir. Dikkat edilirse, i=0,n+1 ve j=0,n+1 satir ve siitunlar1 hari¢ buradaki
denklem sistemi 2.3.5.te elde edilen denklem sistemi ile aymidir. Rayleigh-Ritz veya
Galerkin yaklagimi kullamilarak bu denklem sistemi elde edilebilir. Bunun igin @,

yerine @; ve v yerine @; yazlir. Buradaki lAhJ matrisi agik yazildiginda



(1 -1 0]
-1 2 -1
L1 1 -1 2 -1
[Ah]=ﬁ o
-1 2 -1
K -1 1
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2.173)

ilk ve son satirlar Neumann satirlar1 olarak adlandirilir. [Ahj matrisi simetriktir,

ancak sadece pozitif yari-tanimhidir.
2.5.2. Elemanlar ile ilgili nicelikler

2.5.2.1. Elemanlar icin yerel tanimlar

T), bolgiisii icerisinden bir T eleman: alinsin.

o b

Sekil 2.16. T;, bdlgistiniin bir eleman ve yerel diigtim noktalari.

Sekil 2.16 daki gosterimde; x}, Ty elemammnn 1. yerel diigtim noktasmni, x2, T¥

elemanmin 2. yerel diigim noktasmu ve h*, T¥ elemammn uzunlugunu

belirtmektedir. Dtigilim noktalarinin bir eleman igerisinde 1 ve 2 olarak gdsterilmesi

yerel gosterimdir. Ayn1 yerel diigtim noktalarinin global numaralar1 farkl: olacaktir.

Béliim 2.5.3.2 de bu iki numaralandirma arasinda birebir bir esleme yapilacaktir.

2.5.2.2. Pilot eleman

(-1,1) agik aralif T pilot elemani olsun.
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-1 ¢ 41
—
{1 Ga

Sekil 2.17. Pilot eleman.

£, pilot elemammn 1. yerel diigtim noktas1 ve &, pilot elemanin 2. yerel diigiim

noktasi olsun. Bolgiideki her TY elemanim T pilot elemanina baglayan afin

d6niiglim

. ¢
ﬁﬁx f 2 2\ ”
Fy Fi
Pr R S

ey © af

Sekil 2.18. Pilot eleman ile bolgiideki bir eleman arasindaki déniigiimler.

F(0)=x" +%(1+§)hk F (x)=2x;kxi( b (2.174)

bigiminde kurulabilir. Afin déniistimler lineer eslemelere bir sabit eklenerek elde
edilirler. Afin doniigtimlerin sonlu elemanlar yontemini ilgilendiren 6zelliklerinden

biri; p. dereceden polinomlari yine p. derece polinomlara déniigtiirmeleridir.

2.5.2.3. Pilot eleman uzayi ve baz

T pilot eleman: {izerinde biitlin lineer polinomlardan olusan X uzayi tammlansin,

)A(=P1 (T) ile gosterilip, dim()A()=2’dir. H, (Q) ve H, ((;) Lagrange interpolasyon
fonksiyonlar1

H, (C)=1—;5 ,Hz(él)=l—;—C (2.175)
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ile verilmek tizere, X uzay1 i¢in bir baz tegkil ederler.

Sekil 2.19. Pilot eleman baz fonksiyonlar:.

n 2
Herhangi bir ve X igin v(£)= Z:V(Qi ., (¢) olacag: agiktir.

i=I
2.5.2.4. Lokal sertlik matrisi

[A " J matrisinin herhangi bir elemaninin

- do, do.
Ahij=a((pia(Pj)= ?T(‘Ejdx (2.176)

ile hesaplanacag béliim 2.5.1.3.te verildi. Ornek olarak; T., bolgiiniin 3. elemam

alinsin.

Sekil 2.20. Baz fonksiyonlarmin bir eleman tizerine kisitlanig1,

T, elemaninin lAhJ matrisine katkisi
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J;s d(szada3l . d(pZyada3l dx (2177)

dx dx

T T

olarak bulunur. Degisken degistirerek T, elemamindan T pilot elemanina gegilebilir.
Degisken degistirirken

= H, e (B () (2.178)

(P2yada3 Tﬁ

oldugu agiktir. Ayrica; F, (Q) kullanilarak

3 -1
drj _dE b dy _dF 2 (2.179)
al, ~ a2 dxlp ~ dx  h
elde edilir. Béylece
do do . .
o S gy [ S H, N H [ 0)x 2180)
olur. Burada, F;'(x) ters doniisiimil yerine ¢ yazilarak
d _ d -
_[.;a‘x‘Hl yada2 (Fs 1 (x))gx‘Hl yada? (Fs 1(X )dx
d d d dq e;_

= IEQ—Hlyadzu.&“d—g lyada2 *
h [ 1yada2 lyadach

bulunur.
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1 Gl==l =l
af g

Sekil 2.21. Bélgiiden bir eleman ve pilot eleman iizerindeki baz fonksiyonlar:.

Bu durumda
d(PZyadaS d(p2ynda3
. dx 2.181
e —a (2181
yerine
dHlyadaZ 2 dHlyada2 2 hk

2.182
L( i n°)| dg n*f ( )

kullanilarak |_Ah ] matrisine katki hesap edilebilir.
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Daha yiiksek boyutlarda ve daha karmasik doniigtimlerde, egri tamim araliklan igin,

bu detayl1 degigken degistirme islemi bir gereklilik halini alacakfir.

k. elemana ait yerel sertlik matrisi [Ak Je R*? olsun. Bu durumda, {H} vektbrii

{H}=[Hj (2.183)

ve o, =1,2 olmak tizere, |A* | yerel sertlik matrisinin elemanlar:

2 dH, dH d denro L[ 1 =1 1,
g 28 S]]
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bi¢iminde tanimlanir. lAkJ yerel sertlik matrisi lAhJ global sertlik matrisine k.

elemandan gelen katkiyr temsil eder. Burada, [AkJ yerel sertlik matrisinin lAhJ
global sertlik matrisine dogru global numaralarla yerlegtirilmesine dikkat edilmelidir.

dH,
2 dgn dgpg 2| d [dH, dH ], 1(-1)
v ‘dC{H} dC{H} do=-% [ iHl{df; T ]dz; hk( J( 1 1) (2.185)
dg

ifadesi diyadik form olarak adlandirilir. (2.185) diyadik formu kullanilarak
elemanlara ait lokal sertlik matrislerinin ranklarimin bir oldugu, dolayisiyla tekil

olduklar1 anlagilir. Sifir uzaylan ise (l 1)T dir. [AkJ yerel sertlik matrisi, tek

elemandan olugan bir tamim bolgesi tlizerindeki Neumann problemine denk
diistiiginden matrislerin tekillifi dogaldir. Bilindigi {izere, Neumann probleminin

sabit ¢6ziimii yoktur, birden ¢ok ¢6ziim s6z konusudur. Bu durum [Ak J yerel sertlik

matrisinin (1 1)T sifir uzayna yansimigtir.

2.5.2.5. Bir elemana ait yiikler: sag taraf vektorii

Sag taraf vektoriiniin elemanlari
i =1(p:)= [fo, dx (2.186)

ile bulunur. Ornek olarak; T;, bolgiiniin 3. eleman: alnsm. T, elemam global sag

taraf vektoriine
702 s 4 (2.187)

olarak katki saglar.
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Sekil 2.22. Baz fonksiyonlarinin bir eleman iizerine kisitlanigi.

Burada 1(v J:fvdx olmak tizere lel’ (Q) icin iglem sirasi sunulmustur. Delta

genellesmis fonksiyonu kullanildiginda hangi elemanin hangi elemana baglanacag:
konusunda karar verilmesi gerekmektedir.

Degisken degistirme yapilarak T; elemamndan T pilot elemanina gegilebilir.

walgf, o~ slig o e
o “‘\-u ',,}%.\h
+e_- :,,} |.—P" ‘~=‘
— nh G=-l (=1

2 af

Sekil 2.23. Bolgtiden bir eleman ve pilot eleman itzerindeki baz fonksiyonlari.

Bu durumda
702 e dx (2.188)
yerine
h—k-fﬂ{lyadazdc (2.189)
2 4
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kullanilarak {ﬁ‘h sag taraf vektoriline katki hesap edilebilir. k. elemana ait sag taraf

vektorii {Fk }e R? olsun. Bu durumda, o,p=1,2 olmak iizere {Fk } vektoriiniin

elemanlart

k
£ =-h? [ 1, d¢ (2.190)

bigiminde hesaplanabilir. Vektor notasyonu kullanilirsa ayni denklem

F =32li [ £H}ac (2.191)

bigiminde de ifade edilebilir.

2.5.3. Birlestirme

2.5.3.1. Birlestirme fikri

Birlestirme fikri, yapisal anlamda sonlu eleman ydnteminin kéklerini ¢agristiran,

direkt sertlik iglemini belirtir. Birlestirme kavrami ve ilgili algoritma elektrik
devreleri, iskelet yapilan gibi ayrik sistemlere de uygulanabilir.

Sekil 2.24. Bolglideki baz fonksiyonlari.

Yukanidaki sekil bolgli ve baz fonksiyonlarim gostermektedir. Ornek olarak

incelenmekte olan T} elemaninin l_Athatn'sine katkisi incelenirse:



A d ; d(p

Ay a(wi,cp,)=j:d—2~ald (2.192)
111,

J}d%y“‘”-d(pz““’dx B b’ _[a%] (2.193)
h*  n
2 3

lA3 J’ﬁn 1. siitunu [A3J’1'in 2. siitunu

A

|A2 |"tin 1. satin A,, "ye eklenir A,;’e eklenir

"

|A2 |*iin 2. satir A,,’ye eklenir A;,;’e eklenir

oldugu goriiliir. Yani

Cl1 C3

I |
R1
PN
3| h h
|a*]= T 5 a (2.194)
B n® " n

—

—
T; elemam hesaplanms [A,,]matrisi

T; elemanimimn 1. diigiim noktasinin global siras1 2 ve 2. diigiim noktasin global

siras1 3 oldugundan, [A3J yerel sertlik matrisinin elemanlar lAhJ global sertlik

matrisinin 2. ve 3. satir ve siitunlarina ekleneceklerdir.

Yukaridaki iglemler T, eleman: igin tekrarlanirsa:
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11
_— ——1 3
ld%ymu'd%m«a ax=| B' b o[af] (2.195)
s dx dx ___1_ _1_ 4
h* b
3 4

lA“ J’l’in 1. siitunu lA“ J’iin 2. siitunu

|A* |"tin 1. satn A, ’e eklenir A,,’e eklenir

—[A‘Tﬁn 2. satirt A ;e eklenir A,, e eklenir

oldugu goriiliir. Yani

2 c3 167
m|l 1 -1
h? h®
1 1
’I?T “BT R3 ;1 L_*._l_ ;1
[a*]= T 1l h* ' hn* nt (2.196)
_ ~1 1
h* n* R4 O

7 ~
Ti eleman: hesaplanmig [Ah]mamsi

T, elemanmm 1. digtim noktasin global sirast 3 ve 2. diigiim noktasinin global
sirast 4 oldugundan, lA“j yerel sertlik matrisinin elemanlari lAhJ global sertlik

matrisinin 3. ve 4. satir ve stitunlarina ekleneceklerdir.

[Ahj matrisinin her bir satin v=0, ’ye bagh olarak 8J,(u,) birinci varyasyonuna
katki olarak diistiniilebilir. [Ahl matrisinin R3 satir1 @, (x) fonksiyonunun dayanagi
olan T} ve T;} elemanlarindan degerler alarak olugmaktadir. Yukarida incelenen

Smnekte R3 satiri tamamlanmustr. h® =h*=h alimrsa, bu satrm 1(..-12 -1...)

bigiminde oldugu goriliir. Ancak lehJ matrisinin diger satirlari heniiz
tamamlanmamugtir.
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Benzer diigiince ile sag taraf olusturulabilir. T, elemanimin { ﬁ‘h } sag taraf vektoriine
katkis1

F,; =1(0,)= [ fo, dx (2.197)

esitligi goz 6niinde bulundurularak

¥ [,
f dx=| 22 7 =P 2.198
.‘;g P2 yada 3 “—;-Lﬂizdé 5 } ( )

olarak hesaplanabilir. {F3} yerel sag taraf vektoriinin 1. sati1 K,, elemanma, 2.

satirt ise F, , elemanina eklenecektir.

{F3}=[F‘3} - ol (2.199)

R3 F23

M o
T3 elemant hesaplanmig {F,, } vektorl

Benzer diistince T; elemammn {15}, } sag taraf vektorline katkisi

F=llp,)= J:ftpi dx (2.200)

esitligi gbz 6niinde bulundurularak

m{mdg|s )

4 = (2.201)
hT ,[1sz d; |4

.[.‘.:f(p3yada4 dx =
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olarak hesaplanabilir. {F“} yerel sag taraf vektoriinlin 1. satiri f‘“ elemanina, 2.

satir1 ise F, , elemanina eklenecektir.

F4 . F3
Fii=1"1 N R2 1
¥ H “l R4E

4
R4 F2

~

Ty elemant he;anms {fh}v;ktﬁrn

2.5.3.2. Birlestirmenin algoritmasi
Yerel siralamadan global sirlamaya doniigitim olan

o(k,a):{1,2,...K }x{1,2 }>{01,...n+1}

eleman numaras: yerel global
digim dogam
numarast numarast

(2.202)

(2.203)

doniisiimii tanimlansin. x¥, k. elemanin o. diigiim noktast ve X4, 6(k,a) global

diigtim noktas: olmak lizere

k _
Xo = Xp(k,a)

(2.204)

esitligi ile bu doniistim yapilir. Ornegin; bolgtide 5 tane diigtim noktas: olsun. Yani,

K=4 alinsin. Bu durumda, O(k, oc) doniigiimii

VOB T T, 8(k, o)
' 1le[1lz]3
m'l%—;g 2[1]2(3]4

Sekil 2.25. O(k, o) donistimi.
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bigiminde olacaktir. Burada karsilagilacak problemlerden biri siralama olur. Farkli
siralamalar sonucunda farkli déniigiimlerin olusacagina dikkat edilmelidir. lAhJ

matrisinin elde edilmesi i¢in bir ig-akis gemas1

[Ahj matrisinin elemanlari sifir olarak kabul edilsin;
{k=1,....Ki¢in
{a=1,2 i¢in
i=6(k,a);
{B=1,2 i¢in
j=0(.B);

A

Ay =Ahij "‘A];p;}}}

olarak gikarilabilir. Bu iglem sirasinda; lAkJ matrisinin o. satirl [AhJ matrisinin
Pg(o) DAz fonksiyonuna bagh birinci varyasyonuna karsilik gelen 0(k,o) satirma
yerlestirilmektedir. Ornegin; yukarida tammh 6(k,c;) déniistimii igin lAZJ yerel

sertlik matrisinin 1.satir1 [Ahj global sertlik matrisinin 6(2,1)=1.satirina gidecektir.
{ %, } matrisinin elde edilmesi igin bir is-alas semast

{ E, } matrisinin elemanlan sifir olarak kabul edilsin;
{k=1,...,Ki¢in
{a=1,2 i¢in
i=0(k,a);

Fhi =ﬁhi+F:5}}

olarak ¢ikarilabilir. Direkt sertlik islemi biitiin sonlu elemanlar program kodlarinin en
temel tagimi olusturur. Bu islemde G(k,a) déntistimii ile elemanlar arasmdaki
etkilesimler dogru olarak hesaplanir. Elemanlar temel alan birlegtirme sathasinin baz
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fonksiyonu temelli birlestirmeye karst avantaji iki boyutlu R? uzaymda ortaya
cikacaktir.

2.5.4. Smir kosullar
2.54.1. Giris
1 -1 W [ Uy g ] f(‘h 0
-1 2 -1 0 i Ah |
-1 2 -1
1 = (2.205)
h . ’
0 -1 2 -1{] §,, .
L -1 g _ﬁh n+l | _Ah n+l |
[m {an} {Ah }
2.5.4.2. Homojen Dirichlet smir kosullar:
veE X .
A~AIEX
@ﬁ / ) ‘wivi
T Vo Zen
Sekil 2.26. Homojen olmayan Dirichlet kosulu i¢in baz fonksiyonlar.
u, €X, yaklagik ¢oziimii
a(u,,v)=1(v) ,vveX, (2.206)

varyasyonel problemi saglayacak sekilde olsun. X, uzay:

X, ={veX| v, eR(T,),vT, 7, (2.207)
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ile ve X uzay1
X = {veH'(Q) v(0)=v(1)=0} (2.208)

ile tammlansin. Smir kogullarim1 soruya dahil etme islemi iki ayr1 yolla
gerceklestirilebilir.

Agik eliminasyon. X uzaymda smr degerleri verildiginden ¢, ve ¢,, baz
fonksiyonlar1 ile elde edilmis varyasyonlar kabul edilemezler. Bu yiizden, lthj

matrisinden RO ve Ro+1 satirlart gikariimalidir. Diger yandan; G, , =4, ,,; =0

oldugundan, bu ifadeler ile g¢arpilacak olan CO ve Cntl siitunlar1 da [Ahj
matrisinden ¢ikarilmalidir. Béylece;

[A, Ju, }={F} (2.209)

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir.

~

Biiyiik say1 yaklagimi. € sayis1 1’den gok kiiglik olmak {izere, Ah o Ve A

h n+ln+l

elemanlari yerine 1/e yazlsmn. F,, ve F, ,, elemanlan ise sifir ile degistirilsin.
Béylece, basit bir yolla RO ve Rn+1 satirlann G, , =1, ,,, =0 ile degistirilmis olur.
Ozellikle biiylik boyutlarda, lAhJ matrisinin yapisinda degisiklie gerek

olmadigmdan uygulanmasi en kolay yol budur. Pratikte, € say1si lAhJ matrisinin RO

ve Rot+l satirn elemanlarindan gok kiiglik olmalidir. € sayismin kiiclik olmasi
matrisin kondisyon sayisi agisindan bakildiginda problem gikarabilir. Ancak sonlu
elemanlar yénteminde bu durumla kargilagiimaz.

Buraya kadar anlatilanlar direkt ¢6ziim yOntemine aittir. Ardigtk ¢6ziim
yontemlerinde siur kogullar: farkli bir bigimde soruya dahil edilirler.



90

2.5.4.3. Homojen olmayan Dirichlet sinir kosullar
u, € X? yaklagik ¢6ziimii
a(u,,v)=1(v) ,vveX, (2.210)

varyasyonel problemi saglayacak sekilde olsun. X, yaklasim uzayr v(0)=v(1)=0
olmasim gerektirir. X yaklagim uzayi ise, w(0)=u® , w(l)=0 olmasim gerektirir.

Sekil 2.27. Homojen olmayan Dirichlet kosulu igin yaklagim fonksiyonu.

Simr kogullarim soruya dahil etme islemi iki ayn yolla gerceklestirilebilir.

Acik eliminasyon. X, uzaymda smir degerleri verildiginden ¢, ve ¢,, baz
fonksiyonlar: ile elde edilmis varyasyonlar kabul edilemezler. Bu yiizden, [A, |
matrisinden RO ve Rn+l satirlart g¢ikarilmahdir. Diger yandan; XP uzayinda
fi,o=u" ve G,,,=0 oldugundan —u”-C0-0-Cn+1 situnlars {f,} sag taraf

vektériiniin bulundugu tarafa gegirilir. Béylece,
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[ 2 -1 1 [ B ] —ﬁhl‘uD(Tll)-
-1 2 -1 0
-1 2 -1
1 .
il = 2211
h _ (2.211)
0 -1 2 -1 .
L —1 2j _ﬁth i ﬁ‘hn |
[A4] {up} &}

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir.

~

Biiyiik say1 yaklagimi. e sayis1 1’den ¢ok kiigiik olmak iizere, Ah o Ve A

h n+ln+]

elemanlar1 yerine 1/e yazlsin. 13‘ho elemam éuD ile ve I:“h e €lemam sifir ile

degistirilsin. B&ylece, RO ve Rn+1 satirlarna karsthk 4, , =u® ve §,,,=0 ile

degistirilmis olur.



2.6. Bir Boyutlu Uzayda Coziilmiis Problemler

Ornek 3.6.1.
2
—%—Pz—-—u+x2 =0 ,0<x<l
X
diferansiyel denklemi

u(0)=0 ,u'(1l)=1

baslangi¢ kosullar1 ile verilsin. Bu problemin analitik ¢6ziimii

ulx)= 2cos(l —x)+sinx +x2

x“ -2

cosl

92

(2.212)

(2.213)

(2.214)

fonksiyonudur. 1. tip Lagrange baz fonksiyonlar: kullanilarak 4 sonlu eleman ile

sonlu eleman ¢6ziimii yapildifinda Tablo 2.1 deki veriler elde edilmisgtir.

Tablo 2.1.

X Analitik Coziim Sonlu Eleman Coziimii
0.1 0.1262 0.0124
0;2 0.2513 0.0248
0.3 0.3742 0.1468
0.4 0.4943 0.3784
0.5 0.6112 0.6100
0.6 0.7244 0.7204
0.7 0.8340 0.8308
0.8 0.9401 0.9372
0.9 1.0433 1.0396
1.0 1.1442 1.1420
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Ornek 2.62. xe [0,1] olmak {izere y"~y=x diferansiyel denklemi y(0)=1 ve

y'(1)= e~1 smr degerleri ile verilsin.

Bu denklemin analitik ¢ozlimii y(x)= ¢* —x fonksiyonudur. 1. tip Lagrange baz
fonksiyonlan kullanilarak 4 sonlu eleman ile sonlu eleman ¢6ziimii yapildiginda
Tablo 2.2 deki veriler elde edilmistir.

Tablo 2.2.
X Analitik Coziim | Sonlu Eleman Coziimii
0.25 1.034025 1.03254
0.50 1.148721 1.14609
0.75 1.367000 1.3636
1.00 1.718281 1.7146

Elde edilen veriler ile analitik ¢6ziimiin kargilagtiriimas: Sekil 2.28 de yapilmugtir.

1.7
1.6 |
1.5}
1.4}
1.3}
1.2}
1.11

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 2.28.
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Ornek 2.6.3. Ornek 2.6.2 de smir kosullan ile verilen diferansiyel denklem 2. tip

Lagrange baz fonksiyonlari kullanilarak 4 eleman ile sonlu eleman y&ntemi

kullanarak ¢6ziildiiglinde Tablo 2.3 teki veriler elde edilmistir.

Tablo 2.3.
X Analitik Céziim Sonlu Eleman Coziimii
0.25 1.034025 1.034020
0.50 1.148721 1.148720
0.75 1.367000 1.367000
1.00 1.718281 1.718210
Ornek 2.6.4.

4
i&z—’{—gx—)=x ,xe(O,l)

dordiincti mertebe diferansiyel denklemi

s0=1 ()=t

Y=o y0)--2

(2.215)

(2.216)

(2.217)

siir kosullar: ile verilsin. Bu simr deger problemi, Hermite tipi baz fonksiyonlart

kullanilarak 4 sonlu eleman i¢in sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziildiigiinde Tablo 2.4

teki veriler elde edilir.
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Tablo 2.4.
Analitik Coziim Sonlu Eleman Coziimii
’ y y' u, u
0.25 1.27822 1.2137 1.27822 1.21370
0.50 1.60095 1.35677 1.60095 1.35677
0.75 1.95120 1.43506 1.95120 1.43506
1.00 2.31389 1.45833 2.31389 1.45833

Ornek 2.6.5. Bir boyutlu

2
%%_%F_o O<x<l (2.218)

kismi tiirevli diferansiyel denklemi
u(0,t)=0 ,3“-(1, )=0 (2.219)
ox
siir kosullar ve

u(x,0)=1 (2.220)

baglangi¢ kosulu ile ele alinsin. Burada u bagimli degiskeni, t zamam ve x bagimsiz
degiskeni gostermektedir. Bu problemin analitik ¢6ziimii

ux,t) =23 S S0 AaX Sm)“ SN . E3).. 2.221)

n
n=0 2

serisi ile verilir.
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Bu problemde =" olmak iizere Crank-Nicolson yaklagimi ve At =0.05 zaman

2

aralig1 kullamilarak Tablo 2.5 teki veriler elde edilmigtir.

Tablo 2.5
t ) 4 Analitik Coziim Sonlu Eleman Coéziimii
0.5 0.5532 0.554761
02 1.0 0.7723 0.784782
0.5 0.3356 0337188
o4 1.0 0.4745 0.477079
0.5 0.2049 0.204958
06 1.0 0.2897 0.289990
0.5 0.1251 0.124583
08 1.0 0.1769 0.176269
0.5 0.0764 0.075727
10 1.0 0.1080 0.107145
0.5 0.0466 0.046030
12 1.0 0.0659 0.065127
0.5 0.0285 0.279795
b 1.0 0.0402 0.039587

Ornek 2.6.6. Omnek 2.6.5 teki 1s1 problemi tekrar ele alinsin. Yari-ayrik yaklasim
esnasinda baglangi¢ vektorii ¢, = {1,0}T olsun. x, =0, x, =0.2, x, =1.0 segilerek

1
2

diizglin olmayan bir bolglide 6= olmak tizere Crank-Nicolson yaklasimi ve

At = 0.05 zaman aralif1 i¢in Tablo 2.6 daki veriler elde edilir.



Tablo 2.6.
. Analitik Céziim Sonlu Eleman Coziimii
u(l,t) (2 lineer eleman ile)
0.2 0.7723 0.812811
0.4 0.4745 0.460472
0.6 0.2897 0.261692
0.8 0.1769 0.148737
1.0 0.1080 0.084537

97



BOLUM 3. iKi BOYUTLU PROBLEMLERIN SONLU ELEMAN
ANALIZI

3.1. Model Poisson Problemi

3.1.1. Model problemin klasik ¢oziimii

Bu béliimde; basit ancak konuyu anlamaya yardimec: bir problem incelenecektir. R?

uzayinda Poisson problemi; Q ¢okgensel tanim bdlgesi lizerinde

— 2 =
Vau=f Q da G.1)
u=0 Q=T da

olacak bi¢imde bir u fonksiyonunun bulunmasi olarak verilir.

Ik olarak, burada tamm kiimesi ¢okgen olmasi istenmektedir. Tamim kiimeleri,
genellikle egri smrh  elemanlardan olusan  izoparametrik  doniistimler
gerektirmektedir. Bu tlirden elemanlarin uygulanmasina bu ¢aligmada yer

verilmeyecektir.

Ikinci olarak, homojen Dirichlet simr kogullan g6z 6niine alinmistir. Formiilasyon,
analiz ve uygulama agisindan bakildifinda bir boyutlu uzayda homojen ve homojen
olmayan Dirichlet sinir kosullari arasinda kiigiik farkliliklar s6z konusudur. iki
boyutlu uzayda ise, ancak u” homojen olmayan Dirichlet smir kosulu parcali
polinom oldugunda sonlu eleman yaklasim uzayinca tam olarak temsil edilebilir.
burada incelenecek simr kosulu pargali lineerdir. Uygulamada, u® yerine onu

interpole eden fonksiyon yazilabilir. Ancak bu durum, teorik anlamda sorunlar agi3a
¢ikarabilir.
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Neumann ve Robin smir kosullarimin sonlu elemanlar ile uygulanmas: burada
anlatilan yol takip edilerek yapilabilir. Yiiksek mertebeden uzaylarda, tanim
bolgesinin smirinda  gradiyen ve normallerin hesaplanmasi ¢ok karmasik bir
islemdir. Bu yiizden dogal smnir kosullarinin verilmesi daha yararh olur. Neumann

sinur kogullari i¢in de bu durum s6z konusudur.

Ugiincii olarak, problem iki boyutlu uzayda ¢oziilecektir. Aslinda, ii¢ boyutlu uzayda
soru ¢oziimii iki boyuttakine benzerdir. Ancak, uygulama ¢ok karmasiktir ve ¢ok
daha fazla igleme mal olmaktadir.

3.1.2. Minimizasyon prensibi ve zayif formiilasyon

X ¢6zlim uzay, a(w,v) SPT bilineer formu ve I(v) sinirli lineer formu

X={ veH'(@Q) v, =0 [=H})(©Q) (3.2)
a(w,v)= LVWVvdA ’ (3.3)
i(v)= [ fvdA (3.4)

olmak tizere, minimizasyon prensibi

u=arg mi)r(l -;—a(W, w)-1(w) (3.5)
I(w)

bigimindeki u fonksiyonunun bulunmasdir. Zayif formiilasyon ise,
a(u,v)=1(v) ,vveX (3.6)
esitligini saglayan u fonksiyonunun bulunmasidir.

f fonksiyoneli 1*((2)’da olmak zorunda degildir. Herhangi bir 1e H™ (Q) segilebilir.
Omegin; I, simrinda l(v)=l ve diger yerlerde sifir olan bir “dogru kaynag”
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secilebilir. T',, Q tanim bolgesindeki herhangi bir sonlu elemanin simrindaki bir
dogrudur. Ancak, QeR? tamm bélgesi igin; H™'(Q) uzaymm elemant
olmadigindan, & Dirac fonksiyonu segilemez.

3.1.3. Fonksiyonellerin regiilerligi

Genel olarak; ”u“HI(Q) SC“ll]H_,(Q) esitsizligi s6z konusudur. fel? (Q) ve Q tanim

kiimesi konveks olmak {izere,
[ @ = c”ﬂ”ﬁ(a) (3.7)

esitsizligi yakinsama hizi i¢in onemli bir ifadedir. Yukanda H'(Q) ve H'(Q)

normlar1

ol = £ (Ve +u? Jaa 658)

ve

_ I(v)
L —_—— o Moo, (3.9)

bicimindedir. R* uzaymnda ise, H*> normu diger tiirevler ile birlikte capraz tiirevleri

de icermektedir.

Bir boyutlu uzayda, u fonksiyonunun H* (Q)’da olmasim garanti etmek icin f

fonksiyonelinin diizgiin olusu yeterli oluyordu. ki boyutlu uzayda; smir kosullar: ve
denklemin tiirevler {izerindeki etkileri kangiklik meydana getirdiginden yukarida
sOylenenler gegerliligini yitirir. Bununla birlikte; Q tamim kiimesinin konveks

olmast durumunda, u fonksiyonunun H?(Q)’da olmasim garanti etmek igin f
fonksiyonelinin 1*(€2)°da olmas: yeterlidir. © tanim kiimesinin konveks olmadig
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durumda da u fonksiyonunun H?(Q) uzaymnda olabilir, ancak bu durum burada

incelenmeyecektir. Konveks olmayan tamim kiimelerinde késeler ve tekillikler ile
karsilagilacaktir. En karmagik durum ise 27 ’lik bir ag1 ile meydana gelen kose olan

gatlak durumudur. Bu durumda dahi, ¢éziim H'(Q) uzaynda kalir.

3.2. Sonlu Eleman Ayriklastirmasi
3.2.1. Ucgenlestirme

Problemin tanim kiimesi Q,

Q=JT, (3.10)

Th Er],

bi¢ciminde T, kiimelerine pargalansin.

Thk elemanlar:

Sekil 3.1. Tamim bdlgesi ve T}, iggenlestirmesi.

x, diigiim noktalan, i=12,..,n i¢in i¢ diiglim noktalarmi ve i=n+1,..,0 igin
smirdaki diiglim noktalarim belirtmektedir. Yukarida yapilan diigiim noktast
siralamasi yerlesim uyumlulugu i¢indir. Bu sayede, uzaylarin ve bazlarin tanimlar
ile siir kosullarinin soruya dahil edilmeleri biyiik 6l¢iide kolaylasir. Genel anlamda
smir kosullar1 diistintildiiglinde, etkin olmasi agisindan bu siralama en iyi olarak
goriilmeyebilir. Ancak, global denklem sistemi olusturulurken G(k,oc) doéniigtimii

kullanilarak yeniden siralama yapilabilecegi unutulmamalidur.
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Genelde, sonlu elemanlar yapisi 6nceden belirlenmemis bélgiiler {izerinde kurulurlar.
Boylece esneklife sahip olurlar. Bununla birlikte, F.F.T. ve tensorler gibi bazi
kavramlardan mahrum kalirlar.

Iki boyutlu uzaylarda {iggenlestirme ¢ok zor bir islem halini alabilir. Diigiim
yapisinin {liretilmesi bazen sorunun iglemlerinden daha fazla zaman alabilmektedir.
Ik olarak, tiggenlerin kapaniglarinin birlesimi tanim kiimesinin 6rtmelidir. Ikinci
olarak, elemanlar birbirleri ile kesigmemelidir. Uglinclisii; herhangi bir elemanin
kapanig: ile diger bir elemanin kapanisinin kesigimi, ya her iki elemamn bir kenar1,
ya bir kdse noktasi, yada bos kiime olmalidir. Burada sayilan {i¢ kosula sifirinci
mertebe kisitlamalar adi verilir. Bunlar {iggenlestirmenin yapildigi uzayda var
olmalidir. Konform olmayan doniigtimlerde ise bu kosullardan bazilar
hafifletilebilmektedir.

Yukanidaki sifirinci mertebe kisitlamalarin yani sira, kurulan sonlu elemanlar
uzaymin yakinsama 6zelliklerinin iyi olmas i¢in saglanmasi gereken birinci mertebe
kisitlamalar vardir. Bunlardan ilki, regtilerliktir. Bir ¢ok isimle anilmakla birlikte; h
sifira giderken herhangi bir elemanin en kiigiik agisinin sifir olmamasi anlamindadir.
Boylece; ortak bir kdseyi paylasan liggen sayisi sinirlanir, uzun kenarina oranla kisa
kenar sifira gitmez. Tj, ficgenlestirmesinin ¢ap1 olan h sayisi, h* sayilarnm en

biiytiptidiir. h* sayis1 da, T* elemammn en uzun kenarimin boyudur. 7}, {izerine
h .

konulan son kosul bir boyutlu uzaylarda incelenmistir. h sifira giderken h*
sayllartmin minimumunun maksimuma oram sifirdan farkli olmali ve smurl
kalmalidir.

Son olarak ikinci mertebe kisitlamalar vardir. Coziimiin gok hizli degistigi bolgelere
daha fazla eleman yerlestirilmelidir. Sonradan yapilan hata analizine gére diigiim
yapist yenilenmelidir. Elemanlarin tabanlarinin yiiksekliklerine oranlarmin
belirlenmesi, ¢6zlimiin belirli zelliklere sahip olmasi ve sertlik matrisinin kondisyon

sayist agisindan Snemlidir.
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3.2.2. Sonlu elemanlar yaklasimi

Sonlu elemanlar yaklasim igin kullanilan sonlu boyutlu X, uzay:

X,=1{veX | v, eP(T,),VT, eT, (3.11)

ile verilir.

Sekil 3.2. Bolgiiden bir iiggen eleman.

P(T,): v, =co+ ¢, x+ ¢,y  ,cc,,c, €R (3.12)
h uv_a ,__7_,

¥

Bir boyutlu uzayda oldugu gibi lineer polinom yaklagimi kullamlacaktir. Aslinda
sonucun gegerliligi agisindan kuadratik elemanlarin kullamilmasi en iyisidir. Bu
¢alismada liggen elemanlar incelenecektir. Bununla birlikte, dértgen elemanlarin bir

¢ok avantaji s6z konusudur.

Yukarida bahsedilen sonlu elemanlar yaklasim uzay1 ¢, baz fonksiyonlar: cinsinden

X, =span{p;,0,,..,0, } (3.13)

bi¢gimindedir. ¢, baz fonksiyonu 1<1i,j<n olmak lizere

o,(x;)=8, (3.14)
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bi¢iminde tammlamr. ¢, baz fonksiyonunun sifirdan farkhi oldugu bolgeye o,

fonksiyonunun dayanagi ad1 verilir. Bunun geometrik anlam

stfirdan farkh

Sekil 3.3. @, baz fonksiyonunun dayanag.

bigiminde olur. Uggenlestirmenin geometrik yapist iizerindeki gereksinimler uzay ve
baz iizerinde etkiler meydana getirir. Ornegin; bir kenarda kesisen iki elemanin
kenarin tamami boyunca kesigmesi istenmektedir. Boylece, verilen iki diigiim noktast

ile olusan kenarda baz fonksiyonu siirekli olacaktir.

Yukaridaki diigiim noktasi siralamasi gerefince Xx; ,j=1,..,n noktalan ig
noktalardir. Boylece, j=n+1,..,0 i¢in ¢, €X, = X baz fonksiyonlar1 géz &niine
almirsa @, (x j)=0 oldugu goriiliir.

Digiim noktas1 yorumu. Sonlu eleman yaklasim uzayr X, ’den segilen v test
fonksiyonlar1 i¢in

v=§n:vi(p,.(x) (3.15)
i=1
yazilir. Buradan,

v)=Y vl )=dve, = vi=vix) (3.16)

i=1 i=1

elde edilir.
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3.2.3. Izdiigiim

Rayleigh-Ritz metodunda u, yaklagim fonksiyonu

u, =arg gg(n %a(w,w)—l(w) (3.17)
o N

bigimindedir.

Galerkin metodunda u, yaklagim fonksiyonu X, sonlu eleman yaklasim uzaymnin

el.emam olur ve
au,,v)=1(v) ,vveX, (3.18)
varyasyonel problemini saglar.
3.2.4. Ayrik denklemler
Verilen model problemin genel semasi ¢ikarilsm. i=1..,n igin v=g, (x) ve

u, (x)= iuh i@ (x) olsun. u, eR" igin ayrik denklemler

=1

[A, u, }={F, } (3.19)

bigimindedir. Burada; [A,] global sertlik matrisi ve {F,} sag taraf vektoriiniin

elemanlar

A, =2(0,9;) ,1<i,j<n (3.20)
F;=lp) ,l<i<n (3.21)

esitlikleri ile hesaplanir.
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Diizgiin bir bslgii kullanilarak
g = 4

(11)

1y =4

4

(0,0) &

Sekil 3.4. Ditzglin bdlgt.

liggenlestirmesi elde edilir. Burada elamanlarin gaplan J2h birimdir. Genellik
bozulmadan, V2h yerine h alinacaktir, Burada,

K =2n’

= (nl )2

n= (nl - 1)2

h=1/n,

olarak hesaplanabilir.

[A, ] global sertlik matrisinin elemanlar:

a(w,v)= .LVwVvdA = _L(vax +W v, )dA

o9, 0p; op, O, ..
::»Ahij =a((Pia(pj)= L(a(i . 6x1 + ;; . ay’]dA ,1<i,j<n  (3.22)

esitlikleri ile hesaplanabilir. Yukaridaki esitlikte bulunan ¢, baz fonksiyonlarmm

kismi tiirevleri incelenirse
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h ; k
L. 1e L=
41,1 i/ 1
1/ B 0,/1 h
0 1
By [z By /By

Sekil 3.5. @; baz fonksiyonlarmin kismi tiirevleri

elemanlar {izerinde pargali olarak sabit kaldiklar1 goriiliir. Buradaki kismi tiirevler
kullanilarak [ 2.2 integrali

( Bpnfoz 0 )
Bpnp /B2 0
o8 - ’(hﬁ
: desg /0 0 g
f%%d bos/ox Sda={ o L&
9 Bpgw [O 0 2
Bipw {8z ~2/h?
Bonw [0 0
S J . 4fK® ,

Sekil 3.6. p; baz fonksiyonlarmmn x’e gre kismi tilrevi.

olarak hesaplanabilir. Aym yol izlenerek, L%%M integrali de hesaplanabilir.

[ BenfBy ) [ —2/k* )
Bone!dy 0
gmf%% g
sE /8 3
fﬁf&{ éias 8y dd=<{ —2/K? r}i—
e % 1 apew /oy 0 2
Spw (By 0
&ﬁﬁwéaﬁ‘ 0
9 &ﬁf} ¥ X 4jh2 y

Sekil 3.7. @, baz fonksiyonlarmin y’ye gére kismi tilrevi.

Yukanda yapilanlar 6zetlenirse; [A, ] global sertlik matrisinin i. satriin sifirdan

farkli elemanlarinin
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=} 1

-1

Sekil 3.8. Global matristeki i. satirm sifirdan farkli degerleri.

oldugu goriiliir. Bu satir sonlu farklar yontemindeki ile aynidir. Ancak sonlu eleman
yontemi ile elde edilen matris sonlu farklar ile elde edilen matristen h® garpam kadar
biiyiiktiir. Bu boliimde, ¢, baz fonksiyonlarmm [A, | matrisinin olusumuna etkisi
goriilmiigtiir.

3.3. Teorik Analiz
3.3.1. Genel sonuglar

Daha 6nce belirtildigi tizere, enerji normu
M =a(v.v)=I¥;

) = LIVVIZ dA (3.23)

ile verilir. Buradan; u, , u fonksiyonunun X, uzayindaki enerji normunda izdiigiimii
olmak {izere

Jell= ing

fu—w, l[l (3.24)

wreXy
olur. (3.24) iin ispat1 bir boyutlu uzaydaki ile aymdir.

H'(Q) normu daha énce belirtildigi tizere,

Moy = (99 +v2 Jaa (3.25)
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ile verilir. Buradan; o > 0 koarsiflik sabiti ve B stireklilik sabiti olmak tizere

"e“H‘(Q) < (1 + g) inf ”u ~Wh ”H’(g) (3.26)

wpeXy
olur. (3.26) min ispati bir boyutlu uzaydaki ile aymdr.
3.3.2. Ozel sonuglar

Q konveks tamm kiimesi {izerinde f e L*(Q) igin

Jefl < ehlful s oy (3:27)
"e"H’(Q) S Ch“u||H2(g) (3.28)
”e"ﬁ(g) <ch’® ”u”m(g) (3:29)

esitsizlikleri yazilabilir.Bu ifadelerin ispatlar1 bir boyutlu uzaydakiler ile aymdur.
Bununla birlikte,

u-—Ihu“HI(Q) ifadesi i¢in siir1 bulmak oldukga giictiir. Burada da

bir boyutlu uzayda oldugu gibi h bagimlilig1 bulunur.

Burada; H? normu, “kinik” H? normu ile degistirilebilir. Boylece, daha az regiiler
bir f fonksiyoneline gereksinim duyulur. Yiksek boyutlu uzaylarda asil mesele

tekilligin indirgenmesidir. Burada, Q tanim kiimesi konveks olmak fizere f € L? (Q)
ise ueHz(Q) olmalidir. Konveks olmayan tamm kiimeleri i¢in de bu durum séz
konusu olabilir. Ancak genel olarak f e L*(Q) igin bu durum s6z konusu olmaz. Bir
boyutlu uzayda, diigiim noktasi olmayan bir noktada 8 Dirac fonksiyonu yerlestirilse
enerji normunda vh yakinsamas: elde edilir. Burada, u ¢ HZ(Q) ise o<1ligin H'
normundaki yakinsama h°’ya dontisecektir. Tekilligin bulundugu yerin etrafina daha
kiiclik elemanlar yerlestirilirse bu durumdan kurtulmak soz konusu olur. Bazen

tekillik diisiintilerek yapilan eleman yenileme iglemi 6nemini yitirir, Ciinkii



110

yakimsama hizi diigiikte olsa, ¢ok kiigiik hatalar olustufundan sonuglarda pek
degisiklik olugsmaz.

Son olarak, I" smur1 bir fonksiyon kabul edilirse, yani tamm bélgesi bir ¢okgen
olmazsa yiiksek mertebeden izoparametrik fonksiyonlar ile yakinsama hizina ulaglir.

s=1°(u)+c® ve s, =1°(u, )+c° oldugunu hatirladiktan sonra, konveks bir Q tanim
kitmesi ve f € L*(Q2) igin
PeH' Q) = [s-s4]= ’10 (e] <ch|ul (3.30)

H*(Q)

ve

Pel’(@) = [s-s,/=[(e)<ch?[y] (3.31)

H*(Q)

olur. Ashnda; daha genis bir fonksiyonel smifinda h> yakinsama hizimi elde etmek
icin R bir boyutlu uzaymndaki benzer diistinceler kullamlabilir.

3.4. Iki Boyutlu Poisson Probleminin Ayriklagtirmasi: Uygulama Safhasi
Uygulama esnasinda dért adim takip edilecektir:

1- Prototip soru

2- Elemanlar ile ilgili nicelikler

3- Birlegtirme
4- Sinir kosullar
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3.4.1. Prototip soru

3.4.1.1. Prototip soru i¢in uzay ve baz

X, = {ve H! (QX v|Th eP(T,),VT, e 7',,}

(3.32)
= span{tpo 3 Prseees Py }

Sekil 3.9. T, liggenlestirmesi.

x; ‘diigiim noktalar1 i=1L,...,n i¢in i¢ nokta, i=n+1,...,0 igin ise smir noktasidir.
Sinir diiglim noktalar: ile kurulan sapka fonksiyonlar1 asafida tanmitilmugtir. f(h

uzaymin herhangi bir v eleman1 v, = v(x,) olmak iizere

V(X)=Zﬁlvi<pi (x) (3.33)

i=1
bigiminde yazilabilir.
3.4.1.2. Prototip sorunun varyasyonel ifadesi
Burada aranan §i, e X, fonksiyonu
a(f,,v)=1(v) ,vveX, (3.34)

varyasyonel problemini saglamalidir. Aslinda bu problem hi¢bir zaman ¢6ziilmez.
Sadece bir hazirlik safhasi olarak rol alir.
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3.4.1.3. Ayrik denklemler

8, ()= u, (%) (3.35)

i=l

yaklagim fonksiyonu alinsm. Yukarida diisiinceler uygulandiinda, 1<i,j<f olmak

izere elemanlan

A, =2(0,,0;)= —L(aax% -Z‘i" + ‘Zy"’i -iy"”)dA (3.36)
ve

Fi =10,) = [fo:) (3.37)
olan

A K8, }=15} (3.38)

denklem sistemi elde edilir. Diigiim noktalarmn siralanmasindan dolay: [A, | matrisi
ile |A, | matrisi basit bir sekilde baglantihdur. Yani, [A,] matrisi |A, | matrisinin
nxn lik alt matrisidir. Bu nxn lik matris [Ahl matrisinin sol st kosesindeki

matristir. Farkli siralamalar s6z konusu oldugunda [A, | matrisi lAhJ matrisine bu
kadar yaki olmayacaktir.

3.4.2. Elemanlar ile ilgili nicelikler

3.4.2.1. Elemanlar ile ilgili yerel tanimlar

Yerel diigim noktalari. T, bolgiisinden T, elemam &rnek olarak almarak bu

elemana ait nicelikler verilmisgtir.
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Sekil 3.10. Bélgiiden bir elemantn yerel ve global diigiim numaralari.

Yukanida segilen T elemamnim alan: Alan® ile, yerel diigtim noktalar x*,x%,x¥ ile

gosterilmigtir. Bu yerel diigim noktalarina karsilik gelen yerel digiim noktalar: ise

Ornegin X,,X,;,X,, olsun.

Yerel baz fonksiyonlari. Yerel baz fonksiyonlar1 o =1,2,3 olmak iizere H‘; ile
gosterilsin. Bu durumda yukaridaki siralama siirdiiriiliirse,

H{ = (Psng ,H; =(P11|Tg JH] = (P24|T; (3.39)

olarak elde edilir. Buradaki yerel baz fonksiyonlari, H P, (T;‘) ve HX (x:;)=8mB

ozelliklerine sahiptir. Herhangi bir veX, elemammn T* elemanmna kisitlanmasi

"

H* yerel baz fonksiyonlar: cinsinden yazilabileceginden, T* elemaninin |A, | ve
o h h

{E, } matrislerine katkisim Lagrange interpolasyon fonksiyonlari cinsinden yazmak

miimkiindiir.

3.4.2.2, Pilot eleman

Burada; késeleri (0,0), (1,0), (0,1) noktalar: olan bir pilot T tiggeni tanimlanir. Daha
sonra, her bir elémam pilot elemanin basit bir goriintiisii haline getirecek olan afin bir
doniliglim tanimlanir. Bir boyutlu uzaya nazaran buradaki doniigiimler ve degisken
degistirme islemleri daha zahmetlidir. Bu sebeple, yerel diigtim noktalari ve baz
fonksiyonlar: kullanilacak, pilot elemana bagvurulmayacaktir. o =1,2,3 olmak tizere



114

H; yerel baz fonksiyonlarimn ifadelerini bulmak igin Hy =cf +c,x+cy,y olsun.

Her o yerel diigiim noktast igin HY baz fonksiyonu 1 degerini alacagindan

1 xf yif]ck 1 0 0
1 x5 yy||ck, |=]0] yada [1] yada [0 (3.40)
1 x5 yil|cra 0 0 1

[ e d

o=l igin =2 igin a=3 igin

bigimindeki {i¢ tane lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu {i¢ sistem ayr1 ayr

¢ozillerek her bir diigiim noktasina ait baz fonksiyonu olusturulur.

3.4.2.3. Elemana ait sertlik matrisi

|A, | global sertlik matrisinin bir elemant

r _ [ % 99; ap; 00
Ahij_L(ax 6x+6y adeA (3.41)

ile hesaplamir. Ornegin; T, elemanimn [AhJ global sertlik matrisine katkisinin

_[- 009 11 yada 24 'a(p9,llyadaz4 +a(p9,llyada24 'a(p9,llyada24 dA
Il ax ox dy oy

=J; 6H17,2yada3 .6H17,2yada3 + aHl7,2yada3 .aHZ,2yada3 dA
o ox o x by oy

J vl

v. . Y v
sabit sabit sabit sabit

oldugu goriliir. |A*|e R* matrisi k elemanma ait yerel sertlik matrisi olsun. Bu

durumda, [AkJ yerel sertlik matrisinin elemanlar:
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k oHE gt oHE
A= [ oHy OHj oHy OHj)
Nl ox ox oy oy

k [k ok o ok ok
= Alan -(cmcxﬁ+cyacyﬁ) JA<a,p<L3

olarak bulunur. Ciinkii, tiirevler Ty eleman lizerinde sabitlerden olugmaktadir.

3.4.2.4. Elemana ait sag taraf vektorii

{ F, } global sag taraf vektriinlin bir elemant
ﬁ‘hi =1((Pi )= _[zf(Pi dA (3-42)
ile hesaplanir. Omegin; T, elemaninn { f‘h} global sag taraf vektoriine katkisinin

J;Z 10y 11yadazs dA = -['Z fH17,2 yada3 dA (3.43)

oldugu goriiliir. { F* }e R? vektorii k elemanina ait yerel sag taraf vektorii olsun. Bu

durumda, { Fk} yerel sag taraf vektoriiniin elemanlar,
Ff= i fH" dA ,a=123 (3.44)

olarak bulunur. Yukarida yaklagimin integral hesabi sayisal integre etme teknikleri
ile yapilabilir.



3.4.3. Birlestirme

3.4.3.1. 0(k,a) dizisi
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Burada kullanilan ana fikir bir boyutlu R uzay: ile aymdir. x’;, k. elemanmn o.

diigiim noktasi ve X 4)» 0(k,a). global diigiim noktasi olmak iizere

Xg = Xo(k.a) (3.45)

olacak gekilde bir yerel siralamadan global siralamaya dontistim olan

ok, a):{1,2,...K }x{1,2 }>{0,...4 } (3.46)
eleman numaras: d§l:l;ls d%lgnb;l

ile elemanlann global sertlik matrisindeki yerleri belitlenir. Ornegin; yukandaki
siralama korunarak, k=7. eleman igin 8(7,1)=9, 6(7,2)=11 ve 6(7,3)=24 oldugu

goriilebilir.

"

3.432. |A, | matrisinin elde edilmesi igin yntem
[AhJ matrisini olusturmak i¢in asagidaki islem siras takip edilir.

|A, | matrisinin elemanlar sifir olarak kabul edilsin;
{k=1,...,K igin
{a=1,2,3 icin
i=0(k,a);
{B=1,2,3 igin
j=0(B);

A

Ay =Ahij+Akg;}}}

o
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Dikkat edilirse, R? uzaymndaki bu islem siras1 R' uzayindaki ile aymdir. Ancak
R?’deki bu uygulama R' uzaymna gore ¢ok daha yararhdir. Ciinki; lAhJ matrisinin
elemanlarnin ¢@; ve ¢; baz fonksiyonlar: tizerinden hesaplanmalar1 olduk¢a gii¢

olmasina karsin, yukaridaki birlegtirme islemi ¢ok kolaydir. Yani; her bir diigiim
noktast {izerinden hareket ederek ona katki saglayan elemanlar1 ve baz
fonksiyonlarin1 bulmaktansa, elemanlar tizerinden hareket ederek bulunan verileri
global matriste uygun yere yerlestirmek ¢ok daha iyidir.

3.4.3.3. { f“h } matrisinin elde edilmesi i¢cin yontem
{ Iz‘h } vektoriinii olugturmak i¢in agagidaki iglem siras: takip edilir.

{ £, } matrisinin elemanlar: sifir olarak kabul edilsin;
{k=1,...K icin
{a=1,2,3 i¢cin
i=0(k,a);
lalhi =f"hi +F53H)

Yukaridaki is akig semasi bir dnceki sema ile birlestirilerek [AhJ matrisi ve { Fh}
vektorii ayni i akig semasi i¢inde olusturulabilir.

3.4.4. Smur kosullan
3.4.4.1. Homojen Dirichlet sinir kosulu
Bu kisimda sadece homojen Dirichlet smir kosullar: dikkate alinacaktir. Homojen

olmayan Dirichlet ve Neumann kogullar1 benzer fikirler ile lineer cebirsel denklem
sistemine dahil edilebilirler.

u, €X, olmak iizere u, fonksiyonunun smirdaki degeri u,|. =0 olsun.
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a(u,,v)=1(v) ,vveX, ,v] =0 (3.47)

r

varyasyonel probleminin ¢6ziimii olan u, fonksiyonu aranmaktadir. Burada

X, = span{(pl s Ppaeens @ } (3.48)
olmasina karsin

X, =pan{01, 93500 Py s Ppyrsres 03 } (3.49)
oldugunu hatirlayn.

Bir boyutlu uzayda oldugu gibi iki ayr yontem ile siir kosullari sisteme dahil
edilebilir.

1. Agik eliminasyon. X, uzayinda smur degerleri verildiginden ¢,,;,...9; baz

fonksiyonlan: ile elde edilmis varyasyonlar kabul edilemezler. Bu yiizden, L&h]
matrisinden Rn +1,..,RA satilart ve Cn+1,...,Ci siitunlan ¢ikanlir. Boylece, u,
fonksiyonunun diigtim noktalarindaki degerlerinden olusan G, ,;, 0} 4,000y 5

bilesenleri simir kosullarina uygun olarak sifir olurlar.

2. Biiylik say1 yaklasimi. € sayis1 1’den ¢ok kiigiik olmak fizere i=n+1,..1 igin
lAh] matrisinin A, elemanlan l/e ile degistirilsin. i=n+1.4 igin {f*‘h}
vektriiniin I:“l1i elemanlann  sifir  sayist  ile  degistirilsin.  Boylece,

Uy 0 Z... =10, ; =0 olacaktir.
3.5. [A, Ku,}={F,} Icin Coziim Yontemleri

Denklem sisteminin ¢6zlim yontemleri olarak; direkt yontemler ve iteratif yontemler

siralanabilir. Direkt yontemlere 6rnek olarak bantli yapidaki LU, iteratif yontemlere
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Ornek olarak da konjuge gradiyen yontemi verilebilir. Ancak bu ¢aligmada bunlara

yer verilmeyecektir.
3.6. Iki Boyutlu Uzayda Coziilmiis Problemler

Ornek 3.6.1. iki boyutlu Q = {(x,y): 0 <x,y <1} bolgesinde

-V T=1 (3.50)
Poisson denklemi

T(,y)=T(x,1)=0 (3.51)

g;{r-(o,y)=%(x,o)=o (3.52)

sinr kosullar ile verilsin. Bu Poisson denkleminin analitik ¢6ziimii

T(x,y) =% (-y?)+ &Y cos[(Zn - 1)11:%]003h[(2n ~1)n ;]

3.53
n’ (2n-1)’ cosh(2n - 1)Z (3-53)
fonksiyonu ile verilir.
1
Y T(x.1}=0
oT -V’T=1
=—(0,y)=0 -
5 0Y) T(Ly)=0
> x
0
——(x,0)=0

Sekil 3.11.
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4x4 dikdortgen elemandan olusan bir bélgii kullanarak sonlu eleman c¢oziimii
yapildiginda Tablo 3.1 deki veriler elde edilmisgtir.

Tablo 3.1.
Sonlu Eleman Coziimii
(x,y) Analitik Coziim
(Dikdéortgen eleman)

(0,0 0.294685 0.298393
(0.25,0) 0.278882 0.282395
(0.50,0) 0.229334 0.232195
(0.75,0) 0.139649 0.141370
(0,0.25) 0.278882 0.282395
(0.25,0.25) 0.264148 0.267516
(0.50,0.25) 0.217804 0.220624
(0.75,0.25) 0.133400 0.135009
(0,0.50) 0.229340 0.232195
(0.25,0.50) 0.217799 0.220624
(0.50,0.50) 0.181141 0.183810
(0.75,0.50) 0.112686 0.114571
(0,0.75) 0.139729 0.141370
(0.25,0.75) 0.133328 0.135009
(0.50,0.75) 0.112739 0.114571
(0.75,0.75) 0.072842 0.075056

Ornek 3.6.2. Omnek 3.6.1. deki Robin smir kosullari ile verilmig olan Poisson

denklemi ele alinsin. 4x4 dikdortgen elemandan olusan bolgii her elemam ikiye

bolerck 4x4x2 tiggen elemandan olusan bir bolgiiye déniistiiriilebilir.

Burada dikkat edilecek nokta, global diigim noktalarimin sayis1 degismeden daha
fazla sonlu eleman elde edilmis olmasidir. Bu sartlar altinda lineer baz fonksiyonlari

kullamlarak sonlu eleman ¢6ziimii yapildiginda Tablo 3.2 deki veriler elde edilir.



Tablo 3.2.
) Analitik Coziim Sonll.l' Eleman Coziimii
(Ucgen eleman)
0,0 0.294685 0.321691

(0.25,0) 0.278882 0.290441

(0.50,0) 0.229334 0.234375

(0.75,0) 0.139649 0.141544

(0,0.25) 0.278882 0.290441
(0.25,0.25) 0.264148 0.271599
(0.50,0.25) 0.217804 0.221507
(0.75,0.25) 0.133400 0.134651

(0,0.50) 0.229340 0.234375
(0.25,0.50) 0.217799 0.221507
(0.50,0.50) 0.181141 0.182904
(0.75,0.50) 0.112686 0.113051

(0,0.75) 0.139729 0.141544
(0.25,0.75) 0.133328 0.134651
(0.50,0.75) 0.112739 0.113051
(0.75,0.75) 0.072842 0.072150
Ornek 3.6.3.

u,, +u, =0 ,0<x<l1 O<y<l

Laplace denklemi

u, (x,O) = ni(cosmx +cos 27rx) ,u, (x,l) =0

u, (O,y) =0

Uy (l,y)= 0

121

Neumann simr kogullari ile verilsin. u(0,0)=0 kosulunu saglayan ¢dziimiinii bulunuz.
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Bu sorunun analitik ¢6ziimii

—cosmx.cosh(n - y) _cos 2nx.cosh[2(n - ny)]

1
= — 2n (3.
u(x,y) e > sihom +cothm+ > coth2n (3.57)
fonksiyonudur.
A
y u, (x,1)=0
= = 0
0 @
u, (x,O) = n(cosnx +cos 27IZX)

Sekil 3.12.

4x4 dikdortgen elemandan olugan bir bolgli kullanarak sonlu eleman ¢bzimii
yapildiginda Tablo 3.3 teki veriler elde edilmistir.



Tablo 3.3.
&) Analitik Coziim Sonlu Elaman Coziimii
(Dortgen eleman)
(0,0 0 0

(0.25,0.00) 0.793993 0.786550
(0.50,0.00) 2.003750 1.988070
(0.75,0.00) 2.213500 2.203340
(1.00,0.00) 2.007480 2.003640
(0.00,0.25) 0.938902 0.992684
(0.25,0.25) 1.177840 1.184080
(0.50,0.25) 1.607690 1.557580
(0.75,0.25) 1.829650 1.805810
(1.00,0.25) 1.860690 1.871930
(0.00,0.50) 1.264830 1.289540
(0.25,0.50) 1.350110 1.355330
(0.50,0.50) 1.525390 1.502900
(0.75,0.50) 1.657380 1.634560
(1.00,0.505 1.699370 1.684430
(0.00,0.75) 1.384360 1.394940
(0.25,0.75) 1.422640 1.424950
(0.50,0.75) 1.508430 1.495970
(0.75,0.75) 1.584850 1.564930
(1.00,0.75) 1.613760 1.592900
(0.00,1.00) 1.415290 1.422120
(0.25,1.00) 1.442520 1.443630
(0.50,1.00) 1.505610 1.495200
(0.75,1.00) 1.564970 1.546260
(1.00,1.00) 1.588470 1.567250
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Ornek 3.6.4. Ornek 3.6.3 te Neumann smir kosulu ile verilen Laplace denklemi ele
almsin. 4x4 doértgen elemandan olugan bolgii her elemam ikiye bolerek 4x4x2 iiggen
elemandan olusan bélgliye doniistiliriilebilir. Bu bélglide lineer baz fonksiyonlar:
kullanilarak sonlu eleman ¢6ziimii yapildiginda Tablo 3.4 teki veriler elde edilmistir.



Tablo 3.4.

Sonlu Elaman Coziimii
xy) Analitik Coziim (Ucgen eleman)
(0,0) 0 0

(0.25,0.00) 0.793993 0.619452
(0.50,0.00) 2.003750 1.357940
(0.75,0.00) 2.213500 1.496670
(1.00,0.00) 2.007480 1.416670
(0.00,0.25) 0.938902 0.630749
(0.25,0.25) 1.177840 0.829388
(0.50,0.25) 1.607690 1.130520
(0.75,0.25) 1.829650 1.266090
(1.00,0.25) 1.860690 1.282050
(0.00,0.50) 1.264830 0.864218
(0.25,0.50) 1.350110 0.936830
(0.50,0.50) 1.525390 1.068670
(0.75,0.50) 1.657380 1.155100
(1.00,0.50) 1.699370 1.179370
(0.00,0.75) 1.384360 0.952463
(0.25,0.75) 1.422640 0.985041
(0.50,0.75) 1.508430 1.052230
(0.75,0.75) 1.584850 1.106290
(1.00,0.75) 1.613760 1.125210
(0.00,1.00) 1.415290 0.975551
(0.25,1.00) 1.442520 0.998640
(0.50,1.00) 1.505610 1.048930
(0.75,1.00) 1.564970 1.092600
(1.00,1.00) 1.588470 1.108910
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BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Sonlu elemanlar metodu, uygulamali matematik ve miithendislik bilimlerinde, sayisal
simiilasyonlar i¢in en fazla kabul géren genel amagh bir teknik halini almigtir. Sonlu
elemanlar metodunun temel uygulamalan stirekli ortamlar mekanigi, sivi akisi ve
termodinamik alanlarinda ortaya ¢ikmaktadir. Bu alanlarda bilgisayar temelli
metodlar gereklilik arz eder. Bu nedenle, bilgisayar teknolojisindeki inanilmaz
gelismelerden bu alanlarda faydalanilmaktadir.

Sonlu elemanlar metodu, diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢éziimlerinin igeren
sofistike bir yontemdir. Ayrica; bu metod, varyasyonel problemlerin sonlu boyutlu
uzaylarda yaklagimlari hadisesi olarak da yorumlanabilir.

Bu metod; sonlu elemanlar uzaylarinin inga edilmesi, yaklagim teorisi, sayisal
hesaplama yontemleri, problemin verildii b6lgenin ayriklagtirilmasi, sonlu
elemanlar baz sistemlerinin se¢ilmesi, sinir kosullarinin smmiflandirilmasi ve sisteme
dahil edilmesi ve hata analizi gibi degisik konular1 i¢ermektedir. Dolayisiyla bu
metodun etkinligi bilgisayara uygulanmasi ile miimkiin olmaktadir, Bu yiizdendir ki;
yukarida bahsedilen herhangi bir konudaki iyilestirmeler bu metoda bir yenilik
katacaktir. Son yillarda bu konuda yapilan ¢alismalarin ¢oklugu sdylenilen isleve
yoneliktir.

Mesela; sonlu eleman baz fonksiyonlarinin daha kullamigli bir se¢imi daha iyi bir
¢0zlim y6nteminin gelismesini saglar. Son zamanlarda diiiim noktalarini temel alan

baz fonksiyonlar: yerine spline fonksiyonlarinin kullanilmasi buna rnektir.

Ikinci bir 6rnek olarak; verilen diferansiyel operatériin iyilestirilerek daha iyi

sonuglar elde edilmesi verilebilir.
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