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OZET

Anahtar Kelimeler: Kararlilik, faz diizlemi, otonom sistem, Dallanma ve Kaos

Bu calismada, bir diferansiyel denklem takimi ile modellenen bir hadisenin kalitatif
analizi yapilmaktadir. Diferansiyel denklem sistemleri igin iki tip 6nemli konu
vardir. Bunlardan birincisi, ¢dziimiin varlifi ve tekligidir. Ikincisi ise, sistemin
kararlilif1 ve kararsizlifadir.

Sistem parametrelerinin degismesi ve baslangic datalarinin kiigiik degisimleri
¢oziimleri nasil etkiler, ¢dziimlerin asimptotik davranigi nasildur, sistemin periyodik
¢oziimleri var mudir, sistem kaotik davramiga geger mi? ... gibi sorular Snem
kazanmaktadir. Sistemin analitik ¢oziimleri elde edilerek de bu tarz davramslarn
incelenmesi miimkiindiir. Fakat analitik ¢oziilebilen problemlerin ¢ok az olugu
kalitatif analizin 6nemini arttirmaktadir.

Kalitatif analiz diye karakterize edilen bu konu, bu tezde elemanter seviyeden
alinarak islenmis ve drneklenmigtir. Bu baglamda bazi nemli dinamik sistemlerinin
analizleri verilmigtir.

ix



STABILITY ANALYSIS OF DYNAMICAL SYSTEMS

SUMMARY

Keywords : Stability, Phase Plane, Autonomous System, Bifurcation and Chaos

In this study, the qualitative analysis in a circumstance modelled with a differential
equation is done. There are two important subjects in the differantial equation
systems. First one is existence and uniqueness of solution. Second one is the
stability or instability of the system.

It is important that small changing in some parameters and initial data how affects
solutions, what is the asymptotic behaviour of the solutions, are there periodical
solutions in the system and does the system show chaotic behaviour? Examining
these type behaviours is also possible by obtaining analytical solutions of the system.

In this thesis, the subject characterized as qualitative analysis was taken elementary
level, performed and given an example. Also analysis of some important dynamical
systems were given.



BOLUM 1 DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN KALITATIF
(NiTEL) ANALIZI

1.1. Nitel Teori

Lineer olmayan denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin elde edilmesi miimkiin
olmayabilir. Eger miimkiinse niimerik ¢6ziimler yapilabilir. Bir baska yaklasim ise
¢oziimlerin davranislarinin nitel durumlarnim incelemektir. Nitel bilgi denklemi
c6zmeden ¢oziim hakkinda bilgi elde etmektir. Bunlardan en Onemlisi ¢6ziimiin
kararliligidir. Diferansiyel denklem sistemleri ve ¢oziimleri hakkindaki sorular iki

kategoriye aynlir:
1) Coziim var midir? Eger varsa kag tanedir?
2) Sistem kararlhh mudir? Sistemin parametreleri degistiginde ¢éziimlere ne olur?

Coziimlerin asimptotik davraniglart nasildir? Sistem periyodik ¢6zlimlere sahip

midir? Kaotik davranig olugur mu?

Bu sorular reel sistemlerin tasarim ve analizinde ortaya g¢tkar. Sistemin nitel

ozellikleri ¢6ziim formiillerine sahip olmadan elde edilebilir.
1.2. Kararlilik ve »F az Diizlemi

Birinci dereceden iki boyutlu

o
E_:F(xsy)

(1.2.1)
Y Gy
dt Y

formundaki, acik bir sekilde ¢ bagimsiz degiskenini igermeyen sistem otonom sistem

olarak adlandinlir. Yani otonom sistem, yalmzca sol kismunin d¢ diferansiyelinde ¢



bagimsiz degiskenini igerir. Burada F ve G nin xy diizlemindeki herhangi bir D
bolgesinde siirekli kismi tiireve sahip siirekli fonksiyonlar oldugunu farz edelim. xy

diizlemine (1.2.1) sisteminin faz diizlemi denir. Yani x ve y diizlemi faz diizlemidir.
Oyleyse , Varlik ve Teklik teoremine gore, verilen ¢, ve (x,,y,) reel say1 ¢ifti i¢in
(1.2.1) in x=x(t) ve y=y(t) olacak sekilde ¢, 1 iceren (a,b) agik aralifinda
tanimh ve

x(ty)=x,, y(t,) =Y, (1.2.2)

baslangi¢ kosullarina uyan tek bir ¢6ziimii vardir.

x=x(t), y=y() denklemleri bir parametrik ¢6zlim egrisi tanimlar. Bu egri faz
diizleminde (1.2.1) sisteminin yoriingesi olarak adlandinilir. (1.2.1) sisteminde

F(xe, yx)=G(x4,y:)=0 (1.2.3)
sartin1 saglayan (x.,y.) noktasina denge noktas: denir. Eger (x.,y,) sistemin denge

noktasi ise sabit degerli

xB)=xe , Y=y (1.2.4)
fonksiyonlar1 (1.2.1) denklemini saglar. Bu sekildeki sabit degerli bir ¢6ziim,
sistemin denge ¢6ziimii olarak adlandirilir. Denge noktas: komsulugunda yani;

merkezi (x.,y«) noktasinda olan herhangi bir gemberin igerisinde (1.2.1) sisteminin
bagska higbir denge noktast yoksa (x.,y.) noktasina ayrik denge noktasi denir.
(1.2.4) deki denge ¢Oziimiinin yoriingesi faz diizleminde (x..y.) noktasindan

meydana gelir.

Eger =0 aninda (x,, y,) baslangi¢ noktast (x.,y.) a yeterince yakin baglayip >0
oldugunda (x.,y.) a keyfi yakin kaliyorsa (1.2.1) otonom sisteminin (X.,ys)
noktas: kararhidir. Yani, vektor notasyonuyla gosterecek olursak, x =(x,y), baslangi¢

noktasi x¢=(x,,¥,) ve denge noktast x+=(x.,ys) olmak {izere, xo ve x« noktalari

=\/(x0 —x.)? +(¥o -y,)? dir. Boylece, x+ denge

arasindaki mesafe | xo - x«

<8 itken >0

noktas: kararliysa, Ve >0 ve 36 >0 igin, =0 amnda I Xp - X*

<¢ olur

oldugunda | x - x



Eger (x.,y.) denge noktasi kararlh ve bununla birlikte (x.,y.) a yeterince yakin
baslayan her yoriinge f — +o0 oldugunda da (x.,y.) a yaklasirsa (x.,y.) denge
noktasi asimptotik kararlidir denir. Yani, 36 > 0 i¢in,

<d iken lim x=x«

{—

l Xg - X=

dir.

—f
Fo

(a) (b)

Sekil 1.2.1  (a) Asimptotik Kararl. (b) Kararli.

Eger, x» noktasim kapsayan D bolgesinde lim x = x« ise (1.2.1) sisteminin

{—>wx

x+=(x+,y+) denge noktasina gekici denir.

Boylece, (1.2.1) sistemi x+=(x.,y.) noktasinda kararli ve bu nokta bir gekici ise

asimptotik kararlidir.

(1.2.1) sistemi (x.,y.) denge noktasinda kararli ama asimptotik kararli degilse

sisteme nétral (neutrally) kararlidir denir.



BOLUM 2. LINEER ve LINEERIMSI SISTEMLER

F(xy,¥0)=G(xy,y0) = 0 esitligini saglayan (x,,y,) ayrik denge noktasi

civarinda

dx dy
—=F(x,y), = = G(x, 2.1
i (x,») ” (x,») (2.1)

otonom sisteminin ¢6ziimlerinin davranislarini inceleyelim. F ve G fonksiyonlarinin,

(xg,¥o) komsulunda siirekli diferansiyellenebilir oldugunu farz edelim.

Genel halde, (xy,y,), (2.1) sisteminin bir ¢6ziimiiyse , u=x-x,, v=y—y,
seklinde bir donisiim yaparak, bu ¢dziimii bagka bir sistemin sifir ¢dziimiine
dontistirmek miimkiindtr. Yani; (2.1) sistemi, dx/dt =du/dr ve dy/dt=dv/dt

olmak tizere. (0,0) aynik denge noktasina sahip

du _ Fu+xy,v+yy)=F (u,v)
?;:G(u+xo,v+%) =G, (u,v)

sistemine denktir.
Ornek 2.1

E:3x—x2 ~xy=x(3-x-y)
(2.3)

d
;“;=y+y2 -3xy=y(1-3x+y)

sisteminin denge noktalarindan biri (1,2) noktasidir. u=x-1, v=y-2 yi yani

x=u+1, y=v+2 ifadelerini yerlerine yazalim. Oyleyse,

3—x-y=3-(u+)~-(Ww+2)=-u-v



Ve
1-3x+y=1-3u+D)+(v+2)=-3u+v

olur. Boylece (2.3) sistemi

—dﬁ:(u+1)(—u—v)=—u—v—u2 —uv

2.4)

% = (v+2)(<3u+v) = —6u+2v+v> —3uv

halini alir ve (0,0) denge noktasina sahiptir. Eger (0,0) civarinda (2.4) sisteminin
yoriingelerini belirleyebilirsek, (0,0) 1 (1,2) ye tasiyan degismez hareket altinda
yoriinge déniisimleri, (2.3) deki orijinal sistemin (1,2) civarindaki yoriingeleri

olacaktir.

2.1. Lineer Sistemlerin Denge Noktalar:

A katsay1 matrisi olmak tizere; x’ = Ax , yani;

MR

lineer sistemini ¢6zmek igin 6zdeger-6zvektor metodunu kullanabiliriz. 4 nin A, ve

A, Ozdegerleri

a—»A b

det (A - M) = l:o (2.1.2)

karakteristik denkleminin ¢6zlimleridir.

(0,0) 1n, (2.1.1) sisteminin ayrik denge noktasi oldugunu farz edelim. Bu nedenle
ax+by =0, cx+dy=0 sisteminin ad —bc katsay: determinant1 sifirdan farklidir.
Dolayisiyla A =0, (2.1.2) nin bir ¢oziimii degildir ve 4 matrisinin her iki 6zdegeri

sifirdan farklidir.

(0,0) ayrik denge noktasinin 6zelligi, 4 nin sifirdan farkli A; ve A, 6zdegerlerinin



a. reel, farkli, ayni isaretli
b. reel, farkli, z1t isaretli

c. reel ve esit

d. stfirdan farkl: reel kisma sahip eslenikler

e. sirf imajiner

olup olmamasina baglidir. Bu 5 durumu ayn ayn inceleyecegiz. Her bir durumda
(0,0) denge noktas: diigiim noktas: (node point), eyer noktas: (saddle point), spiral

nokta (spiral point), veya merkez nokta (center point) larindan birine karsilik gelir.

(a) Aymi Isaretli, Birbirinden Farkli, Reel Ozdegerler

Bu durumda, A matrisi lineer bagimsiz v, ve v, dzvektorlerine sahiptir ve (2.1.1) in
x(t) = [x(t) y(t)]T genel ¢oziimii;
x()=c;vie* + c,v e™ (2.1.3)

formunu alir. Bu ¢dziim v; ve v, 0&zvektorleriyle belirlenen, u ve v eksenlerinin

olusturdugu egik uv-koordinat sisteminde basit bir sekilde belirlenir.

4 %
' . (u,v).
P
Um0
,"" "
"‘ I
’—’ 1
- [
Y
!
I
4
1% /
2 1
7
! u
[
4
> x

Sekil 2.1.1 v; ve v, Ozvektorleriyle belirlenen egik uv-koordinat sistemi

Hareket eden x(f) noktasinin wv-koordinat fonksiyonlart u(f) ve v(f), v; ve v
vektorlerine paralel yonde orijinden itibaren 6l¢iilmiis mesafedir. Boylece (2.1.3)

denkleminden, sistemin herhangi bir ydriingesinin u, =u(0) ve v, =v(0)olacak

sekilde



u(t) =uze™, v(t)=vyet (2.1.4)
ile belirlenebilecegi goriiliir. Eger v, =0 ise yoriinge u ekseni iizerinde, u, =0ise v
ekseni iizerinde kalir. u, ve v, 1 her ikisi de sifirdan farkli ise (2.1.4) deki
parametrik egri v = Cu*, k= A, /A, >0 agik halini alir. Bu ¢6ztim egrileri (0,0) da,
k >1 ise u# eksenine, 0 <k <1 ise v eksenine tegettir. Bdylece, bu durumda (0,0)
denge noktasi diizensiz diglim (improper node) adini alir. Eger &, ve A, nin her
ikisi de pozitif ise (2.1.3) ve (2.1.4) den goriildiigli gibi ¢6ziim egrileri ¢ arttifinda
orijinden ayrilir. Béylece (0,0) a noktasal kaynak (nodal source) denir. A; ve 2,
nin her ikisi de negatif ise ¢6ziim egrileri ¢ artiginda orijine yaklasir. Boylece (0,0)

noktasina toplayici (nodal sink) denir.

Ornek 2.1.2

(2)
A::
-2 5

matrisinin o6zdegerleri A, =3 ve A, =1dir. A, =3 e karsihk gelen Ozvektor

v=[1 1] ve A, =1e karsilik gelen 6zvektor v=[2 1] dir. Sekil 2.1.2, x'= Ax
lineer sisteminin  yOriingelerini belirler. Dikkat edersek Ozvektorler lineer
yoriingelerin yonlerini gdsterir. Diger biitiin yoriingeler orijin boyunca egik
eksenlerden birine tegettir. Bu 6rnekte birbirinden farkli reel 6zdegerlerin her ikisi de

pozitiftir. Béylece (0,0) diizensiz noktasal kaynaktir.



Sekil 2.1.2 Ornek 2.1.2 (a) nin Sekil 2.1.3 x=5, y=3 den baslayan
diigtim noktasi yoriingenin zaman grafigi
(b)

y =[5 —2]
1 -2
matrisinin 6zdegerleri ve bunlara karsilik gelen dzvektérleri srasiyla A, =—4 ve

Ay =-3, w=[-2 1f've w-[-1 1] dir. x'=Bx lincer sistemi Sekil 2.1.4 deki
yoriingelere sahiptir. Boylece (0,0) diizensiz toplayicidir.

Sekil 2.1.4 Ornek 2.1.2 (b) nin Sekil 2.1.5 x=5, y=2.5 dan balayan
diigiim noktast yoriingenin zaman grafigi



(b) Zat isaretli, Birbirinden Farkl, Reel (")zdegerler

Buradaki durum (2.1.4) deki A, <0 <A, harig, bir énceki durumla aymidir. u, =0
veya v, =0 I yoriingeler (0,0) denge noktasi boyunca u ve v eksenleri iizerinde
kalir. u, ve v, 1n her ikisinin de sifir olmadig1 yoriingeler, v=Cu*, k=2, /A, <0
acik halinin egrileridir. £ <0 iken ydriingeler hiperbollere benzer ve (0,0) denge

noktasina kararsiz eyer noktas: (unstable saddle point) denir.

Ornek 2.1.3
-2 0
A=
matrisinin 6zdegerleri ve bunlara karsilik gelen ozvektorleri sirasiyla A, =4ve
hy=-2, vi=[0 1] ve wo[i 0] dir. Sekil 2.1.6, x'=Ax lineer sisteminin
yoriingelerini gosterir. Yine dikkat edersek iki 6zvektor, lineer yoriingelerin yonlerini
belirler. Burada k =—1 ve lineer olmayan yoriingeler egik uv-koordinat sistemdeki

hiperbollerdir. Béylece sekilde gosterildigi gibi (0,0) noktasi eyer noktas: olur. Iki

6zvektor, bu hiperbollerin asimptotlarimin y&niinii gosterir.

N e R N S
L % 4 3 4 s
-1

Sekil 2.1.6  Ornek 2.1.3 iin Sekil 2.1.7 x=5, y=0 dan baglayan
eyer noktast yoriingenin zaman grafigi
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(¢) Egit Reel Kokler

Bu durumda yani A, =k, =A#0 halinde, (0,0) denge noktasiun karakteri, A4
katsayi matrisinin iki tane lineer bagumsiz  v; ve vy Szvektorlerine sahip olup
olmamasmma baghdir. Oyleyse, Sekil 2.1.1 de oldugu gibi egik wv-koordinatlarna
sahip olunur ve (2.1.4) deki gibi yorlingeler
u(ty=uge™ | v(r)= vy (2.1.5)

ile belirlenir.  Ama k=2%,/k; =1 oldugundan u, = 0olan yoringeler v=_Cu
formundadir ve boylece orijin boyunca diz dogrular tizerinde kalir. Dolayisiyla
(0,0) denge noktasy, diizenli diigtim (proper node) veya yildiz (star) ading alir. A >0
ise kaynak (source), & <0 ise toplayies (sink) dur.
Efer kath A= 0 6zdegeri sadece tek bir vy 6zvektoriine sahipse, (4A—A1) va =
olacak gekilde genellestirilmis bir 6zvektér meveuttur ve x'= Ax lineer sistemi ki
lincer bagimsiz

X =viet ve x(t)= (i)™ (2.1.6)

coziime sahiptir.

Sekil 2.1.1 deki gibi, cgik wv-koordinatlanmy tamitmak i¢in v, ve v, vektorlerin
kullanmaya devam edebiliriz. Oyleyse (2.1.6) dan goriildiigii gibi yoriinge iizerinde
harcket eden x(/) noktasinin u(r) ve v(f) koordinat fonksiyonlart, wu, =u(0) ve
v, = v(0) olmak iizere,

u()= (1 +vyt) ™ v() =v, e (2.1.7)
ile verilir. Eger v =0 isc bu ydringe # ekseni tizerindedir. Aksi takdirde,

dv _dvidi Avge™ Avg

du  duldr yue“ + 1 (uy +\701)3M Vo A iy Fvgl)

ife lincer olmayan bir yoriingeye sahiptir.

¢ — *eo oldugunda ov/du — 0 olur. Dolayisiyla, her bir yoriinge u cksenine tegettir,

Bu nedenle (0,0) a dlzensiz diigim (improper node) denir. A <0 ise (2.1.7) den
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goriildiigli gibi bu diigiim (node) bir toplayici (sink) dir. A >0 ise bir kaynak

(source) tir.
Ornek 2.1.4
A=[—03 ‘03}
matrisinin katli 6zdegeri A=-3 ve bu O6zdegere karsilk gelen &zvektorler

v = [0 I]T ve vy = [1 O]T dir. Sekil 2.1.8, x'= Ax lineer sisteminin yoriingelerini

gosterir.

Sekil 2.1.8 Ornek 2.1.4 iin Sekil 2.1.9 x=5, y=2.5 dan baslayan
diigiim noktasi yoriingenin zaman grafigi

(d) Kompleks Eslenik Ozdegerler

A matrisinin A= p+gqi ve A= p—qi (p ve g sifirdan farkli) 6zdegerlerine ve
bunlara karsilik gelen v=a+bi ve v=a—bi ozvektorlerine sahip oldugunu farz
edelim. Boylece x' = Ax lineer sistemi iki bagimsiz reel degerli

xi(f)=e”"(a cosqt — b singt) ve x(t)=e”" (b cosqt + a singt) 2.1.8)
¢oziimlerine sahiptir.



Boylece x(1) = ¢1 x1(f) + ¢c2x(f) ¢Oziimiiniin x(¢) ve y(f) bilesenleri, # arttiginda pozitif
ve negatif degerler arasinda degisir. Boylece (0,0) denge noktasi spiral nokta (spiral
point) adiu alr. Eger dzdegerlerin reel kismi olan p negatif ise, (2.1.8) den de
goriildiigii gibi 1 — +oo oldugunda x(r) — 0 olur. Béylece orijin spiral toplayici
(spiral sink) adim alir. p pozitif ise denge noktasma spiral kaynak (spiral source)

denir.

Ornek 2.1.5

matrisi negatif reel kisimli A =-2+3i kompleks eslenik Gzdegerlerine sahiptir.
Boylece (0,0) spiral toplayicidir. Sekil 2.1.10, £ — +oo oldugunda orijine yaklasan

tipik spiral yoriingeyi gosterir.

Sekil 2.1.10 Ornek 2.1.5 in Sekil 2.1.11 x=2.5, y=5 den baslayan
spiral noktasi yoriingenin zaman grafigi

(e) Sirf (Pure) Sanal Ozdegerler

Eger A matrisi A =gi ve n= —gi 6zdegerlerine ve bunlara karsilik gelen v=a+bi

ve v=a—bi dzvektorlerine sahipse p =0 olan (2.1.8), x' = Ax lineer sisteminin

x1(f) = a cosqt — b singt ve x(t)= b cosqt + a singt 2.1.9)
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¢oziimlerini verir. Boylece x(f) = ¢; x1(f) + ¢z xx(f) ¢Oziimii xy-diizleminde merkezi
orijin olan bir elips tammlar. Bundan dolay1 (0,0) denge noktasina kararli merkez

(stable center) noktasi denir.

Ornek 2.1.6

matrisinin 6zdegerleri A = +2idir. Bundan dolayr (0,0) kararli merkezdir. Sekil
2.1.12, denge noktasini gevreleyen tipik eliptik yoriingeleri gosterir.

Sekil 2.1.12 Ornek 2.1.6 nn Sekil 2.1.13 x=2.5, y=0 dan baslayan

merkez noktasi yoriingenin zaman grafigi

Anmn Ozdegerleri Denge Noktasimn Cesidi

Reel, farkly, aym isaretli Diizensiz diigiim noktasi

Reel, farkly, zit iséretli Eyer noktast

Reel ve esit Diizenli veya diizensiz diigiim noktast
Kompleks eslenik Spiral nokta

Sirf (pure) sanal Merkez nokta

Tablo 2.1.1; iki boyutlu X' = Ax sisteminin (0,0) denge noktasinin siniflandiriimast



A min determinantinin s1fir olmadigy iki boyutlu x'=Ax linecr sistemi igin,
yukaridaki tablo, bu bélimde tarhgilan 5 durumla elde edilen sonuglar
dogrultusunda (0,0) denge noktasinin g¢esidini A katsayr matrisinin A, ve A,
Szdegerlerinin 6zelligine gore listelemektedir. Cesitli durumlarda gézlemledigimiz
gibi (0,0) denge noktasinin kararliligs, Teorem 2.2.1 de dzetlendigi gibi $zdegerlerin

reel kisimlarinin igaretiyle belirlenir.

2.2. Lineer Sistemlerin Kararlihg:

Bu bélimde, otonom diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin kararlilik sorusunu
odz dniine alacafiz ve n-boyutlu uzay i¢in ¢dziimlemeyc ¢alisacagiz. Asagida verilen
teoremin sonuglarina gére 2.1 deki konuyu tekrar analiz edece@iz. x =g (/)
x' = f(x)in bir ¢bziimi olsun. ¢ (f) ¢dziimiiniin kararli olup olmadigini belirlemek
istiyoruz. Yani; X" = f(x) in biitiin y (1) ¢dziimleri =0 da ¢ (1) ye yeterince yakinsa

bittiin 7 2 0 zaman arah@inda ¢ (1) ye istenilen yakinlikta katmalidir.

Simdi bunun formal tammim yapalim. Eger asagndaki kosul saglamrsa x'= f(x)
denkleminin x = ¢ (£) ¢6ziimi kararhidiv divecegiz. /=0 da (/) ye yelerince yakm
baslayan her w (1) ¢6ziimii > 0 oldugunda ¢(¢) ye istenilen yakinhikta kahrsa @ (¢)
coziimil kararhidir deriz. Lin az bir (1) ¢oziimii (=0 da ¢ (1) ye yakin basladig halde
1> 0 oldugunda yakin kalmazsa ¢ (¢) ye kararsizdir deriz. Daha kesin bir matematik
ifadeyle V& >0 icin oyle bir & =8(¢) sayist bulabilmeliyiz ki x'= f(x) in her

w(n ¢bzimi  icin, ‘!//J 0)-¢, (())l <d(e)  oldugunda iw, (-9, (f)i <&

J=l n saglanmahdir.

Kararlihk  sorusu  x'= Ax  lineer denklem  sistemleri  i¢in  tam  olarak

¢cozillebilmektedir.
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Teorem 2.1.1: Lineer Sistemlerin Kararhhi@

X, a b
x= ve A=|,. ;| clmakiizere, x =¢ (1)

x'=Ax 2.2.1)

in bir ¢éziimi olsun.

(a) Eger A4 nmin biitiin 6zdegerleri negatif reel kisma sahipse (2.2.1) in her x = ¢ (1)
¢ziimii kararhidir.
() Eger 4 nin en az bir 6zdegeri pozitif reel kisma sahipse (2.2.1) in her x =¢ (1)
¢oziimii kararsizdir.
(¢) Kabul edelim ki 4 nn biitiin zdegerlerinin reel kasm <0 ve 4, =icy,.... 4, =ig,
nin reel kisnu sifir olsun, A, =io, . &, katlt olsun. Bu. su anlama gelir ki; 4 nn
karakteristik polinomu

plA)y=(A—io ) (A—io) " g(h)
formunda ¢arpanlarina aynilabilir. Burada ¢(A4) min biitiin kékleri negatif reel kisma
sabiptir. O halde eger 4 min 4, =io, Ozdeferl igin &, tane linecer bafimsiz
ozvektdril varsa (2.1) in her x =g () ¢6ztmil kararhdur deriz. Aksi takdirde ¢ (1)

kararh degildir,

Teoremin ispatuu yapmadan once; denge ¢dzimii x(1)=0 kararh ise biitin ¢ (/)
coziimlerinin kararly ve tersine x(1)=0 kararsiz isc her @ (1) ¢éziimiinin de kararsiz
oldugunu gasterelim. ¥ (1), (2.2.1) in keyfl bir ¢dzimi olsun. z (N=@ ()~ w (1) fark
da (2.2.1) in ¢oziimii olur. Boylece  z (1)=¢(0)- w (0) yeterinee kiigiik oldugunda,
eger x(()=0 denge ¢dziimi kararli ise z (1)=¢@ (1)~ w (1) devamlh kiiciik olacaktir.
Sonucta, (2.2.1) in her ¢ (7) ¢ozimii kararh olur. Ote yandan, x(/)=0 denge ¢oziimii
kararh olmasin. O zaman baslangigta cok kiiciik olan x=h(r) ¢bzlini vardir. IFakat ¢
sonsuza gittiginde bu gok bityliyecektiv. ()= @ {0+ k() nin (2.2.1) nin bir ¢dziimi
oldugu acikur. Ustelik v (1), ¢ (7) ye baslangigta ¢ok yakindir, Fakat / sonsuza gittigi

zaman ¢ (¢) den uzaklasir. Béylece, (2.2.1) in her x = ¢ (1) ¢oziunt kararsizdir.
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Teorem 2.2.1 in ispat1 i¢in, bundan sonraki adimimiz, j=1,...,n olmak iizere, n tane

w ;(t) arglimamn kiigiikligiinii gdstermek yerine daha basit bir problem olan yalnizca
bir argiimanin kiiciikliigiinii gésterme problemine indirgemektir. Bu, bir vektdriin

bityiikliigii veya uzunlugu kavramiyla yapilabilir.

Tanim 2.2.2

n bilesenli bir vektor olsun. x,,...,x, reel veya kompleks sayilardir. x in boyu olarak
”x“ semboliint kullaniriz.
Jo] = maxc{e e} [

olarak tanimlanir.

1 1+2i

Ornegin; x = 2 |ise ||x“=3 ve x=| 2 |ise ”x”=\/—5— dir.

Herhangi bir x vektori igin, HxH > 0 dir ve sadece x=0 ise ”xll = 0 dur. Ikinci olarak,

V] = e e oo = o e, .. e = ] ]

dir. Son olarak,

}

x|+

x,+y, ]}S maxﬂxliﬂyl ],...,

”x + y“=maxﬂx1 +¥, Yn

PEETSY

o max ) |y = [+ A

< maxﬂx1 |,...,fx.,,

olur.

Simdi Teorem 2.2.1 in ispatim verelim. Basitlik i¢in n=2 alalim,
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a) x'=Ax in her x=yp() ¢ozimi w()=e*y (0) formundadir. @,(t), e
y

matrisinin 7. elemam olsun ve ¥.,...w, w(0) i elemanlan olsun. Oyleyse,

w(f) nin i. elemant
VO =00+t B, O =D 8,00

dir. Farz edelim ki A nin biitiin 6zdegerleri negatif reel kisma sahip olsun. A mn

dzdegerlerinin reel kisminin en bliytigli — e, olsun. -, <—a <0 li her —« sayist

icin, bir X sayist bulabiliriz &yle ki ';15” (t)‘ < Ke™, t 2 0. Sonug olarak,
(O] < > Ke™ ly/fl <Ke™ Z,l/lﬁ”
J=1 J=1

dir. X ve a pozitif sabitlerdir. Simdi ll//fl < ||g1/(0)”. Boylece,

v, ()} < nke™ [y (0)]

lw ()] = max{y, ()

serey

dir. € >0 verilsin. §(g) = ¢/nK segelim. Oyleyse, l//(O)” <0(g) ve t 20 ise,
()] < nke™ | (0)] < nKe/nK =&

oldugundan

lw@)]<e

olur.
Sonug olarak x(#)=0 denge ¢6ziimii kararlidir.

(b) 4, A4 nin pozitif reel kisma sahip 6zdegeri ve v, A mn A 6zdegerine karsilik gelen
ozvektorii olsun. Oyleyse, herhangi ¢ sabitleri icin w(t)=ce” v, x'=Ax in bir

goziimii olur. Eger / reel ise v de reeldir ve |y ()] =|cle” |V dir. Acikga, 7 sonsuza
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gittiginde "t//(t)” sonsuza gider. Boylece, x(f)=0 kararsizdir. Eger A=a+if

kompleks ise v=v;+iv, de komplekstir. Bu durumda

e (y+ivy)= e (cos Bt + isin Br) (vitiv)

=e® [(vicos Bt - vysin Br) +i( vysin Bt + vy cos fit)]
(2.2.1) in kompleks degerli bir ¢6ziimiidiir. Bundan dolay,

w' (1) = ce™ (vi cos Bt -vsin &)
¢oziimii herhangi c sabitleri i¢in (2.2.1) in reel degerli ¢6ziimiidiir. Agikga, eger ¢, v,

ve v, nin il de sifirdan farkliysa, ¢ sonsuza gittiginde “1//‘(t)“ siursizdir. Boylece,

x(£)=0 kararsizdir.

(¢) A, k; kathh 4,

, =io,; Ozdegerli k; tane lineer bagimsiz 6zvektdre sahip olsun.

l(e‘“) q\ <K olacak sekilde bir X sayisi bulabiliriz. B6ylece ||;z/(t)|| <nK ”l/I(O)H olur.
Bu esitsizlik (2.2.1) in biitlin y(¢) ¢6ziimleri i¢in dogrudur.(a) sikkindaki ispata gore

x(1)=0 kararhdir. Ote yandan eger A, k; kathi A, =io, bzdeerli k; tane lineer

bagimsiz 6zvektdrden daha az 6zvektdre sahipse x' = Ax sistemi,

iod

w(t)=ce ' [vti(d-io T)v]

formundaki () ¢ozlimlerine sahiptir. ((4-io, I)v=0dir.) Eger, o,=0 ise

w(t)=c (v+tdv), reel degerlidir. Bununla birlikte, lgu(t)” ¢t sonsuza gittiginde
siursizdir. Benzer sekilde, w(f) nin -hem reel hem de sanal kisimlari sinirsizdir.

(keyfi kiigiik (0) = 0 icin, o, # 0 ise). Boylece x(#)=0 denge ¢6ziimii kararsizdir.

A nin 6zdegerlerinin isaret degistirmesi veya sanal olmasi halinde de ¢ok farkli

durumlar sergilenir.
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X

y} vektoriinii R® diizleminde bir yon veya

(2.2.1) denklemini analiz ederken x=[

x
yonli dogru pargast olarak diisilinecegiz. F[y:l R? de bir vektdr ise (0,0)

noktasindan baglayarak (x,y)noktasina giden yonlii bir dogru pargasi olarak

gosterecegiz. Bu yonlii dogru pargasi, (0,0) dan xy dogrultusuna sahip bir dogruya

paraleldir. Eger x vektoriinli x yonlii dogru pargas: olarak goriiyorsak, ¢ pozitif ise x

ve cx vektorleri paraleldir. ¢ negatif ise aym dogru tizerinde zit yonliidiirler.

y Y
A A

X
(4.2)

2.1

=1
=

(2.1
Sekil 2.2.1 (a) Sekil 2.2.1 (b)

> -

x vektorlinii ¢izelim. y vektdrlini de x vektdrliniin ucuna paralel olarak tasiyalim.

- -

x +y vektorii bu iki vektoriin bilegimidir. Paralelkenar metoduyla elde edilir.

y
A

(q,+y,x,+,)

(x),x,)

<=y

Sekil 2.2.2
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(2.2.1) denkleminin faz geklini olusturalim. 4, ve 4,, 4 nin iki 6zdegeri olsun.

Asagidaki halleri analiz edelim:

1. A4, <4, <0. v ve v, sirasiyla 4, ve 4, ye karsilik gelen 6zvektorler olsunlar.

Sekil 2.2.3 de gosterildigi gibi xy diizleminde dort tane yart dogru gizebiliriz. /; ve I,

iginlar1 v; ve v, ye paraleldirler. /, ve [, de -v; ve -v, ye paraleldirler.

¢ keyfi bir say1 olmak tizere x(f)=ce™ v, (2.2.1) in bir ¢6ziimii olsun. Bu ¢Ozim
devamli v; vektoriiyle orantilidir. ce™ sabit orantt katsayis1 £oodan 0 kadar ¢ nin
pozitif veya negatif olmasina gore degisir. Béylece bu ¢6ziimiin yoériingesi ¢>0 igin /)

yar1 dogrusu, ¢<0 i¢in /; yar dogrusudur. Benzer olarak x(f)=ce™ v, ¢oziimiiniin

yoriingesi de ¢>0 i¢in L, ¢<0 igin I, yar1 dogrusudur. Sekil 2.2.3 deki bu dort
dogrunun lizerindeki oklar, x(f) ¢6ztimlerinin yoriingeleri iizerinde hangi noktada

hareket ettigini gosterir.

Bundan sonra (2.2.1) in her x(f) ¢6ziimu
x(0)= ¢,e™ vitc,e™ v, (2.2.2)
formunda yazilabilir. ¢; ve ¢; keyfi sabitlerdir. (2.2.1) in her x(f) ¢6zlimii ¢ sonsuza

0
gittiginde [OJ a yaklasir. 7 gok biiyiik oldugunda e™' v,, e

* v, e gore daha kiigiktiir.

Eger c; = Oise ¢ sonsuza gittiginde c,e™ v, e yaklasir. Bu ise ¢ pozitif oldugunda

x(f) nin yérﬁngelerihin i dogrusuna teget olarak yaklasacagi anlamina gelir. ¢

negatif ise /; ne teget olurlar. Boylece (2.2.1) in faz gekli Sekil 2.2.3 deki gibi olur.

~

§724

—7

Sekil 2.2.3 Kararli bir &lgﬁm noktasinin faz portresi

I

1,
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Buradaki her yoriinge, tek bir dogru harig orijine sabit bir dogrultuda yaklasir. (v; ile
-y; aym dogrultu kabul edilir). Bu halde (2.2.1) in x=0 denge ¢6ziimii kararli diigiim

noktasidir.

Hatirlatma (2.2.1) in her x(¢) ¢6zlimii, ¢ sonsuza gittiginde x=y=0 a yaklagmaktadir.
Fakat bu nokta hi¢bir (adi) trivial olmayan ¢dziime ait degildir.

1'. 0<4, <4,. (2.2.1) in faz gekli Sekil 2.2.3 deki gibidir. Fakat oklarin yoénii
degismektedir. Boylece, eger A nin her iki 6zdegeri de pozitif ise (2.2.1) in x(£)=0

denge ¢6ziimii kararsiz diigiim noktasidir.
2. A, =4, <0. A, bir veya iki lineer bagimsiz 6zvektdre sahip olabilir.

(a) Kabul edelim ki A4, v, ve v, gibi iki tane lineer bagimsiz 6zvektdre sahip olsun.
Bu durumda (2.2.1) in her x(¢) ¢6ziimiinii

x(1)= c,e™ yi+c,e™ y=e® (c,vi+c, ) (2.2.3)
formunda yazabiliriz. ¢ ve ¢; keyfi sabitlerdir. e (c,vi+c,vy) vektori biitiin ¢ ler
icin ¢ vi+c,v; ye paraleldir. Boylece (2.1) in her x(f) ¢6ziimiiniin
yoriingesi bir yari dogrudur. Bununla birlikte. ¢, v;+c¢,v; nin toplami ¢| ve ¢; nin

biitiin degerleri i¢in xy -diizlemini 6rterler. Boylece (2.2.1) in faz gekli Sekil 2.2.4 (a)

da gosterildigi gibidir.

(b) Kabul edelim ki, A yalnizca bir v lineer bagimsiz vektoriine sahip olsun. Bu
durumda x'(f)= e*v, (2.2.1) in bir tek ¢dztimidir. (2.2.1) in x' den bagimsiz ikinci
¢Oziimiinii bulmak icin her u vektorii i¢in (4-AI)’w=0 olduguna dikkat edelim.
Boylece;

(=t u=e* A AV e o [t (A- A D)u] (2.2.4)
(2.2.1) in bir ¢dzimidir. (2.2.4) denklemi, (4-ADu nun v nin k kat1 olmasi
dolayistyla daha da basitlegtirilebilir. Bu (4-AD[(A-ADu]=0 denkleminden
goriilebilir ve 4 bir tane lineer bagimsiz v vektériine sahiptir. # yu v den bagimsiz

olarak secelim. O zaman (2.2.1) denkleminin biitlin x(¢) ¢oziimleri
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x()= c,e® v+c,e” (urkvy=e® (¢, v+c, wtcokty) (2.2.5)

0
formunda yazilabilir. A¢ikga (2.2.1) in x(f) ¢Oziimleri ¢ sonsuza gittiginde (OJ

degerine yaklasir. c; sifirdan farkli ve ¢ gok bliylikse ¢ v+c,u  terimi, cokrv ile
kiyaslandiginda ¢ok kiiglik kalir. Boylece x(f) yOriingelerinin tegetleri ¢ sonsuza
gittiginde ¢; nin igaretine gore v vektdriine yaklasirlar ve (2.1) in faz sekli Sekil
2.2.4 (b) de gosterildigi gibidir.

Y ko]

&

| 0%
[
SE

(a) (b)
Sekil 2.2.4

2. A4, =4,>0. (2a) ve (2b) durumlarinda (2.2.1) in faz sekli tamamen Sekil 2.2.4

(a) ve (b) deki ile aymdir. Beklendigi gibi oklarin yonii ters gevrilir.

3. 4,<0<A4,. vive v, ,Adnn 4 ve A, ye karsilik gelen 6zvektorleri olsun.

4 ’

xy-diizleminde 1, I, , I; ve I, yar1 dogrulanim gizelim. /; ve I, v; ve v, ye paralel,

!

I, ve I, de -v| ve -v; ye paraleldir. x(f) ¢6ziimleri,

x(B= ce™ vitce™ v (2.2.6)

?

formundadir. x(f)= c,e™ v; coziimiiniin yériingesi, >0 ise 11, ¢1<0 ise /, diir. Fakat
1 1

]

!
x(H= c¢,e™ v, ¢Oziimiiniin yoriingesi ¢;>0 ise L, <0 ise I, diir. [y, I, , I, ve
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, 0
I, tizerindeki oklann yoniine dikkat edersek, ¢ sonsuza gittiginde x(f)= c,e™ v, (0]

X

a yaklagir. Fakat ¢ ¢ok biiyiik oldugunda  x(f)= c,e™ v, sonsuza gider. c,e™ vy,

c,e™ v, ile kiyaslamirsa c,e™ v; in ok kiigiik oldugu goriiliir. Boylece x(¥) ¢oztimleri
t sonsuza gittiginde sinirsiz olurlar. Yoriingeler ise ¢; 0 igin £ - —oiken ya/; e ya
da /, ne yaklagirlar. Sonugta (2.2.1) in faz gekli Sekil 2.2.5 deki gibidir. x=)=0 bir

eyer (saddle) formundadir. Bu nedenle x(f)=0 denge ¢6ziimii eyer noktasidir.

Eu

DN/

280

! 2

Sekil 2.2.5 Bir eyer noktasinin faz portresi

4. Ly =a+if, A, =a—if,f#0. (2.2.1) in faz seklini belirlemede ilk adim (2.2.1)
in genel ¢oziimiinii bulmaktir. z=u+iv, 4 nin «a +if Ozdegerine karsilik gelen
Ozvektorii olsun. Boylece,
x(H)= gl (u+iv)=e® (cos Bt +isin ft) (u+iv)

=e” [ucos Pt -vsin St |+ie” [usin St + vcos ft |

(2.2.1) in kompleks degerli bir ¢oztimiidiir. Béylece,

x'(H)=e” [ucos Pt -vsin ft ]
ve

x*(ty= e [usin Bt + vcos ft |

(2.2.1) in reel degerli iki lineer bagimsiz ¢6ziimii olsun ve (2.2.1) in her x(¥) ¢6ziimii

x(t)=c1x1(t)+czx2(t) formundadir. Bu ifade
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R, cos(Bt—-9,)
(2.2.7)

x(0)= e (Rz cos(Bt—3,)

formunda yazilabilir. R, 20,R, 20,6,,5, sabitlerdir. Asagidaki durumlari ayn

ayr inceleyelim:

(a)a=0:
x1(5)= R, cos(ft - 8,) ve xa(t)= R, cos(ft - 65,)

27
fonksiyonlart peryodu F olan peryodik fonksiyonlardir. xi(¢), -R; ve +R; arasinda

degisirken, x»(f), -Ry ve +R; arasinda degisir. Sonug olarak, (2.2.1) in x(f)
¢ozlimlerinin yoriingesi orijin x=y=0 etrafinda kapali egridir ve (2.2.1) in faz gekli
Sekil 2.2.6 (a) daki formdadir. Bu sebepten, A nin 6zdegerleri sirf sanal oldugunda,

(2.2.1) in x(£)=0 denge ¢6zlimii bir merkez (center) dir.

Sekil 2.2.6 (a) daki oklarin yonii (2.2.1) diferansiyel denkleminden belirlenir. Bunu
yapmanin en basit yolu y=0 iken y’niin isaretini kontrol etmektir. Eger y=0 ve x>0

icin y' sifirdan biiyiikse, (2.2.1) in biitiin x(f) ¢6zlimleri saat yonii tersinde hareket

’

ederler. Eger x,=0 ve x;>0 i¢in x, sifirdan kii¢likse (2.2.1) in biitlin x(¢) ¢6ziimleri
saat yoniinde hareket ederler.

‘-!

Lo

e

@ a=0 (b) <0
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)

'\

(I3 ,

N

©)a>0

Sekil 2.2.6

(b) x<0:

Bu durumda, (2.2.7) denkleminde e” ¢arpaninin etkisiyle Sekil 2.2.6 (a) daki basit
kapali egriler Sekil 2.2.6 (b) deki spirallere donlismektedir. Ciinkii
x(27/ B) = e*™* x(0) noktast orijine x(0) dan daha yakindir. Sekil 2.2.6 (b) deki
oklanin yonii dogrudan (2.2.1) diferansiyel denkleminden belirlenmelidir. Bu

durumda, (2.2.1) in x(£)=0 denge ¢dziimii kararli spiraldir.

(c) a>0:

Bu durumda, (2.2.1) in biitlin yoriingeleri ¢ sonsuza giderken orijinden spiraller
olarak uzaklasir ( Sekil 2.2.6 (¢)) ve (2.2.1) in x(¢)=0 denge ¢dziimii kararsiz
spiraldir.

a b
(2.2.1) in katsay1 matrisi A=[ c d} olmak lizere a, b, ¢, d katsayilarindaki kiigiik

degisimlerin etkisi diistinmeye degerdir. Eger degisimler yeterince kiictikse
ozdegerlerin pozitif reel kisimlan pozitif, negatif reel kisimlar1 negatif kalir. Bu

nedenle asimptotik kararli denge noktast asimptotik kararli, kararsiz denge noktasi
kararsiz kalir. En hassas durum A, =ic ve A, =—ic iken, yani denge noktas: bir
merkez ve yoriingeler denge noktasinit ¢evreleyen kapali egriler oldugunda meydana
gelir. Eger katsayilarda kii¢iik bir degigiklik yapilirsa 4, ve A, dzdegerleri, r ¢ok
kiigtik ve o =s olacak sekilde g, =r+is ve p, =r—is degerlerini alacaktir.

(Sekil 2.2.7) Eger r#0 ise kapali egriler spirallere doniisiir. » <0 ise sistem
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asimptotik kararli, » >0 ise kararsizdir. Bbylece, denge noktasinin merkez nokta

oldugu durumda katsayilardaki kiiglik degisimler, kararli sistemi kararsiz sisteme

déniistiirebilir.
y Y
A
7"1 —ic pe Kompleks
eslenik
. kokler
oy, =r+is
B A=R, S,
< P> X 3 Q i X
W, =r—Iis
A, =—ic Farkli
U reel
B kokler
v
Sekil 2.2.7 Sirf imajiner ktklerdeki Sekil 2.2.8 Esit reel koklerdeki
degisimlerin etkisi degisimlerin etkisi

Diger istisnai durum 6zdegerlerin esit oldugu yani denge noktasinin diigiim noktasi
oldugu durumda meydana gelir. Katsayilardaki kii¢iik degisimler esit iki kokiin
ayrilmasina (bifurcate) sebep olabilir. Ayrilan kokler reel ise degisiklik yapilan
sistemin denge noktasi, diigiim noktast olarak kalir. Kompleks eslenikler ise denge
noktas1 spiral nokta olur. (Sekil 2.2.8) Bu durumda sistemin kararhilift veya
kararsizlif, katsayilardaki kiiglik degisimlerden etkilenmez ama ydriingeler 6nemli

Olgiide degisebilir.

2.3. Lineerimsi Sistemler

Iki boyutlu lineer olmayan

x'= f(x) (2.3.1)
otonom sistemini tekrar ele alalim. Asil amacimiz denge noktas: civarinda (2.3.1)
sisteminin yoriingelerinin davramisint' aragtirmaktir. Bunu  (2.3.1) lineer olmayan
sistemine, yoriingelerini tammlamas: kolay olan uygun bir lineer sistemle yaklagarak

yapiyoruz. En 6nemli soru lineer sistemin yoriingelerinin lineer olmayan sistemin
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yériingelerine iyi yaklagimlar olup olmadigidir. Genelligi bozmadan denge noktasini

orijin olarak segmek uygundur.

2.3.1 sistemini

x'= Ax + g(x) (2.3.2)
seklinde yazalim ve x =0, (2.3.2) sisteminin ayrik denge noktasi olsun. det 4 # 0 ve
x =0 aym zamanda x’'= Ax linecer sisteminin de ayrik denge noktasi olsun.
x' = Ax lineer sistemine yakin olmas: i¢in (2.3.2) lineer olmayan sisteminde

g(x)in ¢ok kiiclik oldugunu farz edelim. Daha agik olarak g nin elemanlan siirekli
birinci kismi tiireve sahip ve

x—>0 iken Hg(x)”/”x” -0 (2.3.3)

4

olsun. Boyle bir sistem x =0 denge noktasi komsulugunda lineerimsi sistem olarak

, orijin civarinda “x“ ile karsilastinldiginda ¢ok kiigiik

limit sartin1 saglasm. Yani,

adlandirilir.

(2.3.3) sartimi ifade etmek icin skaler formda yazmak faydalidir. x’=( x, y ) alinirsa
“x][ =(x* %) P=r olur. Benzer olarak g1)=(fxy).g(x))) ise
le(| =1 &yy+e’ p)]'* dir. Oyleyse,

r—>0 iken f(x,y)/r—>0, g(xyv)/r—0 (2.3.4)

elde edilir.

Ornek 2.3.1

' 2
R L i) B,
% 0 0.5)\y) \-0.75xy—0.25y>

sisteminin orijin komsulugunda lineerimsi sistem olup olmadigini belirleyelim.

(2.3.5) sisteminin (2.3.2) formundaki gibi (0,0) denge noktasina sahip ve det A= 0

oldugunu kabul edelim. (2.3.5) denkleminin diger denge noktalarinin (0,2), (1,0) ve
(0.5,0.5) oldugunu gérmek zor degildir. Sonug olarak orijin ayrik denge noktasidir.
(2.3.4) sartimi kontrol ederken  x=rcos6, y=rsinf alarak kutupsal

koordinatlara gegmek uygundur. Oyleyse; r = 0 iken
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Sy _ ~x*~xy —r’cos’0-r’sinBcosh

r r r
= —r(cos2 0 +sin O cos 9)—) 0

olur. Benzer yolla r-—>0  iken g(x,y)/r - 0 oldugu gosterilebilir. Béylece

(2.3.5) sistemi orijinde lineerimsi sistemdir.
Ornek 2.3.2

Bir sarkacin hareketi

=y, = —> sin x ~yy (2.3.6)

dt

sistemiyle tanimlansin. Denge noktalar1 (0,0), (£n,0), (£27,0), . . . dir ve bdylece

dx 4
di

orijin bu sistemin ayrik denge noktasidir. Simdi sistemin orijinde lineerimsi

oldugunu gosterelim.

(2.3.6) denklemiyle (2.3.2) denklemini kargilastirmak igin lineer ve lineer olmayan
terimleri acikca gorebilecegimiz sekilde yazmaliyiz. Eger
sin x = x +(sinx — x) seklinde yazip bu ifadeyi (2.3.6) min ikinci yaninda yerine

yazarsak (2.3.6) ya denk olan

@ i [—2) —lv)@"mz (sina(c) —x] (23.7)

sistemini elde ederiz.

(2.3.7) denklemiyle (2.3.2) denklemini Kkarsilastirirsak fx,»)=0 ve
g(x,y) = -’ (sinx - x) oldugunu gériiriiz. sinx in Taylor a¢ilimindan biliyoruz ki x
¢ok kiigiik oldugunda, sinx-—x, —x’/3!=—(r’cos®6)/3! gibi davranir. Sonug
olarak » - 0 iken (sinx—x)/r — Odir. Béylece (2.3.4) sart1 saglanir ve (2.3.7)

sistemi orijin komsulugunda lineerimsidir.

Simdi lineer olmayan (2.3.1) sistemine geri dénelim ve sistemi,

x'=F(x,y), y'=G(x,y) (2.3.8)
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olacak sekilde skaler formda yazalim. F ve G ikinci mertebeye kadar stirekli kismi
tireve sahip fonksiyonlar oldugunda, (2.3.8) sistemi, (x,,y,)denge noktasi
komsulugunda lineerimsidir. Bunu gostermek ig¢in,

F(x,y) = F(xq,y0) + F, (x4, Yo J(x = X,) + F, (x4, Y )Y — ¥o) + 1, (x, ¥)
G(xa}’)'—‘G(x():yo)“'Gx(xoayo)(x“xo)+Gy(xo’yo)(y_yo)+nz(xay)

seklinde F(x,y)ve G(x,y) fonksiyonlarinin(x,,y,)noktas: civarinda Taylor
acilimlarint kullanalim. Burada (x,y) = (x4, ¥5) iken
N,/ [(x=%)" +(y—¥,)*1"> =0 dirBu m, i¢in de aymdir. Dikkat edersek
F(xy,y,)=G(xy,y,)=0 ve dx/dt=d(x—x,)/dt, dy/dt=d(y—y,)/dt dir.

Oyleyse (2.3.8) sistemi

d[x—x, F (x5,¥) Fy(xoaJ’o) X=X, n,(x,»)
a _ 2.3.9
dt (y_yo] (Gx(xoa.}’o) Gy(xo>.)’0)](y_yo]-'-(nz(x»y)) ( )

sistemine doniisiir. (2.3.9) sistemini vektér notasyonuyla gosterecek olursak
u= (x-x,,y-y,) ve n=(m,,m,)" olmak iizere;

du_df
- dx(x Yu + n(x) (2.3.10)

elde edilir. Bu sonug iki kat 6nemlidir. Birincisi; eger F' ve G fonksiyonlan iki kez

diferansiyellenebilir ise (2.3.8) sistemi lineerimsidir ve Omek 2.3.1 ve Ornek 2.3.2

de kullamilan limit yontemine basvurmak gereksizdir. Ikincisi, (x,,y,)civarinda

lineer olmayan (2.3.8) sistemine yaklagan lineer sistem, (2.3.9) veya (2.3.10)

denklemlerinin lineer kismiyla verilir. Yani; #, = x — x, ve u, = y —y, olmak iizere;

d(u _ F(x0,¥0) F,(x0,¥,) [U,] 23.11)
dt u2 Gx(xmyo) Gy(x()7y0) u2
dir. (2.3.11) denklemi, denge noktas1 civarinda lineerimsi sisteme karsilik gelen

lineer sistemi bulmak i¢in basit ve genel bir metot saglar.

Ornek 2.3.3

(0,0) orijin ve (m,0) denge noktalar: civarinda (2.3.11) denklemini kullanarak (2.3.6)
daki sarka¢ denklemine karsilik gelen lineer sistemi bulalim.

F(x,y)=y, G(x,y)=-0’sinx—yy (2.3.12)
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dir. Bu fonksiyonlar gerektigi kadar ¢ok diferansiyellenebilir oldugundan (2.3.6)

sistemi her bir denge noktasi civarinda lineerimsidir. F' ve G nin tiirevleri

2
F. =0, F, =1, G,=-0"cosx, G, =~y (2.3.13)

dir.
Boylece, orijinde (2.3.7) denklemiyle uyusan uygun lineer sistem

6o L0
— = ) (2.3.14)
dr\y -0° YAy

dir. Benzer sekilde, (2.3.13) denklemindeki kismi tiirevlerde (m,0)1 yerine yazarsak,

— = , (2.3.15)
dr\v o —yA\v

elde edilir. Bu, (w,0)civarinda (2.3.6) denklemine karsilik gelen lineer sistemdir.

u=x—-m,v=y olmak iizere;

ad — be # 0 olmak tlizere, (0,0) ayrik denge noktasina sahip
?zax+by+f(x,y)
g (2.3.16)
@y

d
=cx+dy+ g(x,
. ly + g(x,y)

lineerimsi sisteme doénelim.Teorem 2.3.4, (0,0) denge noktasinin tipi ve kararlilig: ile

ilgili olarak, lineer olmayan f(x,y) ve g(x,y) terimlerinin etkisinin,

dx

—=ax+by

' 2.3.17
g—,}i—cx+d ( )
dr 4

lineer sisteminin katsayilarindaki kiigiik degisimlerin etkisine denk oldugunu ifade

eder.

Teorem 2.3.4: Lineerimsi Sistemlerin Kararhhg

A, ve X,, (2.3.16) lineerimsi sistemine karsilik gelen (2.3.17) lineer sisteminin

katsay1 matrisinin 6zdegerleri olsun. Oyleyse;
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1. Ozdegerler esit yani A, =L, ise (2.3.16) min (0,0) denge noktasi diigiim yada
spiral noktadir. A, =A, <0 ise denge noktas1 asimptotik kararli, A, =A, >0 ise

kararsizdir.
2. A, ve A, suf sanal ise (0,0), merkez yada spiral noktadir ve kararli, asimptotik

kararli yada kararsiz olabilir.

3. Ozdegerler esit yada siuf sanal olmadik¢a (2.3.16) lineerimsi sisteminin

(0,0) denge noktasi, (2.3.17) lineer sisteminin (0,0) denge noktas: ile ayni tipte ve

kararlidir.

Boylece, A, # A, ve Re(A,)#0 ise (2.3.16) lineerimsi sisteminin denge noktasinin
kararliligs ve tipi (2.3.17) lineer sisteminin analiziyle belirlenebilir. Yalmzca
Ozdegerlerin sirf sanal olmasi durumunda (0,0)mm kararlilifi lineer sistemle
belirlenemez. A, =X, ve Re(k,)=0 durumlan hari¢ (0,0)civarindaki yoriingeler
lineer sistemin yoriingelerine kalitatif olarak benzeyecektir. Yani, denge noktasina
ayn1 yoldan girerler veya aynlirlar. Ama lineer olmayan tarzda deforme olabilirler.

Asagidaki tablo bu durumu 6zetler.
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Lineerimsi Sistem

é:_'%_z Tiirii Kararhhk Tiirii Kararhhk

A >A, >0 D Kararsiz D Kararsiz

A <A, <0 D Asimptotik D Asimptotik
kararli kararli

Ay, <0 <A, EN Kararsiz EN Kararsiz

A =4,>0 DD veya DzD Kararsiz D veya SpN Kararsiz

A=A, <0 DD veya DzD Asimptotik D veya SpN Asimptotik
kararh kararli

ALk, =BFic

A>0 SpN Kararsiz SpN Kararsiz

A<O SpN Asimptotik SpN Asimptotik
kararl kararli

A, =iC,A, =—iC M Kararli M yada SpN Belirsiz

Not: D-Dtigiim, DzD-Dtizensiz Dugtim, DD-Dizenli Diglim, EN-Eyer Noktasi, SpN-Spiral Nokta,

M-Merkez
Tablo 2.3.1 : Lineer ve Lineerimsi Sistemlerin Kararlilik ve Kararsizlik Ozellikleri

Teorem 2.3.4 deki siniflandirmanin en 6nemli sonucu sudur: Eger denge noktasi
lineerlesmis sistemin asimptotik kararli denge noktasi ise lineerimsi sistemin denge
noktas1 asimptotik kararlidir. Bununla birlikte, lineerimsi sistemin denge noktasi
lineerlesmis sistemin kararsiz denge noktas: ise lineerimsi sistemin denge noktasi
kararsizdir. Eger lineerimsi sistem fiziksel bir durumu modellemek i¢in kullanilirsa
Onceden s6zii edilen hassas durumlar hari¢ denge noktas: civarinda sistemin kalitatif

davranisi lineerlesmis sistemin incelenmesiyle belirlenebilir.
Ornek 2.3.5

x =0, y=db/dt olmak lizere, bir sarkacin hareket denklemleri,

dxfdt =y, dy/dt=—9sinx—%y (2.3.18)
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ile verilsin. Bu sistemin faz portresini ¢izelim ve bu faz portresinin sarkacin

hareketlerini nasil gosterdigini agiklayalim.

Faz diizleminde ¢esitli baslangi¢ noktalarindan baglayan yoriingeleri ¢izerek Sekil
2.3.1 de gorillen faz diizlemini elde ederiz. Goriildiigti gibi denge noktalar
n=0,+1,12,...i¢in (»m,0) noktalaridir. n nin ¢ift degerleri sarkacin asagi dogru
oldugu pozisyona karsilik gelirken (asimptotik kararl1 denge noktalari), tek degerleri
de yukar1 dogru oldugu pozisyona (kararsiz denge noktalar) karsilik gelir. Her bir
asimptotik kararli denge noktasi civarindaki yoriingeler, asagiya dogru olan denge
pozisyonu yakinlarinda salimmun azaldiim ifade eden, saat yoniinde spirallerdir. [ y|
nin biliylik degerlerinde meydana gelen, y6riingelerin dalgali yatay kisimlar1 sarkacin
hizla donen hareketlerini ifade eder. Dikkat edersek, hizli hareket belirsiz bir sekilde
devam edemez. [ y[ ne kadar biiyiik olursa olsun, sonunda agisal hiz, sarkacin bir siire
sonra zirveye ¢ikmasini engelleyen sondtiriicli terimin etkisiyle ¢ok fazla azalir ve

sarkag asagi dogru pozisyonda salinmaya baslar.

¥

¢
e

0

Sekil 2.3.1 (2.3.18) in faz portresi

Eyer noktalarina giren yoriingeler faz diizlemini bolgelere ayirir. Boyle yoriingeler
ayirict (separatrix) olarak adlandirilir. Her bir bolge mutlaka asimptotik kararl denge
noktalarin1 igerir. 9 ve dB/dt tzerinde baglangi¢ kogullari faz diizleminde (x,y)
baslangi¢ noktasimin pozisyonunu belirler. Sarkacin baslangi¢ noktasindan sonraki
hareketi, o bolgede asimptotik kararli denge noktasina dogru spiral olarak dolanan,
baslangi¢ noktasi boyunca gecen yoriingeyle temsil edilir. Asimptotik kararli denge

noktasina yaklasan yoriingelerin biitlin baslangic noktalarinin kiimesine ¢ekim
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bolgesi veya o denge noktas: i¢in asimptotik kararli bélge denir. Asimptotik kararlt
denge noktasimin her biri kararsiz eyer noktalan komsulugu boyunca ayiricilarla
siirlandinlmis  ¢ekim bolgesine sahiptir. Dikkat edersek, baslangic noktalarim

ayiricilar iizerinde almak, hareket sonlamirken sarkacin dengeye gelmesine neden

olur.

Lineer ve lineer olmayan otonom sistemler arasindaki en onemli fark sarkag
denklemleriyle gosterilmistir. Hatirlarsak x' = Ax lineer sistemi, eger det A+ 0 ise
yalmzca x =0 denge noktasina sahiptir. BSylece, orijin asimptotik kararli denge
noktasi ise yalnizca orijine yakin baglayan yorilingeler degil, her bir yoriinge orijine
yaklasir. Bu durumda x =0 denge noktasina mutlak (globally) asimptotik kararl
denir. Bu 0zellik lineer olmayan sistemler i¢in gegerli degildir. Lineer olmayan
sistemler i¢in 6nemli bir soru, her bir asimptotik kararli denge noktas: i¢in ¢ekim

bolgesini belirlemek veya tahmin etmektir.
2.4. Av-Avcl Denklemleri

Aym ¢evre kosullarinda yasayan farkli tlirdeki hayvan gruplan arasinda hayatta
kalabilmek i¢in yogun bir miicadele oldugu bilinmektedir. Genellikle bir tiir hayatini
siirdiirebilmek igin baska bir tiir bitki ya da hayvan grubunu avlamak zorundadir.
Boylece tiirler arasinda birbirlerinin sayica biiylikliigiine bagli olarak azalmalar ve

cogalmalar olur.

¢t aminda av-avc niifusunu sirasiyla x ve y ile tammlayalim. Birbirini etkileyen iki

tiiriin modelini kurarken agagidaki varsayimlar yapilmistir:

1. Aveinin yoklugunda av, mevcut niifusla orantili olarak gogalir. Boylece, y=0

oldugunda dx/df =ax, a>0 dur.

2. Avin yoklugunda avci niifusu azalir. Boylece, x=0 oldugunda
dy/dt =—cx, ¢ >0 dir.

3. Av ve avar arasindaki miicadelenin sayisi, niifuslarinin ¢arpimiyla orantilidir.

Miicadelelerin her biri, aveiyr gogaltmaya, avi azaltmaya meyillidir. Béylece, y ve
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a pozitif sabit oldugunda, avin bliylime oranm1 —axy, avcimn biiylime orami yxy

terimiyle artar.

Bu kabuller bizi asagidaki denklemlere gotiirtir.
dx/dt = ax — axy = x(a — ) 2.4.1)
dy/dt =—cy + yxy = y(~c + yx)
a,c,a ve y sabitlerinin hepsi pozitiftir. Sirasiyla @ ve ¢ avin bilylime orani ve
aveinin Olim oramdir. o ve y iki tir arasmdaki etkilesim olgiitleridir. (2.4.1)
denklemleri Lotka-Volterra denklemleri olarak bilinir. Buradaki hedefimiz, x ve y
nin pozitif baslangi¢ degerleri igin (2.4.1) sisteminin ¢dziimlerinin (y&riingelerinin)

kalitatif davraniglarim belirlemektir. Asagidaki, (2.4.1) sistemine bir 6rnektir.

Ornek 2.4.1

x ve y nin pozitif degerleri igin;

dx/dt = x(1-0.5y) = x—0.5xy

~ (2.4.2)
dy/dt = y(—0.75+0.25x) = -0.75y + 0.25xy
sisteminin ¢dziimlerini tartisalim. Sistemin denge noktalari;
x(1-0.5y)=0 y(-0.75+0.25x) =0 (2.4.3)

denklemlerinin ¢oziimleridir. Yani; (0,0) ve (3,2) noktalaridir. (2.4.2) denkleminde

lineer olmayan terimleri ihmal ederek;

— = 24.4)
dr\y 0 -0.75)\y

sistemi elde edilir.

(2.4.4) iin 6zdeger ve dzvektorleri;
w_[! @ _[Y
n=1 &Y= 0 r,=-0.75 &% = ) (2.4.5)

dir. Boylece genel ¢6zlim,;

x 1), 0) _oss
(y)zc‘ (Oje +c, (lje o7 (2.4.6)
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dir. Béylece orijin, (2.4.2) lineer olmayan sistemi ve (2.4.4) lineer sisteminin eyer
noktasidir ve kararsizdir. Orijine y ekseni boyunca bir ¢ift y6riinge girer, diger

biitlin yoriingeler orijinin komsulugundan ayrilir.

(3,2) denge noktasinin tipini belirlemek igin;
x=34u y=2+v (2.4.7)

ifadeleri (2.4.2) denkleminde x ve y yerine yazilir ve u# ve v li lineer olmayan

— = (2.4.8)
dr\v 0.5 0 Y

sistemi elde edilir. Sistemin 6zdeger ve 6zvektorleri;

VB [ 1 _ B (0
n=— ¢ _(——i/ 3) rz——T £ —(1/\@] 2.4.9)

2

L

terimler ihmal edilirse;

dir.

Ozdegerler sirf sanal oldugu igin, (3,2) denge noktas: (2.4.8) lineer sisteminin
merkez noktasidir ve kararlidir. (3,2) denge noktasi merkez nokta oldufu igin,
(2.4.2) lineer olmayan sistemi i¢in denge noktasinin tipi bu bilgiden belirlenemez.
(2.4.8) lineer sisteminin yd&riingelerini bulmada en basit yol (2.4.8) deki denklemleri
birbirine bélmektir. Boylece;

dv _dv/dl _ 0.5u _u
du du/dt —15v 3y

veya
udu+3vdv=0 (2.4.10)
dir.
Sonug olarak;
u? +3v: =k 2.4.11)

elde edilir. Burada %, keyfi ppzitif integrasyon sabitidir. Boylece; (2.4.8) lineer

sisteminin yoriingeleri denge noktasini ¢evreleyen elipslerdir.
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Simdi (2.4.2) lineer olmayan sistemine geri donelim. (2.4.2) deki denklemleri
birbirine bolersek;
dy _ ¥(=0.75+0.25x)

(24.12)
dx x(1-0.5y)
yi elde ederiz.
(2.4.12) denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir denklemdir ve
1-0.5y - -0.75+ 0.25xdx
¥ e
seklinde ifade edilebilir. ¢ integrasyon sabiti olmak tizere;
0.75Inx+Iny—0.5y-025x=c¢ (2.4.13)

ifadesi (2.4.12) nin ¢oziimiidiir. ¢ nin sabit bir degeri i¢in denklemin grafigini (3,2)
denge noktasim gevreleyen kapali bir egri olarak gostermek miimkiindiir. Boylece
denge noktasi, (2.4.2) lineer olmayan sisteminin merkez noktasidir ve av-aver
miktarlarinda periyodik bir degisim oldugu ortaya ¢ikar.

2401 (2.42) sistemirin faz-portresi

Sekil 2.4.2: (2.4.2) sisteminin av-avci niifusunun zamana bagh degisimi (x=2, y=1.5)
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Sekil 2.4.1, (2.4.2) sisteminin faz portresini gosterir. Bazi baslangi kosullar: icin
yoriingeler, denge noktasi civarinda x ve y deki kiiglik degisiklikleri temsil ederler
ve hemen hemen eliptik bicimdedirler. Yénleri saat yéndniin tersidir. x ve y nin
{ye bagimlilifs, Sekil 2.4.2 de gosterilmistir. Dikkal edersek x ve y, ¢ nin
periyodik fonksiyonlanidir. Aver sayisindaki salinumlar, avinkini biraz geriden takip
eder. Av ve aver nifusunun her ikisi de kiigiikse, ilk olarak av sayisinda artma
goriiliir; ¢linkii avlanma sayist azdir. Bol yiyecekle birlikte aver sayisi da artar. Bu da
avin azalmasina neden olur. Sonunda avin azalmasiyla ave: sayis: da avabr ve sistem

orijinal durumuna geri déner.
(24.1) genel sistemi, 6rnekteki yol izlenerek analiz edilebilir. (2.4.1) sisteminin
denge noktalar;

Ma—-0p)=0 y(-c+y)=0
n gozimleridir. Yani; (0.0) ve (¢/y.a/a) noktalandir. 11k olarak her bir denge
noktast civarinda (2.4.1) sistemine kargthk gelen lincer sistemin ¢oziimlerini

mceleyelim,

Orijinin komgulugunda (2.4.1) sistemine karsilik gelen lineer sistem;
7(x\ (a 0)x
A = (2.4.14)
driy 0 )iy

dir.

Ozdeger ve dzvektorler;

() 1 c(2 0 ) -
P e R (2.4.15)
0) " 1
e [N ie,[C)ee (2.4.16)
=c e™ +e, e 4.16
¥ “ 0 "

dir. Boylece: orijin kararsiz eyer noktast olur. Tyer noktasma giris v ekseni

dir. Genel ¢oziim;

boyuncadir, diger biitiin y&ringeler denge noktast komsulugundan aynlir.
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(¢/y,ala) denge noktasmi ele alalim. Eger x=(c/y)+u ve y=(a/a)+v ise,

dfu _ 0 —acly\(u 2.4.17)
driv il 0 v

seklini alir. (2.4.17) sisteminin dzdegerleri r = +iac dir; béylece denge noktasi

(2.4.14) linecr sistemi;

lineer sistemin kararlt merkezidir. (2.4.17) sisteminin yorlingelerini bulmak igin
(2.4.17) deki denklemleri birbirine bélerck;
dvdvidi __ (/e (2.4.18)

du dufdi (acly)w

veya
y audu +a’evdv = 0 (2.4.19)

elde cdilir.

Sonug olarak £ pozitif integrasyon sabiti olmak iizere;
2 2 2 2
ylaut +aev =k (2.4.20)
elde edilir. Boylece. (2.4.17) lincer sisteminin yérimgeleri bir dnceki Gmekte oldugu

gibi elipslerdir.

(2.4.1) lineer olmayan sistemine kisaca donersek, (2.4, 1) sistemi.

b _drldr_ pes ) G
dv dx/dt x(a—ay) o

seklinde tek denkleme indirgenebilir.

(2.4.21) denklemi degiskenlerine ayrilabilirdir ve ¢’ integrasyon sabiti olmak {izere:
alny-ay+cinx - p = (2.4.22)

gozlimiine sahiptir. (c/y,a/a) denge noktast civannda (2.4.22) denkleminin

grafigini €' sabiti i¢in kapah bir egri olarak gostermek miimkindiir. Boylece bu

denge noktasi (2.4.1) genel lincer olmayan sisterni igin de merkezdir.
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Av ve aver niifuslanimin periyodik degisimi, (¢/y,a/a) noktasindan sapmalar kiigiik
oldugunda daha detayly analiz edilebilir ve (2.4.17) lineer sistemi kullamulabilir.

(2.4.17) sisteminin ¢bzimi,
w=<Kcos(Naci+¢)  v="=_|"Ksin(act + ¢) (2.4.23)
V aVNa

seklinde yaulabilir. Buradaki K ve ¢ sabitleri baslangic kosullanyla belirlenir.

Boylece;
[ [
x ==+ Kcos(vact + )
e (2.4.24)
y= 44k sin(vact + ¢)
a alVa
dur.

Bu denkiemier, (c/y,a/a) denge noktasina yakin eliptik yériingeler icin iyi
vaklagimlardir. Yériingeler tizerinde, av ve avel sayilanumn periyodik degisimleri

hakkindaki asagidaki sonuglan elde etmek i¢in kullanilabilirler:

1. Av ve avel ntifusunun bilyiikligi er/\/z periyoduyla sintizoidal olarak degisir.
Bu periyot baglangi¢ kogullarindan bagimsizdir.

2. Av ve ava niifuslary, evriyi dértte bir faz farks ile olustururtar. Ornekie agikladig:
gibi, av Onden, aver arkadan gelir.

3. Salmmn  genligi av igin Ke/y. aver igin ax/;l\'/a«\/; dir;  sistemin
parametrelerine bagh oldugu kadar baslangi¢ kogullarina da baghdir.

4. Bir tam gevri lizerinde av ve avei niifusunun ortalamast sirasiyla ¢/y ve a/a dir.

Bu degerler denge durumundaki nitfuslarla aymdie.

Asafida av-aver denklemine ait 6zel bir modeli daha veriyoruz.

Ornek 2.4.2

Bu modelde, ekolojik sistem {i¢ etkenle modellenecektir: Bitkiler, bitkileri yiyen

otobur bir hayvan tiirii (av). bu hayvanla beslenen etobur bir hayvan tiirii (aver). Bu

model, bitki miktanimt  kontrol ederek  ekosistemi  kontrol edebilecegimizi



gosterecektir. Modelimizde, her iki tlirtin de (av-aver) niifusunun belirli bir saymm
altina diismesini (neslinin tiikenmesi) istemiyoruz. Bu kosullar altinda, av miktari

x ile, aver miktarini da y ile g@sterelim. Bu sistemi modelleyen denklemimiz;

é—t»:rx(l NEI

dt A x+H (2.4.25)
dy _ bxy oV

dr x-+ H

dir. Buradaki A parametresi, aveinn yoklugunda maksimum beslenebilecek av
miktaridir ve lojistik kurala baghdir. 4 parametresi, kontrol edilen tek parametredir.
Cunkii, bitki miktarina baghdir. x, 4 dan ¢ok kii¢iikse, 4 nin katkisi azalir, avin
dogum hizi » olur ve e” tarzinda exponansiyel gelisir. (2.4.25) sisteminde birinci
denklemdeki ikinel terim ise, aveimn, avin ¢ofalma hizi lizerindeki ctkisini
modellemektedir. Avin cogalma hizi, av ve aveimin niifus carpumlanyla orantilidir,
Paydaki terim ise, doyum ctkisini belirlemektedir. Eger av ¢ok olursa, aveitar fazla
a¢ kalmayacaklar ve daha az sayida av avlanacaktir. Ikinci denklem, aveilarn niifus
degisimini belirlemekledir. Tkinei denklemdeki ilk terim avemm dogum luzim
belirlemektedir. Yiyecek ¢oksa bu terim luzla bilyiimektedir. x, H dan gok bilyiikse
by ile doyuma erer. Boylece, b parametresi, dogal dogum hizini temsil eder. Jkinei
denklemde, eger x miktan olmarzsa aver ¢ terimiyle exponansiyel olarak azalacakur.
Modelde doyum parametresi H y1 sabit tutacagiz. x, v, /[ ve A tirlerin milyon
cinsinden niifuslarint belirlesin. », /7, b ve ¢ yillik degigme birimi olarak alinacaktir,

Burada r=10, =21, b=23, ¢=4/3 ve H=3 olarak alnmigtir.

- 2 18(-12+54
(2.4.25) denkleminin denge noktalan, (0,0),(4,0) ve (l:lfi(,;?;“),) dir. Denge
5 /1

noktalarmin A4 ya bagimhiligma dikkatl edelim. (0,0) denge noktasi, her iki Liiriin de

var olmadifn anlamina gelir. Tkinci denge noktasinda aver yoktur. Ugtinciide, her iki

. 4
tir de meveuttur. (0,0) denge noktasinin dzdegerleri, 10 ve —— olup kararsiz cycr
2

. . —12+54 12 ..
noktasidir. (4,0) noktasimin dzdegerleri, -10 ve - olup A<= igin
33+4) 5

!

1

asimptotik kararli diiglim, 4 > — i¢in de kararsiz eyer noktasidir.

ol
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12 18(-12+54)

s ot ) noktasinin 6zdegerleri, 4 ya bagh olduk¢a karmagik bir yapi

(

sergilemektedir. Ozdegerlerin karekoklil terimlerinin i¢i 4=4.29969 degerinde sifir

olmaktadir. Bu deger, reel ve kompleks kokler arasindaki gegisi saglayan kritik bir
degerdir. Buna gore, ii¢iincii nokta % < A <4.29969 igin kararl bir diigiim noktasi,

4.29969<A<359— icin kararli bir spiraldir. (A:? degeri, Ozdegerlerin reel

kismint sifirlayan degerdir.) Eger, 4> ? ise kararli nokta yoktur ve bir limit ¢evri
olusacaktir. (Limit ¢evri konusu boliim 4.1 de detayli olarak incelenecektir.)Denge
noktalarimn, 4, 0 dan ? e kadar degisirken 4 ya bagl niifus artiglarimin grafigi

Sekil 2.4.3 de gosterilmistir.

Nafusy (duz cizgi) ve y (kesikligizgi)

Sekil 2.4.3

Sekil 2.4.4 ve 2.4.5 sirasiyla A=6 ve A=10 i¢in sistemin faz portreleridir. $ekil 2.4.5
de olugan limit ¢evri, Sekil 2.4.6 ve 2.4.7 de 4=10 ve 4=12 igin ayrica gosterilmistir.
Bu limit gevriler, 4 ile birlikte biiylimektedir.



Sekil 2.4.4 Sekil 2.4.5

Sekil 2.4.6 Sekil 2.4.7




BOLUM 3. LIAPUNOV'UN IKINCI METODU

Linecerimsi sistemler béliimiinde, lincerimsi  bir  sistemin  denge noktasinin
kararlihginin uygun bir lineer sistem olusturularak nasil belirlenecegi gdsterildi.
Denge noktast lincerlegmis sistemin merkez noktast (center) oldugunda kesin sonug

elde edilemedi. Bu durumun Srnegi av-aver probleminde tartigiidi.

Asimptotik kararli denge noklasi igin ¢ekim bélgesinin arastirilmas: sorusu da
onemlidir. Cekim bdlgesi Gyle bir bolgedir ki; o bolgeden baslayan biitiin ¢éziimler
denge noktasina yaklasirlar. Lineerimsi sistem teorisi yere!l bir teori oldugundan

cekim bolgesi hakkinda higbir bilgi saglamaz.

Bu bdliimde diger bir yaklagim olan Liapunoviun ikinei metodu veya direkt
metodunu  tartisiyoruz. Bu metot, direkt metot olarak da ifade edilir; ciinki,
diferansiyel denklem sisteminin ¢ézémii igin higbir bilgi gercktirmez. Denge
noktasinn kararlili@ veya kararsizh@n hakkindaki sonuglar, uygun bir yardimel

fonksiyon olugturularak elde edilir. Bu teknik daha genig bir bilgi saglar.

Liapunov’un ikinci melodu, konscrvatif sistemler icin iki fizik prensibinin
genellegtirilmisidir. (i) potansiyel enerji yerel minimum ise durgun pozisyon
kararhdir, aksi takdirde kararsizdir. (ii) toplam enerji harcket boyunca sabittir. Bu
kavramlan érneklendirmek igin,

40

)

dr-

1 gsinyzo (3.1)

ile belirtifen séniimsiiz sarkag denklemini ele alalim.

(3.1) deki denkleme karsilik gelen birinci dercceden sistem, x=¢ ve y=dd/d

olmak {izere:
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('—ix—:y ﬂ:vgsinx (
dt di L

(O8]
(3]
~

dir. Eger keyfi sabiti ihmal edersck potansiyel enerji U, sarkacin en alt noktasindan
istenilen noktaya tasimada yapilan istir. Yani;
U(x,y)=mgL(l —cosx) (3.3)

dir. (3.2) sisteminin denge noktalari, &=ztnx ve df/dt=0 a karsihk gelen

x=+nx, y=0,(n=0,1,2,3....) noktalandir. Fiziksel olarak; 0 =0,£27,. ..,
e karsihk gelen x=0,y=0;x=427,y=0;. . . , noktalarimin  kararl,
O=x+mr,+37, ..., vekarsihk gelen x =47, ¥ =0;x =37, y=0;. .., noktalaninin

kararsiz olmasin bekliyoruz. Kararli noktalarda / nun minimum degeri sifirdir,

kararsiz noktalarda maksimum 2mgl. ye esittir. Bu durum (1) ifadesiyle uyusur.

. . L I R ’ .
Potansiyel enerji [/ ve kinetik enerji ;mL‘(c/H/(/l)?’ nin toplam olan toplam enerji
V yielealahm. ¥ yi x ve y cinsinden ifade edecek olursak;

i | I -
V(x, yy=mgl(l—cosx)+ 7//11;_}" (3.4)

elde edilir. (3.2) denkleminin x = g(/). y =y (1) ¢Ozlimiine karsilik gelen yoriinge
tizerinde }7, ¢ nin bir fonksiyonu olarak digtiniilebilir. V|¢(r).pr(1)] nin  ye gore
tirevi. yoriinge boyunca ¥ nin degisim oramdir. x = ¢(0), y =y (/) olmak Uzcre;

zineir kurahyla,

OVl 140 LD v, g,y 228
dt dt dt
. dx .y
=(mglsinx)—+mlL y-= (3.59)
dt dt

clde edilir.

Sonug olarak (3.5) denkleminde dv/dt ve dy/di yerine yazilsa d¥/di =0 clde
edilir. Baylece (i) ifadesinde belirtildigi gibi 1. (3.2) sisteminin herbangi bir

ybriingesi boyunca sabittir.
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Herhangi bir (x,y) noktasmdan gegen yoriinge boyunca ¥ deki defiigim orammm,

gergekten (3.2) sistemini ¢dzmeden hesaplanmasi énemiidir.

x=+2n7, y=0,(n=0,1,2,3,...) denge noktalarinda toplam enerji ¥ sifircir.
Eger sarkag baslangig konumu (x,,y,) de kararli denge noktasina yeterince yakinsa
V(x,,») kigiktiir ve bu cnerjiyle harcket eden yoringe denge noktasina yakin
kalir. V(x,,»,) yeterince kiigiikse yoriinge kapalidir ve denge noktasuu kapsar.
Ornegin; (x,, ), (0.,0) ayakin ve V(x, y,) ¢ok kiigitk olsun. (v, y,) 1i yoringe
denklemi,

) 1 ,
Vv, p)=mgl(I—cos x)+ mL*p? =V (x,. )

dir.

x in kitgtik degerleri igin 1—cosx =1-(1 -2 )= x*/2 dir. Boylece yoriinge

denklemi yaklagik olarak;

i ER R
-2 il 2. s .
Em,g[‘.\ - 5 mL7y =V {(x,.y)
veya

i i~

’ + - — =
2 v Y mgl 2V (x,, y ) mgls

olur.

Bu (0,0) denge noktasini igeren elips denklemidir. F(x(, ;) ne kadar kiigiik olursa
elipsin biiyiik ve kiigiik eksenleri de o kadar kiigiik olur. Fiziksel olarak, kapah
yoriinge periyodik bir ¢dziime yani, hareketin denge noklasi civannda kiigiik

salinumina karsihik gelir.

Eger séniim meveutsa, hareketin genlifii zamanla azalir ve kararli denge noktast
merkez. asimptotik kararli spiral noktaya déntstir. Bu durum, dV/di g6z Sniine
alinarak kanrtlanabilir. Sontimlii sarkag i¢in toplam cnerji yine (3.4) denklemiyle
verilir. Sarkacin hareketi ov/di = y ve dy/di=—(g/ Lysinx--(c/Lm)y ile verilsin.

defdt ve dy/di (3.5) denkleminde yerine yazibrsa dV/di = —cLy® <0 olur.
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Béylece, y=0 dogrusu hari¢ enerji yoriinge boyunca azalir. O halde her bir

ybriinge, enerjinin minimum oldugu denge noktasina yaklagmalidir,

Bu konuyu genellestirmek igin,

dx/dt = F(x,y) dy/dt = G(x, y) (3.6)
otonom sistemini ele alalim ve x =0, y =0 noktasi asimptotik kararli denge noktas:
olsun. Oyleyse, (0,0) 1 kapsayan D bdlgesinden basglayan her yoringe ¢ — o0 iken
orijine yaklagmaktadir. ¥ nin yalmzea orjjinde sifir oldugu D boligesindeki (x, »)
ler icin I = 0 olacak sekilde I enerji fonksiyonunun meveut oldugunu farz edelim.
D deki her bir yoriinge ¢ — oo iken orijine yaklastigindan ¥ sifira dogru azalir. Bu
sonucun tersini de ispatlamamiz gerekir: Eger her yoriinge tizerinde ¢ arttginda V7
sifira dopru azaliyorsa, yoriingeler { — o iken orijine yaklagmak zorundadir ve

biylece orijin asimptotik kararlidir. Simdi bazi tamimlar verelin.

V' orijini kapsayan [ bolgesinde tanimlr olsun. ¥(0,0)=0 ve 7 deki diger biitiin
noktalar icin F(x,») >0 ise V', D de pozitif tanimhdir. Benzer olarak, ¥(0,0)=0
ve F(x,3) <0 ise ¥ negatif tanimbidir. Lger > ve < esitsizliklerd yerine 2 ve <

alinirsa V. sirasiyla poziti( yar tammli ve negalif yan tammblidir denir.
Ornek 3.1

Vix,y) = sin(x2 + )'Z)
fonksiyonu O <x’+3” <x/2 icin F(00)=0 ve F(x,1)>0 oldugundan
x? +y’ <n/2 de pozitif tanunlidir. Bununla birlikte,
Pl y)=(x+y)’
fonksiyonu, y=-x dofrusu tzerinde F(x,3)=0 oldugundan pozitif yar

tammlidir.

Ayrica, Fve (7, (3.6) denklemindeki fonksiyonlar olmak lizere;

I"(.\', W=V (e () (G G, ) 3.7)
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fouksiyonunu ele alabm. F(x,y) notasyonunu kullaniyoruz. Cinkd, V(x,y), (3.6)
sisteminin, (x,y) noktasindan gegen yoriingesi boyunca ¥ deki degisim oramidir.
ani, x = @(¢), y =w (), (3.6) sisteminin bir ¢6ziimil ise,

f/V[¢(l) (@] ﬂ;/() f/l/ (/)

=V [0 w(OD]——+V [$(),y(1)]——
=V (. F(x, ) +V, (x, »)G(x, p)
:V.'(x, ¥)

dir.

V' fonksiyonuna, bazen (3.6) sistemine gére ¥ nin tiirevi deriz.

Teorem 3.2

(3.6) otonom sistemi, orijinde aynk denge noktasina sahip olsun. Eger kendisi ve
birinci Kismi tiirevi siirekli 7 fonksiyonu, pozitif tanimh ve (3.7) denklemiyle
verilen b funksiyonu, (0,0) 1 kapsayan xy — diizlemindeki bir 1) bislgesinde negatif

tamimly ise orijin asimptotik kararh denge noktasidir. J7, neganf yarn tammli ise

orijin kararh denge noktasidir.
Teorcm 3.3

Orijin, (3.6) otonom sisteminin ayrik denge noktasi olsun. ¥ nin kendisi ve birinci
kismi tiirevi stirekli bir fonksiyon olsun. ¥(0,0) =0 ve orijinin her komsulugunda ¥

nin pozitif (negatif) oldugn en az bir nokta var olsun. Eger, orijini kapsayan bir D

bdlgesinde (3.7) denklemiyle verilen V' fonksiyonu pozitif (negatit) tanimli ise orijin

kararsiz denge noktasidir.

}* fonksivonuna Liapunov fonksiyonu denir. Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 {i geometrik
arglimanlarla ifade etmeden dnce bu teoremleri kullanmadaki zorluga dikkat edelim.

Bu teoremler varoldugu varsayilan Liapunov fonksiyonunun nasil kurulacag



hakkinda higbir sey séylemez. (3.6) otonom sisteminin fiziksel bir problemi temsil
ettigi durumlarda ilk olarak Liapunov fonksiyon olarak sistemin gergek toplam enerji
fonksiyonunu ele almak dogaldir. Bununla birlikte, Teorem 3.2 ve Tcorem 33
fiziksel enerji kavrammup uygun olmadifn durumlarda uygulanabilir. Boyle

durumlarda deneme-yanilma yaklagimi gerekli olabilir.

Simdi Teorem 3.2 nin ikinci kismuini yani, I"é() durumunu ele alahm. ¢ >0 bir
sabit olsun ve xy—dizleminde V(x,y)=c ile verilen egriyi diigiinelim. ¢ =0 igin
egri, x=0,y=0 tekil noktasina diiger. Eger O<c, <c¢, isc, V{x,y)=c, egrisi
osijini kapsar ve ¥(x, ) = ¢, egrisinin i¢inde kalir. ¥ (x, y) =c kapali cgrisi i¢inden
baslayan herhangi bir yériingenin diyan grkamayacaBini gosterclim. Orijin civannda
& yancapli bir cember verilsin, ¢ yi yeterince kiiglik alarak F(x,y}=c kapali
corisinin icinden baslayan her yoriingenin & yangaph ¢emberin iginde kalmasin

saglayabiliriz. Béylece orijin kararli denge noktasidir.

e M ) =

\\»
x= ol
v plt)

Vilap g s Vil b = YV, v s

{a) (b

Sekil 3.1 Liapunov metodunun geometrik yorumu

Bunu gdstermek igin, ' nin gradiyenti olarak bilincn

VI, )=V, ()i Vo(x0)] (3.9)
vektdrini hatirlayalim. Bu vektdr ¥ (x, y)=c¢ c@risinin normalidir ve ' nin arlan
voniini gésterie. Bu durumda ¥ orijinden digariya dogru artar, boylece VI orijine
21t yondedir. (Sekil 3.1) (3.6) sisteminin bir x = g(1), ¥ =/(¢) yoriingesini cle alalum
ve T()=¢'(1)i + y'(1)§ vekidriinlin her bir noktada yoriingeye tefet oldugunu

hatrlayalm. x, =é(¢,), v, = () noklasy, yoringe ve I"(x.y)=c kapah cgrisinin
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kesisim nokiast olsun. Bu noktada, ¢'(r,)= F(x, ), w'(t)=GCG(x.y) dir
Baylece (3.7) denkleminden,
Vix,y)= Vr(xl7y|)¢'(tl)+Vy(xI’yl)I//,([I)
:[VX(X“,VI)VF Vv(‘\-ly.yl)jj' [4/)'([y)i+ W’(“)j]
=VV(x,y).T{,) (3.10)

elde edilir.

Baoylece; l'/(xl,y,), Vi(x,y,) ve T() vekidrlerinin skaler carprrmidir.

V(x,.») <0 oldugundan, VV(x,,y) veT (¢,)arasindaki agmin kosintisii si1fira esit
veya sifirdan kiigiiktir. Bu nedenle ag [/7/2,37[/2] araligindadir. Boylece, yoriinge
fizerinde hareketin yénil, V(x,,y,)=c ye gore i¢eri dogrudur veya efriye tegettir.

V(x,, ) =c kapal egrisinin iginden baglayan yoriingeler ¢ ne kadar kiigiik olursa

olsun egri disina gikamazlar ve orijin kararli nokla olur, F(x,,y,)<0 ise efri
iizerindeki noktalardan gegen yorangeler igeriyi isaret ederler. Sonug olarak, orijine

velerince yakm baslayan yoriingelerin orijine yaklagmas: gerektifi gosterilebilir,

Boylece, orijin asimptotik kararhdir.

Benzer olarak, Teorem 3.3 de, Teorem 3.2 de oldugu gibi geometrik argiimanlarla

ifade edilebilir. Kisaca, ¥ powitif tamuml olsun ve orijin civarmda V'(x.y,) >0
olacak sekilde (x,.3,) noktasim igeren bir gember verilsin, (x,.¥,) den gegen bir
yoriingeyi ele alalim. (3.8) denkleminden anlagildify gibi, J:’(xl.y,) > 0 oldugundan
bu yoriinge boyunca V' artmak zorundadir. Ayrica, V(x,,¥)>0oldugundan

yériinge orijine yaklagamaz. Clinkii, #(0,0)=0 du. Bu orijinin asimptotik kararls

olamayacagini  gbsterir.  F(x,,»,)>0 oldugunda orijinin  kararsiz  oldugunu

gdstermek miimkiindir.



Ornek 3.4

(0,0) noktasimn stnlimsiiz sarkag denklemi (3.2) igin kararh bir denge noktas:
oldugunu Teorem 3.2 yi kullanarak gosterelim. Ayrica, (7,0) noktasinn kararsiz

denge noktast oldugunu Teorem 3.3 1 kullanarak gosterelim.

] 2 2
V(x,3)=mgl(1—cosx) -37—7 mL”y~ 3.4

ile verilen toplam encrji olsun.

Eger D, An'/2<x<7r/2,7co < p<oo araliklart olarak alimusa, V', sifir oldugu
orijin harig pozitiftir. Boylece V', D de pozitif tammlidir. Ayrica daha dnce
gordiigiimiiz gibi, biitiin x ve y lerigin,

V= (mgLsin X)(¥) +(ml’ y)—gsinx)/ L =0

dir. Boylece V. D de negatif yart tammlidir. Sonug olarak, ‘I'eorem 3.2 deki son
ifadeyle birlikte orijin sonimsiz sarkag icin kararli denge noktasidir. Bu sonug
Teorem 3.3 den elde edilemevebilir: ¢iinkd, (0.0) noktast uygun lineer sistem igin

merkezdir.

Simdi (7,0) noktasim cle alahm. Artik, (3.4) denklemiyle verilen Liapunov

fonksiyonu uygun degildir. 1,./ niin ya pozitif ya da negatif tammh oldugu ¥V
fonksiyonu igin Teorem 3.3 gerekir. (7.0) noktasim analiz etmek ic¢in, bu noktayt
x=m+u,y=v donistimiyle orijine tagimak uygundur. Oyleyse (3.2) diferansiyel
denklemi,

dufdi = v ov/di = %sin u (3.11)

olur ve denge noktasi uv — diizleminde (0,0) dir.

Fu,v)=vsinu (3.12)
fonksiyonunu ele alalim. D bélgesi, -7/d<u< #fd —w <y <o arah@inda

tanimlansin. Oyleyse:
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P.’ =(veosu)(¥)+ (sinw)[(g/ L)sinu] = vicosu+(g/L)sin® u (3.13)
D de pozitif tammhdir. Tek kalan soru, orjjinin her komsulugunda ¥ nin pozitif
oldugu noktalar olup olmadigdir. (3.12) denkleminden, birinci bélgede (sinw ve v
nin her ikisi de pozitif) ve tigtineti bolgede (her ikisi de negatify ¥ (u,v) >0 oldugunu
goriiyoruz. Boylece, Teorem 3.3 {in kosullart yeterlidir ve wv—diizlemindeki (0,0)
veya xy—diizlemindeki (7,0) noktas: kararsizdir.

Simdi, gekim bolgesiyle ilgili asagidaki teoremleri verelim.
Teorem 3.5

Orijin (3.6) otonom sisteminin uyrik denge noktasi, kendisi ve birinci kismi tlirevi

siirekli fonksiyon olsun. Eger orijini kapsayan 6yle bir sinirh Dy bolgesi varsa ki

orada ¥(x,3) <K, ¥ pozitif tammh ve I:’ negalif tamml ise (3.6) denkleminin
D, da herhangi bir noktadan baglayan her ¢ozimii / sonsuza gittiginde orijine
yaklagr.

Diger bir deyisle, D, da kalan baglangig datalan x = ¢(0), y =w (1) ile, (3.6)
denkleminin ¢oziimit ise. t —» oo iken (0.0) denge noktasina yaklasir. Boylece D .
asimptolik kararliik bolgesini verir. Siiphesiz bu,  ¢ckim bolgesinin tamami
olmayabilir. Bu teorem, (i) D, da (3.6) sisteminin periyodik ¢ézimii yoktur, (ii)
D, da baska denge noktast yoktur, kogullari dogrulanarak ispatlanir, Boylece, D,
dan baslayan yoriingeler, ¢ sonsuza gittiinde orijine yonelmelidir.

Teorcm 3.2 ve Teorcm 3.3 sirasiyla kararliik ve kararsizhk igin yeterli sartlan
verirler. Buna ragmen, uygun bir Liapunov fonksiyonu belirlemek igin gerekli
degildirler. Ne yazik ki, Liapunov fonksiyonunun kurulmast igin genel bir metot
yoktur. Bununla birlikte, 6zel denklem smiflan igin, Liapunov fonksiyonunun
kurulmast tizerine genis ¢aligmalar vardir. Pozitif veya negatif tanumli fonksiyonlart
olusturmada sik sik [faydalamlan elemanter bazi cebirsel sonuglar, asagidaki

teoremde ispatsiz itade edilmigtir.
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Teorem 3.6

Vix,y)=ax’ +bxy+cy’ (3.14)
fonksiyonu pozitif tanimhidir <
a>0 ve dac—b* >0 3.15)
dir ve negatif tanumlidie <
a<0ve dac—b’ >0 (3.16)
dur.

Teorem 3.6 mn bir uygulamas: asagidaki 6rnekle verilmistir.
Ornek 3.7

dfdi =—x—xy'  dyldi=—yp~x'y (3.17)

otonom sisteminin (0,0) denge noktasinin asimptotik kararh oldugunu gdsteriniz.

(3.14) formunda bir Liapunov fonksiyonu kurmay1 deneyelim.
V(e p) = 2ax + by V (x, y) = bx + 2¢y ve boylece:
Fxoy) = (2ax + by)(—x - .\;1:3 Y (Px + 200 (—y — .\'3_1')
:—[Zu(x2 + .\‘zyz Y+Hh(2xy+ xy] + xwy) + 20(_,\'2 + .\'zyz )

olur.
Eger « ve ¢ pozitif ve b = 0 segilirse, V' negalil tanimli ve Teorem 3.6 dan }° pozitif

tanimhidir. Béyleee Teorem 3.2 den orijin, asimptotik kararh denge noktas: oldugu

anfasilur,

Orock 3.8
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Ixfdt = x(1—x— )

cifdt =x(1 ~x =) (3.18)
dy/dr = y(0.75—y—0.5x)

sistemini ele alalim. Bu sistem, birbiriyle yangan iki tlrtin 6zel bir modelidir ve

(0.5,0.5) denge nokiast asimptotik kararli denge noktasidur. Bunu, uygun bir

Liapunov fonksiyonu bularak dogrulayalim.

(0.5.0.5) noklasim orijine tagimalk i¢in
x=05+u y=05+v (3.19)
degerlerini (3.18) denkleminde yerine yazarsak,
dufdr = —0.5u—0.5v—u’ —uv
dvjdi = =0.251 —0.5v - 0.50v ~v*

S
i
S

=

sistemini elde ederiz.

Ilesaplamalart kolaylagiirmak igin, Liapunov fonksiyonu olarak Vvy=u® +v’

fonksiyominu alalim. Fonksiyonun pozitif tammb oldugu agikti. ¥ wn negatif
tammll  oldugu wv-— diizleminde. orijini igeren bir bdlge olup olmadigim
belirlememiz gerekir. ¥(u.v) yi hesaplarsak.

Py =¥, Yoy 2
ot d

= 20(=0.50 = 0.5v — u” — 1)+ 23(~=0.251 = 0.5v = (.5uv = v7)
veva
I./(u.\') =+ 15w v )+ (207 2y vt 294 (3.21)
bulunur. (3.21) denkleminde parantez igindeki ifadelerin, yeterince kiigik « ve v
ler igin pozitif taniml oldugunu géstermek istiyoruz. Karcli terimler,

W LSt = 02500 +v )+ 075w+ v)? (3.22)
olarak vazlabilir. Bu terimler pozitif tammlidir. Diger yandan, (3.21) deki kiibik
terimler. pozitif dc negaif de olabilirler. Bu nedenle, w=0.v=0 1 bir
komsulugunda kiibik terimler kareli terimlerden daha kiigiiktiir. Yani:

<025 +v )+ 0.75(u+1)’ (

o
)
[

=

3 2 2 3
2ut + 20ty vt 42y
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dir. (3.23) denkleminin sol tarafiu tahmin etmek igin, «=rcos@,v=rsind

sin 8, |cos 0\ <1 oldugundan,

kutupsal koordinatlarini tammlayalim. Oyleyse;

‘21/3 20y’ +2v3i = r312 cos’ @+2cos? Osin0+cosBsin® &+2sin’ 9[

< sin’ @|]

< [2‘(:053 9\ +2cos’ H!Sin 9‘ +‘cos Q}Sinz g+2
<7r
olur. (3.23) iin gegerliligini gostermek i¢in, daha kuvvetli bir gerekee olan
7rd <0250 +v?) = 02577
ifadesinin dogrulugunu kabul etmek yeterlidir. Buradan. r <1/28 oldugu gordlir.
Boylece Teorem 3.2, en azindan bu diskin icerisinde dogrulannustr. Orijin, (3.20)
sisterninin. (0.5,0.5) noktast da (3.18) sisteminin asimptotik kararh denge
noktasidir.
Teorem 3.5, (0.5.0.5) merkezli 1/28 yancaph diskin, (3.18) sistemi igin, asimptotik
kararlihk bélgesi oldugunu gosterir. Dikkat edersek. ¢ekim bélgesinin butiinil i¢in
bilgi edinemedik. Tcorem 3.5 den gekim bdlgesinin tamamns tahmin etmek igin,
(3.23) denklemindeki terimlerin daha kesin bir tahmini yapilmah ve daha iyt bir

Liapunov fonksiyonu kuilanmalidir.



BOLUM 4. LINEER OLMAYAN SISTEMLERDE CEVRILER,
DALLANMALAR ve KAOS

Otonom dinamik sistemlerde, en basit denge hali sistemin durgun (rest) halidir. Bu
boliimde baska lip denge halleri verilecektir. Bunlar durum uzayindaki (state space)
cevrilerdir. Cevriler, dinamik denklemlerin periyodik ¢éziimlerine karsihk gelir.
Ozellikle, zamanla kendine yakin ¢oziimieri tizerine ¢eken gevriler snemlidir. Bu
kavramdan sonra duyarhlik sorusunu, yani; denklem sisteminde parametrelerdeki
kiigik degisikliklerin  nasil bir sonug doguracaginin  belirlenmesi  problemini
inceleyecegiz. Liger degisim ok kiiglikse, yenl yoriingenin cskisine yakin olmasin:
bekleriz. Fakat bircok sistemlerde, parametreler bazi kritik degerlere ulastiginda
sistemin davramg aniden degigmektedir. Omegin asimplotik kararh denge noktasi,
kararliigim bozmakta ve ¢ekici bir gevri olugturmaktadir veya ¢evrinin periyodu
aniden ikiye katlanmaktadir. Yada gevri periyodik karakterini kaybederek kaosa
doniismektedir. Baslangig datalarindaki veya parametrelerdeki kiiciik degigimlerin
olusturdugu yeni durumlarin orneklerini verecegiz. Iile almacak olan otonom

sistemlerin hemen hemen hepsi lincer olmayacakur.
4.1. Limit Cevriler: van der Pol Sistemler

Riizgarh bir havada bayragin dalgalanmasi, salein hastahklatn ve ckonomik
krizlerin periyodik olarak ortaya gikmast, birlikte yasayan bhayvan giftlerinin
periyodik yogunlugu ve birinin digeriyle beslendigi tiirler. gigeklerin uyumast, kalp
atislart. .. gibi birgok degisik konu van der Pol tarafindan tek bir denklem sistemiyle
modellenmigtir. Bu sistemier, periyodik sahmmlar veya cevri olugturmaktadir. Lineer
olmayan adi difcransiyel denklem sistemini

x'=flxy) ¥ =g(xy) (4.1.1)
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formunda gbsterclim. Buradaki x ve » yukanda &rnek olarak gosterilen
biiytikliikleri temsil etmekiedir. Omegin; av-aver nitfus yogunluklanni temsil etmesi
gibi... Bu sistemde, yoriingelerin herhangi bir cevri olusturup olusturmadifina
bakacapiz. Cevri demekle, (4.1.1) sisteminin sabit olmayan periyodik ¢oziimlerini
kastedecepiz. f ve g hiz fonksiyonlarmn bir 5 bélgesinde siirekli tirevienebilir
oldugunu kabul edelim. Boylece, Varlik / Teklik / Genisleme / Stireklilik sartlarinin
saglandigini  garanti ediyoruz. Bunun manasi, S bolgesi (4.1.1) sisteminin

yériingeleriyle tamamen kapatiliyor ve yoriingeler birbirini kesmiyor demektir.
(a) Diizlemsel Lincer Sistemler f¢in Cevriler

Otonom diizlemsel lineer sistemlerde gevriler, 4 matrisinin + 7B formunda sirf sanal
dzdegerlerinin varhigiyla ortaya cikmaktadir, Sistemin reel degerli genel ¢ozlimi
¢, Re[ve™ ]+ e, Im[ve™

dir. Burada v 6zvektdrdiir.

Orpek 4.1.1

'

x'=y Y= —kix
sistemi k sifirdan farkl reel bir katsay1 olmak tizere,
x = Acos(kt +¢) y = —kdsin(kl + @)
seklinde reel goziime sahiptir. Burada., 4 ve ¢ keyfi reel sabittir. Bu ¢dztimler 2n/k

periyotlu, denge noktasint igine alan

.\’Z-l-.\"z//(3:4 2

formunda eliptik gevri ailesini olugturur. Sistem malrisinin dzdegerleri +ik dir.
(b) Cevriler: Limit Cevriler

(4.1.1) diizlemsel sistemini ve cevrilerint gz Oniine alalm. I’ cevrisi bir cevrl
ailesinin tyesi olabilir. Yani; I' mn herhangi bir komsulugu sistemin cevrileri ile
doldurulur. Yada I”. herhangi bir komgulugunda 1" dan baska ¢evri icermedigi igin

aynik (izole) formda olur.
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Her bir gevri asafidaki dzelliklere sahiptir:

1) I, xy-diizlemini suursiz dis bolge ve simrh ig bolge seklinde iki parcaya boler.

2) I' min i¢ bélgesinde cn az bir denge noktas: vardir.

[spatsiz olarak verccegimiz bu iki 6zelligin Snemli sonuglari vardir. Sonuglardan ilki,
cevrinin i¢ bélgesinde baglayan (4.1.1) sisteminin bir yoringesi bu bolgede kalmak
zorundadir. Benzer sekilde, ¢evrinin dig bblgesinde bir yoriinge devamh digarida
kalir. Eger bu yoriingeler cevriyle kesigirse teklik sarti olusmaz. fkinci 6zelligin bir
sonucu da, denge noktas: bulundurmayan basit baglantih bir bélgede ¢evri aramann
anlamt olmamasidir.

Cevri aileleri harmonik salime, basit sarkag., Lotka-Volterra av-aver modelleri gibi
birgok problemde ortaya ¢ikmaktadir. Fakat biz burada aynk c¢ckici gevrilerle
ilgilenecegiz. Baglangic datalarimn degisiminde bile periyodik hareket gosteren

gevrilerle ugragacagiz.

Tanms 4.1.2: Limit Cevri

. (4.1.1) sisteminin bir evrisi olsun. liger I nin {izerinde olmayan bir Q@
noktasindan gegen bir yoriinge boyunca ¢ — +o0 icin limit alindiginda Q dan gegen

¢oziim [ ya yaklagirsa I ya limit ¢evri denir.
Tapmm 4.1.3: Cekici

T, (4.1.1) sisteminin bir limit gevrisi olsun. Eper I” mn Oyle bir komsgulugu
bulunabilsin ki; bu komsuluga giren her ydriinge [ — -+ oldugunda I' ya
yaklasirsa, I” ya gekici (attractor) denir. T min gekim bolgesi diye dyle O noktalan
kiimesine deriz ki; @ dan gegen yoriingeler £ — 1o0 oldugunda I ya yaklagir. Cekim
bolgesi icerisindeki yoriingelerin, limit gevrisine ¢ arttikga spiral tarzinda
yaklagtiklan gosterilebilir. Bir yoriinge limit cevriye spiral seklinde yaklagirsa, onun

civarmdakiler de benzer tarzda yaklagiriar. ftici limit gevri benzer tanma sahiptir.
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Ama T' ya yakin yoriingeler —>—oo oldugunda I' ya yaklagirlar. Asagidaki
orneklerle bunlari gorelim.

Ornek 4.1.4
X =x-y-x(x>+y°) Y =x+y-y'+y")

sisteminin sadece orijinde denge noktast ve x” + y* =1 ile tammli, 27 periyotlu tek
bir gekici limit gevrisi vardir. Bunu kutupsal koordinatlara gegerek gdrebiliriz.
r? = x> +y* ve tan@ = y/x olmak iizere;
r=r(-r?) 9=

sisteminin genel ¢6ziimii

F(t) = ry[rd + =1 1? 0(t) =1 +86,
dir.
r(t) fonksiyonu #'—r=—r’ Bernoulli denkleminin gdziilmesiyle bulunur. 7, =1

igin =1 ve @ =¢ dir. Eger r, >0 ise }ilgr(t) =1 olur. T’ birim ¢emberi ¢ekici bir

limit gevridir. Cekim bélgesi (0,0) harig tiim diizlemdir.

Sekil 4.1.1 Cekici limit gevri

Lineer olmayan sistemin ¢oziimiinden limit ¢evrinin varligini tespit etmek her zaman
miimkiin olmayabilir. Simdiki 6rnekte isaret analiziyle limit gevri arayalim.
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Ornek 4.1.5

o' =1 T= (=) - )9 - 7)/1000
sisterni 7 =1 ve 7 =3 de gekici limit gevriye ve =2 de itici limit ¢evriye sahiptir.
Bu sonuglar, 7 degerleri 1,2,3 civarinda artuinldiginda »" niin igaretinin degigimiyle

bulunurlar.

Sekil 4.1.2
Ornelk 4.1.6

x'=—y—y P =05x-02y+xy-1 2y
sistemi orijinde bir itici limit ¢evriye, (=2,~1) denge nokmaswin civarinda da cekicl

limit cevriye sahiptir.




Teorem 4.1.7

Otonom, birinci mertebeden lineer sistemler ayrk gevrilere sahip olamaziar.

ispat

¥' = Ax otonom lincer sisteminin sabit olmayan x(r) periyodik ¢Oziimiine sahip
oldugunu farz edelim. Sifirdan farklt her ¢ sabiti degeri igin, ¢x(¢) sabit olmayan
periyodik bir ¢oziimdtr. Clinki;

(ex (1)) = ex'(1) = edx(t) = A(ex(1))
dir. Boylece, x = x(¢) ile tammlanan ¢evri, diger evrilerden ayrik degildir. Dikkat

edersek, x(1) ve cx(f) ayu periyotiudur,

Teorem 4.1.8 (van der Pol Cevrisi)

Strekli ve pargah diizetin f(x) fonksiyonu biitin x ler i¢in tammli olsun. (a)
f(=x)=~f(x) (b) Bir a pozitil sabiti icin. 0 <x<g ise f(x)<0 ve x>a ise
F(x)>0 (¢) x—+w iken [(x)—>+oo olsun bu kosullar altinda, her p pozitif
degeri igin, x'=yp-uf(x). y' = -x van der Pol sistemi tek bir limit gevriye
sabiptir. Bu limit gevri, orijindeki itici denge noktas harig, diger bitiin yoriingeleri

ceker.

Ornek 4.1.9

['-_
Eo o u(x —10x)
(ot
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sistemini ele alalm. Sekil 4.1.4, sistemin faz portresini, limit gevrisini ve bir

yoriingenin zaman grafigini gostermektedir.

Sekil 4.1.4

Cekici limit gevriler, asimptotik kararh denge noktasiyla ayni karakteristik yaptya
sahiptirler. Ikisinin de yakinindaki yoriingeleri, sistemin uzun zaman davranigini
karakterize eder. Pratik agidan, gekici bir limit ¢evriye sahip lineer olmayan bir
sistem genis bir gekim bolgesine sahip olabilir. Baslangic kosullari kesinlikle
bilinemezse, sok ve distiirbans kaginilmazdir. Lineer olmayan sistemler, periyodik
duruma beklenmedik bir anda gegebilir. Limit cevrilerin ¢dziim formiilleri gogu
zaman elde edilemeyebilir. Limit ¢evrilerin varlig1 bilgisayar simiilasyonu ile aramr
veya yukaridaki teoremlerdeki sonuglar kullanilabilir. Simdi, limit gevrinin varligin
garanti eden Poincare-Bendixson alternatiflerini verelim.
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4.2. Poincare-Bendixson Alternatifleri

Tanmm 4.2.1: Sumirh Yoriingeler

x'= f(x,y

=) “2.1)
¥'=g(xy)

baglangic deger problemi, tek ve maximal genisletilmis bir ¢éziime sahip olsun.

Eger, (x(4,),»(t,)) T iizerinde bir nokta olmak iizere, Il = {0 0(0) 1 =1y}

yoriingesi sonlu bir dortgen j¢inde kalirsa, (4.2.1) sisteminin x(7). y(1) ¢ozimil ve I
yoriingesi pozitif olarak simrhdir denir. T = {(x(1). p(1)) 1/ < 1.} sonlu bir dértgen
icinde kalirsa, ¢6zlim ve yoriinge negatif olarak simrhdir denir. Coziim ve yoriinge

pozitif ve negatif siueli ise sirhdir denir.

Bu tamma gdre bir ydringenin simrhhign yoringe iizerinde segilen nokladan

bagimsizdir,
Ornek 4.2.2

7 2 2
X =x-10y—x(x”+37)
) N (4.2.2)

Ve l0x+y o y(xt +y7)
sisteminin bazi yoriingeleri s, baalan ise yalmzea pozitif simrhdi. Bunu
gostermenin tek yolu, (4.2.2) sistemini
Fle (1 .
, ( ) (42.3)
6" =10
scklinde kutupsal koordinatlarda yazarak, (4.2.3) sistemine isarct analizini

uygulamaktir.

r=(x'+y)" =1 birim c¢emberi swurll bir yoringedir ve 27/10 periyotiu
periyodik ¢oziimle belirlenir. (Sekil 4.2.1) Cemberin iginden baglayan her bir
yoriinge simrhidir. Ciinkil, biittin zamanlar igin icerde kalmak zorundadir. Diger

yandan, birim ¢emberin disindaki bir yériinge pozitif sinirhidir. (linki, yoriingenin
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her noktasinda r' negaliftir ve zaman arttikga yoriinge igeriye doBru hareket eder.
Bununla birlikte; yoriinge boyunca zaman azaldik¢a, r(f) sonsuza yonelir ve boylece

yoriinge negatif sinirh olamaz.

Sekil 4.2.1

Yukaridaki drnekte, zaman sonsuza gittiinde iki tane sabit olamayan yériingenin
dairesel bir yoriingeye limitsel davramsia yaklagtigin gériyoruz. Simdi bu fikri daha

agik bir sekilde tammlayalim.
Tamum 4.2.3: Bir Yoringenin Limit Kiimeleri

I pozitif simrh yoriingesi, (4.2.1) sisteminin x = x(/), 3 = p(/) ¢ozimi ile verilsin.
" nin omega limit kitmesi o(I7),

lim(x(z,). »(¢,)) = Q

P
sartins saflayan tim Q noktalarinin geometrik yeridir. Buradaki 7, zaman dizisi,
n—> o iken £, — +w0 olur. (1, < <. </, <..) Alfalimit kimesi «(I), negatif
simirh [ yériingesi i¢in benzer tarzda tammlamr. Bu halde 7, azalan bir dizidir.

n=>ow iken ¢, =+ dur. (fg >0 >..>/, >..)

n

Bir yoriingenin omeea limit kilmesi yériingenin en son halini. alfa limit kiimesi ise

yoriingenin baglangi¢ halini belirter.
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Ornck 4.2.4

(4.2.2) sisteminin dairesel yoriingesini T, bu ¢evrinin i¢erisindeki yoriingeyi ') ve

gevrinin disindakini de Iy ile gosterelim.

o o)) limit kitmesi sadece orijindir. o(I}), T5 dir.
o ally)=o,)=T,

e o) =1, dir. (a(I'y) yoktur. Ciinkil T} negatif sinirh degildir.

Bunlar, 7, =r(0) ve 6, =0(0)olmak tzere; (4.2.3) sisteminde yazlarak » ve B
coziiliirse,
Ay =r [l 0 -re B(r) =10t +8, (4.2.4)

clde edilir.
ol7) = o) =) =T, oldugunu gosterelim.

r =1 ve 8=0, kutupsal koordinatlarina sahip birim ¢ember tizerinde bir O noktasi
alalim.
(=0, -0, +2n1)/10

”

ve {t,} artan bir dizi olup »n—> o igin o olur. r{s,) ise 1 dir. Quinkii, r, >0

kosuluyla (4.2.4) denkleminin ilk kisminda ¢ -— o icin - r(f)y—>1 dir
B(1,)=8, +2nr, 6, e denktir. Boyleee Q noktasi, [3.15 ve T in limit

kismesindedir. Benzer sekilde «(I) in sadece orijin noktas: oldugu géritlar.

¥y »1isc ¢, O dan ¢, = —0.5In(xy /(7 —1) zamamna kadar azaldifinda r(/) = «a
gitmektedir, Boylece, T iin negatil sinurl olmadigy, dolayisiyla da (1) Gn meveut

olmadigr anlagilir.

(4.2.2) sisteminin limit kiimeleri yoriingelerin tamami olmaktadir. Bir yoriingenin

limit kitmesi bir veya daha fazla ydrilnge olabilir. Buna limit kiimenin degismezlik
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dzelligi denir. Bger bir yoriinge bir limit kiime ile ortak noktaya sahipse bu yoringe
tamamen limit kiimesi olur. Bu teklik teoreminden elde edilir. Yukaridaki omnekie I')
ve [, yoriingeleri ortak o limitine asla ulagamaziar. Son olarak, orijin ve birim
gember kendi kendilerinin @ ve o limit kiimeleridir. Asagida limit kiimesinin ne

denge noktast, ne ¢evri ne de bos kiime olmadig ilging bir drek verecegiz.
Ornek 4.2.5

¥ =x(l—x—15p/4+2xy +37)

/\
R
IS}
(%3]

Z

Y =y(-1+y+15x/4— 2x" —xy)
diizlemsel otonom sistemini cle alalim. x =0 ise x' =0, y=01ise ' =0, x+y=1

iken de x'+ ' =0 oldupundan x ve yp cksenleri ve x+y =1 dogrusu yoriingeler

bilesimidir. Bu eksenler (0,0),(1,0) ve (0,1) de kesisirler ve bu noktalar (4.2.5) in

Sekil 4.2.2

Ucgenin icerisinde (1/4.1/4) denge noktas: vardir. Uggen igerisinde sabit olmayan
her yériinge o limiti olarak denge noklasim, o limiti olarak da tiggeni verir. Bu
smekteki tiggensel yoriinge cevri grafigine bir Ornektir. Asagida gevri grafigin

formal tarmmunt ve Poincare-Bendixson Alternatifini veriyoruz.
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Tamm 4.2.6: Cevri Grafigi

Diizlemsel bir otonom sistemde bir ¢evri grafigi, her biri denge noktasi olan N
kitseye ve en az N kenara sahip bir faz-diizlem egrisidir. o ve o limit kiimeleri bu
koseler olmaktadir. Grafik zaman artigiyla uyumlu bir sekilde yonlenmektedir. Ornek
42,5 in cevri grafigi i¢ kaseli, tig kenarli ve saat yoniiniin tersine vénelmistir. Cevri
arafigi, koselerinden daha fazla kenara sahip olabilir. Bir cevri grafiginin, herhangi

bir yoriingenin limit kiimesi olmas gerekmez.
Teorem 4.2.7 Poincarc-Bendixson Alternatifleri

flx,y) ve g(x.y) xy-dizleminin herbangi bir R bolgesinde siirekli
diferansiycllenebilic fonksiyonlar olsun. T', R de x'= f(x,3),» = g(x,»)
sisteminin pozitif simirh bir yoriingesi olsun. I' nin I') pargast, yalzea sonlu sayida
denge noktasim igeren bir dortgenin icinde kalsm. Oyleyse, I' mn omega limit
kiimesi agsagidakilerden biridir.

o Denge noktas:

e (evr

o Cevri grafigi

Baska highir alternatif yoktur. Benzer sonug, negatif simrh bir yoriingenin alfa limit

kiimesi i¢in de dogrudur.
Bu teoremin pratik a¢idan énemli sonuglari vardir.
Teorem 4.2.8: Smirsiz. Yoriingeler

x'= f(x,y). ¥ =glx,y) sisteminin denge noktasi yoksa blilin  yoriingeler ¢

arttiinda ve azaldiginda sinirsiz olurlar.
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ispat

' pozitif suurh bir yoriinge olsun. Oyleyse; Poincare-Bendixson teoremine gore
o(T") bir ¢evri olmak zorundadir, Bsliim 4.1 den biliyoruz ki; bir ¢evrinin i¢ bblgesi
en az bir denge noktasi icermek zorundadir. Ama. sistemin denge noktasr olmadifini
kabul etmigtik. Bu geligki, ' win pozitif suurli olamayacaf sonucuna gdtiirtr.

Benzer olarak, 1" negatif simirli olamaz.
Teorem 4.2.9: Simrli Yoriingeler

X' = f(x, ),y = g(x,¥) sisteminin her sinirh yériingesinin o ve o limit kiimeleri

bir denge noktasi veya gevriye sahiptir.

Siurl bir yoriingenin +w ve -oo daki davraniglarin: incelerken ilk olarak denge
noktalarin kolayca belirleyebiliriz. Fakat ¢evrilerin ve cevri grafiklerinin bulunmast

genel olarak kolay degildir. Bunlarin bulunmas igin bazi teknikler belirleyelin.
Teorem 4.2.10: Poincare-Bendixson Cevri Testi

I, x'= f(x.p), ) = glx,y) sisteminin pozitif simrh bir ydriingesi olsun. o limit

kimesi denge noktasimt igermesin. O halde o limit ktimesi ¢evridir.
Ornek 4.2.11: Bir Cevrinin Yerini Belirlemek

ot . .2 2

x'=y+x(l-2x - ve/2) (42.6)
v =—x+y(1-2x" -7 /2)

sistemi orijinde tek bir denge noktasina sahiptir. Lger sistem bir gevriye sahipse bu

covii orijini igermek zorundadir. Orijin etralinda bir halka olusturacagnz ki, zamanla

yériingeler halkanin dis kismunt gegerek igeri girsinler. Halka igerinde bir denge

noktast olmadig igin Poincare-Bendixson ¢evri testi bize halka icerisine giren her T’

yoringesinin omega limit kiimesinin bir ¢evri olugturdugunu sdyler. Ilalkamn
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istenilen zelliklerdeki gaplarnni nasil belirleyccegiz? ¥V =x"+3* olsun. ¥ nin

(4.2.6) sistemine gore tiirevi;

V= 2x 4 2y = 2% + yP) (1267 — 7 /2)
olur.
x4y <13 0se V>0, x7 + " 23 ise 17 <0 dir. Qiinkil;
a7+ p’ <13 se 1-2x7 —p7 /25 1-3(x7 + %) 20
Pyt =3 dse 1-2x7 =/ 2<1=(x? +37)/3<0
dur.

Bu kaba bir tahmindir.

Sekil 4.2.3
Ornek 4.2.12: Tiirlerin Yarisi
X' =x(1-x/10—-y/10) Y= p(2—x/20-1/40) 4.2.7)
sistemi, yarisan iki tiiriin niifus vogunlugunu modeller.

(0,0, (0.80).(10,0) ve (70,-60) denge noktalar;, x =0, >0 olan ndfus yogunlugu
bdlgesinin sinurinda veya disinda kalirlar, Ntfus yogunlugu bélgesinin iginde gevri
olamaz; higbir ¢evri o bolgeyi kesmez. 1Ik iddia, bolgenin i¢indeki bir ¢evrinin bir
denge noktasini igermek zorunda olmasindandir. fkineisi, x ve y eksenlerinin

yortingelerin bilegimi olmasindandir. Higbir yoriinge, diger bélgelerden birinci

bolgeye giremerz.
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Bendixson'in gevri ve ¢evri grafiginin olmadigin belirleyen asagidaki kriteri sikca

kullanilir.
Teorem 4.2.13: Bendixson’mn Negatif Kriteri

X' = f(x, ).y = g(x,y) sisteminin vektér alanr f(x,y) i+ g(x.»)]J nin diverjansi
df [ox + 8g [dy , xy-diizleminin R basit baglantil bélgesinde iyaret degistirmezse R

de ¢evri ve gevri grafii yoktur.
{spat

Bir R basit baglanuh bolgede &f /éx+dg/dy diverjansimn pozitif oldugunu kabul
edelim. T, bir ¢evri veya ¢evri grafigi olsun ve I' nin i¢ noktalan £ de bulunsun.
Bunun bizi celiskiye gotiirdigiini edrecegiz. ¢f /dx +8g/dy diverjansina, T y1 ve

icini i¢ine alan bir § bélgesinde Green Teoremini uygulayalim.

0< f f(a_/‘/a.\- +0g/8v)dxdy  (Clinkii Sde 8 /ox + g /av > 0)
Ay

c{ (gdx — fv) ( Green 'T'eoremi)

dir. T {izerinde dx = fult ve dy = gdi dir. Ciinkii, T bir yoriinge veya yoriingeler
bilesimidir. Buna gére, I' nin tamaminda
gdx— Jdy = gfdt — fedi =0
dur.
0<dq(gde~ fy)y=0

ifadesi bizi celiskiye gotiiriir.

Boylece, ne ¢evri ne de gevri graligi yoktur. Benzer ispat. diverjansin negatif oldugu

durum igin de aynidir.
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Bendixson’in Negatif Kriterinin pratik bir uygulamas: agagidadir.
Ornek 4.2.14: Siirtiinme varsa gevri veya ¢evri grafigi yoktur.

x"= g(x,x") denklemi genel sarkag denklemidir. Denkleme ait sistem;

'

=y y'=glxy
dir. Diverjanst ise &(y)/8x+&(g{x,))ay = 0g/8y dir. Boylece, eger diizlemde
Bg /3y sabit bir isarete sahipse cevri veya gevri grafigi olamaz. Ornegin; a ve b
pozitif sabitler olmak {izere;

x'=y y'=—asinx —hy

sistemi sOniimli basit sarkaci modeller.

— by terimi sarkacin hareketindeki strtinmeyi temsil eder ve vekidr alanimn
diverjans: negatif sabit olan —4 dir. Enerji dagilir ve g¢evri veya cevri graligi

meydana gelmez.
4.3. Dallanmalar (Bifurcations)

Cevri ve denge noktalan diizlemsel otonom  sistemlerin yirlinge portrelerinin
belirleyici karakteristik dzelligidir. Cger sisternin vekior alaninda kigik degisiklikler
yapiirsa, yeni portrenin eskisine benzemesi beklenir. Cevri belki biraz biziliir,
denge noktas: biraz yer degistirir, spiral gerginlesit veya biiziiliir. Fakat portrenin
baskin hali kendini korur. Bu beklenti mantiklidir, fakat dogru olmasi gerckmez.
Gergekten, hiz ifadelerinde katsayilardaki kiigtik degisiklikler  bir &zelligin
kaybolmasi, aniden bagka bir 6zelligin ortaya gikmasina neden olabilir. Omegin; bir
parametre degistiginde, denge noktast aniden ortaya gikabiliv ve ikinci bir denge
noktast olugabilir. Veya kararh denge noktasi kararsiz olabilir ve gekici limit gevri
itici olur. Bunlar énemli dallanma (bifurcation) rnekleridir. Bifurcation’mn kelime
anlanu iki branga aymwmakti.  Ama adi diferansiyel denklem kavramu olarak
bilurcation kelimesi, baz kritik parametre degerlerinde lincer olmayan sistemlerin

yoriingelerinin yapisindaki dikkat ¢ekict degiyikliklerdir.



73

(a) Eyer-Diigiim, Transcritical, Diyapazon Dallanmalan

En basit dallanmalar, & paramctresinin degismesiyle bir denge noktasmin ortaya

cikmast, kaybolmasi veya aynimasidir.
Ornek 4.3.1: Eyer-Diigiim Dallanmasi

X=g+x  y=-p 4.3.1)
sistemi, & pozitif iken denge noktasina sahip olamaz. Lger £ =0 ise, orijinde aniden
kararls bir diigiim ve ilging bir eyer noktast ortaya ¢ikar. Orijin. soldan bir diigiim
noktas:, sagdan isc eyer noktast formundadir. Bu durum eyer-diigiim noktasina
amektir. Bu  bilincn  bir denge noktasi degildir. Clinkit 0, onjinde hiz
fonksiyonlarinin Jakobiyen matrisinin dzdegeridir. Eger & negatif olarak azalirsa,
orijin (i\E,O) noktasinda iki tane denge noktasina ayrilir. Bunlardan biri kararsiz

ever, digeri kararl diigiimdiir. Bu noktalar orijinin zit taraflarinda hareket ederler.

(4.3.1) sisteminin degisiminin karakteri, Sekil 4.3.4 de gdsterilmistir. Bu sekilde, €
paramectresinin fonksiyonu olarak denge nokilasinn 1 koordinatlars gizilmistir.
Paramctre.  dallanma  (bifurcation) deferinin  civarnda  degisirken  sistemin
yoriingelerinin gelisiminin tanimi dallanma diyagramimn (degisimin sergilenigi) bir

ornegidir.

Sekil 4.3.1 =1 Sekil 432 =0
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' T S
/
e
L s o o5 ) 35 o
Sekil 433 £ =~1 Sekil 4.3.4 Eyer-Dugim Dallanma
Diyagranu
Ornek 4.3.2: Transcritical Dalianmass
& pozitif ise,
x' = ex+x? Y=y (4.3.2)

sistemi (—&,0) da kararli diigiim ve orijinde eyer noktasina sahiptir. £, 0 a dogru
azalirsa iki denge noktast orijinde bir eyer-diigiim e donisiir. £, 0 dan aynlir ve
negatif olursa (—£.0) denge noktast ve orijin yoriingesel karakierlerini degistirir.

(-£,0) eyer noktast olur. orijinde Kkararlt olur. Bu transcritical dallanmasiun

Sekil 4.3.

in

£

1 Sekit4.3.6 £=0
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Sekil 4.3.7 e =1

Ornek 4.3.3: Diyapazon Dallanmas:

X =g -x y=-y (4.3.3)
sistemi, £<0 ise orijinde asimptotik kararli bir denge noktasina sahiptir. (0,0)

denge noktasi, & pozitif oldugunda (i\/;,O) ve (0,0) seklinde ti¢ denge noktasina

ayrilmaktadir. (i\/g,O) noktalar: kararli digiim, orijin ise eyer noktasidir.

Sekil 43.8 =1 Sekil 4.3.9 £=1

Sekil .3.10 Diyapazon Dallanma Diyagramt
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(b) Hopf Dallanmasi

Yukaridaki érneklerde parametreye bagh olarak denge noktalaninda meydana gelen
onemli degisiklikleri inceledik. Asagidaki Smekte parametre degigtiginde ¢ovrilerle

olusacak degisiklikleri inceleyelim.
Ornek 4.3.4

’ < 2 2
X' =ex+5y—x(x"+y°)
o (4.3.4)
. 2,0

Y ==Sx+ey-y(x"+y7)
sisteminde, ¢ un biitiin degerlerinde orijin sistemin denge noktasidir. Orijindeki
lineer yaklasim ise,

x' =ex+5y 435

'

v = =5y 4y

sistemidir. (4.3.5) sisteminin dzdegerleri e+ 5/ dir. £, 0 boyunca artarsa orijin
asimptotik kararh odak noktasmdan nétral kararli merkeze ve daha sonra da kararsiz
odaga gecer. £ ncgatif ise orjinin asimptotik kararli odak oldugunu biliyoruz. ¢
pozitif ise kararsiz olmaktadir. Goriildugii gibi €, 0 civarinda degisim gosterdiginde
oldukca carpicr degisiklikler olmaktadir. € =0 da asimptotik kararh odak olarak
kalmaktadir. Fakat, spiralicr iceriye dogru ¢ok yavag hareket etmektedir. € pozitif
oldugunda orijin karartihigint kaybetmekie Ve yaricapli bir cember olan ¢ekici limit

cevri otugmaktadir. Bu sonuglar polar iz denklemlerinde daha iyi gdzitkmektedir.

o

rl=r(e—rt) 8 =

Bu hadisenin dallanma diyagrami Sekil 4.3.14 de gdsterilmektedir.

AR

Sekil43.11 & - —1 Sekil 43,12 £=0
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Sekil 4.3.13 =05 Sckil 4.3.14 Hopf Dallanma Diyagramy:

Kararli denge noktast veya gevri (diiz.
¢izgi), kararsiz denge noktasi (kesikli

¢izgl)

Bu émekle verilen limit cevri olusumunu daha genel olarak asafidaki sistemde
verebiliriz.
x'=a(e)x+B(e)y + Plx, y.8)
¥ =—BE)xroe)y + O(x, y,8)

(4.3.6)

Burada P ve . x ve y cinsinden, en az ikinci dereceden ve (0,0.0) noktasin igeren
R* deki bir bdlgede x,y.& cinsinden de iki kez stirekli diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. a(g) ve B(g). £ =01 igeren bir aralikta siirekli diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir.

Bu gartlar altinda orijin (4.3.6) sisteminin ayrik denge noktasidir. (4.3.6) ya ait lincer
sistemin orijindeki ozdegeri w(e)xiP(e) dur. e, O civarinda arttifinda, aniden

(4.3.6) sisteminden bir gevri ortaya gikar. Agagidaki sonug Fberhard Hopf *a aittir.
Teorem 4.35: Hopf Dallanmas

a(0)=0, a'(0)>0, BO)#0 ve (43.6) sistemi £<0 icin orijinde asimptotik
kararh olsun. €, 0 civarinda arttifinda orijin kararhligini kaybeder ve A(0)=0 ve
A(e) & nun kiigiik degerleri ve €> 0 igin, £ nun strekli ve artan tonksiyonu olmal

{izere; A(g) genliginde bir limit ¢evri olusur.
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Ornek 4.3.6: Hopf Dallanmas) ve Aveimin Doyumu

Av bol oldugunda aveinn istahi doyuma ulagmistir ve av sayisindaki artisn, hiz
ifadelerindeki etkilesim (interaction) terimleri tizerindeki etkisi azahr.
' .

x,:(—a +by/(c.‘+ky)).\ @37

V= (d=ey- felle+ k)
sistemni doymug aver ve kalabalik av tiirlerinin bir modelidir. x ve y sirasiyla avel ve
av miktarlar, a,b,c,d,e, f ve k pozitif sabitlerdir. Katsayilarn baz1 degerlerinde
Hopf Dallanmasi meydana gelir. Sekil 4.3.15-4.3.19 da,
a=05b=d=e=/=1c=03 vc k da dallanma parametresi olarak alinmistir. k
nmn degeri ne kadar bityiik olursa, y arttikga avemin istahi o kadar doyar. (satiates) &
nm e farkh degeri igin x ve y yoringelerinin zamanla nasil davranacag Sekil
43,15-43.18 de gosterilmistir: k=0 (doyurma etkisi yok), k=09 ve k=1.35.
Birinci ve tgiineli durumda biitiin yoriingeler asimptotik kararli denge noktasina
spiral olarak yaklasirlar. fkinci durumda, yoriingeler ¢ekici limit ¢evrive dogru
yénelirler. & yaklagik olarak 0.5 e dogru artbfinda Hopf Dallanmasi ortava ¢ikar.
Denge noktasimin kararliin bozulur ve ¢ekici bir limit gevrl meydana gelir. &
artiginda itk olarak ¢evrinin genligi artar. £ =0.85 civanada kiigiilmeye baslar.
Yaklasik olarak & =1.2 oldufunda denge noktasi tekrar kararl ofur ve cevriyi igine
ceker. k. 1.2 den itibaren arttiginda yalnizea asimptotik kararlt denge noktas kalir.
Sckil 4.3.20, bu ozel sistem igin dallanma diyagramim gosterir. Dikey eksen, g
denge noktasinin her birinin y -koordinatini ve gevrinin y -genligini temsil eder.
(0,0) ve (0.1) denge noktalart (lineer olmayan cyer noklalari) stirekll kararsizdirlar
ve sekilde® kesikli  dogrularla gosterilmistirler.  Diger  denge  noktast,
»=0.15/(1-0.5k) ile verilen y-koordinatina sahiptir. &, 0 dan itibaren arttifinda
3 -koordinati artar, Denge noktas;; 0 <k 0.5 ve 1.2 £k <2 igin asimptotik kararli,
(sekil 4.3.20 deki kesiksiz egri), 0.5<k <1.2 igin kararsiz (sekil 4.3.20 deki kesikli

epri) olur. Cekici limit ¢evrinin varhigi da kesiksiz timsekle gosterilmiglir.
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Duffing Denklemi

Bu kisimda,

mx" +ox' —ax+ bx’ = Acosal (4.3.8)
seklinde ikinei mertebeden bir diferansiyel denklemin kalitatil analizini yapmak
istivoruz. Bu denklem, lineer olmayan bir yay tizerindeki kiitlenin titresimlerini
modeller. Burada x(r) denge noktasindan itibaren yer degistirme miktar, a pozitif
veya negatil olan Hooke sabiti, ax kiitleye ctki eden kuvvet ve by’ de yaymn lincer
olmayan terimidir. F(¢) = Acoswt, kiitleye etki eden dis kuvvettir. m kiitle olmak
iizere ¢, sondiriicii katsayidir. Béylece model séniimli, lineer olmayan, periyodik

olarak zorlanmusg bir salium temnsil etmektedir,

Bu denklem katsayilar uygun verilmedifi zaman analitik olarak ¢oziilmeyebilir.

Fakal kalitatif analiz yaparak ¢6zimlerin analizi yapilabilmekiedir. m =1 alinirsa,

(4.3.8) denklemi, birinci mertebeden denklem sistemi olarak
X'y )

r R (4.3.9)
V' =ax—hx —cy+ Acosar

seklinde yazihir. Sistemin faz yoringelerinin parametrelere bagh olarak salimumb,

periyodik, kaotik davraniglar sergilediklerini gosterecediz.

Kat: yay modeli igin séniimsiiz Dulling denklemi,

(43.10)

yo=—x-a
dir. (4.3.9) sislemi korunumlu bir sistem olup biitiin yoriingeler, enerji integrali
t=} »] pal
1, 1 5 1
Vit —xT X
2 2 4

lie belirlenir. Kiibik terimle temsil edilen geri ¢agirict kuvvetten dolay periyodik
cizimlerin, maksimum yer degigtirme genligi ile ters oranth oldugu gorulir.

Asagidaki Sekil 4.3.20 (a) periyot-geniik iliskisini vermektedir.
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Sekil 4.3.20

(4.3.10) sisteminin gesitli genliklerdeki periyodik ¢oziimleri yukaridaki Sekil 4.3.20
(b) de gosterilmistir.

Yumusak yay modeli igin soniimsiiz Duffing denklemi,
2

%2’5+x_x3 =0 @3.11)
dir. x> 1 olunca, yay kuvveti isaret degistirir ve geri ¢agirici kuvvet olmaktan gikar.
En azindan bazi ¢oziimlerin periyodik ¢dziim veremeyecegini bekliyoruz. Bu
denklemin enerji integrali,

1, 1 4

E=s = ——

5y 4
dir. Kiigik x ler igin, denklem lineermis gibi davranir ve periyodik ¢dziimler
olusturur. x ler biiyiiyiince enerji pozitif tammlihigim kaybeder. Sinursiz bir hareketi
onleyemez. Sekil 4.3.21 de kararli noktalar, periyodik ¢6ziim bdlgesi ve bunlarin
digindaki ¢oziimler sergilenmistir.

Sekil 4.3.21
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(4.3.9) sisteminde a=b =1, dis kuvvet 4 =0 ve soniim katsayst ¢ = 0.15 alinirsa,
=y

43.12
Y =x-x'-0.15y ¢ )

sistemi elde edilir. (4.3.12) denklemi, x=+1, y=0 asimptotik kararli denge

noktalarina ve orijinde kararsiz eyer noktasina sahiptir.

x, =1,y, =0.82,0.86,....1.02 noktalarindan baslayan yoriingelerin davramslar: Sekil

4.3.22 de gosterilmistir.

Sekil 4.3.22
0.3cost dis kuvvetini ilave edince ortaya ¢ikan ve x=-0.2, y=1.4 den baglayan
yoriingenin faz diizlemindeki periyodik yoriingesi ve zamana gore grafigi asagida
Sekil 4.3.23 de gosterilmistir.

Sekil 4.3.23
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¢=0.15 ve 0.3cost nin etkisiyle x, =1,y, =1 baslangi¢ degerli yoriingenin kaotik
davramsi ve x=-02,y=1.4 noktasimndan baslayan periyodik salimimli yoriinge

asagada Sekil 4.3.24 de gosterilmistir.

Sekil 4.3.24

(4.3.9) denkleminde a =b =c¢ = =1 alinirsa;
=y
y'=x—x’—y+Acost

sistemi elde edilir. 4=0.60, 0.75 ve 0.80 olmas: halinde (4.3.13) iin faz ydriingeleri

ve zaman grafikleri agagidaki sekillerde gésterilmistir.

(4.3.13)

Sekil 4.3.25 A=60 iken x=0.5, y=0.5 Sekil 4.3.26 x=0.5 den baglayan yoriingenin
noktasindan baglayan yoriinge zaman grafigi



Sekil 4.3.27 4=75 iken x=1, y=-0.5
noktasindan baglayan yoriinge

Sekil 4.3.28 x=1 den baslayan yoriingenin

Sekil 4.3.29 4=80 iken x=1, y=-0.5
noktasindan baglayan yoriinge

Sekil 4.3.30 x=1 den baslayan yoriingenin
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BOLUM 5. SONUCLAR ve TARTISMALAR

Diferansiyvel denklemleri ¢ozmeden, ¢dziimierin 6zelliklerinin incelenmesi-kalitatif
analiz giiniimiizde hizla gelisen alanlardan biridir. Temeli Henri Poincare (1854-
1912) tarafindan atilan bu siireg, Diferansiyel Topoloji, Lee Cebiri, FPelaketler
(Kadastrof) Teorisi ile yakindan ilgilidir. Bu g¢aligmada bu teorinin elemanter
kavramlan, daha cok geometrik ybntemlerle, zaman zaman da teorik ifadelerle
desteklenerek anlatilmistir. Dinamik sistemlerin kararhilik analizinin temel konulari.

daha yiiksck bir seviyeye hazirlamak amaciyla verilmislir.

Bu calismada, ilk olarak, iki boyutlu x'=dx seklindeki lincer sistemin denge
¢oziimlerinin kararhlik dzellikleri formal olarak dzetlenmigtir. Asimptotik kavarhhk,
kararlilik ve kararsizlk tarmlar drnekleriyle gosterilmistir. Daha sonra linecrimsi
sistemlerin denge noktalarmin kararlihgs, lincer sistemlere indirgenerck analiz
edilmistir ve buna ilaveten Liapunov’un ikinel metodu tartisilmistir. Bu metotla
denge noktalarinin kararhlik veya kararsizhgn diferansiyel denklem sisteminin
¢oziimiine gerek duyulmadan yardimer bir fonksiyonun kurulmasiyla yapilmaktadir.
Bu metot, tiim lincer olmayan sistemler icin de gegerlidir ve konservatif sistemler

icin bazi fiziksel prensiplerin genellestirilmesi esasina dayanur.

Otonom dinamik sistemlerin denge hallerinden en basiti, sistemin hareketsiz haline
karsilik gelen durumdur, Bunun diginda da degisik denge halleri meveuttur. Dinamik
denklemlerin periyodik ¢oziimlerine karsilik gelen durum uzayr igerisindeki ¢evriler

baska tip denge halidir. Bunlardan da énemlisi ¢ekici gevrilerdir.

Bir diger onemli kavram da duyarlibk analizidir. Sistemin paramctrelerinin
degisiminin durum wrayinda olugturdugu degisiklikler bifurcation bolimiinde
incelenmektedir. Bifurcation 1 kelime anlami, yoldaki catallanmadir. Yol ile

kastedilen parametrelere bagli coziimlerin yoriingeleridir. Bifurcation Teorisinin
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anlami, diferansivel denklemlerin ¢oziimlerinin  parametrelere  bagimliliginin
calistimasidir.  Parametreler kritik degerler civanndayken sistem uzayinda dncmli
degismeler olmaktadir.  Asimptotik  kararlt  denge noktasmun  Kkarariilig
bozulabilmekte ve bir ¢ekici ¢evriye neden olmaktadir, bir ¢evrinin periyodu aniden
kallanmaktadir veva ¢evri periyodik karakterini kaybederek kaotik davranmaktadir.
Tabiki bunlarm analizi pratik ve teorik agidan bilyilk Snem tasimaktadir. Denge
noktalar:, limit gevriler, bifurcation-faz diizlemi degisimi ve kaotik davranislar her
tiirtil dinamik sistemde incelenmesi gereken énemli konulardir. Lorenz sistemi kaotik
kavramin: agiklayan en giizel ©mektir. Fakat miihendisier, ckonomistler,
matematikgiler,  sosyal  bilimeiler...  kendi  sahalarinda  bu  kavramla
ilgilenmektedirler, yeni yeni teoriler ortaya atilmaktadir ve gesidi arastirmalar

yapumaktadir. Henilz uyumlu bir disiplin olugmanustir,

Cok kiigtik sayida diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri yapilabildigi igin
kalitatif teori 6nemini arttirmakta, teorik ve pratik yoénden son derece onemli
analizler yapma [irsati vermektedir. Bu ¢alismada baz problemler kendi bagmna bu
teori  g¢ergevesinde analiz  edilerck  bagka  problemlere  aktarlacak  tarzda

orneklenmistir.
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