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SIMGELER ve KISALTMALAR LiSTESI

C : Kompleks sayilar kiimesi

C, : n boyutlu kompleks elemanli vektorler kiimesi
Cin : mxnboyutlu kompleks elemanli matrislerin kiimesi
A, B,C,.... : Matrisler; A = (aij) eC,.,

X,Yy,Z : Vektorler; x=(x,)eC,,

a,b,c,..... : Skalerler; ae C

€ : Elemanidir

3 : Elemani degil

= : Esit

= : Ancak ve ancak

# : Esit degil

R((A) : A matrisinin siitun uzay1

MA) : A matrisinin sifir uzayi

pP=q : p dogru ise q da dogrudur.

P : nxn kompleks idempotent matrislerin kiimesi
A : A matrisinin eslenik transpozesi

A’ : A matrisinin transpozesi

det (A) : A matrisinin determinanti

iZ(A) : A matrisinin esas kosegeni lizerindeki elemanlarinin toplami
AxB : A ile B matrisinin direkt carpimi1

C, : Sifirdan farkli kompleks sayilar kiimesi



OZET

Anahtar kelimeler: Idempotent matris; Tripotent matris; Nonsingiilerlik; Lineer
kombinasyon; Involutif matris.

Kuadratik formlarin, O6zellikle idempotent matrisli kuadratik formlarin istatistik
teorilerinde merkezi bir rol oynadigi iyi bilinmektedir. Bununla birlikte istatistik
teorisi ile ilgili detaylar bu ¢calismada verilmemektedir.

Bu caligmanin amaci iki agsamalidir: P, ve P, herhangi iki idempotent matris, C, ve

c, skalerler olmak tizere c,P, +¢c,P, lineer kombinasyonunun nonsingiilerligiyle ilgili
olan ve J. K. Baksalary ve O. M. Baksalary[2] tarafindan ele alinan problemi
incelemek ve ikinci olarak iki degismeli idempotent matrisin lineer
kombinasyonunun bir involutif matris oldugu tiim durumlar1 karakterize etme
problemi i¢in tam ¢6ziim ortaya koymaktir. Bir involutif matris daima nonsingiiler
oldugundan dolay1 ikinci durum, birinci durumun 6zel bir durumu olduguna dikkat
etmek gerekir.

Calisma soyle diizenlenmistir. Baz1 temel tanimlar ve yardimci sonuglar Béliim 1 de
verilmektedir. Bolim 2 de, idempotent ve tripotent matrislerin lineer
kombinasyonlar ile ilgili bazi sonucglar sunulmaktadir. Yukarida bahsedilen esas
konular Boliim 3 te tartisilmaktadir.

Vi



IDEMPOTENT MATRICES AND NONSINGULARITY OF LINEAR
COMBINATIONS OF IDEMPOTENT MATRICES

SUMMARY

Keywords: Idempotent matrix; Tripotent matrix; Nonsingularity; Linear combination;
Involutive matrix.

It is well known that quadratic forms, particulary those with idempotent matrices play a
central role in statistical theory. However, it is not given the details of the statistical
theory here.

The purpose of this study is two fold: to investigate the problem considered by
Baksalary and Baksalary[2], which deals with the nonsingularity of any linear
combination c,P, +c,P, where P, and P, are any two idempotent matrices and c, and

c, are scalars, and secondly, to established complete solutions to the problem of

characterizing all situations in which a linear combinations of two commuting
idempotent matrices is an involutive matrix. Notice that the latter is a special case of the
former because of the fact that an involutive matrix is always nonsingular.

The study is organized as follows. Some basic definitions and auxiliary results are given
in Chapter 1. In Chapter 2, some results related to the linear combinations of idempotent
and tripotent matrices are presented. Main subjects mentioned above are discussed in
Chapter 3.

Vil



BOLUM 1. ON BIiLGILER

1.1. Giris

Calisma, C kompleks sayilar cismi iizerine insa edilmektedir. Bir mxn boyutlu A

matrisi, kompleks sayilarin dikdortgensel bir diizenlemesidir. Yaygin olarak

kullanildig1 gibi, bu A(aij) olarak yazilir. a., A nin i. satir ve j. siitununda bulunan

ij»
eleman1 gosterir. Calisma boyunca matrisler koyu ve biyiik harflerle (A gibi),
vektorler koyu ve kiiciik harflerle (a gibi), skalerler ise kiiciik italik harfler (c gibi )

ile gosterilecektir.
Bu boliimde, konu ile ilgili temel kavramlar ve ispatsiz olarak bazi 6zellikler ve

teoremler verilmektedir.

1.2. Bir Matrisin Ranki

Tamm 1.2.1 : x,, X,,..., X, vektorler kiimesini ele alalim. Eger

Z:aixi =0

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan a,,a,,...,a

n

skalerleri bulunamiyorsa
X, X,, .., X, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. x,X,,.., X, vektorlerine, lineer

bagimsiz degil ise lineer bagimlidir denir[6].



Tamm 1.2.2: Ae€C  olsun.A mn siitun ranki onun igerdigi lineer bagimsiz

stitunlariin maksimum sayisidir. A nin satir ranki onun igerdigi lineer bagimsiz

satirlarin maksimum sayisidir.

Ozellikler 1.2.3:1. Bir matrisin satir ranki ile siitun rank1 aynidir.
2. Elementer satir ya da siitun islemleri matrisin rankini degistirmez.
3. Birinci ve ikinci uyarilar blok matrisler i¢in de gegerlidir.
4. Eger bir matrisin ranki satir veya siitun sayisina esit ise bu matrise

tam rankli matris denir[9,11].

Uyan 1.2.4: Bundan bdyle bir A matrisi i¢in siitun ya da satir rank ifadesi degil,

kisaca rank ifadesi kullanilacak ve r(A) ile gosterilecektir.

1.3. Bir Matrisin Siitun Uzay1 ve Sifir Uzay1

Tamm 1.3.1(Bir matrisin siitun uzay1): AeC, = olsun. (A nin situnlart C_ de

vektdr olarak gosterilebilir. Dolayisiyla A =[a,,a,,..,a, ]| yazlabilir) A nin

stitunlan tarafindan iretilen vektér uzayr A nin siitun uzayr olarak tanimlanir ve

R(A) ile gosterilir[8].

Uyan 1.3.2: A nin siitun uzaymin boyutunun, A nin lineer bagimsiz siitunlarinin

sayisina yani A mn rankina esit olduguna dikkat etmek gerekir. A € C, | matrisinin

m

slitun uzayini tanimlamanin diger bir yolu, R(A) = {y :y=Ab:;be Cm} dir[8].

Teorem 1.3.3: AcC bir nonsingiiler matris ( tersi olan matris ) olsun. Bu

durumda A mnin siitun uzay1 C dir[8].

Tamm 1.3.4(Bir matrisin sifir uzayl): AeC  olsun. A nmn sifir uzay:

S= {y Ay =0;ye (Cm} seklinde tanimlanir ve N (A) ile gosterilir[8].



Teorem 1.3.5: A € C  matrisinin sifir uzayr C  nin bir alt vektor uzayidir[8].

Teorem 1.3.6: A< C,  olsun. A nin sifir uzay1 ve A mn siitun uzayinin ortogonal

tiimleyeni aynidir[8].

1.4. Baz1 Ozel Matrisler

Tanim 1.4.1: PeC , olmak iizere; P=P’ kosulunu saglayan P matrisine

idempotent matris, eger P matrisi P=P’ sartim da sagliyorsa, bu P matrisine

simetrik idempotent matris denir[8].

Tamm 1.4.2: TeC  olmak iizere T = T’ kosulunu saglayan T matrisine tripotent

matris, eger T matrisi T =T’ sartin1 da sagliyorsa, bu T matrisine simetrik tripotent

matris denir[8].

Tamm 1.4.3: AeC, matrisine, eger eslenik transpozesine esit ise hermityen

matris denir. Yani AeC,_, i¢in eger, A=A" ise A matrisine hermityen matris

denir[7].
Ozellik 1.4.4: Hermityen matrisin 6zdegerleri reeldir{7].

Tanmm 1.4.5: TeC,  matrisine, eger T =T, T°#T ve T #-T kosullarin

sagliyorsa gercek tripotent matris denir.

Bir T gergek tripotent matrisinin en 6nemli ozelligi, PP, =P,P, =0 kosulunu
saglayan P, ve P, idempotent matrislerinin farki olarak (T=P1 —Pz) tek tirli

yazilabilmesidir (bkz. Lemma 5.6.6, [17]).



Tamm 1.4.6: Bir AeC , simetrik matrisine, eger yeC \{0} vektorii igin
y'Ay >0 ise pozitif kararli ve her y e C_ vektori i¢in y'Ay >0 ise pozitif yari-

kararli matris denir[15].

Tamm 1.4.7: Bir A € C, | matrisine, eger
AA'=A'A=1

kosulunu gergekliyorsa ortogonal matris denir. Bir A € C,_, matrisine AA"=1I veya

n

A'A =1 Ozelliklerinden yalmz ve yalmiz birini sagliyorsa yari-ortogonal matris

denir[15].

Uyann 1.4.8: Bir AcC, , matrisinin ortogonal olmasmnin gerek ve yeter bir

kosulunun A™' = A’ olduguna dikkat edelim.

Tamm 1.4.9: Bir A € C_ | matrisine, simetrik idempotent bir matris ise bir izdiisiim

matrisi denir[8].

Tamm 1.4.10: A’ =1 kosulunu saglayan bir A eC, , matrisine involutif matris

denir[8].

Tamm 1.4.11: Bir AeC_ matrisi igin AA" = A’A oluyorsa A matrisine normal

matris denir[6].

1.5. Nonsingiilerlikle ilgili Onemli Bir Lemma

Lemma 1.5.1: AeC  matrisinin nonsingiiler olmasinin gerek ve yeter kosulu

N (A)={0} olmasidir[13].



1.6. Matrislerde Direkt Carpim

Tamm 1.6.1: AcC,_ = ve BeC, olsun. A ve B matrislerinin direkt ¢arpimi

) n

A xB biciminde gosterilir ve

Ab, Ab, .. Ab, ] [b,A b,A .. b,
B A‘E)zl A‘t:>22 At?ml . bzzlA bz?A by A
Ab,, Ab., .. Ab, | |b, A b.,A .. b,

seklinde tanimlanir[8].

AxBeC , olduguna dikkat etmek gerekir.

m;m,,nn

1.7. Bir Matrisin Kosullu Tersi ( c-inversi )

Tanm 1.7.1: A€C  olsun. A matrisi igin AA*A=A kosulunu saglayan bir

A® eC,  matrisi varsa bu matrise A nin bir kosullu tersi (c-inversi) denir[8].

Uyar11.7.2: Her A eC_ , matrisin en az bir c-inversi olup tek olmayabilir. Bu

konu ile ilgili detayl1 bilgi, 6rnegin [8] de bulunabilir.

Bundan sonraki boliimlerde aksi vurgulanmadig: siirece matrisler kompleks matrisler

olacaktir.



BOLUM 2. IDEMPOTENT ve TRIPOTENT MATRISLER

2.1. Giris

Bu boélimde oncelikli olarak idempotent ve tripotent matrislerin iyi bilinen
ozelliklerine yer verilmektedir. Sonra, bu tip matrislerin lineer kombinasyonlarina

iligkin gilincel ve Onemli birkag c¢alismadan bahsedilecektir. Bu calismalar
C,.C,,C; € C\{0} olmak iizere P,,P, ve P, idempotent matrislerinin P =cP, +c,P,
seklindeki lineer kombinasyonlarin idempotentligine dair iki, P =c P +c,P, +C,P,
seklindeki lineer kombinasyonlarin idempotentligine dair bir ve T, ve T, tripotent
matrisler olmak iizere T=cT +c,T, seklindeki lineer kombinasyonlarin

tripotentligine dair bir calismadan olugmaktadir.

P, ve P, sifir olmayan idempotent matrislerinin P, +P, ve P, —P, seklindeki lineer

kombinasyonlarin idempotentligi hakkindaki ¢alismalar literatiirde c¢oktan yer

almaktadir(Bkz. 6rnegin, Teorem 5.1.2 ve 5.1.3 [17]).

Bu tip matrislerin ve yukarida bahsedilen caligsmalarin cebirsel 6zellikleri yani sira
istatistik teorilerinde oynadiklar1 rol bakimindan da olduk¢a 6nemli oldugunu
vurgulamakta yarar vardir.

2.2. idempotent ve Tripotent Matrislerle Ilgili Baza Ozellikler

Bu kisimda idempotent ve tripotent matrislerin iyi bilinen bazi 6zellikleri ispatsiz

olarak siralanacaktir.

Teorem 2.2.1: Eger P bir izdlisiim matrisi ise, izP = rankP dir[18].



Teorem 2.2.2: izdiisiim matrisleri pozitif yar1 kararlidir[18].

Teorem 2.2.3: Eger P, (i= 1,2) bir izdlisiim matrisi ve P, — P, pozitif yar1 kararli ise,

bu durumda PP, = P,P, =P, ve P, — P, matrisleri birer izdiisiim matrisleridir[18].

Teorem 2.2.4: P idempotent ve pozitif yar1 kararli bir matris ise,
I. 0

TAT =| '
0 0

kosulunu saglayan bir T ortogonal matris vardir[19].

Teorem 2.2.5: Eger P simetrik ise, P nin idempotent ve r rankli olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul P nin r tane 6zdegerinin 1’ e ve n-r tane 6zdegerinin 0’ a esit

olmasidir[18].

Teorem 2.2.6: P idempotent bir matris ise tim 6zdegerleri 0 veya 1 sayilarindan

olusur[19].
Teorem 2.2.7: Eger P idempotent ise I - P de idempotenttir[18].

Teorem 2.2.8: P tam rankli nxn boyutlu bir idempotent matris ise P =1 dir. Eger
P ranki n den daha kiigiik olan bir izdiisiim matrisi ise o zaman P pozitif yar1 kararl

bir matristir[8].

Lemma 2.2.9: P, P=FG seklinde yazilabilen tam rankli bir kare matris olsun. Bu
durumda P nin idempotent bir matris olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul GF =1

olmasidir[6].

Teorem 2.2.10: P, nxn boyutlu bir idempotent matris olsun.
a) P" matrisi idempotenttir.

b) Px=x olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x € R (P) olmasidir.

¢) N (P)=R(I-P) dir[6].



Teorem 2.2.11: P nxn boyutlu p, (p<n) rankli herhangi bir matris olsun.

a) Eger P idempotent matris ise, P nin p tane sifirdan farkli 6zdegeri vardir
ve bunlarin hepsi 1’ e esittir.

b) Eger P simetrik matris ise P nin idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul P nin sifirdan farkli ve hepsi 1’e esit olan p tane 6zdegerinin var

olmasidir[8].

Teorem 2.2.12: Eger P i. kdsegen elemant 1 e esit olan nxn boyutlu bir simetrik
idempotent matris ise 0 zaman onun i. kdsegen elemani hari¢ olmak {izere i. satir ve

1. siitunundaki elemanlar sifirdir[8].

Teorem 2.2.13: Eger P, ve P, nxn boyutlu idempotent matrisler ise P, x P, matrisi

de idempotent bir matristir[8].

Teorem 2.2.14: P, nxn boyutlu izdiisiim matrisi olsun. Bu durumda P, =1-2P,

matrisi simetrik ve ortogonal bir matristir[8].

Teorem 2.2.15:A ve B nxn boyutlu matrisler olsun. Eger ABA=A veya
BAB =B ise bu durumda AB ve BA matrisleri idempotenttir|[8].

Teorem 2.2.16: P,, P, nxn boyutlu idempotent matrisler olsun. Eger P,P, =P,P,

ise PP, ve P,P, matrisleri de idempotenttir[8].

Teorem 2.2.17: n>m olmak iizere P mxn boyutlu matrisi PP'=1 kosulunu
saglasin, yani P satirlar1 ortogonal normal bir matris olsun. Bu durumda P'P nxn

boyutlu simetrik idempotent matristir[§].

Teorem 2.2.18: A herhangi bir mxn boyutlu matris olsun. Bu durumda A'A nin
idempotent matris olmasi igin gerek ve yeter bir kosul AA’ nin idempotent matris

olmasidir[8].



Teorem 2.2.19: t bir pozitif tamsayis1 olmak iizere P, P' =P"" kosulunu saglayan

nxn boyutlu simetrik bir matris olsun. Bu durumda P idempotent bir matristir[8].

Teorem 2.2.20: A herhangi bir mxn boyutlu matris olsun. Bu durumda A’A nin
idempotent matris olmasi igin gerek ve yeter bir kosul A'niin A nin bir c-inversi

olmasidir[8].

Teorem 2.2.21: P, ve P, nxn boyutlu izdiigim matrisleri olsun. Bu durumda
P, —P, nin izdiisim matris olmas: i¢in gerek ve yeter bir kosul P,(P,—P,)=0

olmasidir[8].

Teorem 2.2.22: T nxn boyutlu simetrik tripotent matris olsun.
a) A herhangi bir nxn boyutlu ortogonal matris olmak tizere A'TA nxn
boyutlu simetrik tripotent matristir.
b) B herhangi bir nonsingiiler matris olmak iizere B'TB nxn boyutlu
tiripotent matristir.
¢) T° nxn boyutlu izdiisiim matristir.
d) —T nxn boyutlu simetrik tripotent bir matristir.
e) T matrisinin c-inversinin T ye esit olmasinin bir gerek ve yeter kosulu T

matrisinin tiripotent olmasidir[8].

Teorem 2.2.23: T herhangi nxn boyutlu bir tripotent matris olsun. Bu durumda,

T nin 6zdegerleri -1, 0 veya 1 sayilarindan olusur[8].

Teorem 2.2.24: T, herhangi bir nxn boyutlu simetrik matris olsun. T nin simetrik
tripotent bir matris olmasimin gerek ve yeter kosulu T=A —-B olacak sekilde iki
ayrik, simetrik, idempotent nxn boyutlu A ve B matrislerinin var olmasidir.
Bundan baska, bu matrisler

=1(T2 +T) ve =1(T2 ~T)

2 2

seklinde tek tiirlii tanimlanir[8].
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Teorem 2.2.25: T herhangi nxn boyutlu bir tripotent matris olsun. O zaman

rank(T) =iz(T2) dir[8].

Teorem 2.2.26: T herhangi nxn boyutlu tripotent matris olsun ve T nin n,

Ozdegeri 1 e, n, 6zdegeri -1 e ve n, 6zdegeri 0 a esit olsun. Bu durumda,
1. /0

a) EIZ(T +T)=nl,
1. /0

b) EIZ(T —T):nz,

¢) iz(I-T*)=n,,

d) iz(T) =n,—n,

dir[8].
Teorem 2.2.27: A ve B, nxn boyutlu simetrik matrisler olsun.

a) Eger A ve B matrisleri idempotent ve AB=BA ise o zaman A-B
matrisi simetrik ve tripotenttir.
b) Eger A ve B matrisleri idempotent ise, o zaman A, —A, B ve —B

matrisleri simetrik ve tripotenttir.

c) A (Veya B) matrisinin tiripotent matris olmasinin gerek ve yeter bir

kosulu A’ (veya B”) nin idempotent bir matris olmasidir[8].

Teorem 2.2.28: T herhangi nxn boyutlu nonsingiiler tripotent bir matris ise, bu

durumda:
T'=T, T’ =1 veya (T+I)(T-1)=0

dur[8].
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2.3. idempotent ve Tripotent Matrislerin Lineer Kombinasyonlar

Kisim 2.2 de idempotent matrisler ve dogrudan idempotent matrisler ile iligkili olan
tripotent matrislerin bazi 6zellikleri ispatsiz olarak verilmistir. Bu ¢alismanin esasini
idempotent matrislerin lineer kombinasyonlarinin nonsingtilerligi olusturmaktadir.
Dolayisiyla bu kisimda idempotent ve tripotent matrislerin lineer kombinasyonlari

tizerindeki giincel ¢aligmalarin son yillardaki gelisimi kisaca tanitilacaktir.

2.3.1. iki idempotent matrisin lineer kombinasyonunun idempotentligi

J. K. Baksalary ve O. M Baksalary [1], iki idempotent matris verildiginde bunlarin
lineer kombinasyonunun da idempotent oldugu tiim durumlar1 karakterize etmistir.

Calismada ortaya konan temel teorem ve sonucu asagida verilmektedir.

Teorem 2.3.1: A ve B sifirdan farkli idempotent matrisler, ¢; ve C, sifir olmayan

kompleks skalerler olmak {izere P, bu matrislerin
P=cA+c,B

bicimindeki lineer kombinasyonu olsun. Bu durumda P nin idempotent oldugu tam

olarak dort durum vardir.

(a) AB = BA ise,
@) c,=1,c,=1, AB =0,
(i) ¢c,=1,c,=-1, AB = B,
(i) c¢=-1,c,=1, AB=A,

(b) AB=BA ise ¢, eC/{0,1}, ¢, =1-c,, (A-B) =0 dufl].

Sonu¢ 2.3.2: Teorem 2.3.1.’in varsayimlar altinda, P =c,A+c,B nin idempotent

matris olmasi icin gerekli kosul AB ve BA carpimlarinin her birinin idempotent

matris olmasidir[1].
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H.Ozdemir ve A.Y. Ozban[16] m, Teorem 2.3.1 in (a) sikkinin farkli bir ispatini
vermis oldugunu hatirlatmakta yarar vardir. O calismada, sifir olmayan, karsilikli
komutatif ii¢ farkli idempotent matris verildiginde onlarin lineer kombinasyonunun
idempotent oldugu bazi durumlar1 karakterize etme problemi de ele alinmistir. Bu
probleme iliskin olarak ortaya koyduklar1 esas sonu¢ asagidaki teoremde

verilmektedir.

Teorem 2.3.3: P,P,P,, P #P, ve i#) sartim saglayan degismeli idempotent

matrisler C,,C,,C, € C sifirdan farkli kompleks skalerler olmak iizere P onlarin

P=cP +c,P, +C,P,

seklindeki lineer kombinasyonu olsun. Bu durumda P ’nin idempotent oldugu

durumlar asagidadir:

(a) c,=¢,=c¢,=1, P]sz(), i#j,1,)=123

(b) ¢c=¢=1, ¢=-1, PP,=P, PP,=P, PP =P, (denk olarak
PP, =P,, PP, =P, P,P,=P,)

(c) ¢,=-1, ¢,=¢,=1, PP,=P, PP.=P,, P,P,=P, (denk olarak
P1P2 = Pz’ P1P3 = Pl’ P2P3 = Pz)

(d) ¢c,=¢=1, c,=-1, PP,=P , PP,=P, PP, =P, (denk olarak

PP, =P, PP, =P, P,P, :Ps)

Ayrica PP, =P , PP, =P, ve PP, =P, (denk olarak

PP, =P,, PP, =P, P,P, =P,) olacak sekilde hicbir P,, P,, P, matrisi yoktur[16].

Uclii lineer kombinasyonlarla ilgili benzer bir ¢alismanin O. M. Baksalary [5]

tarafindan yapilmis oldugunu da belirtmek gerekir.
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2.3.2. Bir idempotent ve bir tripotent matrisin lineer kombinasyonunun

idempotentligi

J. K. Baksalary ve O. M Baksalary ve G.P.H. Styan[4], bir idempotent ve bir ger¢ek
tripotent matrisin lineer kombinasyonunun idempotent oldugu tim durumlar
karakterize etme problemini ele almistir. Calismadaki esas sonuglar asagidaki

teoremlerde verilmektedir.

Teorem 2.3.4: AcC,  sifirdan farkli bir idempotent matris ve BeC, , Tanim

1.4.5 de bahsedilen tektiirlii ayrisgmi B =B, —B, olan bir gergek tripotent matris

olsun. ¢,c, € C sifirdan farkli olmak lizere C matrisi, C =Cc,A+c,B, yani
C=cA+c,B, -c,B,

bicimindeki A ve B matrislerinin bir lineer kombinasyonu olsun. Bu durumda C

nin idempotent matris oldugu tiim durumlar asagidadir.
(a) AB,=B/A, AB, =B,A ise,

¢c=1,¢=1, AB, =0, AB, =B,,

(a))

(a,) ¢,=2,¢,=1, A=B,,

(a,) ¢,=1,¢,=—1, AB, =B, , AB, =0,
(as)

c,=2,¢c,=-1, A=B,,

1 1
(a5) 6=, G=2, A=B,+B,,

.G, =—%, A=B+B,,
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(b,) ¢, =—, Cz:_E’ (A-B,) =B,

(d) AB, #B A, AB, =B A ise,
c,=1vec,de

(A-B,)’ -(A-B,) =c,(B,+B,)
denkleminin bir ¢oziimudiir[4].

Teorem 2.3.5: Teorem 2.3.3 {in varsayimlar: altinda C =C,A +c,B, —¢,B, matrisinin
idempotent olmasinin bir gerek sarti;

A(B,+B,) ve (B, +B,)A garpimlarimn her birinin idempotent olmasidir[4].

2.3.3. iki degismeli tripotent matrisin lineer kombinasyonunun tripotentligi

Iki degismeli tripotent matrisin lineer kombinasyonunun tripotent oldugu tiim
durumlari karakterize etme problemi J. K. Baksalary, O. M Baksalary ve H. Ozdemir
[3] tarafindan ele alinmistir. Bu calismanin esas sonucu asagidaki teoremde
verilmektedir. Bu teoremde, matrislerden birinin digerinin bir skaler kati olmasi
durumu hari¢ tutulmaktadir. Ancak bunun nedeni kisaca vurgulanmistir. Bu nedenle,
once bu trivial durumu bir lemma seklinde ispatli olarak insa edilecek ve sonra adi

gecen teorem verilecektir.
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Lemma 2.3.6: T, ve T, sifirdan farkli iki tripotent matris ise T, in T, nin skaler

kat1 oldugu yalmzca T, =T, ve T, = —T, durumlar vardur.

Ispat: Diyelim ki T,, T, nin bir skaler kat1 olsun:
T, =T’ =c¢’T,’ =¢’T, =c’cT, =¢’T,
buradan (C2 - l)T1 =0 elde edilir.

T, sifirdan farkli oldugundan c¢=*1 elde edilir. [

Asagidaki teorem, T,, T, sifirdan farkli degismeli tripotent matrisler ve ¢, vec,
sifirdan farkli skalerler olmak tizere, T=cT +c,T, lineer kombinasyonunun
tripotent oldugu tiim durumlari ortaya koymaktadir. Ancak T, in T, nin skaler kat1
oldugu durumu hari¢ tutulmaktadir. Cilinkii bu durumda Lemma 2.3.6 dan T, =T,
veya T, =T, olur. Bu durumlarda ¢oziim trivialdir. Gergekten, 6rnegin T, =T, ise

T=(c,+¢,)T, olur. Buradan
(cl+c2)3Tl3:(cl+cz)T1 =N [(cl+cz)3—(cl+cz)}T1:0

elde edilir. Buradan ¢, +c, =0 veya C,+C, =1 veya C,+C, =—1 olur. Dolayisiyla
T nin tripotent olmasinin gerek ve yeter kosulu ¢, =-c, veya ¢, =—C +1 veya
C, =—C, —1 olarak bulunur. Bunlar ise sirasiyla T=0, T=T, ve T=-T, olmasina

karsilik gelir.

T, =—T, olmasi durumunda da ayni1 sonuglar elde edilir.

Teorem 2.3.7: T,T,eC , degisme Ozelligini saglayan sifirdan farkli tripotent

matrisler ve c,,c, € C sifirdan farkli skalerleri i¢in T onlarm T=cT +c,T,
seklindeki lineer kombinasyonu olsun. Bu durumda T, #=£T, kabulii altinda T

matrisi tripotenttir ancak ve ancak asagidaki sartlardan biri saglanir.

@ ¢ =1 c,=-1veyac,=-1, ¢c,=1ve T'T,=TT,
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() c¢=Lc,==2veyac=-1, ¢,=2ve T'T,=T, =TT,
(¢ ¢=2,¢c,=-1veyac,=-2,¢,=1ve T'T,=T, =TT,
d c=1,¢c=1veyac,=-1,¢,=-1ve T'T,=-TT,

e c=1c,=2veyac=-1,¢=-2ve T'T,=T,=-TT,

® c¢=2,¢c,=1veyac,=-2,¢,=-1ve T'T,=-T, =-T,T,

1 1 1
, C, = —5 veya C =——,C, :5 veya

(g ¢-= 5

1 1 .
C, -y C, ) ve T'T,=T,, TT; =T, dir[3].

Bu teoremin kosullarini saglayan asagidaki 6rnegi verebiliriz;

0o -1/) 0 0/) 0 0) 0 1

T = T ve T, = T alindiginda teoremin (a) ve (b) durumlari saglanir. T, = T
ve T,=T" alindiginda teoremin (c) durumu, T,=T" ve T,=T" alindiginda
teoremin (d) ve (e) durumu, T, = T® ve T, =T" alindiginda teoremin (f) durumu

ve son olarak T, = T ve T, = ™ alindiginda (g) durumu saglanir. [Bu 6rnekler

[3] den alinmustir. ]

Gerek bu boliim ve gerekse bu ve sonraki boliimlerde gegen kavram ve 6zelliklere
esasen daha detayli bilgilerin 6rnegin, [10], [12] ve [15] de bulunabilecegini

hatirlatarak bu boliimii bitirmek istiyoruz.



BOLUM 3. IDEMPOTENT MATRISLERIN LINEER
KOMBINASYONLARININ NONSINGULERLIGI

3.1. Giris

Boliim 2 de iki idempotent matrisin lineer kombinasyonunun idempotentligi ve
tripotentligi ve iki degismeli tripotent matrisin lineer kombinasyonunun tripotentligi
problemleri ele alinmisti. Bu tip lineer kombinasyonlarin nonsingiilerlikleri tizerinde
de calismalar yapilmaktadir. idempotent tripotent ve nonsingiiler matrislerin birgok
teoride oldugu gibi istatistik teorilerinde de 6nemli rol oynadigin1 vurgulamakta

yarar vardir. Ancak burada bu konu iizerinde durulmayacaktir.

Bu boliimde J. K. Baksalary ve O. M. Baksalary [2] tarafindan ele alinan bir ¢aligma
ayrintili olarak incelenecektir. Bu g¢aligmadaki sonuglar aslinda J. Grof ve G.
Trenkler [9] ve J. J. Koliha, V. Rakocevi¢ ve 1. Straskraba [13] tarafindan yapilmis
caligmalarindaki sonuglar1 igeren giiglendirilmis bir ¢alismadir. Bundan bagka, lineer
kombinasyonun involutiflige kisitlamasi durumu da ayrica ele alinmaktadir. Bu
problem hem nonsingiilerligi ve hem de o6zel bir tipi (involutifligi) icermesi

bakimindan ilging olsa gerek.

3.2. iki idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun Nonsingiilerligi

Ele alinan problem, P, ve P, idempotent matrislerinin nontirivial (asikar olmayan)

lineer kombinasyonlart ile, yani P,, P, idempotent matrisler olmak iizere

P(c.c,)=cP +c,P,, c,c,eC\{0} (3.1.1)

seklindeki matrislerle ilgilidir. Bundan boyle genel olarak,
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P = {P eC, :P= Pz} ve C,=C\ {0} gosterimi kullanilacaktir.
J. Grof ve G. Trenkler [9, sonu¢ 1 ve 4], P, ve P, nin toplammnin ve farkinin
ranklarini goz dniine almak suretiyle P, —P, ve P, +P, nin, yani P(1,-1) ve P(1,1)

in nonsingiilerlikleri i¢in kriterler ortaya koydular. Bu kriterler hem direkt olarak
P, ve P, nin hem de onlarin fonksiyonlar1 olan matrislerin siitun ve satir uzaylarina

gore ifade edilmektedir. Bu sonuglar J. J. Koliha ve arkadaslar1 [13] tarafindan

degisik bir sekilde ortaya konulmustur. Onlarin ispatlari, Lemma 1.5.1° e yani

A eC,, nonsingilerdir < N (A)={0}

olmasi ger¢egine dayanir. Ayrica onlar Teorem 2.1 ile P, + P, nin nonsingiilerligi ile
birlestirildiginde P, —P, nin nonsingiilerligini garanti eden kapali bir kosul koymak
suretiyle, [9, sayfa 393] deki, P, —P, nin nonsingiiler ise P, +P, de nonsingiilerdir

olmas1 gozlemini giiglendirmistir. Bu sozl edilen ek kosulun, [9] daki Sonug 5 ile

denklem(4.2) yi birlestirmek suretiyle elde edilebilecegini vurgulamak gerekir.

3.2.1 Sonuglar

P (Cl ,—C, ) hari¢ olmak iizere (3.1.1) ile belirlenen tiim matrisler nonsingiiler olsa bile

P, — P, nin nonsingiiler olmas1 gerekmez. Ornegin:

1 0 1 1),
P = ve P, = ise bu durumda
0 1 0 0

P(Cl’cz)z(clgc2 Czj

Cl
olur. Bu matris det[P(C] ,C, )] =(c +c, ) C, oldugundan, (C1 + C2) #0 oldugu siirece

tiim ¢,,c, € C \ {0} i¢in nonsingiilerdir. Ancak agik olarak,

0 -1
P-P, = (0 ) j matrisi nonsingiiler degildir.



19

Bu boliimdeki esas sonuglar bu gercekten hareketle ortaya konulmustur. Bu bilgiler

151g1  altinda {P(c.c,): ¢,c,eC\ {0} ailesinin ~ elemanlart ile
{P(C],Cz): c,c, € C\ {0} ve C +C, # 0} alt ailesinin elemanlar1 arasinda herhangi

bir iligkinin olup olmadig1 sorusunun akla gelmesi dogaldir. Asagidaki teorem bdyle

bir iliskinin gercekten var oldugunu ve ¢ok gii¢lii oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 3.2.1: P,P, € ® olsun. Eger E:V]P1 +E:;P2 lineer kombinasyonu E:V] +E; =0
kosulunu saglayan herhangi 61 ,E; e C, i¢in nonsingiiler ise, o zaman CP, +cC,P,
lineer kombinasyonu da ¢, +C, #0 kosulunu saglayan biitin c,,c, € C, ler icin

nonsingiilerdir.

Ispat : c,c,eC,, c,+c, #0 kosulunu saglayan herhangi keyfi skalerler olmak

iizere x € \'(c,P, +¢,P,) olsun. Bu durumda

xeN(cP +c,P,) = (cP+cP)x=0 =
c,Px=-C,Px (3.2.1)

elde edilir. (3.2.1) denklemi siras1 ile 6nce P,, sonra P, ile soldan carpilir ve

P,,P, € P olmasi goz oniine alinirsa ;

c,Px=-c,PPx ve cP,Px=-CPx (3.2.2)
elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2) den

cPx=-c,Px=-C,PP,x=cPPx (3.2.3)
bulunur. Buradan c,c, # 0 oldugu i¢in (3.2.3) {in saglanmas1

Px=P,Px ve Px=PP,x (3.2.4)
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denklemlerinin saglanmasini gerektirir. Sonug olarak

~  ~\/~ ~ ~2 ~~ ~~ ~2
(q+gﬂqR+QRﬁx=CIR+ng+%qR+g]g%

2 ~—~ ~—~ ~2
¢, P’ +c.C,P,+C,CP +C, Pj)x
2

(C1 P’ +év16;P1P2 + E;éle2P1 +E;2P22)X

~ ~ 2
=(cP+C,P,) x

esitligi bulunur. Dolayis1 ile E::Pl +E:;P2 nonsingiiler oldugu i¢in, esitligin her iki

tarafi (611)1 + (:NQP2 )71 ile soldan ¢arpildiginda
(El+(:~2)x=€1Plx+CNZP2x (3.2.5)

esitligi elde edilir. (3.2.5) esitliginin soldan P, ile ¢arpilmasiyla
(¢ +C)Px=cPx+CPPx

= ¢, Px+C,Px—CPx=C,PPx
= Px=PPx (3.2.6)

bulunur. Elde edilen bu esitligin (3.2.3) denkleminin {igiincii esitlifinde yerine
yazilmastyla, birinci ve iigiincii esitliklerden ¢,Px=—c,Px=(c +c,)Px=0 olur.
Dolaysiyla ¢, +¢, #0 ve (3.2.3) den Px=0=P,x esitlikleri bulunur. O zaman

(3.2.5) denkleminden (El + (:N2 )x =0 bulunur. 81 + é; #0 oldugundan dolay1 x=0
elde edilir. O halde N (c,P,+c,P,)={0} dir. Bu ise on bilgilerdeki Lemma 1.5.1
(A e C, ,nonsingiiler matristir < N (A) = {0}) e gore (C,P, +C,P, ) "nin nonsingiiler

olmas1 anlamina gelir ve ispat tamamlanir[2]. |
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Teorem 3.3.1° e gore, P,+P, toplaminin nonsingiilerligi ile ilgili [9] ve [13] teki
tiim sonuglar, ¢,c, eC, ve ¢ +C, #0 olmak iizere herhangi bir P(c,,c,) lineer

kombinasyonu igin gegerli kalir. Ozellikle, Koliha ve arkadaslari [13] tarafindan

verilen Teorem 2.1, asagida sunulan Terem 3.2.2 seklinde genellestirilebilir.

Teorem 3.2.2: Herhangi P,,P, e P matrisleri ve c,,C, € C, sayilar i¢in asagidaki

ifadeler denktir.

a) (P, —P,) nonsingiilerdir.

b) c,P, +c,P, ve I-PP, nonsingiilerdir.

Ispat : (P,—P,) nonsingiler ve xe N (c,P,+c,P,) olsun. Bu durumda Teorem
3.3.1 in ispatindan (3.3.4) esitliginin saglanacagi agiktir. Ayrica x e N (I - P1P2) ise,

bu durumda,

xe N(I-PP,) = (I-PP,)x=0 =

x=PPx (3.2.7)

olacag agiktir. (3.2.7), soldan P, ile ¢arpilirsa;

Px=PP,x (3.2.8)

bulunur. Béylece (3.2.7) ve (3.2.8) den x =P,P,x=Px bulunur. Buradan (3.2.7) de

P P,x yerine P x yazildiktan sonra soldan P, ile ¢arpilirsa,

P,x=P,Px 3.2.9)

esitligi elde edilir. (3.2.8) ve (3.2.9) dan, (P,—P,) nin nonsingiilerligini de goz

Ontine alarak,
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(Px—PP,x)+(P,x—P,Px)=0

= Px-PPx-P,Px+P,x=0

= (P,—PP,—P,P,+P,)x=0

= (P,-P,)x=0

= (P,-P,) (P,—P,) (P, —P,) ' x=0
= x=0

bulunur. Bunun anlami, xe V' (¢,P, +¢c,P,) ve xe N (I-PP,) keyfi oldugu igin,
N (cP +c,P,)={0} ve N (P,—P,)={0} dir. Dolayisiyla gerekliligin ispati

tamamlanir.

Yeterliligin ispati igin. x e NV (P1 - P2) olsun. Bu durumda,

xeN(P,-P,)=(P,—P,)x=0

= Px=Px (3.2.10)
olur. (3.2.10) soldan 6nce P, sonra P, ile carpilirsa

Px=PPx, P,Px=Px (3.2.11)
bulunur. (3.2.10) ve (3.2.11) den,

Px=Px=PPx=PPx=P,PPx

yazilabilir. Bu yiizden (b) kosulu altinda,

(Px-PPx)+(P,x-P,PP,x)=0
(ClPlx - C1P1P2X) + (Cszx - CszPlex) =0

(c,P,—c,PP, +c,P,—C,P,PP,)x=0
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(cP +c,P,)(I-PP,)x=0

(1I-PP,) (c,P,+c,P,) (c,P,+C,P,)( [-PP,)x=0 =x=0

olur. Bu xe (P, —P,) keyfi oldugundan, N\ (P,—P,)={0} oldugunu sdyler. Bu

da ispat1 bitirir[2]. m

Teorem 3.2.1 in bir diger sonucu [9] deki Sonu¢ 4’ te verilen P, +P, toplaminin
nonsingiilerliginin karakterizasyonu ayn: zamanda, C, +C, #0 kosulu ile, herhangi
bir c,P,+C,P, lineer kombinasyonunun nonsingiilerliginin bir karakterizasyonuna

denk olmasidir. Bu ise P, + P, nin nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
R(P)NR[P, (1-P)]={0} ve N (P)NN (P,)={0} (32.12)

oldugunu gosterir. P, ve P, nin rolleri, P, +P, ifadesinde simetrik olmasina ragmen

(3.2.12) nin ilk par¢asinda durumun bodyle olmamasi ilgingtir. Ancak asagidaki

teorem, bu tip simetrikligin de elde edilebilir oldugunu gdstermektedir.

Teorem 3.2.3: Herhangi P,P, € P matrisleri ve C,+C, #0 olmak iizere c,,c, € C,

skalerleri icin asagidaki ifadeler denktir.

a) ¢,P, +c,P, nonsingiilerdir.

b) %[ P (I-P,) [NR[ P, (1-P)]={0} ve N (P)NN (P,)={0} dur.

Ispat: c,P, +c,P, nonsingiiler olsun. Eger x € R [P] (I -P, )] NR [Pz (I - P, )] ise, 0
zaman kesinlikle xeR(P,)NR(P,) dir. Bu nedenle x=Py, x=P,z olacak

sekilde y,zeC_ vardir. Ayrica x e R [P1 (I-P, )] oldugu i¢in

x=P(I-P,))s ,seC (3.2.13)

n

esitligi yazilabilir.
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x =Py ve x =P,z esitlikleri siras1 ile P, ve P, ile soldan ¢arpilirsa

Px=Py=x (3.2.14)

Px=P,z=x (3.2.15)

esitlikleri elde edilir. (3.2.13), (3.2.14) ve (3.2.15) esitliklerinden;

x=Px=Px=P (I-P,)s (3.2.16)

elde edilir. Sonug olarak (3.2.16) dan

¢, (cP +c,P)x=c (cPx+c,Px)=c (cx+c,x)

Il
o0
+
o
N
—_~
O
-]
|
O
-]
N
~—
7]

olur. Yani
c,(cP +c,P,)x=(c +c,)(cP, +c,P,)(I-P,)s

bulunur. Bu denklemden, c,P, +C,P, nonsingiiler oldugundan,

cx=(c +¢,)(I-P,)s (3.2.17)

bulunur. (3.2.16) denklemi dikkate alinarak (3.2.17) soldan P, ile ¢arpilirsa,
cPx=cx=(c +c,)P(I-P,)s=(c +C,)x=Ccx+Cx

= CX=CX*+C,X
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elde edilir. Bu ise ¢, #0 kabuliinden dolayr x =0 olmas1 anlamina gelir. Ayrica,
eger xe N (P)NN(P,) almrsa xe N (P)=Px=0 ve xe N (P,)=Px=0

elde edilir. O zaman,

Px+Px=0 = cPx+c,Px=0

= (c,P,+c,P,)x=0

olur. Bu nedenle, cP,+c,P, nonsingiiler oldugu i¢in x=0 dir. Dolayisiyla ispatin

bu kismi tamamlanir.

Tersine olarak x e N (c,P,+¢C,P,) olsun. Bu durumda (3.2.3) ve (3.2.4) saglanir.

(3.2.3) ve (3.2.4) ii gbz Oniine alarak,
(c,+¢c,)Px=cPx+c,Px=—C,PPx+c,Px=c,P (I-P)x (3.2.18)
(c,+c,)Px=cPx+c,Px=—C,Px+c,P,Px=—C,P,(I-P)x (3.2.19)
elde edilir. Dolayisiyla (3.2.18) ve (3.2.19) dan,

(c,+¢c,)Px=c,P (I-P,)x=—C,P,(I-P)x (3.2.20)

bulunur. (3.2.20) den, Pxe SR[Pl (I—P2 )]ﬂ‘R[Pz (I—P1 )] oldugu goriiliir.
Dolayisiyla (b) deki ilk kosuldan Px=0 olur ve (3.2.3) goz oniine alindiginda
P,x =0 elde edilir. Bunlar ise, xe N’ (Pl)ﬂfN (Pz) olmas1 anlamina gelir. (b) nin

ikinci kosulu da goz Oniine alindiginda x=0 oldugu anlasilir. Bu ise ispati

tamamlar[2]. ]
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Asagida  verilecek Teorem 3.2.4 P(Cl,cz) lineer = kombinasyonunun

nonsingiilerliginin, PP, ve P,P ifadelerinin ayn1 veya orantili lineer

kombinasyonunun nonsingiilerligi ile iliskili oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.24 : P,P,c® ve c,C,eC, olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.

a) c,P,P, +c,P,P, nonsigiilerdir.

b) c,P, +c,P, ve I-P —P, nonsigilerdir.

Ispat : Her seyden once, P, ve P, idempotent oldugundan,
(c,P +c,P,)(I-P P, )=cP,—cP,—CPP, +c,P,—C,P,P, —C,P,

=—(c,PP,+C,P,P,) (3.2.21)

esitligi vardir. Simdi ispata gecilebilir.

PP, +c,P,P, nonsingiiler ve xe N (cP,+c,P,) olsun. Bu durumda (3.2.3) ve

(3.2.4) denklemlerinin saglanacagi agiktir. (3.2.4) den,
cPx—cP,Px=0 ve c,P,x—C,PP,x=0 esitlikleri bulunur. Bu iki ifade taraf

tarafa toplanir ve (3.2.3) goz Oniine alinirsa

c¢,Px—cP,Px+c,P,x—c,PP,x=—(cPP,+C,P,P)x=0

bulunur. (c,PP,+c,P,P,) nonsingiiler oldugu i¢in x=0 elde edilir. x keyfi

oldugundan NV (c,P, +c,P,)={0} elde edilir. Dolayisiyla c,P, +c,P, nonsingiilerdir.

Simdi de xeN (I-P,—P,) olsun. Buradan, (I-P,—P,)x=0 dir. Bu esitlik
soldan c P +c,P, ile carpilirsa (3.2.21) elde edilir. Buradan, c,PP,+c,P,P,

nonsingiiler oldugu i¢cin x=0 bulunur. Bdylece, x keyfi oldugundan
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N (I-P,—P,)={0} olur. Dolayisiyla I—-P, — P, nonsingiilerdir. Bdylece ispatin bu

kismi tamamlanmis olur.

Tersine olarak, ¢,P,+c,P, ve I-P, —P, nonsingiler ve xe N (ClPle +C2P2P1)

olsun. Bu durumda,

(c.P,P, +C,P,P)x =10 (3.2.23)

dir. (3.2.21) ve (3.2.23) esitliklerinden,

(cP +c,P,)(I-P,—P, )x=0 (3.2.24)

yazilabilir. (c,P, +02P2) ve (I —P, —P, ) matrisleri nonsingiiler oldugundan x =0
bulunur. Bu ise, x keyfi oldugundan, c PP, +C,P,P, in nonsingiiler olmas1 demektir.

Boylece ispat tamamlanir[2]. [

3.3. iki idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonunun Involutifligi

Involutif matrisler hem nonsingiiler hem de tripotenttir. iki degismeli idempotent
matrisin lineer kombinasyonunun tripotent olmasi problemi J. K. Baksalary ve
digerleri [3] te ele alinmisti. Lineer kombinasyonun tripotent olmasi durumunun
involutiflige kisitlanmas1 halinde o problem bu béliimde ele alinan esas problemin

0zel ancak 6nemli bir durumu olarak degerlendirilebilir.

Bu kisimda, bu problem ele alinacaktir. Ancak bu, [3] te verilen sonug ispatli olarak

ortaya konulduktan sonra detayli bir bi¢imde yapilacaktir.
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Teorem 3.3.1: c,,c,eC,, P,P,e® nxn boyutlu sifirdan ve birbirinden farkli
degismeli idempotent matrisler olmak iizere T onlarin T =P +c,P, seklindeki

lineer kombinasyonu olsun. Bu durumda T tripotenttir ancak ve ancak asagidaki

kosullardan biri saglanir.

Ispat: T nin tripotent olmasinin gerek ve yeter kosulu,

(c,P +c,P, )3 =cP +cC,P,

¢'P} +c.P,’ +3c’c,P’P, + 3¢,C2P P} —cP,—C,P, =0
¢ (¢ —1)P,+c,(c; —1)P, +3¢'c,P,P, +3¢,C;PP, =0 (3.3.1)

dir. (3.3.1) denklemi 6nce P, sonra P, ile carpilirsa sirasiyla

¢, (c7 —1)P,+c,(c; —1)P,P, +3¢C,P,P, +3¢,C;PP, =0 (3.3.2)
veE
¢ (¢! —1)PP, +c, (c; —1)P, +3¢C,P P, + 3¢, PP, =0 (3.3.3)

denklemleri elde edilir. (3.3.1) denkleminden (3.3.2) 1 ve (3.3.3) ii ¢ikarirsak

¢ (¢! =1)P—c,(c; -1)PP, =0 ve c,(c;—1)P,—c,(c; ~1)P,P, =0, buradan

¢ (ci-1)(P,—PP,)=0 ve c,(c;-1)(P,~PP,)=0 (3.3.4)
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denklemleri elde edilir. ¢, #0 ve ¢, #0 oldugu i¢in (3.3.1) denklemi asagidaki dort

durumda ele alinmalidir:

C

o

o
R

C

m

~1,1

-1,1

-L1}, c,e{-L1}, (3.3.5)
-1,1}, c,e{-11}, P,=PP,, (3.3.6)
b, c,e{-L1}, P =PP,, (3.3.7)
}, c,e{-L1}, Pb=PP,, P,=PP,. (3.3.8)

(3.3.5) durumunda (3.3.1) denkleminin iki hali vardir;

Eger c, =1, ¢, =-1 veya ¢, =-1, ¢, =1 ise (3.3.1) denklemi
3PP, —3P,P, =0 olur. Yani esitlik ek sart olmaksizin saglanir.
Eger c, =1, ¢, =1 veya ¢, =—1, ¢, =—1 ise (3.3.1) denklemi

3PP, +3PP, =0 halini alir. Bu da ancak PP, =0 olmasiyla miimkiindiir.

Bu iki gbzlem sirasiyla a) ve d) nin ispatidir.

(3.3.6) durumunda (3.3.1) denkleminin yine iki hali vardir;

i)

Eger ¢ =1, ¢, {-11} ve P,=PP, ise

c,(c3 —1)P, +3c,P,P, +3¢;PP, =0

= ¢, (¢ —1)P,+3c,(1+c,)P, =0

= (c3—c, +3¢, +3¢; )P, =0

=, (¢} +3c,+2)P, =0

=, (c, +1)(c, +2)P, =0

dir. ¢, #0, ¢, #*1 ve P, # 0 oldugu i¢in C, =-2 olmalidir. Dolayist ile
c,=1, ¢,=-2 ve P, =PP, elde edilir.

Eger ¢, =-1, ¢, {-11} ve P, =PP, ise

c,(c; —1)P, +3c,P,P, —3¢;PP, =0
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= ¢, (¢ —1)P,+3c,(1-c,)P, =0

= (c3—c,+3¢, -3¢ )P, =0

= ¢, (¢ -3¢, +2)P, =0

=, (c,-1)(c,-2)P,=0

dir.c,#0, c,#1, P,#0 oldugu i¢in c,=2 olmahdir. Yani ¢, =-1,

c, =2 ve P, =P P, bulunur. Bunlar da b) sikkin1 verir.

(3.3.7) durumunda da (3.3.1) denkleminin iki hali s6z konusudur;
i) Eger ¢, ¢{-1,1}, c,=1ve P, =PP, ise

¢ (¢ —1)P, +3c/P,P, + 3¢, PP, =0
= ¢, (¢ ~1)P+3¢ (¢, +1)P, =0
= ¢, (¢ +3¢,+2)P =0
=c (¢ +1)(c,+2)P, =0
dir. ¢, #0, ¢, #-1 ve P, #0 oldugu i¢in ¢, =—2 olmalidir. Yani
c,=-2, ¢,=1ve P, =PP, bulunur.
ii) Eger ¢, =—1, ¢, ¢{-1,1} ve P, =PP, isc
¢, (¢ —1)P, =3c/P,P, +3¢, PP, =0
= ¢ (¢’ —1)P, =3¢ (¢, ~1)P, =0
= ¢, (¢ =3¢, +2)P, =0
=c (¢, -1)(c,-2)P, =0
dir. ¢, #20, ¢, #1 ve P, #0 oldugu i¢in ¢, =2 dir. Yani ¢, =2, ¢, =-1

ve P, = PP, olur. Buda c) yi verir.

(3.3.8) durumunda ise P, =P, olur ve bu da hipotez ile c¢elisir. Bdylece ispat

tamamlanir. =
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Bir involutif matris ayni zamanda bir tripotent matris, ancak bir tripotent matris her
zaman bir involutif matris degildir. Dolayisiyla asagida verilecek olan Teorem 3.3.2
nin ¢oziim kiimesinin Teorem 3.3.1 de verilen sonuglarin bir alt kiimesi olacagi
aciktir. Ayrica, yukarida soz ettigimiz gibi involutif matrisler nonsingiiler matrisler
oldugundan bu teorem 6nceki kisimdaki sonuglarin 6zel bir sinifini tegkil eder. Bunu

vurgulamakta yarar vardir.

Teorem 3.3.2: ¢,,c,€C,, P,P, €®P sifir olmayan ve birbirinden farkli degismeli
matrisler olmak tizere A, onlarin A =c,P, +c,P, seklindeki lineer kombinasyonu

olsun. Bu durumda A involutiftir ancak ve ancak asagidaki kosullardan biri saglanir.

a)

b)

(c.c,)eS, ve PP, =0 ve P +P, =1,
(c.c,)eS, ve P =1,

c) (Cl,cz)eS3 ve P, =1

dir. Burada;

S, ={(1,-1),(-L1),(L1),(-L-1)}, S, ={(L,-2),(-12)} ve S;={(2,-1).(-2,1)}

dir.
Ispat: A =c P, +c,P, matrisinin involutif olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul
(P +c,P) =1 (3.3.9)

olmasidir. (3.3.9) denklemi ve Teorem 3.3.1 den olabilecek durumlar:
Eger (c,,c,)=(11) veya (c,,c,)=(-1,—1) ise bu durumda (3.3.9) denklemi
P, ile carpilirsa P, +2PP,+P, =1 elde edilir. Buradan PP, =0 bulunur.
Aym sekilde (c,c,)=(1,—1) veya (c.c,)=(-L1) ise, yine PP, =0
bulunur. Bunlar (3.3.9) da kullanildiginda P, +P, =1 bulunur. Boylece

ispatin a) sikki yapilmis olur.
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Eger (c,,c,)=(1,—2) veya (—1,2) ise bu durumda (3.3.9) ve Teorem 3.3.1
deki P,P, =P, kosulu g6z Oniine alindiginda, P, —4P,P, + 4P, =1 ifadesinden
P, =1 elde edilir. P, =1 kosulu, direkt olarak (3.3.9) u saglamasi da b) nin
ispatin1 tamamlar.

Eger (c,,c,)=(2,-1) veya (-2,1) ise, bu durumda (3.3.9) ve Teorem 3.3.1
deki PP, =P, kosulu g6z Oniine alindiginda 4P, —4PP, +P, =1 ifadesinden
P, =1 elde edilir. P, =1 olmas1 da direkt olarak (3.3.9) u saglayacagindan c)

nin ispat1 da tamamlanur. ]



BOLUM 4. SONUCLAR ve ONERILER

Calisma ti¢ boliimden olusmaktadir. Boliim 1 de, Boliim 2 ve Bolim 3 te kullanilan
bazi tanimlar ve ispatsiz olarak bazi teoremler verildi. Bolim 2 de, Bolim 3 te
inceledigimiz teoremlerin hazirlamisinda fikir veren ve temel olusturan bazi

makaleler incelenmistir.

Bolim 3 te P, +P, nin nonsingulerliginin, C, +C, #0 olmak iizere herhangi bir
c,P,+c,P, lineer kombinasyonunun nonsingulerligine denk oldugu goriildii. Bu,
daha once konu ile ilgili yapilan ¢alismalarin genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir.
Bu boliimde P, ve P, nin lineer kombinasyonuna iligkin bazi bagka nonsingiilerlik
problemleri de ele almmustir. Son olarak c, P, +c,P, lineer kombinasyonunun

nonsingulerligi probleminden yola c¢ikarak, bir involutif matrisin ayni zamanda
nonsingiiler olmas1 géz 6niine alinip, bu lineer kombinasyonun ne zaman involutif

olacagi ile ilgili bir sonucu ortaya konulmustur.

Ozellikle non-negatif ve idempotent matrisli kuadratik formlar, regrasyon,
korelasyon, deneysel tasarim ve varyans analizi teorilerinde 6nemli rol oynar. Ele

alinan P =cP, +c,P, lineer kombinasyonunun nonsingiilerlik probleminin, bu lineer

kombinasyonun daha 6nce calisilmis olan idempotentlik problemi ile birlestirilmesi

ve P, ve P, reel simetrik matrisler olmasi ek kosulunun konulmasi halinde ilging bir
istatistik yorumu ortaya ¢ikarmaktadir. Soyle ki; 0 sifir matrisi ve I birim matrisi
gostermek iizere, x nxl boyutlu reel rasgele vektori, N, (0,I) ¢oklu normal
dagilimina sahip ise, bu durumda x'Px ve x'P,x kuadratik formlarinin her birinin

bir y* rasgele degiskeni olarak dagildigin1 Teorem 5.1.1[14] veya Lemma 9.1.2[17]

den biliyoruz. Bu iki kuadratik formun lineer kombinasyonunun nonsingiilerligi, bu

kombinasyonun idempotentligi ve involutifli§i problemleri ile birlikte
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diisiiniildiigiinde  problem, > dagilml  kuadratik  formlarinin  lineer
kombinasyonlarmin ne zaman bir y, dagilimma sahip olacagi sorusuna kargilik

gelir.

Bir¢ok o6zel tipli matris, gerek istatistik teorisinde ve gerekse diger uygulamali
bilimlerde yaygin kullanima sahiptir. Matrislerin nonsingiiler olmasi ise sistemle
ilgili ortaya ¢ikan problemlerin ¢ézlimlerini oldukga basitlestirir. Bu nedenle, benzer
problemler diger bazi 6zel tipli matrisler i¢in de ele alinabilir. Ayrica 6zel tipli
matrislerin karma lineer kombinasyonlari ile ilgili benzer problemleri incelemenin de

miimkiin oldugunu vurgulamakta yarar vardir.

Ayrica bu tiir problemlerle ilgili bilgisayar programlari gelistirilmesi ve uygulamali

bilimlerde kullanilmas1 iizerinde de durulabilecegini belirtmek gerekir.
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