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OZET

Anahtar kelimeler: adi diferansiyel denklemler, diferansiyel denklemlerin sayisal
¢Oziim yontemleri

Birinci béliimde birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler ve bunlarin sayisal
¢oziim yontemleri tartigtlmuistir. Ikinci boliimde birinci mertebeden diferansiyel
denklemlerin ¢oziim yontemleri goz Oniinde bulundurularak lineer diferansiyel
denklem sistemlerinin sayisal ¢6ziim yOntemleri irdelenmis ve Orneklerle
desteklenmistir.

viii



THE NUMERICAL SOLUTIONS OF THE DIFFERANTIAL
EQUATION SYSTEMS BY ALGEBRIC METHODS

SUMMARY

Keywords: ordinary diferantial equations, numerical solution, diferantial equation
systems

In the first chapter we will consider first ordered ordinary differantial equations and
numerical solution methods of these differantial equations. In the second chapter we
will consider numerical solution methods of linear differantial equation systems by
using solution methods of first order differantial equations and some examples about
this methods will be given.



BOLUM 1. GIiRiS

1.1. Amac¢ ve Tamimlar

Genellikle diferansiyel denklemler analitik olarak c¢oziiliir. Fakat ¢ogu zaman
niimerik ¢oziim yontemleri de gerekebilir. Analitik ¢oziimler miimkiin olsa bile
niimerik ¢oziimler teorik hesaplama yontemlerinden daha kolaydir. Bu caligmamizda
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemleri ve bunlarin sayisal ¢oziim
yontemlerini géz Oniinde bulundurarak lineer diferansiyel denklem sistemlerinin
sayisal ¢oziim yontemlerini irdeleyecegiz. Oncelikle bazi kavramlar ifade etmek

gerekebilir..

Matematikte birbirine bagli olarak degisen biiyiikliiklere degiskenler yani bagimh ve
bagimsiz degiskenler; bir degiskenin diger bir degiskene gore degisme oranina
kabaca tiirev denir. Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha cok bagimsiz
degisken ve bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini veya
diferansiyellerini iceren bir bagintiya diferansiyel denklem denir. Bir veya daha cok
bagimli degisken, bir tek bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin (veya
degiskenlerin) bir tek bagimsiz degiskene gore tiirevlerini veya diferansiyellerini
iceren bir diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir. Kisaca bir
diferansiyel denklemde bir tek bagimsiz degisken varsa denkleme adi diferansiyel
denklem denir. Genel olarak y bagimli, x bagimsiz degiskenli bir adi diferansiyel

denklem,

F(x, 9,9, ..y")=0

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.



Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin birden ¢ok bagimsiz degiskene gore kismi
tiirevleri ile beraber bagimli ve bagimsiz degiskenleri iceren diferansiyel denkleme
kismi diferansiyel denklem denir. Kisaca bir diferansiyel denklemde birden c¢ok
bagimsiz degisken varsa denkleme kismi diferansiyel denklem denir. Genel olarak u
bagimli, x ve y bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem,

F(x,y,u,ux,uy,u ..)=0

u,,u

xx 2Py s Py

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Bir diferansiyel denklem iginde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine
diferansiyel denklemin mertebesi; en yiiksek mertebeli tiirevin derecesine de
diferansiyel denklemin derecesi denir. y bagimli degisken ve x bagimsiz degisken

olmak tizere n. mertebeden bir lineer adi diferansiyel denklem

dn dnfl d
a, (D)=L +a, () 4. +a,, (02 +a,(0)y =bx)
dx dx dx

seklinde ifade edilebilen bir denklemdir. Diger bir deyisle, bir diferansiyel
denklemde her bagimli degisken ve her mertebeden tiirevler 1. dereceden ise ve ayni
zamanda bagimli degiskenler veya tiirevler ¢arpim halinde yer almiyorlarsa bu
sekildeki denklemlere lineer; aksi halde lineer olmayan diferansiyel denklemler

denir.

y bagimli, x bagimsiz degiskenli n. mertebeden

n n—1
a2 a0 2 s va 0P ra 0y =bw)

dx" dx"! dx

diferansiyel denklemindeki y bagiml degisken ve tiirevlerinin a,(x),a,(x),...,a,(x)

katsayilarinin hepsi reel sabitlerden olusuyorsa denkleme sabit katsayili diferansiyel



denklem; a,(x),a,(x),...,a,(x) Kkatsayilarinin en az bir tanesi bagimsiz degisken

olan x e bagl ise denkleme degisken katsayili diferansiyel denklem adi verilir.

Diferansiyel denklemleri kabaca su sekilde siniflandirabiliriz.

1.) Bir diferansiyel denklem, i¢inde bulunan bagimsiz degiskenlerin sayisina gore
once ikiye ayrilir.
a.) Adi tiirevli diferansiyel denklemler (bagimsiz degisken sayisi bir)

b.) Kismi tiirevli diferansiyel denklemler(bagimsiz degisken sayis1 birden fazla)

2.) Diferansiyel denklemler, denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebe

ve derecesine gore siniflandirilabilir.

3.) Denklemde bulunan bagimli degisken ve tiirevlerinin lineerlik kosullarim
saglamasina gore de su sekilde siniflandirilabilir.
a.) Lineer diferansiyel denklemler

b.) Lineer olmayan diferansiyel denklemler .

4.) Bagimh degiskenler ve tiirevlerinin katsayilarinin cinsine gore

a.) Sabit katsayil1 diferansiyel denklemler

b.) Degisken katsayili diferansiyel denklemler olarak siniflandirilabilir.

Diferansiyel denklemler, yapisina gére homojen ve homojen olmayan olarak da

siniflandirilabilir.

Bagimsiz degisken x, bilinmeyen fonksiyon y(x) ve bilinmeyen fonksiyonun
bagimsiz  degiskene  gore  tiirevi olan y'(x)i igeren, F(x,y,y) =0

ifadesine birinci mertebeden adi diferansiyel denklem denir. F(x,y,y") fonksiyonu
x ve y degiskenlerinin birine veya her ikisine birden bagli olabilecegi gibi
denkleminin diferansiyel denklem olmasi i¢in bu fonksiyonun y* ye bagl olacag

aciktir



BOLUM 2. TEMEL BiLGILER

2.1 Adi Diferansiyel Denklemler

Baslarda birinci mertebe adi diferansiyel denklemler iizerinde konsantre olunsun.

Baglangi¢ deger problemleri genelde y'=f (t, y ) olarak gosterilir. Burada t>t, ve
y(t,)=y, sartt gecerlidir. Bu genel form adi diferansiyel denklemlerin bagimh
degisken y=(y ;) » Y2)» Y3)0+-+ » y(n))T ‘1, bagimsiz degisken t’ nin d-mertebeli

sistemini gOsterir. Sistem tam olarak yazilirsa,

dy(l) dy(d)
=, (ty); .oovnnnn ; =f, (t,
o Gy 5 e &Y
elde edilir.
Baslangi¢ sartt y,,(t) =y, » Yo (1g) = V), ------ s Y (ty) =Y, adi diferansiyel

denklemin t, baslangic degerinden sonra biitiin t degerleri i¢in kullamilir. Adi

diferansiyel denklemlerin birinci mertebeden sistemleri genelde y =f(t,y) burada

t>t, ve y(t,)=y, seklinde gosterilir. Ornegin,

Y =sint+siny  ve Yy +y°
dt dt

Ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemlerine bir 6rnek vermek gerekirse

dy . dy
——+sin(t)——+cos(t) =3
" ()dt ()



ve baslangi¢ sartlar1 y(t,)=1 ve %z—l
t

z:% dersek % =-—sin(t)z—cos(t)y+3 ve y(t,)=1 z(t,)=-1
t t

olur.

Ornek 2.1: Basit 1.mertebeden denklem ?z—y ve y(0)=1 olarak verilsin. Bu
t

analitik olarak ¢oziiliirse,

ﬂ:—y:>ﬂ:—dt
dt y

Jd—yy:J—dtzlogy:—Hc

y= e—t+c = y= e—tec = y= Ae—f
elde edilir.

Integrasyon sabitini bulmak igin baslangic sart1 yerine yazilirsa

—t

I=Ae™ = 1=A= y=e

bulunur.

>

Sekil 2.1. (y=e™" ve y'=—e" grafikleri)



Genel durumda 1-boyutlu sistemlerde t>t, ve y(t,)=y, olan y’'= f(t,y) ye nasil
bir ¢oziimle yaklagilabilir. y'= f(t,y) nin zamana gore integralinin alinmasi
gerekir. Sonraki adimda >t sartiyla y’ yi hesaplamak i¢in t, dan ¢, e integral

alinmalidir.

51 dy n
[ =] raywna
fy Ty

[ay={ s ypa

) )

l
¥t =yt = [ £ (2, )i

Iy
Y = y(tg)+ | £t )t

)

Eger y(t,) icin bir deger burada ¢ -t, ¢ok biiyiik olmamak iizere yaklastirdigimiz

f(ty) , [t,.t,] arahginda t e [t,,?,] degeriile yani f(t,, y )

y() =y +(1-t) fty, yo)
niimerik olarak y(z,) ; y olarak gosterilir. Boylece

=Y+ (8 —1) f (85, o)

olur .

FiiN
f
fit ) —
!
= 1
tD £, LS

Sekil 2.2. (t, dan t; e yaklasik ¢oziim )



¥, yaklasim degerini #, zamaninda bulduktan sonra t,>¢ bulmak icinde kullanilir.

Burada y, su sekildedir.

Yo =0 +(t2 _tl)f(tp yl)

Buislem 1,,¢,,.....i¢cinde ayni1 sekilde siirdiiriiliir. Genel olarak su sekilde yazilir.

yn+1 =yn +(tn+1_tn)f(tn’yn)

Verilen bir dizin ¢,,t, =t ,+At,t, =1, +At,....t

n+l

=t +At olsun(burada At zaman

adimu olarak verilir) bu dizin {istteki ifadede kullanilirsa

yn+l = yn +(tn+1 _tn)f(tll’ yn)
yn+1 = yn +[(tn +At)_tn]f(tn’yn)

yn+l = yn +At'f(tn’ yn)

olarak bulunur ( n=0,1,2,3,...). Farkli #,, ¢, zamanlarinda yaklasik ¢oziim yontemi

olarak kullanilan bu yonteme Euler Yontemi denir.

Ornek 2.2: Euler yontemi ornek 1.1 deki >0 ve y(0)=1 igin y'= -y ye

uygulanirsa;

yn+l = yn +At'f(tn’ yn) =
yn+l = yn +At'(_yn) =

yn+l = (1_At)yn

seklinde diizenlenir. Once bir zaman adimu segilir A7=0,1 olsun. Sonra t=0 ve
¥, =1 i¢in baslanir.
y=01=A0.y, =y =01-0,D.1=y =09

Y, =(1=An.y, =y, =(1-0,1).(0,9) =y, = (0,9)’



y,=(1=-At).y, = y,=(1-0,1).(0,9)° = y, =(0,9)’

y,=(1-At)y, , =y, =(1-0,1.0,9"" =y, =(0,9)"

Buna ragmen verimlilik icin daha ileri bir adim denense, mesela Af=2 alinsa

yn+l = (1_At)yn =

yn+1 =(1_2)yn = yn+1 :_yn

bulunur ki bu yaklasim 1 ve -1 arasinda dalgalanir. Benzer sekilde Ar=3 alinsa

yn+1 = (I_At)yn =

yn+1 =(1_3)yn = yn+1 :_2yn

elde edilir ki bu dalgalanmada sinir yoktur. Son olarak Ar=I alinsa

yn+1 = (I_At)yn =
yn+l:(1_1)yn =

Vo1 = 0= Y=Y, = =Y. (HZ 1 lgln)

tin+1)-tn=0,1

[
0 0102 0304
0t 2 3 4

Sekil 2.3. (y" = —y icin yaklasik ¢oziim ve gercek ¢oziim)

Ornek 2.3: Skaler lojistik y'= y(l-y) denklemi ele alinsin; baslangi¢ sartlart

1
y(O)=B olsun. Euler metodunu kullanarak At=1 zaman araliklan ile yaklagim



niimerik ¢6ziimii elde edilir. Burada gerekli diizenleme yapilirsa

Vo =Y, HALS(,,y,)

yn+l :yn+1'[yn(1_yn)]

Vo4l = 2yn - yn2
elde edilir. Baglangi¢ sartin1 kullanarak isleme devam edilirse

1 1 19
=2y -y =y =2.—(—) = y=—=0,19
yl y() y() yl 10 (10) yl 100

y,=2y,—y = y,=2.0,19)-(0,19)> = y,=0,3439

¥i=2y,- 9,0 =y, =2.(0,3439)—(0,3439)> = y, =0,5695

olur. Benzer sekilde islemler devam ettirilirse,

v, =0,8147
5 =0,9650
ve =0,9988
y; =0,9999
yg =0,9999

seklinde bulunur. y’=y(1-y) denkleminin kismi toplamalar dizisi kullanilarak veya

normal logaritmik integrasyon kullanilarak ¢6ziimii miimkiindiir.

2.2. Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Coziim Yontemleri

Diferansiyel denklemlerin bazi sayisal ¢oziim yontemleri sunlardir.

2.2.1. Sonlu fark formiilii kullanarak Euler tiirev yontemi

Diferansiyel denklem, integral denkleme cevrilerek Euler Yontemi elde edilir ve
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dikdortgen kurali kullanilarak integral hesaplanir. Sonlu fark yaklasiminmi kullanarak

ty,t, =t, +At,t, =t +At,....t ,, =t +At i¢in Euler yontemi elde edilir. y':d—y nin
t

¢t zamaninda Ki tiirevi ileri fark formiilii ile,

n

dy
—| =y, )+
dt y( n+l)

f”

y(z,)
At

hesaplanir. Formiilden diferansiyel denklem fark denklemine doniistiiriiliir;

yrH—l — yn
= (tn ’ n)
A @,y

seklinde diizenleme yapilirsa tiirev formiilii elde edilir.
yn+1 = yn +At'f(tn’yn)

Sonlu fark formiilii t=¢, de Taylor seri agilimiyla elde edilir,

dy| A d*y| AP APy
t +AD)=y(t )+ At—| +—— +—— +........
y(t, +Ar) = y(1,) al, 2| T ar|
kisaca ;
o A dy
o kU odri* ‘
olarak yazilir. Diger sekli
dy At* d*y
t+A)=y(t )+ At —| +——
e R T

burada ¢, < ¢ <t ,, dir ki Taylor serisini ikinci terimden sonra kesersek
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d
() = y(t,)+ At
dt

f”

olur. Hata O(At*) ile bulunur. Béylece yaklasim birinci derecedendir, daha yiiksek

dereceler Taylor serisinde daha ¢ok terim alarak elde edilebilir.

i (T:J+ U %
E'(til:l <I.r([) ﬁ_.'(’[:l_ ]}

vt
At
S P
nt
bty - At=tye -ty
<>

Sekil 2.4. (sonlu fark ile Euler formiilii)

2.2.1.1. Euler yonteminin geometrik yorumu

Altta, Euler yontemiyle elde edilen yaklasik ¢oziim ve elemanter yontemle elde

edilen dogru ¢oziim goriiliiyor.

Sekil 2.5. (Euler yonteminin geometrik yorumu)
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Diferansiyel denklem y" =-y ,t>0, y(0)=1 ve fark y , =y —Aty, dir.

n+l

2.2.2. Birinci derecede adi diferansiyel denklemlerdeki baslangic deger

problemlerin varhg, tekligi ve kararhihg

Simdiye kadar y’=f(t,y) baslangi¢c deger problemlerini ¢dzebilecegimizi farz
etmistik. Asagidaki teoremler f(t,y) nin ¢Oziimiiniin oldugunu, tek oldugunu ve
fonksiyonel sartlar1 vererek ilk deger sartlarinin kararli oldugunu gostermektedir.
f(t , y) esas sartlar1 olan t ve y iizerinde siireklidir ve f(t,y) y i¢inde Lipschitz

sartlarini saglar.

Tanmm 2.1: Bir f(t,y) fonksiyonunun y degiskeni lizerinde 1 >0 sabit olmak kaydiyla

Lipschitz sartin1 saglamas1 asagidaki esitlikle miimkiindiir. [3]
|f @y =ty <1|y =)

Teorem 2.1.

f(x,y) ve f,(x,y) fonksiyonlart D: xj—as<x<x,+a, y,—-b<y<y,+b ile
belirlenen kapali bir D bolgesinde siirekli, dolayisiyla sinirli olsunlar; bir bagska

deyisle |f (x,y)| <M ve ‘fy (x, y)‘ <N esitsizliklerini gergekleyen pozitif M ve N
sayilart var olsun. 1= mjn(a,%) olmak iizere xy—-1<x<xq+1 ile belirlenen bir

aralikta j—y:f (x,y) diferensiyel denkleminin y,=y(x,) baslangi¢c kosulunu
X

gercekleyen bir ve yalmiz bir ¢oziimii vardir.

Ispat: D bolgesinde ait keyfi herhangi iki nokta A, (x,y;) ve A,(X,y,) olsun

f(x,y) fonksiyonuna ortalama deger teoremini uygulayalim

f(X, Y2)—f(xa y1) :fy(xac)(YZ _YI)
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Burada c, y, ile y, arasindadir. Her iki yanin mutlak degeri alinirsa

|f(X’Y2)_f(X7Y1)| :‘fy(X’C)H}’z _Y1| < N|Y2 _Y1|

yazabiliriz. Yukaridaki kosulu gercekleyen bir fonksiyonun Lipschitz sartini

sagladigi sOylenir.

Y1=Yot J f(x,yo)dx

X0

|Y1—Y<)‘: ]Ef(x,yo)dx < jﬂf(x,yo)|dxSM‘X—XO|SM1Sb

X0 X0

buluruz; bunun anlami y, =y, + I f(x,yo)dx denklemi ile belirlenen y=y,(x)

X0

fonksiyonunun D bolgesi icinde kalmasidir. Benzer sekilde devam edersek

[v2 = ¥o| =| [ £0x y)dx| < [ [f(x,y))]dx < M|x—x,| <MI<b

X0 X0

bulunur. Devam edilerek matematiksel tiimevarim yontemi ile, n bir dogal say1 ve

Xg—1<x<x,+1 olmak lizere
|yn _y()‘ <b

oldugu gosterilebilir. Simdi lim y, (x) = y(x) bagintisini ;1_)/ =f(x,y) diferansiyel
n—oo X

denklemini ve y,=y(x,) baslangi¢c kosulunu gercekleyen bir y(x) fonksiyonunun

var oldugu gosterilsin.. Bu amagcla asagidaki seri olusturulursa,

yO +(Y1 _YO)+(Y2 _y1)+"'+(yn—l _yn—2)+(yI1 _yn—1)+“'
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Bu serinin terimlerinin mutlak degerleri i¢in bir tist sinir bulunursa

[y1=¥o|=| [ £ yo)ax| < [ |G yo)ldx <Mx—xg|

X0 X0

2= yi| =| [ F Oy =F(x yo)ldx| = [ £, (x,e)(1 = yo)dx

X0 X0

< ]5 ‘fy(X,C1)HY1 —y0|dx < NMT |x—x0|dx :¥|x—x0|2

X0 X0

|3 = ya| = | [ [0 y2) = F 06 ylx| = [ £ (x,05)(y, —y)dx
X0 X0
N’M
2

N’M
31

3

< ]5 ‘fy(x,cz)Hy2 —y1|dx <

X0

X
Hx—x0|dx: ‘x—x0|
X0

devam edilerek, matematiksel tiimevarim metoduyla

n—1

< n
|yn_yn—l|— | ‘X_X0|
n!
bulunur. Serinin terimlerinin mutlak degerlerini almak suretiyle elde edilen serinin,

yukaridaki bagintilar ve ‘x - x0| <1 oldugu dikkate alinarak

Yol *+[v1 = Yol #|y2 = yal+-+|Yat = Yool #¥n = Yot
2 n—1
|y0|+Ml+wlz+ﬂl3+ ..... CMN e
2 ! n!

bagintisin1 gercekledigi goriiliir. Yukaridaki esitligin sag yanindaki serinin yakinsak

oldugunu D’ Alambert oran kriteri kullanarak gosterilirse:
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MN" n+l
|
fim @D Ny
n—sco 1\/[Nn_1 n n—oc N +
n!

dir; sag taraf yakinsak oldugu icin sol taraftaki seri de yakinsaktir; dolayisiyla
Yot (Y1 =Yo)+t (Yo=Y +e ot (Yo = V) F (Y = Yoot) - serisi mutlak
yakinsaktir. Bu nedenle ilk n+1 terimin toplami olusturulup ve n — oo limiti

alinirsa:

lim[yo+ Y (y; —yi)]=lim y, = y(x)
n—oo n—oo

i=1

Yot (Vi =Yo) + (Yo =y + et (Ypoi = Yno2) + (¥, = ¥Yny) +... serisinin terimlerinin
tamamu siirekli fonksiyonlar oldugu icin y(x) de siirekli bir fonksiyondur. Ote yandan

Her n i¢in y,(X,) =Yy, dir; yani y, (x) lerin tamami y, = y(X,) baslangi¢c kosulunu
gercekler. Simdi de y(x) in g—i:f (x,y) denklemini gercekledigini gdsterelim.
I}1_r)r°1o y, =Yy(x) demek: € yeterince kiiciik pozitif bir sayr olmak {izere n sayisinin
yeterince biiyiik degerleri i¢in

€

|y_Yn|<m

demektir, buradan

[y =f ooy lx| <| [ [F0y) = (x,y,)]dx| =

X0 X0

- ﬂfy(x,cn)

X0

I
|y—yn|dXSNmidX—8

bulunur ki bunun anlami
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n—soeo

lim j flx,y,,(x)ldx = j f(x,y)dx
X0

X0

demektir. Simdi n — oo icin limit alinirsa

limy, = lim[y, + 'f f[x,y, (x)dx =
n—oo n—oo
X0

¥y =yo + [ £(x y)ix

X0
bulunur bu y(x) in diferansiyel denklemi gercekledigini gosterir. Simdi de ¢oziimiin

tek oldugu gosterilsin. Y(x) in yam sira z(x) gibi ikinci bir ¢oziimiin daha oldugunu

varsayilsin. Bir bagka deyisle z(x,) =y, olmak iizere

Z:y0+Jf(x,y)dx

X0
olsun
ly-7|= j[f(x,y)—f(x,z)]dx < “f(x,y)—f(x,z)|dx
X( X(

= J ‘fy(x,c)Hy—z|dx < NJ. ‘y—z|dx
X0 X0
[x,,x] aralig1 yeterince kiiciik secerek x —x,, <§ olmasini saglanirsa ve bu aralikta

bulunan bir x* icin |y—z| farkinin en biiyiik degeri aldigini1 varsayilsa ve bu degeri

A ile gosterilirse
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|y—z| < NI |y—z|dx
X0
iligkisinde |y - z| yerine A ve X yerinede x_ alarak tekrar yazilirsa

xSijxdstx‘x*—x0\<in=x:m<x
N

X0
bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Celiskinin kaynag1 y(x) ve z(x) gibi iki farkli ¢6ziimiin

olabilecegi kabuliidiir; iki farkli ¢6ziim olamaz, yani ¢oziim tektir.

Baslangic degerindeki kiigiik bir degisiklikle adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin
nasil olacagim bilmek Onemlidir. Problem eger ¢oziim sonucu kaygilandirmayacak

sekilde yakinsa kararlidir. Iyi bir problemin tek ¢oziimii vardir ve kararldir. [3]

Not: Bir fonksiyonun lipschitz sartimt sagladigini gérmenin en kolay metodu

asagidaki teoremi kullanmaktir.
Teorem 2.2.

Eger f(t,y) her (t , y) i¢in ‘ﬁ(,’ y)|<1 sartini sagliyorsa ,y degiskeni o kiime
dy

icinde 1, Lipschitz sabitiyle Lipschitz sartin1 sagliyordur. [3]

daf

Ornek 2.4: y'=-y burada f(t,y) =y ve - =-1 ve boylece af
y

=1
dy

Teorem 2.3.

Lipschitz sartin1 saglayan f(t,y) fonksiyonlar1 icin Euler yakinsaktir
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2.2.3. Cok adimh yontemler

Euler metodunun y ., =y, +At.f(¢,,y,) icin ¢cok dogru olmadigim ve ¢ok kararl

n+l

olmadigini bilinmektedir.

2.2.3.1. Trapezoidal ( gelistirilmis ) Euler yontemi

tl

Ve =¥ = | £ )t
t}!
integralinin trapezoidal yaklasimla integrali alinirsa

1
yn+l = yn +At'5'[f(tn’yn)+f(tn+l’ yrH—l)]

elde edilir.
2.2.3.2. Theta yontemleri

Bu yotemeler tarpezoidal kurallarin genelini gosterir ve f(¢,,y,) ve f(t,,,y,,) in

agirlikl ortalamasi olan
Yurt = Yy TALIA=O) f (1, y,)+O0f (.1, y,,)] 5 0<6<I
elde edilir.

Not:
Yukaridaki ifade

1.) #=0 ise Euler Yontemi
2) 6?:% ise Trapezoidal Yontemi

3.) @=1 ise Geri Euler Yontemi
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0=0 ise yontem agik 8 #0 ise yontem kapalidir.@ yontemi tek adiml bir

yontemdir. ¢, ve ¢, degerlerini icerir. Bunlar 6nceden hesaplanmis degerlerdir.

n+l

Ornegin y, ,, ¥, 5s.-.ne gibi. Baslangi¢c deger problemlerindeki mantik kullanilir.

Burada ¢6ziim tek bir baglangi¢ sartina baglidir. Dikkat edilirse y nin daha onceki
degerleri daha dogru yontem elde etmek i¢in kullanilir. Buna da ¢oklu adim yontemi

denir.

2.2.3.3. Genel s-adim yontemi

2 am y’””" = Ati bmf(tn-#m ’ yrH—m)

m=0 m=0

Olur. Burada n=0,1,2,.... ve a,, b, verilen sabitlerdir. Az ise n den ve ¢oziilecek
olan diferansiyel denklemden bagimsizdir. Genelde a, birim olarak a =1 elde

etmek i¢cin normalize edilir. Eger b, =0 ise yontem acik, aksi halde kapalidir.
2.2.3.4. ileri Euler yontemi (acik)
yn+1 - yn = At'f(tn’yn)

burada s=1 ve a,y,,, +a,y, =Ath,f(t,,y,) dir. Boylece a,=-1, a,=1, b, =1,

b, =0 ve tim diger a, ve b, ler O dir.

2.2.3.5. Trapezoidal (degistirilmis) yontem
1 1
Vet = Vn = AI[E f@,y)+ ) F s Y]

S=1,a,=-1,a,=1, b():% , blzé dir.
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2.2.3.6. Geri Euler yontemi
y”+1 - y” = Vt'f(tn-H ’ yn+1)

S=1,a,=—1,a,=1,b,=0, b =1 dir.

2.2.3.7. 6 yontemi
yn+l _yn :At[(l_e)f(tn’ yn)+9f(t11+l’yn+l)]
0<6<1 olmak iizere S=1, a,=-1, a =1, b,=1-60, b =60 dir

2.2.3.8. Picard yontemi

Ardisik yerine koyma yontemi olarak da bilinen bu yontemde, her adim sonunda bir

yaklasim degeri elde edilir. Boylece n adim sonucunda y;,y,,...,y, seklinde bir
fonksiyon dizisi bulunur. Diferansiyel denklemin varlik ve teklik teoremine gore bu
fonksiyon dizisi denklemin ¢6ziimii olan y(x) e yakinsar.y’ =f(x,y) ve y(X,) =Y,
baslangi¢ deger problemi i¢in f(x,y) fonksiyonu x-y diizleminde (X,,y,) noktasini

icine alan bir bolgede tek degerli ve iistten siirli olsun bu durumda verilen denklem

Ty'dxz].f(x,y)dxjyzy0+].f(x,y)dx

Yo X0 X0

seklinde yazabilir. Yani
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y(Xo) =Yg

yi(X)=y,+ J. f(u,yy)du

X0
¥2(0) =yo+ [ f(uy))du

X0

¥a()=yo+ [ f(uy,)du

X0

seklinde yaklasimlar elde edilir.

2.2.3.9. Adams yontemi

Cok adimli yontemlerin en 6nemli alt sinifi Adams Yontemi olarak bilinir. Agik
olanlara Adams — Bashfort; kapali olanlara ise Adams-Moulton Yontemi denir. Kat

sayilar kararli ve dogru sonug i¢in secilirler.

2.2.3.10. Adams Bashfort yontemi

S=2 adimda Adams — Bashfort
1
yn+2 - yn+1 = At'5[3f(tn+l ’ yn+l) - f(tll ’ yn )]
S=3 adimda Adams — Bashfort

1
yn+3 _yn+2 =AI'E[23f(tn+2’ yn+2)_16f(tn+l’ yn+1)_5f(tn’yn)]

S=4 adimda Adams — Bashfort
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1
yn+4 - yn+3 = Ata[ssfn-ﬁ - 59fn+2 - 37fn+1 - 9fn]
S=5 adimda Adams — Bashfort
yn+5 - yn+4 = %[1901fn+4 - 2774fn+3 + 2616fn+2 _1274fn+1 + 251‘][;1]

2.2.3.11. Adams Moulton yontemi

S=2 adimda Adams — Moulton

At
Yor2 = Yoni =E[5fn+2 +8fn+1 _fn]

S=3 adimda Adams — Moulton

At
yn+3 - yn+2 = a[gf‘n-ﬂ + 19~fn+2 - 5fn+1 + fn]

S=4 adimda Adams — Moulton

yn+4 - yn+3 = %[25 lf;1+4 + 646fn+3 - 246fn+2 + 106fn+1 - 19fn]

dir. S-adim ve (S-1)-adim Adams-Moulton Yontemi mukayesesi yapilabilir. Ikisi de
f nin S-kere hesaplanabilmesini gerektirmektedir ve ikisinin de aymi dogrulugu

vardir.
2.2.3.12. Milne yontemi

Milne agik (S=4)
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4At
yn+4 - yn = T[Zf;ﬁ?a - fn+2 + 2fn+1]

Milne kapali (S=2) ( Simpson Y&ntemi)

At
yn+2_yn :?[fn+2+4fn+l+fn]

Milne Yo6ntemi, Adams yontemlerinden daha dogru olmasina ragmen sinirhidir ¢iinkii

karali problemlerdir.

2.2.3.13. Mid-Point (orta nokta ) yontemi

yn+2 - yn = At[zf;ﬁl]

Bu metod Taylor Seri Yontemi ve Runga-Kutta Yontemi ile baglantilidir.
2.2.3.14. Geri diferansiyel formiil

Bu sinif genelde adi diferansiyel denklemler de kullanilir.

Geri Euler Yontemi ( S=1)

yn+1 = yn +At[fn+1]
Geri Euler Yontemi (S=2)

1

4 2
=y, t=y, ==At
yn+2 3 yn+1 3 yn 3 [fn+2]

Geri Euler Yontemi (S=3)

18 9 2 6
—— YtV Y, =—At
yn+3 11 yn+2 11 yn+1 11 yn 11 [f;1+3]
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2.2.3.15. Tahmini ve diizeltici yontemeler

Genelde, kapali projelerin agiklara gore dogrulugu ve karalilign gelismistir. Fakat
acik bir tasarinin ¢oziimil nasil elde edilir. Genelde dogrusal olmayan bir fonksiyon

denkleminin y ,, i¢in ¢Oziimii bulunamaz.

Ornek 2.5: y'=¢’ , 120 ve y(0)=1 icin diisiiniilsiin, bunun icin Degistirilmis

Euler Yontemi ile

yn+l :y11+At%[f;1+fn+l] ve f(t ’y):e." lgln

l , ,
yn+1 = y,, +AZE[6)" +eJ,,+1]

Bu tam olarak y, ,, i¢in ¢oziimlenemez. Popiiler strateji y,,, in ilk yaklasgiminin

y,., baslangi¢ olarak almak ve bir agik tanimla tahmini al ve kapali deyimin sag

tarafina uygula

Ornek 2.6: Euler — Degistirilmis Trapezoidal Euler tahmini-diizeltici kisim

Yout =Y FALL(E,,Y,) ( tahmini)

1 .
Vo1 =Vt Ata[f @, y)+ .yl (diizeltici)

Diizeltici gerekirse tekrarlanir , Ar azaltilarak daha iyi bir sonug¢ genelde elde edilir.
Tahmini ve diizeltici ayn1 dogruluk sirasinca secilerek iyi bir hata analizi ve akilli bir
kod yaklagimi dinamik olarak zaman araliklarini iyi ayarlamak i¢in yapilir (degisken

adiml1 algoritmalarda )
2.3. Coklu Adima Baslama

Coklu adima ¢ =t dan baslarken s-adim yonteminde kullanmak i¢in
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Yos V1> Vs ¥,y degerleri ile Runge-Kutta ( tek adim yontemi) kullanilir.

2.4. Hata Kaynaklari

Diferansiyel denklemlerin niimerik olarak hesaplanmasinda olugan bazi hatalara
kesme hatalar1 denir. Bir diferansiyel denklem fark denklemiyle yer degistirdiginde

t, den ¢, arasinda ileri bir adim atilarak yerel kesme hatas1 yapilir. Her zaman

n+l
aralikta yapilan yerel kesme hatalan kiiresel kesme hatalarin1 olusturur ki akiimiile

kesme hatasi olarak bilinir. Bu tip hatalar1 analiz etmek ¢ok zordur.

Kesme hatalarma ilave olarak yuvarlama hatalar1 da yapilir. Bilgisayarlarda, hesap
makinelerinde sonlu matematik duyarliligi bulunur. Bunlara hesaplama hatalar1 ya
da kararlilik hatalar1 denir. Coziime yakinsanacak bir niimerik yontem zaman

adimlanyla ¢oziime yaklagtirilir.

Yaklagik ¢oziimii elde ettikten sonra akiimiile kesme hatasim #, : e, = y(t,)—y,

(dogru ¢oziim-yaklasik ¢oziim) zamaninda bilmek yararhidir.

Bunu hesaplamak zordur, ¢iinkii y(t) yi bilinemez. Relatif akiimiile kesme hatasi

onemlidir. Zira dogru ¢6ziim biiyiidiigiinde belki daha da biiyiik hatalar tolere edilir.

Fakat eger gercek ¢6ziim kaybolursa hata ayn1 seyi yapmalidir ya da dogru ¢6ziim

hatalarla bogulur ve ¢6ziim anlamsiz olur.

Mgili(fakat-farkli) bir konuda kararlidir. Kararl bir yéntem baslangic verisine siirekli
bagh bir yontemdir. Eger bir hesaplamada kiiciik bir hata gosterilirse, ardisik
hesaplamalarda kiiciik degisikliklere yol agabilir.

2.5. Yerel Kesme Hatalar:

Yerel kesme hatalan1 diferansiyel denklemin bir fark denklemine yaklagmasiyla

olusan hatalar1 gosterir. Bir baslangi¢c degeri alinsa
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y'=f(@ty) , y,)=y, veherhangi bir adimda
W(At’f’ynﬂ’yn’yn—l’ """ ’y17y()):0

Simdi y,, =y, +Atf(t,y,) yada y 6 —y —Arf(t,y,)=0

t, zamaninda yerel kesme su sekillerde

1.Tam ¢6ztimiin farkta yerlestirilmesi
2.Taylor seri agilimiyla
3. At ye bolerek

elde edilir.

Eger ilk terim yerel kesmedeki hata (A7)” ye bagl ise zaman adimin1 mertebesi P

dir denir. Yerel kesme hatasim1 7,,, olarak gosterelim, dyle ki

1
Tn+1 :EW(AL f? )’(f,,ﬂ), )’(1,1), """ s )’(fl), )’(10))

olsun. Eger yerel kesme hatasi derecesi At " ise 7,,=0(At") ve Ar—0

olarak yazilir.

2.6. Tutarhhk

Eger bir niimerik ifade At — 0 yaklasirken yerel kesme hatasi sifir ise diferansiyel

denkleme tutarlidir denir.

Ornek 2.7: Euler Yontemi ile yerel kesme hatas1 y" = f( ,y ) kullanarak bulalim.

Euler Yontemi su sekilde yazilir.



1
yn+l =yn+At‘f(tn’yn) = E(ylﬁ—l_yn)_f(tn’yn):o

Tam ¢6ziimde yerine yazilirsa kesme hatasi olarak
-1
Tn+1 = A_t(y(tn-H) - y(tn) + f(tn s y(tn ))

olur. Simdi Taylor serisi olarak y(z,,,) = y(t, + At) ifadesi acilirsa

7 A 2 ”
¥, = y(t,)+ ALY (1) +%y <)

dirve 7

n+l

burada 7, < ¢, <t yerine yazilirsa

n+l

_1 ’ 2 ’
Ty = E[(At-y (t,)+0(AN)") + f(t,, yE, D] ==y (1,) +0Ar + f(z,, y(z,))

boylece

z,,, =0(Ar)

elde ederiz.
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Ornek 2.8: Euler Yontemi ile y':(%)2 +(X) denkleminin fark denklemini
t

yazalim.

Vo = Vo FALF (L 3,) = Vo = 3, +At.<<§)2 + @))
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Ornek 2.9: Degistirilmis Euler (trapezoidal) Yontemi ile y'=—y , t>0 ve y(0)=1
sartin1 saglayan yaklasik ¢coziimii bulalim. Zaman adimini % , 1 ve 2 olarak alalaim.

Sonuglar tam ¢6ziimle karsilagtiralim.

Degistirilmis Euler Yontemi su sekildeydi,

1
yn+l = yn +At5[f(tn’ ylz)+f(t11+l’yn+l)]
1
yn+l:yn+At§[_yn_yn+l] =

At At
=y, (1-) -y, (&) =
yn+l yn( 2 ) yn+1( 2 )

At At
I+—)=y 1—-—
Vi 2) Y, ( 2)

yn+l:yn( At)
1+—
2
olur ve Ar=0,1 ise
1_0;
b)) :yo(—o’l):
1+
1-0,05
W= 0.05)
0,95
y[ _yo(l’os)

¥, =1.0,90476 = 0,90476

seklinde bulunur. Isleme devam edilirse
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y, =0,90476
y, =0,81859
v, =0,74063
y, =0,67009
ys =0,60627

olur. Simdi Ar=1 alinsin

= yo(l,;s)

v = 1% =0,33333

seklin de bulunur. Isleme devam edilirse

y, =0,33333
v, =0,11111
v, =0,03703
y, =0,01234
ys =0,00411

olur . Simdi de Ar=2 alinsin

-2
o2y oy L0 0o
i

Buradan goriildiigii gibi Ar=2 iken ZW=Y,=¥,=y,=y;=0 bulunur. Tam

¢coziilm y=e ' dir. Tam ¢oziimde t degiskeni ile ¢oziim karsilagtirilirsa



30

y=e' =1t=0,l=y=e"" = y=0,9048
y=e' =1t=0,2=y=e¢""=y=0,8187
y=e'=1t=0,3=y=¢"" = y=0,7408
y=e' =1t=0,4=y=¢"" = y=0,6703
y=e'=1t=0,5=y=¢" = y=0,6065

Ornek 2.10: Degistirilmis Euler Yonteminin yerel kesme hatasini bulunuz.

1
yn+l = yn +At5[f(tlz’ y11)+f(tlz+l’yn+l)]

1 1
Zt(yn#—l _yn)_E[f(tn’ yiz)+f(tn+1’ yn+1)] =0

Yukanidaki y = f(¢,y ) nin f(f,) =y, baslangic degeriyle farki gosterir. Eger tam

¢Oziimii yukaridaki ifade de yerine yazilirsa kesme hatasi
1 1
Tn+1 = Xt(y(tn#—l) - y(tn )) _E[f(tn ’ y(tn )) + f(tn+1 4 y(tn+1 ))]

Simdi y(¢,,,) = y(t, + At) Taylor serisi olarak agarsak

, Ar? -, Ar’
0,00 =300+ 850+ 570+ 557
burada t, < ¢ <t dirve 7, yerine yazilirsa
1 ’ (At)z ” 3 1
Tan = 3, Q@) FALY () + ==y (0,) + 0" =y (@0,)) = L (@ YD+ f iy (D]

, Ar 1
7, =Y(t) +7f Y1)+ 0 =Ly YD)+ Oy 300,
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Simdi y'= f(r,y ) biliniyor yada y'(t,)= f(t,.y(t,)) ve y'(t,)=f(t,..y,.))

ifadeleri de yerine yazilirsa
’ At ”» 2 1 ’ ’
TVH'I = y (tn) +E y (tn) + O(At) _E[y (tn) + y (til+1)]

Simdi de y'(z,,,) i Taylor serisi olarak agilirsa

(At
RS ¢)=

Vi, )=y +A)=y'(t,)+Aty"(t,)+
’ At » 2 1 ’ ’ ” 2
T.,=y(t) +7.y (t,)+0(Ar) —E(y )+ y (@ )+Ary (t,)+0(Ar)")

’ A ” 2 1 ’ ” 2
T zy(tn)+?t.y (1) O(ArY = (25/(0,) + Ay (1,) + 0(AIY')

, At o, , At 0(Ar)?
msymnzwu»mmﬁ—wm—gym%lgl

= % = 0(At)2

n+l

Boylece yerel kesme hatasinin derecesi 2 olur.
2.7. Taylor Serisi Yontemleri

Basit Euler Yontemi, Taylor serisinin ilk iki terimini kullandigimi hatirlayalim.

Yiiksek dereceli Taylor Serisi k gibi daha fazla terimi igerir. $imdi 7, <, <t ,

olmak iizere

A o), A0 A0 i, ), (A0°

(k+1)
2! 31 0 k! (k+1)!y ()

y(t,)=y@,)+ALy'(t,)+

Bunu kullanmak icin y(t) nin daha biiyiik tiirevlerine ihtiyacimiz olabilir. Fakat

orijinal Adi Diferansiyel Denklem y = f(z,y ) nin t ye gore tiirevi alirsak

Y=f@,y), y' =@y, y =y, ..y =y
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f(@,y) nin fonsiyonel formunu bilinir ve prensipte tiirevi alinabilir. Taylor

aciliminin tiirevi alinirsa,

3
y(t ne (At) ne (At) ne Y\ )) T eeeeeeens
(At)k ! (k=2) (At) (k-1) (At)kJrl (k)
------- Yo Gy Sy S (PI(W)

y(t,) yaklasimmi elde etmek i¢in y, kullamlirsa, fark metodu k mertebesinde

Taylor Serisi Yontemini verir ve yerel kesme hatasi

(A (At )

y(t,) = y,)+ALf(E,, y,)+—— f(fn’yn)+ ----- T f(k (t,.,)

(At)k-H

(kﬂ),f(“(é”nay(é“ )

Not :

1.) Taylor Serisi Yonteminin kullanilmasimin avantaji yliksek derecede dogruluk
vermesidir.

2.) Taylor Serisi Yonteminin kullanilmasinin dezavantaji ise f(t , y) nin tiirevlerinin
hesaplanmas1 ve bulunmasidir. Pratikte bu zaman alic1 bir ¢alismadir. Sonug olarak

¢ok nadir kullanilir

daf

3.)Genelde i hesaplanmasi
t

da _of o dy
dt ot Ody ot

zincir kuralinin kullanilmasini

gerektirir.

2
Ornek 2.11: f = f(t,y) icin % ve c;{ ifadelerini hesaplayiniz.
t t
Sayet f=f(t,y)=t"ise f'=2t, f"=2, f”=0 yani Vk >2 icin f* =0 dir.

Eger f = f(t,y)=y" olsun burada y=y(t) ve f':2y§:2yy':2yf dir.
t
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Yiiksek tiirevlerde operator di = i +f i ve Ornegin
t

ot dy

f_9,,0,9, .9
a ot Gt )

2.8. Runge — Kutta Yontemi

Runge-Kutta Yontemi Taylor Serilerinin daha yiiksek dogruluk derecelerini kullanir.
f(t , y) tiirevlerini kaldirarak islem yapilir. Bu islem f(t , y) nin ilk degerlerinde

yaklastirma kullanilarak [ ¢,,7,,,] zaman araliginda yapilir. Runge-Kutta Yontemi

n

tek adiml1 olsa da ¢ok asamalidir.
Runge-Kutta tiirevlerinin bulunmas1 f(t , y) nin iki degiskeninin Taylor Serisi
acllimidir. Bir kismi cebir gerektirir, boylece Taylor Serisi Yonteminin dogruluk

derecesiyle ortiisiir.

Ikinci derecede Runge-Kutta Yontemi aslinda bir iterasyonla degistirilmis Euler

Yontemi olarak gosterilir.Euler Yontemi burada predictor olarak kullanilmastir.

At
yn+l = yn +?[f(tn’yn)+f(tn+[’ yn +Al:f(tn5 yn))]

2.9. Orta Nokta Yontemi

At

At
yn+l = yn +At'f(tn +?’ yn +?f(t11’ yn))

2.10. Heun Yontemi

At 2 2
yn+l = yn +?[f(tn’ yn)+3f(tn +§At’ yn)+§AZf(tn’ yn)]
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2.11. Popiiler Runge Kutta 4

En popiiler Runge-Kutta k,k,,k;,k, kullanilarak yazilir.

kl:AZf‘(tll’yll)

At k
k,=Atf(t +—,y +—L
2 f(n 2 yn 2)

At k
k,=Atf (t, +—,y, +—=
3 f(n 2 yn 2

k4 =Alf(l’n+l’yn+k3) (tn+1 =tn+At)

dogruluk derecesi 4 olan
1
Vo1 =V, +g(k1 +2k, +2k, +k,)

seklinde bulunur &, degerleri i¢ ice ge¢mis f fonksiyonunun yazilmasini ortadan

kaldirmak icin kullanilmistir.

Ornek 2.12: Baslangic deger problemi y'=—y+1, 0<7<1 ve y(0)=0 ele almarak

a.) tam ¢Oziimil

b.) 10°10°10°10° 10 noktalarindaki tam ¢oziimii

c.) Runge-Kutta dordiincii derece metodu ve Ar=0,1 igin yaklasik ¢oziim

d.) Euler Metodu ile Ar=0,1 ve Ar=0,025 i¢in yaklasik ¢6ziimii

e.) Degistirilmis Euler Metodu ile Ar=0,1 ve Ar=0,05 icin yaklasik ¢coziimii

hesaplayiniz.
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Coziim:

a.) Tam ¢6ziim y=1—¢"" dir.

b.) y(0,1)=0,095163
y(0,2)=0,18269
y(0,3)=0,259182
y(0,4)=0,32968
y(0,5)=0,393469

c.) f(,y,)=-y,+1 ve Runge-Kutta dord y

n+l

=y, +é(k1 +2k, +2k, +k,) idi

k, =(0,1)(=y,+1) =k, =(0,1)(-0+1)=0,1
k, =(0,1)(—(y, +%) +1) =k, =(0,)(—(0+ %) +1) =(0,1)(0,95) = 0,095

0 295) +1) =(0,1)(0,9525) = 0,09525

k= (0.1)(~(, +%> +1) =k =010+

k, = (0,19(—(y, +k;)+1) = k; = (0,1)(—(0+0,09525) +1) = (0,1)(0,9047) = 0,090475

Boylece
Y=Y, +%(0, 142(0,095)+2(0,09525) +0,090475) = 0,0951625

goriildiigii gibi bu deger yukarida bulunan gercek ¢6ziim degerine oldukga yakindir.

Benzer sekilde y,,y;,y,,y; degerleri de hesaplanir. Sonug¢ olarak dordiincii

dereceden Runge Kutta Yontemi ile bulunan degerler gercek coziime cok yakindir.

d.) Euler Yontemi ile Ar=0,1 iken

yn+1 =yn+At'f(tn’yn):> yn+1 =yn+At'(_yn+l):>

»=0+(0,1).(-0+1)= y, =0,1



¥, =y +0,D.(=y,+1) =y, =0,1+(0,)(-0,1+1) = y, =0,19
v, =0,19+(0,1).(=0,19+1) = y, = 0,271
v, =0,271+(0,1).(=0,271+1) = y, =0,3439

ys =0,40951
Euler Yontemi ile Ar=0,025 iken

y, =0+(0,025).(<0+1) = y, = 0,025
¥, =0,025+(0,1)(—0,025+1) = y, =0,049375

¥, =0,049375+(0,1).(=0,049375+1) = y, = 0,0731406

y, =0,0731406 +(0,1).(0,0731406 +1) = y, =0,096312109

ys =0,118904306
Sonug olarak Az =0,025 degerleri Ar=0,1 degerlerinden daha dogrudur.

e.) Degistrilmis Euler Metodu ile Ar =0,1 iken

1
yn+l =yn+At5[f(tn’ yn)+f(tn+l’yn+l)]
1
yn+1 :yn+At5[(_yn+l)+(_yn+l+1)]
At At
=y, t—CEy)+— + At
yn+l yn 2( yn) 2( yn+1)
At At
I+—)=y,(-—)+At
yn+1( 2) yn( 2)

v, (I—Azt) + At
yll+l =T AL, :>

At
1+ 7)

2(yn(1—A2[) +Ar)

Vet =TT 0 A

36
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200-%10,1)
V= 2 — y,=0,095238
(2+0,1)
0.1
2((0,95238)(1-—-)+0,1)
v, = 2 = y,=0,1814
(2+0,1)
0.1
2((0,1814)(1——-)+0,1)
y, = 2 = y,=0,2594
(2+0,1)

benzer sekilde 1y, =0,3299 ve de y,=0,3937 olarak bulunur. Goriildiigii gibi
sonuclar olduk¢a yakin gergeklesti.

Degistrilmis Euler Yontemi ile A =0,05 iken

200 -2%%) 1 0,05)
v, = 2 = y, =0,04878
(2+0,05)
2((0,04878)(1- 292 1 0,05)
Y, = 2 = y,=0,09518
(2+0,05)

v, =0,1393 ve y, =0,1813

Yine goriildiigii gibi Ar degerleri kiiciildiikce ¢oziime daha yakin degerler elde
edildi. Ar=0,1 oldugunda Euler Yontemi daha da iyi sonug verdi.



BOLUM 3. LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

3.1. Lineer Diferansiyel Denklemler

Burada lineer esitlikler sistemlerini sabit katsayilarla ifade edelim bu sistemler
bagimsiz olarak ele almirlar ve bu da bagimsiz degisken t nin agik olarak

gosterilmedigini ifade eder. Bu sekildeki bir sistem asagidaki gibi goriiniir.

(D
X=X +apo X +ap3X3 ol Xy
Vektor matris gosterimi de basitce X =(x,%,X3,..0, X, )T ve
X'=(x, xz,,x3,,....,xn’)T oldugu yerde soyledir.
X’ = AX (2)

3.2. Ozdegerler ve Ozvektorler

Simdi V nin sabit vektor oldugu X (¢) = Ay seklindeki vektorle ¢cozmeye calisilsin.

Bu deneme ¢oziimiinii X" = AX esitliginde yerine koyulursa

1MV =M AV 3)

esitligini elde edilir. Boylelikle eger
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AV = AV

olursa eV vektor fonksiyonu aslinda X'=AX esitliginin ¢6ziimii olacaktir.

Simdi de kanitladigimiz teoremi ifade edilsin.
Teorem 3.1.

Eger A da A matrisinin bir 6zdegeriyse ve V de ona karsilik gelen uygun
Ozvektorse X (t):e/uV esitligi X' = AX denkleminin bir ¢6ziimiidiir. [4]

Bu teorem  X'=AX diferansiyel esitligini ¢6zmenin A nin Ozdegerleri ve
ozvektorleri hakkinda biraz bilgi sahibi olunmasi gerektigini gosterir. Buna ek olarak
benzer matrisler teorisi bize degiskenleri degistirerek lineer diferansiyel esitlikler

sisteminin nasil basitlestirebilecegini gosterir.

Simdi bu konular ele alinarak. X" = AX esitliginin en iyi iliski durumu teorem 2.2 ile

tanimlansin.
Teorem 3.2

nxn A matrisi AV, =4V, ile V,V,,V5,.....,V,  gibi ¢izgisel lineer bagimsiz

Ozvektorlere sahipse X' = AX denkleminin ¢oziim aralig:

dir. [4]
Ispat:

Bu seri {Xl X, X5,y Xn) cizgisel olarak bagimsizdir; ¢iinkii 1<i<n icin
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n n
ZCiXi =0 ifadesinden dolay1 ZCie/litVi =0, cieﬂftVl- =0 ve ¢ =0 dir.
i=1 i=1

Sorudaki serinin X’ = AX esitliginin ¢oziim araligim kapsadigi kamtlamak i¢in X in
herhangi bir ¢6ziim oldugunu diigiinelim. R” ya da C" nin elemam olarak X (0)
baslangi¢ deger vektorii , V},V,,V;,....,V,, nin bir lineer kombinasyonudur.

Diyelim ki;

X0)=> ¢V,

i=1

n
Y = z ¢;X; yi tanimlarsak
i=1

n n n n
Y'=> X[ = ch-ﬂ.ieﬂftVi = ch.eﬂffAVi = ALZCiXi} =AY
i=1

i=1 i=1 i=1
olur.
Boylelikle X ve Y diferansiyel denklemin c¢oziimleri olur ve ikisi de aym baslangic

degerine sahiptir. y(0)=x(0) baslangi¢ degeri teoreminin kendi tiiriinde tek olmasi

sayesinde Y=X ve diger bir deyisle

oldugu sonucuna varilabilir..

Eger A matrisi teorem 2.2 de belirtilen 6zelliklere sahipse, siitunlart V;,V,,V3,....,V,
vektorleri olan tekil olmayan bir P matrisi olmasi gerekir. AV, = A4V, esitligi matris

gosterimine su sekilde aktarilir

AP = PA )
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Eger A kosegen matrisinin kosegen swrasinda 4,4, 4,....,4, elemanlar

oldugunda bagimli degiskendeki degisikligin X =PY seklinde tanimlandigi
varsayisin. P tekil matris oldugu i¢in X den Y yi elde edelir. Simdi Y asagidaki

ozelliklere sahip olur.
Y'=P !X =P'AX =P7'APY =AY (5)
Bu yiizden Y nin diferansiyel esitligi X inkinden ¢ok daha kolaydir. Ciinkii bir

kdsegen matristir. Y= AY sistemindeki bu ayr esitlikler bir araya gelemez ve ayri

ayr coziilebilirler.

Ornek 3.1
1 0 1 5
A=|0 0 O | ve X(0)=|7| oldugunda X'=AX baslangi¢ deger problemini
0 0 -1 6
¢Ozuniiz.
Coziim:
1I-4 0 1
A—AI matrisi A—AI=| 0 -4 0 dir ve determinant1 da A nin polinom
0 0 -1-4
karakteristigidir.

A=-DHEED(-1-H) =0

Bu polinomun kokleri A nin 6zdegerleridir.

A=l A=0, k=-1

AV, = AV, esitligini ¢ozerek bunlarin her biri i¢in 6zvektor bulunur. Bu 6zvektorleri

P matrisinde yerine koyulursa
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1 0 1
P=01 O
0 0 -2

elde edilir ve daha sonra P matrisinin tersini

1o L
2
P'=l0 1 0
00 —L
L 2 |

seklinde bulunur. Eger Y =(y;, ¥, Y2, yn)T ise 0 zaman Y nin baslangic deger
problemi
1 0 0
A=P7'AP=0 0 ©
0 0 -1

oldugu heryerde Y’ =AY olur. Boylelikle

)’1, =N
¥, =0 ve YO0)=P'X(0)=
y3 ==y3 -3

elde edilir. Bunun ¢oziimii ise
—Q,l _ _ —t
y1=8¢, y, =7, y3=-3e

seklinde gerceklesir.

X = PY oldugu icin, X =(x;.%,,x3)7 icin ¢oziimii
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x =8¢ -3¢ x,=7 X3 =06e

olur.

3.3. Ustel Matris

X’ = AX sistemin ¢6zmenin daha uygun bir yontemi vardir. Bu yontem sayesinde
¢Oziimii sayisal olarak hesaplamak istedigimiz slirece A mnin Ozdegerlerine
basvurmaya gerek olmayacak. Buna iislii matrisi tanimlayarak baslanlabilir..

Tanim 3.1.

Eger A matrisi kareyse

A Tr A A3 (6)
217 3

eZ=1+z+%zz+—z3+ ......... (7

karmagik degiskenin yerine bir matris koyarak olusturulur. ¢ da serilerin birbirine

yaklagtigin1 gérmek icin C" {izerinde herhangi bir deger alimr ve asagidaki alt
matris degerini nXn tipindeki matrisler i¢in kullanilir. Serinin sonu asagidaki gibi

hesaplanabilir. [4]

Z;A

k=m

= 1 = 1 k
< Yoas Xl ®)
k=m k=m

Bu son ifade Z :”A” oldugunda siradan {iislii ifadenin sonu olur. Bu yiizden e

serisinin sonu  m — oo alarak 0 a kadar gider.
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Bu yarg: verilen degerlere gore nXxn tipindeki matrislerin aralik biitiinliigii olarak

bilinir. Eger t gercek degiskense A = At olur ve bu tanim

sonucuna gotiiriir. Serideki t ye gore fark ve bunun basitlestirilmis hali bize

d
a At _ Al
dt

esitligini verir.

Teorem 3.3.

Baslangic deger probleminin ¢oziimii
{ X'=AX

X(0)

X () =e X (0)
dir. [4]

3.4. Kosegen Matris ve Kosegenlestirilebilen Matrisler

®)

(10)

Pratikte onceki sonucu kullanmak i¢in {islii matrisi daha iyi bir sekilde hesaplamak

gerekmektedir. Bu isleme A nin kosegen matris oldugu durumlarla baslansin. Eger

A A=diag(Q, 2y, X.n A ise AR =diag(4*, 2%, A55,..., 2% ) olur. Basit bir

sekilde kanitlanmis oldugu gibi bu yiizden bdyle bir A matrisi i¢in

o _k
.
Al = z—'dlag(/ilk,/?ak,/ik&....,ﬂkn)
k=0k'

:diag(ellt,e/ht,e’%t, ..... ,e’i”t)

(11
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dir. Bu 6zel durumda X" = AX diferansiyel denkleminin ¢oziimii
x(H=et'x0)  (1<i<n)
elemanlarina sahiptir.
Burada belirtilen analiz bizi A nin kosegen olmadig1 ama kdsegenlestirilebilir oldugu

duruma kadar gotiiriir. Bu terim A nin kdsegen matrise benzer oldugu anlamina gelir

ya da bagka bir ifadeyle herhangi bir kosegen A matrisi ve herhangi bir tekil

olmayan P matrisi icin P'AP=A olmast demektir. Eger bu dogruysa X = PY
degiskenindeki degisim X'=AX diferansiyel denklemini Y =AY ye

doniistiiriir. Baglangictaki X (0) durumu Y (0) = rx (0) olur ve ¢oziim

X = PY = P(e™ P71 X (0)) = Pdiag (M ,e®2 B, ....eMPIX(0)  (12)
olur.

3.5. Jordan Bloklari

A mn kosegenlestirilemez olma durumunu simdiye kadar ertelendi. Bu C" in A min
ozvektorlerinden olusan bir dayanagi olmadi anlamina gelir. Iki basit 6rnekle bu

durum gosterilebilir.

o o N~
o N -
= O

J(/1,2)={;)1 /11} ve JA4,3)=

J(A4,3) i daha detayh bir sekilde incelenirse bu matris iist tiggensel oldugu i¢in
onun kosegen elemanlari onun 6zdegerleri olur. Boylece J(4,3) tek 6zdegere (A1)

sahiptir ve bu esitlikte su sekilde yazilirsa J(4,3)X = AX , sonug



46

lxl + X2 = lxl
lxz + X3 = AXZ
/1)(3 = /lx3

olur. Bu da acikca x, =x3=0 oldugunu gosterir ve bu yiizden tek coziim
X (,B,O,O)T seklinde olur. Coziimler tek boyutlu aralik olustururlar. Bagka bir

deyisle J(A4,3) iin degerleri R? veya C? de sadece tek boyutlu alt araliginm
kapsarlar. J(A,k) nin matrisleri her bir ~ k>2 i¢in mevcuttur ve hepsi
J(4,3) te gozlemlenen o6zelliklerle ayni 6zelliklere sahiptir. Bu matrislere Jordan

Bloklar1 denir. Bu konunun ana teoremi asagidaki gibidir.
Teorem 3.4.

Her kare matris, kosegeninde Jordan obeklerine sahip obek kdsegen matrise benzer.

[4]

Bu 6zel sekil verilen matrisin Jordan dogal bi¢imi teoremi altinda bahsedilir. Asagida

3%3 tipindeki matrislerin Jordan dogal bi¢imi 6rnekleri verilmistir

7 0 0 510 500 010 510
050 050 0 51 0 0O 0 5 1
0 0 3 0 0 3 0 05 0 0O 0 0 5

Bunlardan ikincisi, iigiinciisii ve dordiinciisii 2 Jordan bloguna sahipken birincisi 3
taneye sahiptir. Besinci matris ise kendisi bir Jordan blogudur.

Bir Jordan blogu asagidaki bi¢imde yazilabilir

J(LK) = Al +H, (13)

burada [, kxk tipinde ki birim matrisi, H; de asagida sekildeki gibi kxk

tipindeki matrisi gosterir.
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010 0 00
00 1 0 00
000 ™ 000
He=|: & & b (14)
000 -~ 010
000 - 00
000 - 0 0 0]

010 0 0 0][ g &
00 1 00 0| & &
00 0 0 0 0| & &,

Do =| (15)
000 0 1 0|le!| &y
000 - 00 1|lgq| | &
0 0 0 0 00| & | [0

Simdi H ,fV =0 oldugu asikardir. H; nin V ile yapilan her islemi bir bilesenini

sifirlar. Buradan dolayr Hj nilpotent matristir. H ,lg =0 olur. Bu durum e”’ yi

hesaplarken, A Jordan blogu olmak sartiyla bize kolaylik saglayacaktir. Buradan

e()\,lk +Hj)t — et Al er t

30! & (tHY)
-E ! Z ! (19
=M (I +tH +ﬁH 2+£H S ! H

SR T T (k-1)! K

elde ederiz.
Seriler yukarida ki gibi sonlamir giinkii H, min k. kiivetleri 0 dir. ilerleyen

hesaplamada eAMB —e®eP  formiiliinden gecerli bir durumu kullanildi..Simdi A

Jordan bloguysa X’=AX diferansiyel denklemini ¢ozelim. A=Al +H; diyelim

teorem 2.3 ii ve denklem (16) y1 uygularsak



2 3 k-1
t t t
X(t)=eA'X(0)=eM (I + tHy + —H 24 —H, > ... +¥———H, XX (0
(0 (0) (T tHye+ - Hi ™+ = Hy TEIEL )X(0)

denklemi elde edilir.

Ornek 3.2: X'= AX baslangic deger problemini ¢oziiniiz..

X(0) =

S O W =
S W = O
w = O O

S O O W
O W W

Coziim:
A matrisi 31, +H, formundadir (17) denklemiyle gosterilmisti

X()=e>' (I+tHy +%t2 H,2 +ét3 H,>)X(0)

5 3 9
5 3 9 0
— 2 |rred] |+ Lzt 7 |4 Led
2 0] 6 0
0 0 0

T+1.5t+1.5t2 +1.5¢

_[5+3t+4.5t ot
349t
9

(17)
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3.6. Genellestirilmis Coziim

Simdi A nin sadelestirilmis Jordan formuyla ve A y1 olusturan benzer doniisiimle
baslayan X' = AX diferansiyel denkleminin ¢oziimiinii tanimlamak miimkiindiir. C,

A nin bir sade formu olmasi sartiyla
P'AP=C
Oldugunu kabul edelim. X =PY denkleminde ki degiskenlerin degisimi Y’ =CY

diferansiyel denkleminin degisimine onciiliik eder. Y =CY diferansiyel denklemi

cift olmayan bloklara ayrilabilir. Bunu gorebilmek i¢in su drnege bir bakalim;

51000
05100
C=|0 0 500
00071
0000 7

Burada diferansiyel denklemler

yI =5y1+Y2
2 =5y2+y3
y3 =53
4 =Tys+Ys
ys =5ys

seklindedir. Eger ilk iic denklem bir grup olursa kendi aralarinda ¢6ziimlenebilir ve
son iki denklem grubuda kendi aralarinda ¢oziimlenebilir. Genel kosul tamamen
analogdur. Ve C deki her Jordan blogu cift olmayan diferansiyel denklemler
kiimesini verir. Her Jordan bloguyla (17) deki ¢oziimler gibi bir ¢éziimii elde

edilebilir.
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Ornek 3.3: Yukaridaki C matrisini kullanarak baslangic kosulu Y (0) = (3,2,8,4, I)T

olan Y'=CY baslangi¢ deger problemini ¢dziiniiz.
Coziim:

Cift olmayan iki sistem asagidaki gibi olsun

Y1 510 Y1 3
y2’ =0 5 1|y, | baslangicdegeri |2
y3’ 0 0 5| y;3 8

71 4
Y4l Y4 baslangic degeri
yS, 0o 7 Y5 1

Ornek 3.2 de kullamlan yontemle asagidaki ¢oziimleri elde edilir.

Y1 . 3
¥y :eSt(I+tH3+Et2H |2
¥3 8
3 2 8
=e5t 2 +te5t 8 +%t2e5t 0
8 0 0
3420+ 4¢2
—et 248t
8

ve

[y4}:e7t(l+tH2)[4}

¥s 1

_oTt 4 +relt 1 _oTt 4+t
1 0 1
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X’=AX lineer diferansiyel denklemin teorisindeki e iistel ifadesine denklemin
temel matrisi denir. Baslangic deger problemini ¢dzmenin anahtari diferansiyel

esitlikle alakalidir. Eger A nin sadelestirilmis Jordan C formu biliniyorsa

P'AP=C

doniisiimiinii ile X =PY yi kullamlarak degiskenler degistirilebilir. Y =CY

denklemini ¢cozerek X e donersek asagidaki ifade elde edilir.

X =PY =Pe“'Y (0) = Pe“'P7X(0) (18)

Baska bir ac¢idan, ¢oziim icin bagka bir form biliniyor, X =e®*'X(0) olmak iizere

denklem (18) ile kiyaslanirsa
e =PeC'p!
ifadesi elde edilir. Bu temel matrisi hesaplama yolu olarak goz oniine alinabilir.
3.7. Homejen Olmayan Problem
Kurulan ilke simdi de homojen olmayan problemlere uygulanirsa
X' =AX+W (19)

burada W, t nin bir vekterdl fonksiyonu olabilir. Oncelikle A nin kosegenlestirilebilir

oldugu diisiiniilirse buradan benzerlik doniisiimii P'AP=A, A kosegen matrisini

tiretir. X=PY deki degisken degisimi (19) u asagidaki denkleme doniistiiriir.

Y =AY +P'W (20)

Bu da asagidaki formun tipik bir 6rnegi olan n tane denklemin ayristirilmig

kiimesidir.
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n'(t) =An(t) +g(t) 1)

bunun da ¢oziimii

t
(O =" MO+ [e™g(s)] (22)
0

Ornek 3.4: X’= AX+W denklemini asagidaki kosullarla ¢oziiniiz..

0 00 t 5
A=[0 1 0 W=| t X(0)=| 7
0 0 2 sint 9
Coziim:

Sistem asagidaki tekil ¢ift olmayan denklemlerden olusur.

| o 0 0]x t*

X, [=[0 1 0f||x, |+ t | =
x3/ 0 0 2 x5 sint
Xl,:tz

X5 =2X, +sint
Denklem (22) den elde edilen ¢oziimler

0 0 0] | 0O A0 0
A-M=0 1 0|-|0 A O|=|0 1-A O =
0 0 2|0 0 A 0 0 2-A

MI-M2-1)=0 = 4=0A,=1vedr,=2 =
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t t
X, (1) =" X, (0)+ [ s%ds] =5 + [s’ds =5 LR
0 0 3
t t
Xy (1) = et[Xz(O)“‘Je_t-SdS] = et[7+Je_s.sds] =8e'—t—1
0 0

t
X5 (t) :ezt[9+'|.e_25.sinsds]:ﬁe2t —gsint—lcost
0 5 5 5

Eger X'=AX+W denklemindeki A matrisi kdsegenlestirilebilir degilse sistemi
cift olmayan alt sistemlere ayirmak icin Jordan sadelestirme formunu kullanarak

degisken degistirilir. Bu islem bir tek Jordan bloguyla gerceklestirilebilir.
3.8. Adi Tiirevli Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Yaklasik Co6ziim
Yontemleri

3.8.1. Euler yonteminin sistemlere uygulanmasi

yl’ =f,(X, ¥, Y9 s ¥p)
y2, =1, (X, ¥, Y5000 Yp)

Yn, = fn(x7 YI7YZ“"’ Yn)

sistemi ve Y, (Xg) = Y19, ¥2(X0) = Y0, ¥3(X0) = Y3052 ¥ (Xg) = ¥y baslangic
sartlar1 gdz Oniine alinsin ve birinci mertebe diferansiyel denklemlerde anlatilan

Euler sistemi gz Oniine alinarak,

Y1(Xg+h) =y0+hf(Xg. Y105 Y205+ Yno)
Y2(Xg+h) =y, +hf5(Xg, Y105 Y205+ Yno)

Yo (Xg +h) =y,0 +hf, (X0, Y105 Y205+ Yno)
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Seklinde bir adim sonraki ¢éziimleri veren formiiller yazilabilir.

3.8.2. Taylor seri yonteminin sistemlere uygulanmasi

Asagidaki baslangic deger problemini géz oniine alarak

d
izfl(x,ypyz) ¥1(X0) =¥19
dx

d
_dYI =1, (X,y1,¥2) ¥2(X0) = Y29
X

i. noktadaki fonksiyon degerleri belli iken (i+1). noktadaki degerler,

’ h2 ” h3 m
Yiinn =Yt h-yl,i + ? Yii t ? Yii Tt
7 2 ” 3 mw
Yois = Yoi thyo; +? Yoi T Bl Yoi Foeee

Seklinde Taylor seri acilimi yapilarak hesaplanabilir. Formiillerdeki tiirevler
yl’:fl(x,yl,yz) ve y2’:f2(x,y1,y2) denklemlerinden hesaplanir. Genellikle

ikinci tiirev iceren terimlere kadar olan terimler alinarak hesaplamalar yapilir. N

denklemden ibaret sitem ve baslangi¢ degerleri i¢in formiiller;

2
Vi =Yy thy; + B Yii
7 2 ”
Yoi = Y2 thya; "‘7}’2;
7 2 ”
Yn,i+1 = Yn,i + h'Yn,i +?Yn,i

seklinde yazilabilir.



3.8.3. Picard yonteminin sistemlere uygulanmasi

Picard yontemini

Yy =1(x,y,2); y(X¢)=Y,

7 =g(x,y,2); #Xq)=2,

sistemini uygularsak

Yn (x)= Yo+ J f(u, Yo-10Zn-1 )du

X0
200 =70 + [ g(0,y,1,7,-)du
X0
temel formiilleri elde edelir.

3.8.4. Dordiincii mertebe Runge Kutta yonteminin sistemlere uygulanmasi

Dordiincii mertebeden Runge Kutta yontemini

yllzfl(X,y,Z); yl(xo):ylo
Y2,:f2(X’Y’Z); ¥2(X0)=Y20

ynl = fn (X7 y’ Z)e yH (X() ):ynO
sistemine uygularsak

kll = hfl (X()s Yi0: Y2055 yn())
k21 = h-fz(X07 Y10- Y205 yn())

Ky =htf, (X0 Y105 Y205+ Yno)
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olmak iizere

h k
ky, =htf,(x, +5’Y10 +—L y o+

h k
k ,=hf (xg+—,yq+—L,
n2 a (Xg 5 Yio 5 Y2

h k
k3 =hf)(xg +E,Y1o +—12 yy +—22,.

h k
kn3 = h.fn (XO +E, le +

k

h k
k12 :h.fl(XO +5’y10 +_11, y20 +A,..., yl’lO +

2 2
k21
2 2

k21

y O+_,.

2

Ky
2 2
Ky

h k
Ky; :h-fz(xo+5sY10+£,Y20+_v

2 2

Ky
2 2

1
Y1=Yio +g(kn +2Kky, + 2Kk +kyy)

1
Y2=Y2 "‘g(kzl +2ky, +2ky3 +kyy)

1
Yo =Yno +g(knl + 2kn2 + 2kn3 +kn4)

seklinde fonksiyon degerleri elde edilir.

9.

XYY ynO +

.oy ynO +

ey ynO +

12
12y, +—22,.

knl
5 )

knl
2

knl
2

- ¥Yno +

an

2
kn2
2

)

kn2
2

)

.y ynO +

Kyy =hfy (g +h,y10 + K35 Yoo Koz Yo +Kp3)
Koy =hf5(xg +h,¥19 +Ky3. Y20 +Kozses Yoo +Kp3)

Kyq =hi, (Xg +h,y10 +Ky3, Y20 +Kozsees Yoo +Kp3)
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Ornek 3.5: Asagidaki sartlarla X = AX baslangic deger problemini ¢ziiniiz.

5 4
A=-1 O
1 2

3 1
-3 ve X(@0)=|5
1 3

Coziim: A matrisi kdsegenlestirilemez bir matristir bu nedenle A matrisinin

sadelestirilmis Jordan formuna sahip olup olmadigin1 Mathematica programi

yardimiyla bakilirsa A matrisi su sekilde yazilabilmektedir.

P'CP=A
o L 1
2 212 o
o =L Lilo 4
2 2 0 0
1 1 0
Burada
o L 1
2 2
pl=|o =L 1,(::
2 2
1 1 0
seklindedir ve
o 1
2
Y(0)=P'X(©0)=]0 %1
1 1

& = O

1 -1 0|=-1 0 -3

1 1 0 1 2 1
-2 0 0 -1 1 1
0O 4 I|ve P=|1 -1 0
0 0 4 1 1 0

O N|= |~
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Y =CY

i | [=2 0 0]y,
}’2, =0 41 Y2
}’3’ 0 0 4| ]|y;
y/ =2y,
}’2,:4}’2"‘3/3
Y3,=4Y3

Y1/ =-2y; >y, = ae™!

y3, =4y; =>y3= bet

y;(0)=4 ve y;(0)=6 baslangic degerlerini kullanirsak

yl — 4e—2t
y3 = 6e4t
elde edilir.
Y2, =4y, +y;

y2, =4y, + 6e*t
Y2, -4y, = 6e™

Sol tarafin bir ¢6ziimiinii arastirilsin

Yz, -4y, =0=>y, = c(t)e™

yerine yazarsak



c(0).e* +4c(t)e* —4e(t)e = 6e™
c(t).e* = 6et

c(t)=6=c(t)=6t+d

y, = (6t+d).e™

yine baslangi¢ degeri y,(0) =—1 kullamlirsa d=-1 bulunur.

yi= 4e™

y, = (6t—1e™

y3 = 6e4t

olur. X=PY den,

-1 1 1][y,
X={1 -1 0||y,

1 1 0]]y;

-1 1 1 47
X=|1 -1 0[] (6t—1e*

1 1 0f gt

—4e7' + 6te*t +5eM
X =|de?' —6te* +e*

4e7 +6te* —e

59
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X, = —4e 2 +6te* +5¢*

X, =472 —6te’ +e*

X5 =4de ' +6te? —e*

olarak bulunur. Bu problemin analitik ¢6ziimiinii ve bazi sayisal yontemlerle

¢Oziimiinii [0,1] araliginda aym grafik tizerinde gosterelim.

X, i¢in analitik ¢oziimii, Adams yOntemi ile ¢oziimii, BDF yontemi ile ¢oziimii,
Expilicit Runge Kutta yontemi ile ¢oziimii ve Impilicit Runge Kutta Yontemi ile

¢Oziimii ayn1 grafikte gosterilirse asagidaki grafik elde edilir.

x1
600+

500
400
300¢
200}

100}

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 3.1. (6rnek 3.5 X, in ¢oziimii )

Sekil 3.1 de goriildiigii iizere ornek 3.5 deki sistem i¢in X, in ¢oziimleri hemen

hemen ayni egriyi olusturdular yani c¢akistilar. Bunlarin arasinda nasil bir fark

oldugunu gercek ¢oziim ile sayisal ¢oziimlerin farklar1 incelenerek goriilebilir



0.008¢

0.006¢

0.004r¢

0.002¢
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il

0.4 0.8

[

Sekil 3.2.a. (6rnek 3.5 X, in ERK yontemi ile analitik ¢dziimiin farki )

J.00175
0.0015
).00125
0.001
J.00075
0.0005
J.00025

VAN

/\A

N
)

0.4 0.6 0.8

=

Sekil 3.2.b. (6rnek 3.5 X; in IRK ydntemi ile analitik ¢oziimiin fark: )

J.0005

).0004

J.0003

J.0002

J.0001

WMN\/\/\M

0.

2

0.4 0.6 0.8

=

Sekil 3.2.c. (‘6rnek 3.5 X; in Adams ydntemi ile analitik ¢6ziimiin farki )



62

J.00006
J.00005
J.00004
).00003
).00002

J.00001

Sekil 3.2.d. (6rnek 3.5 X; in BDF yontemi ile analitik ¢oziimiin farki )

Sekil 3.1 in sonucu c¢izilen yukaridaki sekiller bize x; i¢in en iyi ¢oziimii bize 600

de 0,00006 hatayla Geri Diferansiyel Formiil yani BDF yonteminin verdigini
gosteriyor. Onu sirastyla 0,0005 hata ile Adams yontemi, 0,00175 hata ile IRK ve
0,01 hata ile ERK yo&ntemleri izlemektedir.

Ikinci olarak x, i¢in analitik ¢oziimii, Adams yontemi ile ¢oziimii, BDF yontemi ile
¢oziimii, Expilicit Runge Kutta yontemi ile ¢oziimii ve Impilicit Runge Kutta

Yontemi ile ¢oziimil ayni grafik ile gosterilirse asagidaki grafik elde edilir.

x2

e ——

0.2

_50 L

-100¢

-150¢

=200

=250

Sekil 3.3. (6rnek 3.5 X, in ¢oziimii )
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Sekilden goriildiigii gibi  x,; i¢in oldugu gibi X, iginde bes ¢dziim cakisti. Yani

yontemler bize bu sistem icin giizel sonuglar verdi. Yine farklar1 incelersek,

0.006¢
0.005¢
0.004¢
0.003¢
0.002¢

0.001¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.4.a. ( 6rnek 3.5 X, in ERK yontemi ile analitik ¢6ziimiin fark )

0.001
J.0008
J.0006
).0004

J.0002

N /\/\/\A
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.4.b. (6rnek 3.5 X, in IRK yontemi ile analitik ¢oziimiin fark: )

0.0003
J).00025
0.0002
J).00015
0.0001
J).00005

il | |

.4 0.6 0.8 1

0.2

Sekil 3.4.c. (6rnek 3.5 X, in Adams ydntemi ile analitik ¢6ziimiin fark:
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0.0003
J.00025

0.0002

J).00015

0.0001

J).00005
o)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.4.d. (6rnek 3.5 X, in BDF yontemi ile analitik ¢oziimiin farki )

X, i¢in en iyi ¢oziimii 600 de 0,0003 hatayla BDF ve Adams yontemleri verdiler.

Son olarakta x5 e bakilirsa

%3
250+
200+
150+
100+

50+

Sekil 3.5. (‘6rnek 3.5 X5 in ¢oziimii )

X; Ve X, i¢in oldugu gibi x, iginde bu bes yontemin ¢dziimii ¢akisti. En iyi sonucu

hangi yontemin verdigine bakilirsa



0.006¢

0.005¢

0.004¢

0.003¢

0.002¢

0.001¢

Sekil 3.6.a. (ornek 3.5 X5 in ERK yontemi ile analitik ¢oziimiin fark: )

0.001
J.0008
J.0006
).0004

J.0002

N /\/\/\/\
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.6.b. ( 6rnek 3.5 X5 in IRK ydntemi ile analitik ¢oziimiin farki )

0.0003
J).00025
0.0002
J).00015
0.0001
J).00005

il | |

6 0.8 1

0.2 0.4 0.

Sekil 3.6.c. (omek 3.5 X5 in Adams ydntemi ile analitik ¢oziimiin fark:
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J.00004

J.00003

J.00002

J.00001

Sekil 3.6.d. ( 6rnek 3.5 X5 in BDF yontemi ile analitik ¢oziimiin farki )

X5 igin ise en iyi ¢dziimii 250 de 0,00004 hatayla yine BDF yontemi verdi.
Digerleri sirasiyla 0,006 hata, 0,001 hata ve 0,0003 hata ile onu izlediler.

Ornek 3.6: X'= AX+W denklemini asagidaki kosullarla ¢oziiniiz ve sistemin bazi

sayisal ¢oziim yontemleriyle yaklasik degerini bilgisayar yardimiyla [0,1] araliginda

hesaplayiniz.
510 t° 5
A=|0 5 1 W=| t X(0)=|7
0 0 5 sint 9
Coziim:

Bireysel denklemler sunlardir

L[5 1 0]x t*
X, =10 5 1|x, [+ t | =
¢ 0 0 5| x5 sint
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Burada gerekli olan en alttan baglayip denklemleri ters sirayla ¢cozmektir.

5-2 1 0

(5-0)*=0 = A=5.1,=5ve ;=5 =
t

x3(t)ZCSt[9+je_SS.sinsds]:x3(t)=
0

(9+i)eSt —isin t —Lcost
16 26 26

t
X, (0= [7+[e.(x(5) +5)ds] =
0

10 e+ 216 te”! +i2(12sint+tcos t)—lt—L
26 5

x, (0= -

25 260 52
t

x, (1) = e5‘[5+je‘55.(x2(s)+s2)ds] =
0

74 5t 1 10 5t 216 2 5t
x; () =G+—=)" +(T+———)te” +—t“e
1O = 263) 7+ 262) 52

—%(5581Ht+37008t)—lt2 —Lt
26 5 25

Mathematica programi yardimiyla (0,1) aralifinda bazi sayisal ¢dziim yontemleriyle

hesaplanan x,,Xx, ve X;iin degerleri ile analitik ¢6ziim sonucu bulunan degerlerin

farklan grafikler yardimiyla incelenirse asagidaki grafikler elde edilir..

Oncelikle x, in analitik ¢oziimiinii ve diger sayisal ¢oziim yontemleriyle bulunan

sonuclar1 bu aralikta grafige aktarilirsa asagidaki grafik elde edilir.
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x1
2500

2000

1500+

1000+

500+t

Sekil 3.7. ( Ornek 3.6 igin analitik ¢oziim ve sayisal ¢oziimler )

Sekil 3.7 de 6rnek 3.6 min analitik ¢oziimii ,Expilicit Runge Kutta, Impilicit Runge
Kutta, Adams ve BDF yontemleri ile ¢oziimiinii aym grafikte gosterildi. Grafikten

goriildiigii iizere bes ¢oziim bir onceki ornekte de goriildiigii gibi cakisti. Sayisal
¢Oziim yOntemleri bize gercek ¢6ziime yakin ¢oziimler verdi. Simdi farklar

incelenirse,

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
A\
03 O‘.4 /\0.6 Ol8 1

Sekil 3.8.a .( 6rnek 3.6 X; in ERK y6ntemi ile analitik ¢oziimiin fark: )
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0.2 0.4 0.6 0.8

=

Sekil 3.8.b .(6rnek 3.6 X; in IRK ydntemi ile analitik ¢6ziimiin fark: )

0.002
).0015

0.001

J.0005

il

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.8.c .( 6rnek 3.6 X; in Adams yontemi ile analitik ¢dziimiin fark: )

0.001
J.0008
J.0006
).0004

).0002

0.2 0.4 0.6 0.8

=

Sekil 3.8.d .( 6rnek 3.6 X, in BDF yontemi ile analitik ¢ziimiin fark: )

X, i¢in en iyi sonucu 2500 de 0,001 fark ile BDF yontemi sagladi onu sirasiyla

0,002 fark ile Adams yontemi, 0,007 fark ile Impilicit Runge Kutta yontemi ve son
olarakta 0,05 fark ile Expilicit Runge Kutta yontemleri izledi.
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Simdi x, nin ¢Oziimii,

X2

2000

1500+

1000}

5007

Sekil 3.9. ( Ornek 3.6 X, icin analitik ¢oziim ve sayisal ¢oziimler)

Yine sekilde c¢oziimlerin ¢akistigimi goriilmektedir. Sayisal ¢coziim yontemleri bize

gercek ¢oziime yakin ¢oziimler verdi. Yine farklan incelersek;

0.04
0.03
0.02
4 0.6 0.8 1

0.2 0.

Sekil 3.10.a .( 6rnek 3.6 X, in ERK yontemi ile analitik ¢6ziimiin fark: )



71

0.005
0.004
0.003
0.002
0.001
AVAYA
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.10.b .( 6rnek 3.6 X, in IRK yontemi ile analitik ¢6ziimiin fark: )

).00175
0.0015
J.00125
0.001
).00075
0.0005
).00025

ANADANN
0.2 0.4 0.6 0.8

=

Sekil 3.10.c .( 6rnek 3.6 X, in Adams yontemi ile analitik ¢oziimiin fark: )

J.0007
J.0006
J.0005
).0004
J.0003
).0002
J.0001

0.2 0.4 0.6 0.8

=

Sekil 3.10.d .( 6rnek 3.6 X, in BDF yontemi ile analitik ¢oziimiin farki )

X, i¢in en iyi sonucu ise 2000 de 0,0007 fark ile yine BDF yontemi sagladi onu

sirastyla Adams, IRunge Kutta yontemleri izledi.



Son olarak da x5 {in ¢dziimiinii bakilirsa,

x3

1200
1000
800
600
400

200

Sekil 3.11. ( Ornek 3.6 X5 i¢in analitik ¢oziim ve sayisal ¢6ziimler)

Cozumler ilk ikisi gibi cakisti. Farklara bakilirsa

).0175

0.015

J.0125

0.01

).0075

0.005
).0025 A/\/\ /\/\
6 0.8 1

0.2 0.4 0.

Sekil 3.12.a .( 6rnek 3.6 X5 in ERK yontemi ile analitik ¢oziimiin fark: )
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0.002
).0015

0.001

).0005 A/\/\N\/\
X /\/\/\/\/\m
0.4 0.6 0.8

0.2

Sekil 3.12.b .( 6rnek 3.6 X5 in IRK yontemi ile analitik ¢6ziimiin fark: )

).0007
J.0006
J.0005
).0004
J.0003
J.0002

J.0001

A/\AAI\/\I\N\

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.12.c .( 6rnek 3.6 X5 in Adams yontemi ile analitik ¢oziimiin fark: )

J.00025
0.0002
J.00015
0.0001

J.00005

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.12.d .( 6rnek 3.6 X4 in BDF yontemi ile analitik ¢oziimiin farki )

X5 Igin ise en iyi sonucu ise 1200 de 0,00025 fark ile yine BDF yontemi sagladi .
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3.9. Mathematicada Bazi Programlar

Expilicit Runge-Kutta yontemiyle 6rnek 3.5 i ¢6zen program;

Solution1=NDSolve|[ { xl' [t] =5%x, [t]+4* x, [t]+3* x5 [t], x, [0]=1,
xz’ [t] =-1*x, [t]-3*x, [t], x,[0]=5,

X5 [t] =, [t] -2% x, [t]+ X5 [t], x5[0]=3},

{X;,X,,X5 }, {£,0,1}, Method — {“ExpilicitRungeKutta” } |

Al= -4*Exp[-2*t] + 6*t*Bxp[4*t] + S*Exp[4*t];

al=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — { “ExpilicitRungeKutta }], AxesLabel — {“t”,”x1”},PlotRange — A11];
Plot[A1,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x1”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A1],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A2= 4¥Bxp[-2*%t] -6*t*Exp[4*(] + Exp[4*t];

a2=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — { “ExpilicitRungeKutta” }], AxesLabel — {“t”,”x2”},PlotRange — A11];
Plot[A2,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x2”}, PlotRange — A11];

Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A2],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A3= 4*Exp[-2%(] + 6*t*Bxp[4*t] -Exp[4*t];

a3=Plot[Evalutuate[First[ x [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“ExpilicitRungeKutta” }], AxesLabel — {“t”,”x3”},PlotRange — A11];
Plot[A3,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x3”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A3],{t,0,1}, PlotRange — A11];
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Impilicit Runge-Kutta yontemiyle 6rnek 3.5 i ¢ozen program;

Solution2=NDSolve|[ { xl' [t] =5%x, [t]+4* x, [t]+3* x5 [t], x, [0]=1,
X, [t] = -1%x, [t]-3% x, [t], x,[0]=5,

X5 [t] =x, [t] -2% x, [t]+ X5 [t], x4 [0]=3]},

{X,,X,,%5 }, {t,0,1}, Method — {“1mpilicitRungeKutta”}]

Al=-4*Exp[-2*t] + 6*t*Exp[4*t] + S*Exp[4*t];

al=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — { “1mpilicitRungeKutta” }1, AxesLabel — {“t”,”x1”},PlotRange — A11];
Plot[A1,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x1”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A1],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A2=4*Exp[-2*t] -6*t*Exp[4*t] + Exp[4*t];

a2=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“1mpilicitRungeKutta” }1, AxesLabel — {“t”,”x2”},PlotRange — A11];
Plot[A2,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x2”}, PlotRange — A11];

Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A2],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A3= 4*Exp[-2%(] + 6*t*Bxp[4*t] -Exp[4*t];

a3=Plot[Evalutuate[First[ x [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — { “1mpilicitRungeKutta” }1, AxesLabel — {“t”,”x3”},PlotRange —» A11];
Plot[A3,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x3”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A3],{t,0,1}, PlotRange — A11];



Adams yontemiyle ornek 3.5 i1 ¢bzen program;

Solution3=NDSolve|[ { xl' [t] =5%x, [t]+4* x, [t]+3* x5 [t], x, [0]=1,
X, [t] = -1%x, [t]-3% x, [t], x,[0]=5,

X5 [t] =x, [t] -2% x, [t]+ X5 [t], x4 [0]=3]},

{X[.X,. %5 }» {£.0,1}, Method — {“Adams”}]

Al=-4*Exp[-2*t] + 6*t*Exp[4*t] + S*Exp[4*t];

al=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“Adams”}], AxesLabel — {“t”,”x1”},PlotRange — A11];
Plot[A1,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x1”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A1],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A2=4*Exp[-2*t] -6*t*Exp[4*t] + Exp[4*t];

a2=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“Adams”}], AxesLabel — {*“t”,”x2”},PlotRange — A11];
Plot[A2,{t,0,1},AxesLabel — {*“t”,”x2”}, PlotRange — A11];

Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A2],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A3= 4*Exp[-2%(] + 6*t*Bxp[4*t] -Exp[4*t];

a3=Plot[Evalutuate[First[ x [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“Adams”}], AxesLabel — {“t”,”x3”},PlotRange — A11];
Plot[A3,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x3”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A3],{t,0,1}, PlotRange — A11];
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BDF yontemiyle 6rnek 3.5 i ¢zen program;

Solution4=NDSolve|[ { xl' [t] =5%x, [t]+4* x, [t]+3* x5 [t], x, [0]=1,
X, [t] = -1%x, [t]-3% x, [t], x,[0]=5,

X5 [t] =x, [t] -2% x, [t]+ X5 [t], x4 [0]=3]},

{X[.X,. %3 }» {£.0,1}, Method — {“BDF"}]

Al=-4*Exp[-2*t] + 6*t*Exp[4*t] + S*Exp[4*t];

al=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“BDF”}], AxesLabel — {“t”,”x1”},PlotRange — A11];
Plot[A1,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x1”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A1],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A2=4*Exp[-2*t] -6*t*Exp[4*t] + Exp[4*t];

a2=Plot[Evalutuate[First[ x, [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“BDF”}], AxesLabel — {*“t”,”x2”},PlotRange — A11];
Plot[A2,{t,0,1},AxesLabel — {*“t”,”’x2”}, PlotRange — A11];

Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A2],{t,0,1}, PlotRange — A11];

A3= 4*Exp[-2%(] + 6*t*Bxp[4*t] -Exp[4*t];

a3=Plot[Evalutuate[First[ x [t]/.solution1]],{t,0,1},

PlotLabel — {“BDF”}], AxesLabel — {“t”,”x3”},PlotRange — A11];
Plot[A3,{t,0,1},AxesLabel — {“t”,”x3”}, PlotRange — A11];
Plot[Abs[Evaluate[First[ x, [t]/.solution1]]-A3],{t,0,1}, PlotRange — A11];
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BOLUM 4. SONUCLAR

Kitaplarda ve diger dokiimanlarda teorik denklem sistemleri oldugu halde yasanilan
hayatta daha cok sayisal ¢oziimlerle karsilasilmaktadir.. Adi tiirevli pek cok
diferansiyel denklemin analitik ¢oziim yontemi olmasina karsilik, bir ¢ogununda
bilinen yontemler yardimiyla ¢6ziimii ya miimkiin olmamaktadir yada ¢ok zor
olmaktadir. Sayisal coziimler her ne kadar siirekli fonksiyonlar ve bunlarin
diferansiyel denklemleri kadar saglikli sonu¢ vermeseler ve hata igerseler bile giinliik

hayatta ¢cok kullanilmalan dolayisiyla bu ¢6ziim yontemler irdelenmistir.

Ozellikle son yillarda gelisen teknoloji sayesinde bilgisayar ile ¢oziim yapabilme
imkanlarinin artmasiyla, elemanter yontemler yardimiyla integral hesabinin ¢ok zor
oldugu bazi sistemlerin sayisal ¢oziim yontemleriyle ¢6ziimii miimkiin olmaktadir.
Bu yontemlerin bazilar1 analitik ¢éziimlere oldukca yakin sonuclar vermektedir. Her
yontem her sistem ic¢in uygun olmasa bile bazi programlar sayesinde en uygun
yontem secilerek isleme devam etmek miimkiin olmaktadir. Bu calismada bu

yontemleri irdelemeye calistik.

Boliim 3 de bulunan 6rnek 3.5 ile bir homojen bir sistemin ¢oziimii yapildi ve
sayisal ¢oziim yontemleriyle incelendi. Bu problem i¢in bulunan  x,,x, ve X5 iin
analitik ¢oziimii ile Mathematica programi yardimi ile bulunan sayisal ¢6ziimiiniin
farklarini ayr1 ayr1 her yontem i¢in grafik halinde inceledik. Bu 6rnekte ki x; i¢in en
iyi sayilacak coziimii Geri Diferansiyel formiil yani BDF yontemi sagladi. Benzer
sekilde x, icin BDF ve Adams yontemlerinin ikiside iyi ¢oziimler liretirken x; i¢in
ise en iyi ¢coziimii yine BDF yontemi sagladi. Bu 6rnek sonrasinda da 6rnek 3.6 ile
homojen olmayan bir sistem ¢oziildii ve incelendi. Bu ¢oziim sonucunda da

X|,X, Ve X; i¢ineniyi sonuglart BDF yontemi sagladi.
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