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OZET

Anahtar kelimeler: Ozdeger problemleri, ters 6zdeger problemleri.

Invers 6zdeger problemleri kendi baslarina énemli olduklar1 gibi pratik
bagka Onemli uygulamalara da sahiptir. Parabolik ve hiperbolik
diferansiyel denklemlerin parametre belirlemeleri ve grating teori de
bunlarin kullanim alanlarindan bazilaridir.

Biz bu ¢alismamizda kanonik sturm-liouville 6zdeger problemini ¢esitli
smir kosullart i¢in analiz ettik. Sayilabilir sayida A, 0zdegerinin

bulundugunu, bunlara ait asimptotik formiilleri teoremleriyle beraber



ispatladik. Bundan sonra da ters probleme yani 6zdegerlerin bilinmesi
halinde potansiyel fonksiyonun belirlenmesi isini yaptik.

Son kisimda da nilimerik islemlerle @ potansiyelinin nasil elde
edilecegini 6rneklerle gosterdik.

INVERSE EIGENVALUE PROBLEMS

SUMMARY

Key Words: Eigenvalue problems, Inverse eigenvalue problems.

Inverse eigenvalue problems are not only interesting in their own right
but also have important practical applications. Other applications appear
in paramater identification problems for parabolic or hyperbolic
differantial equations and in grating theory.

We will study the canonical Sturm-Liouville eigenvalue problem some
different boundary conditions. We will prove that there exists a
countable number of eigenvalues A, of this problem and also obtain

some asymptotic formula for eigenvalues.

We also study inverse problem , i.e, we are given the eigenvalues A, and
then determine the potential function q(X).

Finally in last section we use some numerical procedure and obtain some
results with examples.



BOLUM 1. GIRIS

Oncelikle ters problemleri ¢esitli &rneklerle taniyarak —bizim
problemimizin yerini belirtmek istiyoruz. Ise bazi basit ters problemleri

orneklemekle basglayalim.

1. n. dereceden p(X) polinomunu, X,X,,...,X, koklerine sahip bir
polinom olarak belirlemek, verilen bir p(X) polinomunun koklerini

bulma isleminin tersi bir problemdir.

2. A matrisi nxn lik reel simetrik bir matris olsun. N tane 4,,4,,...,4,

reel sayilar verilsin. Oyle bir D kdsegen matrisi bulalim ki A+D matrisi

A Ay .. Ay sayllarimi 6zdeger kabul etsin. Bu problem A+D matrisinin

0zdegerlerini hesaplama isinin ters problemidir.
3. Ters sagilma problemi:

Verilen bir yogunlukta sesin veya elektromanyetik dalgalarinin bir
objeden sacilmasindan yararlanarak sagan nesnenin seklini(formunu)

belirlemek.

Sekil 1.1. u' dalgasinin D objesinden sagilmasi

Buna ait direkt problem ise D objesi verilip sacilan dalgay1 belirlemekti

DcR" n=2veya3 0D diizgiin smirina sahiptir. u' gelen dalgasi



"% k>0 dalga sayisi 0 birim vektdr gelen dalganin yoOniinii

belirleyen vektordiir.

Direkt problem u=u'+u® toplaminmn degisim alanmi (u' gelen u°

sacilan dalgadir) Au+k*u=0 6D smirinda u =0 dir.

_(n+1)

S
v —iku® :O(r 2] r=[x/— oo

or

Son esitlik radyasyon sart1 olarak bilinir ki
Us(x) = mﬂx')uw(ﬁ) ; o[|x|(nf)j X —> o0
M=

asimptotik davranigina sahiptir. Burada X :ﬁ dir.
X
Invers problem U_(X) uzak ¢oziim degerleri belli ise D seklini

belirlemektir.

4.  Abel integral denklemi

Cix=w(y)

Po X

Sekil 1.2. I" egrisi

I verilen egrisi iizerinde h>0 yiiksekliginde p, noktasindan p,

noktasina (h =0 seviyesi) bir partikiil element yer ¢ekimi etkisinden

baska (mg) bir kuvvetin olmadig1 bir hareket i¢indedir.



Direkt problem verilen I' egrisi iizerinde p, den p, a gelis zamani T yi
belirlemektir. T =T(h) olup ters problem T(h) belli ise T" egrisini

bulmaktir.

't x=y(y) ise P(y(y),y)
E+U:%v2+mgy:sabit:mgh % v=42g(h-Yy)

ds _t [ley'y)
T=T(h)= 4 h>0
5[ o\ 29(h— Y)

w(y) =+1+y¥'(y)° f(t)—(f dersek

'—-

V) gy=fhy  h>0

S ey >
=0
|
<

Abel integral denkleminin ¢oziimii gerekmektedir.

Bu denklemin uygulamalar1 i¢in R.Corenflovand S.Vessella [1]

basvurulabilir.

5. Ist transferi problemi

U (x,t)  0’U(xt)
ot ox?
u(x,0)=u,(x) 0<x<1 baslangic smir deger probleminin klasik

bir boyutlu 1s1 denklemi  u(0,t)=u(l,t)=0

¢Oziimiinii bulmak diiz problemdir. Yani, T anindaki sicaklik miktarini
U(,T), u, baslangic sicakligi bilindiginde belirlemektir. U(.,T)
bilinmesi halinde u, veya t<T anindaki sicakliklar1 belirlemek ise ters

problemdir.

6. Homojen olmayan ortamlarda difilizyon problemi de parametre

belirleme problemi gibi ters bir problemdir.



7. Sturm-liouville problemi

L uzunlugunda p=p(x)>0 0 <x<L kiitle yogunluguna sahip bir

telin x=0 ve x=L de sabitleyelim.

v(x,t) t0 0<x<L i¢inx noktasnda t aninda yer degistirme ise

OV(X,t)  0*v(x,t)

e v 0<x<L >0

p(X)

v(o,t) =Vv(L,t)=0 t>0 dalga denklemini
v(x,t) =w(x)[aCoswt + bSinwt] @ >0 frekanstir.

W(X) icin Sturm-liouville 6zdeger problemi

W'(X)+ @’ p(X)W(X) =0 0<x<L w(0)=w(L)=0
direkt problem, p(X)bilindiginde w 0&zdegerlerini 6zfonksiyonlarini

bulmaktir.

Ters problem ise W, " belli iken p(X) belirlenmesidir.

Bu oOrneklerin hepsini K(x)=y gibi bir operatdr denklemle verebiliriz.
Direkt problem K operatoriinin x verildiginde X model uzayinda

uygulamaktir. Tersi ise K(x)=y denkleminden x’i ¢ozmektir.

Direkt problem x ve K operatorii verilip K(x) 1 hesaplamaktir. Ters

problem y ve K verilip x’i K(x)=y denkleminden ¢6zmektir.

Ters problemde K’nin taniminda K operatdriiniin tanim ve deger
kiimelerinin bilinmesiyle miimkiindiir. Sonlu boyutlu , sonsuz boyutlu,

lineer ve lineer olmayan operatdrler bilinen farkliliklardir. Genelde K(x)



in hesaplanmast smir deger problemini ¢ozmektir veya integral

hesaplamaktir.

BOLUM 2. TERS OZDEGER PROBLEMLERI

2.1 Giris

Ters Ozdeger problemleri, kendi basina 6nemli oldugu gibi aym
zamanda baska onemli pratik uygulamalara da sahiptirler [2]. Parabolik
yada hiperbolik diferansiyel denklemler i¢in parametre tayin etme
problemlerinde (Bkz. [4,7,10] ) sik¢a goriilen ters problemler grating
teoride de ortaya c¢ikar ( [3]) ve daha bir ¢ok problemlerde uygulama

sahasina sahiptir.

Biz bu ¢aligmada, Sturm-Liouville 6zdeger problemini kanonik formda

inceleyecegiz. Direkt problem,

_d ;l:((zx) +g(X)u(x)=Au(x), 0=<x<1

(2.12)
u0)=0 ve hu'(l)+Hu()=0,

(2.1b)
ile verilen smir deger probleminden A Ozdegerleri ve u=0

ozfonksiyonlarini belirlemektir.

Burada qeL’(0,]) ve h*+H?>>0 h H eR olarak verilmistir. Bu

boliimde biitlin  fonksiyonlarin gercel (reel) degerli olduklarini

varsaylyoruz. Bazi uygulamalarda, 6rnegin grating teoride, q karmasik

(kompleks)-degerli fonksiyonlarin ayni zamanda pratik bir dnemi de



vardir. Esas itibariyle, bu bolimiin biitiin sonuglari, gnun karmasik-

degerli olmasi halinde de dogrudur. (2.1a), (2.1b), 6zdeger problemi w
icin daha genel 6zdeger probleminin 6zel bir durumudur. Yani

%[p(t)%) + [or®—g®]wy =0, telab],

(2.2a)
a,wW'@)+ pg,w@)=0, a,w'b)+ g,wb)=0
(2.2b)

Burada p,r ve g te[a,b] i¢in p(t) >0 ve r(t) >0 ile verilen fonksiyonlardir
ve a,,a,,p..p, €R a,+p,°>0 ve a, +p,°>0 ile sabitlerdir.

Bununla birlikte, eger g e Cl[a,b] ve p,reCz[a,b] varsayarsak, o zaman

Liouville transformasyonu (2.2a), (2.2b) ters 6zdeger problemini (2.1a), (2.1b)

kanonik forma gevirir. Ozel olarak

r(t) 1/4 ;
o(t) = o’ ft)=[poyr)]™, L= ja(s)ds, (2.3)

tanimlarsak
x:[a,b] = [0,1] monoton fonksiyon
1 t
X(t) = Ijc;(s,)ds, tela,b], (2.4)
ve u:[0,]] >R yeni fonksiyon

u(x) = fEeowtx), xe[o.1],

t =t(X) ; X=X(t) ’nin tersi

olarak verilirse hesaplamalar sonucunda, A=L"p ,

00— Lzlg(t>+ f(t)(p(t)f'(t)”
t=t(x)

r® rol fo’

(2.5)
olur.
Ayni1 zamanda (2.2b) smir kosullarinida, kolaylikla asagidaki sekle doniistiigiini

goruriz.



h,u'(0)+ H,u(0)=0 ve hu'()+H,u1)=0 (2.6)
Burada
h, =a,c(a)/(Lf(@)) ve H,=p./f(@)—a,f (a)/f(a)’ dir.
Benzer tarzda

h,,H, verilir. a yerine b konur.

Bu boliimde, biz sadece (2.1a), (2.1b) kanonik Sturm-Liouville 6zdeger
problemini inceleyecegiz. ilk etapta, h=0 durumunu detayli bir bicimde
inceleyecegiz. Bolim 2.3’in sonunda h =1 halini kisaca tartisacagiz. Bolim

2.3’te bu problemin sayilabilir sayida A, 6zdegerini ve ayn1 zamanda asimptotik
formunu(formiil) verecegiz. q gercek-degerli oldugu icin, problemin kendine es

ve sayilabilir sayida 6zdegerinin varligi, fonksiyonel analizin genel spectral

teoreminden elde edilir. (Bkz.sayfa 21 Teorem).

Bu genel teorem, 6zdegerlerin sonsuza gitmesini gerektirdiginden, yakinsama
hiz1 hakkinda daha fazla bilgiye ihtiyacimiz vardir. Asimptotik davranisinin
formiiliiniin  ispatindaki temel faktor, |4 | sonsuzluga gittiginden, (2.1a)
diferansiyel denklemin temel sistemin asimptotik davranisi olacaktir. Biitiin veri
ve Ozdegerler reel degerli oldugu halde, kompleks analizden ¢ikan sonuglari,
0zellikle Rouché teoremini kullanacagiz. Bu, temel sistemdeki A parametresinin
kompleks (karmasik)-degerli olmasina izin verilmesini gerekli kilar. Temel

¢Oziimiin varlig1 ve onun asimptotik davranisi sonraki kismin konusu olacaktir.

Boliim 2.5 ters probleme ayrilmustir: A, 6zdegerleri verildiginde q fonksiyonunu

bulunacaktir. Boliim 2.6’te ters spektral problemlerin, parabolik baslangic deger
problemi icin, bir parametre belirleme probleminde nasil ortaya c¢iktigini
gosterecegiz. Son olarak Boliim 2.7 de Rundell ve digerlerinin (Bkz. [6,8,9]) ileri

siirdiikleri ¢ ’niin bulunmasinin sayisal ¢oziimleme islemlerini inceleyecegiz.

Bu boliimii asagidaki 6rnekte goriilecegi gibi negatif bir sonug ile bitiriyoruz.

Ornek 2.1.



—u"(x) +q(x)u(x) = Au(x), 0<x<I, u(0)=0, u(d)=0 probleminin A bir

0zdegeri ve U bir 6z fonksiyonu olsun.

O zaman A 6zdegerine uygun ( asagidaki denklemin v(X) := u(l — X) olan bir 6z

fonksiyonudur.
-V (X)+ GE)VE) = AV(X), 0<x<l,Vv (0)=0, v (1)=0
q(x):=0q(-x)

Ileride gdrecegimiz gibi q fonksiyonunun tek olarak belirlenebilmesi i¢in X :%

ye gore ¢ift bir fonksiyon olmasi gerektigi veya eger ikinci bir spektrumu
biliyorsak (yani u (1)= 0 dan farkli sinir kosuluyla bulunan spektrum) g tek tiirlii

bulunabilir.

2.2. Temel Sistemin Olusturulmasi

Lineer diferansiyel denklemeler teorisinden bilindigi ilizere asagidaki baslangi¢
deger problemleri, her 4 € C ve her reel veya kompleks-degerli q e C[O,l] icin

tek ¢6ziimii vardir.

—u/+q()u, = Au,, 0<x<l, u;(0)=1 u;(0)=0 (2.72)
—uy+q(x)u, =Au,, 0<x<l, u,(0)=0 u}(0)=1 (2.7b)

g e L*(0,1)’in varlik ve tekligi ise Teorem 2.4’de gosterilmektedir. { u,,u,}

fonksiyonlar kiimesine —u”+qu =Au un (0,1) de diferansiyel denklemlerin

temel sistemi adi verilir. u,ve u, fonksiyonlar1 lineer bagimsizdir ciinkii

Wronskian determinanti
ul u2 ' ’ .
[u,u]:=det| ! 2 l=uul—uu,=1 dir (2.8)
ul u2

Bu,



d " ", .
&[ul,uz]:ulu2 —ulu, =u,(q-A)u, —u,(q—Au, =0 ile [ u,,u, ]©) =1

’den

goriilmektedir. u,,u, fonksiyonlari A ve q’ya baghdir. Bu baghligi ¢ogu zaman
L . . g . 2 .o . oq o .
u; =u;(,4,9), j=1,2 seklinde ifade edebiliriz. g € L"(0,1) i¢in denklem ikinci

dereceden siirekli tiirevlenemez ancak Sobolev uzayinin bir elemanidir.

r>0 i¢in H'(0,27) Sobolev uzayi;

H"(0,27) = {z ae" : Z(l + kz)'|ak |2 < oo} ile tanimlanir.

kez kez

H°(0,27) , L*(0,27) ile gaksr.
H* O :={ueC' 01w =a+[vtdt , aeC vel’ (0]}
0

Vicin u” e L*(0,1) yazariz.

En onemli 6rnek =0 oldugu durumdur. Bu durumda (2.7a) ile (2.7b)’yi1 agik

olarak ¢6zebiliriz.
Ornek 2.2.

g =0 olsun. (2.7a) ve (2.7b)’nin ¢ozlimleri,
U, (X, 2,0) = cos(vAX) ve

u,(x, 1,0) = &*fx) dir. (2.9)

N

S > cos(SX) ve S>> sin(sX)/s ¢ift fonksiyonlardir.



Herhangi bir g e L*(0,1) icin temel ¢dziimlerin |ﬂ| sonsuza gittigi zaman (2.9)

¢Oziimii gibi davrandigim1 gorecegiz. Bundan sonraki teoremin kaniti igin,

asagidaki Lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 2.3.

qeLl*0,)ve k,k e C[0,1] olmak tizere Oyle bir x> 0 reel sayis1 vardir ki biitiin
7 €[0,1] igin

‘Iz(r) |£exp(,ur) ve ‘k(r) |£exp(,uz') dir.

K,K :C[0,1]— CJ0.1], operatorleri her biri sirasiyla Iz(x—t)q(t) ve
k(x—t)q(t) c¢ekirdekli Volterra integral operatorleri olsunlar. Bu halde biitiin

¢ € C[0,1] ve n e N ig¢in asagidaki esitsizlikler dogrudur.

7 1Anzx
\KKM¢QAQMLﬁqu)y, 0<x<1 (2.10)

Burada §(x) = I|q(t)|dt dir.
0

Eger ¢ e C[0,]] ayn1 zamanda tim 7 € [O,I]igin | o(7) |S exp(ur) ifadesini

saglarsa biitiin n € N igin
\RKM¢ujs%qufem,osx31 2.11)
n!

ifadesini elde ederiz.
Ispat:

Ispat1 tiimevarim ydntemiyle yapacagiz.

n=1 igin

ot -

[K(x-vame(dt




<l [ acjdt <] e a0
0

elde ederiz.

Simdi keyfi bir n i¢in (2.10)’nun dogru oldugunu kabul edelim bu ayni1 zamanda

K =K iginde dogru oldugundan

X

‘IZK “(p(x)\ < [er*aK "p(b)dt

0

G(t)" dt

1 X
<ll, e [la®
: 0

dogrudur.

Son integrali

A n X"! A n 1 Xd A n+
d(H"dt = [§'(Ha®)" dt =—— [ (GO )dt
0 n+1s dt

ilq(t)

:Lq(x)”+1 ile hesaplariz.
n+1

Buise (2.10) un (n+1) i¢in ispatidir. (2.11) ispat1 i¢in, sadece 1. adim

‘IZgo(x)( < Ie“(x“)e“‘|q(t)|dt < e™§(x)

0
seklinde ifade etmemiz yeterlidir.
Kalan kisim, ayni1 sekilde ispatlanir.

Simdi  u;,j=12, icin  baslangic deger probleminin Volterra integral

denklemlerin denkligini ispatlayacagiz.

Teorem 2.4.

qeL’*(0,])ve 1 C olsun.

(a) u,,u, € C[0,1] asagidaki Volterra integral denklemlerinin ¢dziimleri iseler
u,,u, € H*(0,1) (2.7a) ve (2.7b) nin ¢dziimleridir.

sin \/I(X —-1)
Vi

U, (X) = cos(~/AX) +i q(t)u, (t)dt, (2.12a)



u,(X) = +

SIH\/_X ism\/_(x Yau,dt, 0<x<l dir.  (2.12b)

(b) (2.12a) ve (2.12b) integral denklemler ile (2.7a) ve (2.7b) baslangi¢ deger
problemleri tek tiirlii ¢oziilebilir. Coziimler, Neumann serileri ile temsil edilir. K

integral operatorii olmak iizere

“sinvA(X—t)

Ko(X) = !Tq(t)(p(t)dt, x €[0,1] (2.13)
ve
C(x):= cos(\/zx) ve S(X)= %\//?X) olsun. (2.14)
O halde
=iK”C ve u, :iK”S dir. (2.15)

Biitiin sinithh A =< C ve Q < L*(0,1) kiimeler icin seriler diizgiin olarak yakinsar,

(x,4,9) €[0,1]x A xQ i¢in diizgiin yakinsak olurlar.

Ispat:

(a) f,g e H?(0,]) i¢in kismi entegrasyonun asagidaki bi¢imini kullanacagiz.

f[ fF'g® - (g MIdt =[f'(Dg(®) (2.16)

Sadece U, i¢in ispat yapacagiz. U,, (2.7a)’nin bir ¢dzlimii olsun.

O halde

iS(x —t)q(t)u, (t)dt = JX' S(x—0)[Au, (t) +u/(t)]dt

u, (O[AS(X —t) + S"(x — )] dt

=0

I
O Sy <




=u,(X) — cos(v/AX) dur.

Diger taraftan u, € C[0,]1] (2.12a) integral denklemin bir ¢6ziimii olsun.

O halde u, hemen hemen her yerde tiirevlenebilir ve
U/ (X) = =/ sin(x/Ax) + j cosv/A(x —t)q(t)u, (t)dt dir.
0

Burdan u; nn siirekli ve hatta hemen hemen her yerde tiirevlenebilir oldugunu

gozlemleriz. Ve

u/(x) = =4 cos(v'Ax) + q(x)u, (X)
- fﬁ sin /A (x—t)q(t)u, (t)dt

=— AU, (X) +a(x)u, (X)
ifadesi s6z konusu iddiayr kamitlar. Ciinkii sag taraf L°(0,1) sinifindan

oldugundan iddiamiz1 dogrular ve baslangi¢c kosulu agikca saglanmaktadir.

(b)  Biitin k(r)=cos(Ar), k(r)=sin(Wir) ve Kk(r)=sin(vir)/vA
fonksiyonlarinin re[O,l] i¢in /J:‘Im\/z‘ ile |k(r)|£exp(,uz') sartlarini

sagladigin gdzlityoruz. Bu, ilk iki fonksiyon icin agiktir. Ugiinciisii icin

sm(\/_ AT)

f .[ ‘COS(\/_S)‘ ds = J.COSh(,US)dS <e” den dogar.

k(r) = sin(\/zr)/ VA olmak iizere k(x—1t)q(t) ¢ekirdekli K integral operatorii

lizerinde ¢alismak zorundayiz. K =K ile Lemma 2.3’¢ basvuruyoruz. (2.10)

tahmini, yeterince biiyiik n i¢in, ayni bicimde g€ Q ve 4 € A icin

o< 90 <1




saglar. Bu yiizden, Neumann serileri yakinsak olurlar (asagidaki teoreme bakiniz)

bu da (b) sikkinin ispatidir.

Teorem 2.4.1: Neumann Serisi

X R veya C de tanimli Banach uzay1 ve

K:X — X lineer siurlt bir operator
. nlt/n .
lim supHK H <1 1se
n—oo

O zaman | — K tersi alinabilirdir.

00

Z K" Neumann serisi operatér norma gore yakinsaktir ve
n=0

D K" =(1-K)" dir.
n=0

3 sart1 saglanir. )

(Eger me N icin ‘

n—o0

Onceki teoremin integral ifadesi, keyfi ’niin durumunu =0’ 1n durumuyla

karsilastirmak suretiyle temel sistemin asagidaki asimptotik davranisini verir.

Teorem 2.5.

geL’(0,))ve 21 eC olsun ve u,,u, temel sistem olsun, yani, sirasiyla (2.7a) ve
(2.7b) baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimleri olsun. Biitiin x €[0,1] i¢in

asagidakiler dogrudur.

U, (X) — cos(v/Ax)| < x)‘ ‘ ‘eprIm\/_ ‘x+ | |q(t)|dtJ (2.17a)



00— s1nE\//_; X) _eprIm\/_ ‘x +f |q(t)|dt] (2.17b)
‘ul’(x) 2 sin(ﬁx)‘ < exp(‘lmﬁ‘x 4 I|q(t)|dt], (2.17¢)
Ul (X) - cos(ﬁx)‘ < ﬁ eprIm \/ﬂx + I|q(t)|dt], (2.17d)

Ispat: Yine Neumann serilerini kullamyoruz ve C(7):= cos(\/zr) ve

S(7):=sin(v/Ar) /A tammliyoruz. K, gekirdegi q(t)sin(+A(Xx—1t))/v2

integral operator olsun. Sonra

U, (X) — cos(v/Ax)| < x)‘ \K C(x)| dr.

Simdi Iz(r) = sin(\/zr) ve Kk(r)= sin(x/zr)/ Ja koyuyoruz ve K ile K
araciligiyla, sirasiyla I?(X—t) ve k(x—t) c¢ekirdekleri olan Volterra integral
opratorlerini belirtiyoruz. O zaman K" = 1 KK™ ve Lemma 2.3 ile kisim

Ja

(b)’nin yardimiyla sonug¢landirtyoruz. n>1 igin
‘K nC(x)‘ < ;(“q(tﬂdt] eprIm\/z ‘X) dir. Simdi, toplama istenilen
s

tahmini verir.

u,(x)— cos(\/_x)‘ ‘ ‘exp(‘lm\/_‘x+j|q(t)|dt]

|S(X)| ‘ \/_‘ exp(‘lm\/_ ‘X)\ den dolayi, ayni1 deliller, (2.17b)’yi de ispatlar.

(2.12a) ve (2.12b) integral denklemlerin tiirevini alarak asagidaki denklemleri

elde ederiz.

U/ (X) + v/ 2 sin(v/Ax) = Icos VA (x =gty (t)dt,

U’ (X) — cos(vAX) = .X[cos VA (x = t)gtyu, (t)dt.



Simdi de daha énce yaptigimiz gibi K ve K operatorlerinin gekirdekleri

g(t)cos Ja (x—1) olacak sekilde yeniden tanimlayalim.

U/ (x) + v/ 4 sin(v/Ax) = Ri K"C

U’ (X) — cos(vAX) = Kf: K"S

ve Lemma 2.3, kisim (b) yi tekrar kullaniriz. (2.17c) ve (2.17d) elde ederiz.

Gelecek  kisimda, Ozfonksiyonlarm q ve A ya gore  stirekli

tiirevlenebilirliklerinin kabuliine ihtiyacimiz olacaktir. X ve Y Banach uzaylar

arasinda Fréchet tiirevi kavramina da ihtiyacimiz olacaktir.
Fréchet Tiirevi 2.5.1.

Normlu uzaylar arasinda lineer olmayan doniisiimlerin lineerlestirilmesi
hususunda 6nemli bir kavram olan Fréchet tiirevinden bahsedecegiz. Siirekli ve

diferansiyellenebilir olma bu tanimla izah edilebilecektir.

Tammm: X ve Y reel veya kompleks normlu uzaylar olsun. U — X agik bir alt

kiimesi XeU ve T: X DU — Y lineer olmayan bir operator olsun.

(a) Sayet ||X - )?” <0 igin ||T(X) —T()?)” < ¢ olacak sekilde her & >0 sayisina

karsilik 6 > 0 sayisi bulunabiliyorsa T, X de siireklidir.

(b) XeU igin T diferansiyellenebilir deriz. Eger X’ya baglh lineer sinirh

A: X —Y operatori

h—0

limﬁHT(k +h)-T(%)— Ah|=0 ise

T'(X):=A yazanz. T'(X) e L(X,Y) dir.



(c) Eger X’min V komsulugunda T Fréchet tiirevlenebilirse ve
T':V > L(X,Y) X’da siirekli ise XeU’da T donisimii Fréchet siirekli
diferansiyellenebilirdir deriz.

Siireklilik ve diferansiyellenebilme X ve Y ’deki normlara baghdir. Eger T,
X ’da diferansiyellenebilirse (b) sikkindaki lineer sinirli T operatorii tektir. Yani

T'(X):=A iyi tammhdir. Eger T, x’de diferansiyellenebilirse x’de ayni

zamanda siireklidir. X =K" ve Y =K™ ise bu 6zel halde lineer sinirli T'(x)

doniisiimii Jacobianden ibarettir.
Ornek 2.5.2: integral Operatorii

f:[c,d]x[a,b]xC — C argiimanlarina gore siirekli ve siirekli tiirevlenebilsin.
T :C[a,b] > C[c,d]

b
TX)() = I f(t,s,x(s))ds, te[c,d],xeC[a,b]

seklinde tanimlansin. T siirekli Fréchet tlirevine sahiptir ve asagidaki sekilde

ifade edilir.
T'(X)2)(t) = j % f(t,s,%(s))z(s)ds, t e[c,d], X,z € C[a,b]

Asagidaki teorem Fréchet tiirevinin 6zelliklerini vermektedir.
Teorem 2.5.3.

(@) T,S: X >U —»Y xeU icin Fréchet diferansiyellenebilsin. O zaman T + S

ve AT de A1eK icin  Fréchet  diferansiyellenebilirdir  ve
T+S)(X)=T'(X)+S'(X), (AT)(x)=AT'(x) dir.

(b) Zincir kurali: T: X o2U >V cY ve S:YDOV —>Z xeU ve T(x)eV
icin Fréchet tiirevlenebilsinler. O zaman ST de x de Fréchet tiirevlenebilirdir ve

(STY(=S'TENT'(9) €L(X.Z) dir

elL(Y,Z) eL(X.)Y)



=12 i¢in (4,q) > u;(.,4,9) Cx L*(0,1)den C[0,1] ye bir déniisiim olsun. Bu
doniigtimleri yine U; ile gosterip asagidaki teoremi ispatlariz.

Teorem 2.6.

. 2 C_ . . - .
u;:CxL°(0,1) > C[0,1], j=12, sirastyla (2.7a) ile (2.7b)’nin ¢oziimleri

olsunlar. Asagidaki ifadeleri elde ederiz:

(a) u; streklidir.

(b) u. siirekli bir bigimde her (i, 4) e Cx L*(0,1) igin F-tiirevlenebilirdir.

]

0 A o
auj(ﬂﬁaq):uj,ﬂ('aﬁaq)a (2183)
A%~
0 A A :
a_quj('ol:q)(q):uj,q(-:ivq) dir. (218b)

u jJ(.,/?:,d) ve U, (,A,6), j=12 icin asagidaki sinir deger problemlerinin
¢Ozlimleridirler.
—(U )"+ @=ADuy, =46 (0D de

Ujz (0)=0, (uj,/l)’(o) =0,

(2.19)
—(U; )" +(@=Auyg =-qu;(,4,0)  (0,1)de
Ujq(0)=0, (u;4)'(0)=0,
ayrica , biitiin X € [0,1] i¢in asagidakileri elde ederiz:
Juy®dt=[u;,,u;100, j=12, (2.20a)
0
Ju u,®dt=[u, 0,10 =[u,,.u,Jx). (2.20b)
0

_Iq(t)uj(t)zdt =[uj,q’uj](x)’ J =152, (2200)



— [a®u, ®u, ®)dt =[u, ;,u, 1) =[u, .U, 1), (2.20d)

[u,v], (2.8)’den bildigimiz Wronskian determinantini gosterir.

Ispat:

(a), (b): u; 'nin siirekliligi ve diferansiyellenebilirligi (2.12a) ile (2.12b) integral

denklemlerden elde edilir. Ciinkii ¢ekirdek ve sag taraf siirekli ve

diferansiyellenebilir bir sekilde A ve (’ya baghidir. Geriye (b) i¢indeki ifadeleri

gostermek kalir. u=u;, j =1 veya 2 olsun.

—U"(,A+e)+({—-A—-eu(,A+e)=0,

—u"( A+ -ADu(,A)=0  du.

Boylece,

—l[u(.,/i+ £)—u(, A"+ —i)l[u(.,i+g)—u(.,/i) =u(,A+¢&) olur.
& &

Fark oranlar1 i¢in homojen baslangi¢ sartlar1 saglanir,& — 0 a giderken sag taraf
diizgiin olarak u(.,i) ’ya yakinsar. Bu nedenden otiirii, fark oran1 x’e gore u,

U, ’ya diizgiin olarak yakinsar. Ayni nedenler ¢ ’nun tiirevi i¢in de gegerlidir.

(c) Diferansiyel denklemde u;, yi u; ile u; yi u,, ile carpip taraf tarafa

i
cikarirsak sunu elde ederiz.
ui () =ui)u;, (x)=uf, (x)u;(x)
_ d i ’
= &(U § (Ou () = U, (U (X))
Bu denklemi integre ederek ve homojen siir kosullarini kullanarak (2.20a)’nin

birinci denklemini buluruz. Kalan denklemelerin kanitlanmasi i¢in ayni ispatlar

kullanilir. Bu kismin hicbir yerinde (’nun reel-degerli oldugu varsayimini



kullanmadik. Bu yiizden, 2.4, 2.5, ve 2.6 Teoremlerinin iddialari, kompleks-
degerli q i¢inde dogrudur.

2.3. Ozdeger ve Ozfonksiyonlarin Asimptotik Davramislar

Ilk etapta kendimizi Dirichlet problemiyle simirlandiralim asagidaki 6zdeger

problemiyle ugrasalim

—u"(X) + g(X)u(x) = Au(x), 0<x<1 ,u(0)=u()=0. (2.21)

Béliimiin sonunda farkli sinir kosullarindan bahsedecegiz. Tekrar ¢ e L*(0,1)
reel-degerli olsun. Eger sadece A, f(1):=u,(1,4,q) fonksiyonunun bir sifirt
ise; o zaman A € C ’nin bu problemin bir 6zdegeri oldugunu sdyleriz. Tekrar
u, =u,(.,4,q) Uu,(0)=0 ve uy(0)=1 ’in (2.7b) baslangic kosullar ile
baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii belirtir. O halde u,(1,4,q)=0 ise A
ozdegerine karsilik gelen u,(.,4,q) ozfonksiyondur. f fonksiyonu, matrisin

karakteristik polinomu gibi davranir ve bu sebeple 6zdeger probleminin

karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir. Teorem 2.6, f ’nin tiirevlenebilir

oldugunu, yani, C’nin tamaminda analitik oldugunu sdyler. Bu gozlem, karmagsik
(kompleks) analizden (¢ikan) sonuglar1 kullanma imkanin1 saglar. i1k 6nce, soyut
spektral teoriden tiiretilebilen Sturm-Liouville probleminin 06zdeger ve

Ozfonksiyonlarina iligkin ¢ok iyi bilinen gercekleri 6zetliyoruz.

Teorem 2.6.1.

A: X — X bir lineer operator olsun

a) Farkli 1, € C 0Ozdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlarin sonlu kiimesi

X; € X, j=L...,n olsun. {X,,...,X,} kiimesi lineer bagimsizdir.



Eger X Hilbert uzay1 ve A self-adjoint ise yani A" = A ise , tim 4
ozdegerleri reeldir ve A; 6zdegerlerine karsilik gelen X,,..., X, ozvektorler ikiserli
ortogonaldir (diktirler).

b) X Hilbert uzay1 ve A: X —> X  self- adjoint olsun. Bu durumda A’nin
spectral yarigapi

r(A) =sup {|Z,| : A € o(A)} olmak tizere

|Al| = sup|(Ax, )| = r(A)

Ix[=1
seklindedir. Bu durum asagidaki teoremde goriilecegi lizere Compact operatorler

i¢in daha basittir.
Teorem 2.6.2: Compact Self-Adjoint Operatérler i¢in Spectral Teorem

K:X —> X compakt ve self-adjoint olsun(K # 0). Bu durumda asagidakiler

dogrudur.

a) Spektrum 6zdegerlerden ibarettir. Sifirida igerebilir. K 'nin her 6zdegeri
reeldir. K en az bir, en ¢okta sifirda yigilma noktasi olusturacak sekilde

sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir.

b) Her A #0 0Ozdegeri icin, sonlu sayida lineer bagimsiz 6zvektdr vardir.

Yani 6zuzaylar sonlu boyutludur. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

ortogonaldir.
c) Ozdegerler asagidaki formda siralanir
]2 [4,] = |4] > ...
ve A;’ye karsibk  gelen Ozuzay lizerine ortogonal izdiiglimleri

P, : X > N(K-24,1) ile gosterelim. Eger 4,,..., 4, 0zdegerleri sonlu sayida ise

K=2 4P olur.
j=1

Eger 6zdegerlerin (4;) sonsuz bir dizisi ise,



K= z 4P, olur ve seri operatér normunda yakinsaktir.

Ayrica

K-> ,P,

j=1

=4 dir.

m+1|

d) K’nin A#0 06zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerin tiimiiniin lineer

gereni H olsun. O zaman
X =H ®N(K)
dir.

Bazen (d) farkli ifade edilebilir. Sonlu ve sonsuz 6zdegerlerin varligi halinde
J N index kiimesi tanimlansin, birinci durumda J sonlu, ikinci durumda

J =N dir. Her 4;,jeJ 06zdegeri igin, N(K - 4;1) 6zuzayinin ortonormal bir

bazini segelim. Tekrar 6zdegerleri
4|4, 2] 4|2 ... >0

formunda siralanir. Her A; # 0 kathliklariyla sayarsak her A4,

; Ozdegerine X;

0zvektoriinli tanimlayabiliriz.

Her xe X
X, € N(K) ve Kx= Z;Lj(x,xj)xj olmak tizere

jed
X=X, + Z(X, X;)X; Fourier agilimina sahiptir.
jed
Sonug olarak K bire bir ise, tiim dzvektdr {X; : j € J} kiimesi X ’de tam sistem

olusturur. Compakt self-adjoint operatorler i¢in spectral teoremi K : X —Y self-

adjoint olmayan operatdrlere genisletilebilir.



Lemma 2.7.
g € L*(0,1) reel degerli olsun:

(a) Biitiin A 6zdegerleri reeldir.

® g,

- =1 kosulu ile sayilabilir sonsuz tane reel 4;,jeN 0OzdeZerleri
vardir. Bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar ¢; € C[0,1]. Ozfonksiyonlar

L*(0,1) iginde tam ortonormal bir sistem olustururlar.

(c) A Ozdegerlerin geometrik ve cebirsel katliliklar: birdir, yani, 6zdeger uzay1 bir

boyutludur ve karakteristik fonksiyonun kokleri basit koklerdir.
Ispat:
Sinir deger problemi self adjoint oldugundan (a) ve (b) elde edilir.

(c) A, bir 6zdeger ve u,v iki degisik 6zfonksiyon olsun. a” + 8> >0 ile
a,f ve au'(0) = HV'(0) segelim. w:=au — v fonksiyonu diferansiyel denklemi
¢ozer ve W(0) = w'(0) =0 saglanir, yani W, 6zdes olarak sifirlanir. Bu yiizden, u

ile v lineer bagiml olurlar.

AMnin f ’nin basit bir kokii oldugunu gostermek gayesiyle Teorem 2.6’nin, (c)

kismma basvururuz. Uu,(1,4,9)=0 oldugu i¢in, j=2 ig¢in (2.20a)’dan

, 0
f (2’) = auz(laﬂa q) = u2,ﬂ. (la/laq)

1
=——— | U, (%, 4,0) dx 0.
u2(laﬂ'aq)'(|)‘ ’

buluruz.



Bu kisim (c)’yi ispatlar.

Ozdegerleri normallestirmenin farkli yollar1 olduguna isaret ediyoruz.

L’ normunun bir olmasmi istemek yerine, g;(0)=1 seklinde normalize ederiz.
g;(0)#0igin bu miimkiindiir. Aksi takdirde, Picard-Lindeldf teklik teoremi,
g; nin 6zdes olarak sifirlanmas1 demektir.

Bundan sonraki konular i¢in agagidaki teknik sonuglara da ihtiyacimiz vardir.

Lemma 2.8.

zeC ve VneZ igin,

Vs
n7z| > Z olsun. O zaman

exp(|Im Z|) < 4|sin Z| dir.

Ispat: z=12 +iz,,2,,z, eR igin w(2)= exp|22|/|sin Z| olsun. iki durumu géz

Oniine alalim:

Birincisi: |Zz| >In2/2 olsun

2¢l®! 2¢/! 2 .
l//(Z) = Naiz—z —iz,+z < |2, ] -z, = -2z, <4 dir.
e _p Tt gltl _ a2 1—e 2

Ciinkii  exp(-2|z,|) <1/2 dir.

Ikinci durum: |22|£ln2/2. Biitiin n i¢in |Z—n7r|27z/4 oldugundan

|2, ~nal’ 272 /16-22 > 7° /16— (In2)> /4> 2 / 64 ; bdylece [sinz,| > sin =
8

Ayrica,

= |sin Z, ||cosh 22| > |sin Zl| oldugundan

e \/_ V2

v(z)< |Resm Z| |sm z | B T
sin %

<4 elde ederiz.




Simdi , 6zdegerler i¢in birinci sadelestirilmis asimptotik formiiliinii verebiliriz.
Ispatta esas ara¢ olarak Rouché teoremini kullaniriz; F ve G, U < C bélgesinde

analitik fonksiyonlar olsunlar ve tiim z € 0U i¢in |F(Z) - G(Z)| < |G(Z)| ise F ve

G U da ayni sayida sifira sahiptir.

Lemma 2.9.

qeL’0,]) ve N>2exp(||q|||_, ) bir tam say1 olsun. O zaman

(a) f(1)=u,(1,4,q) karakteristik fonksiyonu,
H={1eC:ReA<(N+1/2)°7%}. (2.22)

yari-diizleminde N kdklere sahiptir.

(b) Her m> N i¢in
U, ={leC: \ﬁ - mz\ <7z/2}  kiimesinde (2.23)
f ’nin tek kokii vardir.

Burada Re+/4 >0 boliimiinii aliriz.
(¢c) C’de f ’nin baska kokleri yoktur.
Ispat:

Rouché teoremini F(z)= f(z*)=u,(1,z°,q) fonksiyonuna uygulayacagiz ve
q=0 i¢in 6zdeger problemine karsilik gelen G fonksiyonu , G(z):=sinz/z.
U icin,

W, ={zeC:|z-mz|<7/2},

Vy={zeC:[Rez| < (N +1/2)x,

Im Z| <R}  tarafindan tanimlanmis

W, ve V; kiimlerinden birini sabit R> (N+1/2) 7 i¢in alalim ve Lemma 2.8’1

uygulayalim.



(1) Once zedW, olsun: nezZn#m icin, elimizde
|Z—n7z|2|m—n|7r—|z—m7r|27z—7z/2>7z/4 vardir. n=m icin
|Z - m7z| =7/2> /4 oldugunu gozlemleriz. Bu yilizden z € 0W,, i¢in Lemma
2.81 kullanabiliriz. Ayrica, biitiin zedW, icin

|Z| >mr —|Z - m7r| =(M-1/2)7 >Nz >2N esitsizligini buluruz.

(ii) zedVy ,neZolsun. Sonra |Rez|=(N+1/2)7| veya [Imz|=R.
Her iki durumda da |Z — n72'|2 =Rez-nx)’ +(Imz)* >7°/4>7" /16
esitsizligini buluruz. Bu yiizden, biitiin z € 0V; icin Lemma 2.8’e basvururuz.
Ayrica |Z| >(N+1/2)7 >2N vardur.

Teorem 2.5 ile Lemma 2.8 biitlin z € 0V, U OW,, icin asagidaki sonucu verir:

4|sin Z| E
2" 2

sin Z
Z

1
< Wequlm Z| + ||q||Ll )<

‘F(Z)—

2N|sinz| |sinz|
= < .
|z ||z |

Bundan 6tiirti F ve G(z) :=sinz/z;V; ile her W, deki kokleri ayn1 sayidadir. G
nin kokleri nz, n=1,2,... oldugu i¢in, G’nin V, ’de 2N koke ve her W, ’de tek

koke sahip oldugu sonucunu c¢ikariyoruz. Bu, Rouché teoremi sayesinde ayni

zamanda F i¢in de gecerlidir.

Simdi F’nin V, U, W, disinda hi¢bir kokii olmadigini gésteriyoruz. Lemma

m>N
2.8’¢  tekrar  bagvururuz: = ze¢VyuU, W, olsun.  z ¢V, den
|Z| = \/(Re 2)> +(Imz2)* > (N +1/2)x sonucunu c¢ikartyoruz. n> N igin,
z¢W, den |Z — n;z| >x/2 sonucunu c¢ikaririz. n<N i¢in,

|Z - n;z| > |Z| —-nz>(N+1/2-n)z>x/2 sonucunu ¢ikariyoruz. Lemma 2.8’e

yeniden basvurarak ikinci liggen esitsizligini kullaniyoruz.

Bu sunu verir:



i 1
F(2) = P22 —Wexp(|lmz|+||q||u)

(Y

sin 2 {1_ 4exp<||q||u>}

i

{l—ﬂ} >0
2

Ciinki |Z| >(N+1/2)z>2N dir. Bu sebepten dolayi, f ’nin her U _,m> N

sin z
Z

de bir koki ve

H, ={1eC:0<ReA <(N+1/2)x,

Im\/ﬂ <R}

kiimesinde N kokii ve bagka kokii olmadigini gostermistik.

Geriye H; < H ’yi gostermek kaldi. A :|/1| exp(i@) e H; igin,
0
Rex/z: Alcos—<(N+1/2)x ,
JHleos? <N +1/2)n

Reld = |/1| cos(2 g) < |/1| cos’ g(N +1/2)*z* sonucunu ¢ikarryoruz.

Bu Lemma sonsuz sayidaki 6zdegerin varligim1 tekrar kanitlar. Deliller, q
kompleks degerli fonksiyonlarin durumu i¢in degismez. Bu durumda, genel
spektral teori, sinir deger probleminin self-adjoint  olmamasindan oOtiirii
uygulanabilir nitelikte degildir. Bu Lemma, ayn1 zamanda 6zdeger dagilimina
dair, hatta reel degerli durum icin de, daha fazla bilgi saglamaktadir. Ilk olarak
0zdegerler asagidaki formda siralanir.

A <A, <A <.

Lemma 2.9’ a gore

JA =nz+0(1) dir. Yani A4, =n’z?+0(n) dir. (2.24)

Ters problem islemi icin, bu formiilin gelistirilmesi gerekecektir. Bizim

amacimiz

Al <o (2.25)

1 )
Ay =077 + [q(tydt+ 7, >
0 n=1



oldugunu kanitlamaktir.

(2.25)’1 ispatlamanin pek ¢ok yontemi vardir. Biz [11] deki makaleyi referans

veriyoruz. Izlenecek yol te[0,1] igin t+> A (tq) fonksiyonuna diferansiyel
hesabin temel teoremini uygulamaktir. Bununla birlikte, t parametresi
aracihgiyla =0 a karsilik gelen n’z> dzdegerleri igin q’ya karsilik gelen A,
Ozdegerleri arasindaki iligkiyi kurmaktir. Bu yaklagim icin, g ile ilgili olan

0zdegerlerin diferansiyellenebilirligine ihtiyacimiz var.

Sabit ne N igin, L*(0,]) ’den C’ye g+ A, (q) fonksiyonu iyi tanimlanmis ve

asagidaki teorem ile Fréchet diferansiyellenebilirdir.

Teorem 2.10.

Her ne N igin, L*(0,1) ’den C’ye q+> A, (q) déniisiimii, her § e L*(0,1) igin

stirekli olarak Fréchet diferansiyellenebilirdir ve

1
A@a=[g,(x®*q00dx,  qel’(0]) dir. (2.26)
0
Burada
X U, (X, 4,6
g, (x,q):= . - Aq)
uz(-J’mQ) 12

/”Atn = .(§) yakarsilik gelen L*-normallestirilmis 6zfonksiyonu belirtir.

Ispat:

(/in,(j) komsulugunda uz(l,/i,(j) =0 ifadesini gézlemleyelim ve
u,(1,4,9) = 0 denklemine kapali fonksiyon teoremini uygulayalim.

Bu miimkiindiir ¢linkii /in , U,(L.,4) nin Lemma 2.7’ye gore basit kokiidiir.



Kapali fonksiyon teoremi, ¢ ’nin bir komsulugundaki biitin Q’lar ig¢in
u,(1,4,(9),q) =0 olan A4, = 4,(q) fonksiyonunun varligini verir. Fakat bu, ayn1

zamanda A, fonksiyonunun (@ ya gore siirekli bicimde diferansiyellenebilir
oldugunu da igerir.

0 - 0 A
0=—"u,(,4 DA, +—u,(1,4,,9)q,
Y (L4, §)4,(4)q = > (L, 4,,0)9

Uy, (D2, (@)a+U,,(1)=0
Teorem 2.6’nin (c¢) kismi ile, asagidaki sonucu ¢ikaririz.

U (D Uy (Duy (1)

A= =L, u )

U ](1) J.q(x)u (x)* dx
Zq’
[ s U J(D)

:jgn(x,d)zq(X)dx,
J.uz(x)zdx 0

Burada 4 ve § arglimanlarini kaldirdik.

Simdi ana teoremi formiile etmeye ve ispatlamaya haziriz.

Teorem 2.11.
Q < L*(0,1) smurh bir kiime olsun, g€ Q ve A4, €C bu ’ya ait 6zdegerler
olsun. O halde
1 1
A, =077 + [q(tydt - [ q(t) cos(2nat)dt + O(1/n) dir.
0 (o]

(2.27)

n—>ooi¢cin e Q icin diizglindiir. Ayrica,

oo =1 ile normallestirilmis g,

0zdeger fonksiyonlar1 asagidaki asimptotik davranisa sahiptir.

n—>owoi¢in geQve Xe[0,1] icin diizgiin yakinsaklar.



g, (X) =2 sin(nzx) + O(1/n) ve (2.28a)
9! (X) =+/2n7 cos(nzx) + O(1) (2.28b)
(2.27)’nin sag tarafindaki ikinci integralin {cos(2znt):n=0,1,2,...,} gore ¢ ’nun
n. Fourier katsayisinin a, oldugunu goriiriiz. Fourier teorisinden, a, nin sifira
yakinsadig1 bilinmektedir. Parseval 6zdesligi Z::0|an|2 <o , yani, (2.25)’1

dogrular. Eger q yeteri kadar diizgiin ise, yani siirekli olarak diferansiyellenebilir
ise, o zaman, @, 1/n’den daha hizli sifira yaklasir. Su durumda, bu terim

O(1/n) iginde ortadan kalkar.
ispat:
Ispat1 dért kisma ayiriyoruz.

(a) Ik once, (x,9) €[0,1]xQ i¢in diizgiin olarak
9,(x) =v2sin(/4,x) +O(1/n) seklinde oldugunu  gosterelim. Lemma 2.9

sayesinde, /4, =nz+0(/n) oldugunu biliyoruz ve ayrica Teorem 2.5

araciligiyla
in(4/ 4, X
uz(x,/ln):%\g—”)+0(l/nz) dir.

1
2[sin’ (at)dt =1-sin(22) /(2) ~ formili ile,
0

1 1
_fuz(t,/in)zdt:/% sin? (/4 t)dt + O(1/n?)
0 n o

in(2,/1
_ L Sn@VAD | o)
22, 2./,

1
=——I|[1+0(/n hesaplariz.
21 [ ( )] esaplariz

n




Boylece
u2 (XJ ﬂ“n )

/Jl'uz(t,ln)zdt

(b)  Simdi /4, =nz+0(1/n) ve g,(x)=~2sin(nzx)+0(1/n) oldugunu

9,(¥) = =\2sin(/2,%)+0O(1/n)  dr.

gorelim.

Diferansiyel hesabin temel teoremine bagvurarak ve Teorem 2.10’u kullanarak

d

Lt (2.29)

Ay =07 = 2,(a) = 4,(0) = |

) S——

11
A (tayadt = [ [ g, (x,t) g(dxdt =O(1)  elde edilir.

00
Bu /2, =nz+0(1/n) ve kisim (a) ile birlikte, g,(x) =2 sin(nzx)+O(1/n)
asimptotik formunu verir.
(c) Simdi 6zdegerlerin asimptotik davranislari kolayca (2.29)’dan asagidaki
gibi elde edilir.

g, (%,tq)* = 2sin’(nzx) + O(1/n) =1 - cos(2nx) + O(1/ ),

te[0,1] ve qe€Q ig¢in diizgiin bir tarzdadir.

(d) Benzer sekilde asagidaki tiirevler olusur

uy(x,4,) ﬁ\/Zcos(\/Zx) +0(1)

g,(x)= -
1 Ji+oa/
/juz(t,zn)zdt L+ 0/

= 2n7 cos(nzx) + O(L).

Ornek 2.12.



Teorem 2.10’u asagidaki iki numerik 6rnekle gdsteriyoruz.

(a) 0, (X) = exp(sin(27x)), X € [0,1] olsun. Sonra (,, analitik ve 1
periyotludur.

(b) 0<x<04 i¢cin q,(X)=-5x ve 04<x<ligin g,(X)=4 olsun. g,
fonksiyonu siirekli degildir.

4,,9,,d=0 i¢in A—>f(1) , A sinv/A /44 karakteristik fonksiyonlarin

cizimleri Sekil 2.1. ile Sekil 2.2.’de gosterilmistir.

Sekil 2.1. [0,20] ile [5,100] {izerindeki (], *in karakteristik fonksiyonu

Sekil 2.2.[0,20] ile [5,100] iizerindeki Q, ’nin karakteristik fonksiyonu



Sonraki tablolar, (,’e karsilik gelen A, Ozdegerleri, q=0 karsilik gelen

N’ 7> 6zdegerleri ve farki gdstermektedir.

1
Cy =4, —n’z” = [q(0dx  n=1,.,10:
0

Tablo 2.1. ,(X) potansiyeline ait asimptotik formiilden elde edilen 6zdegerler

A n’z’ c,
11.1 9.9 -2.04%107
40.9 39.5 1.49%10™!
90.1 88.8 2.73%107
159.2 157.9 -1.91*%107
248.0 246.7 7.74*10™
356.6 354.3 4.58*10™
4849  483.6 4.58*10™
632.9 631.7 4.07*10™
800.7 799.4 3.90*10™
988.2 987.0 3.83%10™

Acik ve net bir bi¢imde hizl1 yakinlagmay1 gozliiyoruz.



q, stirekli olmadig: i¢in, Fourier katsayilar1 koke yavasca yakinlasir. Yine (,

igin A 0Ozdegerleri; q=0’a karsilk gelen n’z’

listeliyoruz.

1
Cy 1= A, —nz” = [ q(x)dx
0

1 1
d =4 -n’z’ - jq(x)dx +jq(x)cos(2mx)dx
0 0

n=1..,10 icin

Tablo 2.2. 4, (X) potansiyeline ait asimptotik formiilden elde edilen 5zdegerler

A n’z? C, d,
12.1 9.9 1.86*10™ -1.46*10™
41.1 39.5 -3.87*10™! 8.86%107
91.1 88.8 3.14*10" 2.13*107
159.8 157.9 1.61*10™ -6.70%107
248.8 246.7 2.07%107 2.07%107
357.4 354.3 8.29%107 -4.24%107
484.5 483.6 -1.25*%10™" 6.17%107
633.8 631.7 1.16*10™ 3.91%107
801.4 799.4 -6.66%107 -1.38*107
989.0 987.0 5.43%107 5.43*%107

Ozdegerleri ve farklar



Simdi Sturm-Liouville 6zdeger problemleri icin asagidaki sinir kosullariyla

verilen problemlerin ¢6ziimiine bakacagiz.

—u"(X) + g(X)u(x) = Au(x), 0<x<l1,
(2.30a)
u(0) =0, u’'(l)+ Hu()=0. (2.30Db)

Burada 6zdegerler asagidaki karakteristik fonksiyonlarin kokleridir.

f(A)=u,(1,4,9)+Hu,(1,4,9), 1€C (2.31)

q=0 oldugu yerin 6zel durumu igin, U,(X,1,0)=sin(vAx)//A olur. Bu
durumun karakteristik fonksiyonu

sin/4
Ny

q=0 ile H=0 i¢in f’nin kokleri A, =(n+1/2)*7°,n=0,1,2,...dir. Eger

olarak bulunur.

g(A)=cosvA +H

H =0 ise, zcotz+H =0 transandantal denklemi ¢oziilmek zorundadir. R?

deki kapal1 fonksiyon teoremine bagvurmak suretiyle, g =0 i¢in 6zdegerlerin

A, =(M+1/2)* 7% +2H +O(1/n) olarak belirlendigi gdsterilebilir.

Lemma 2.7 aynen gecerlidir ¢ilinkii smir deger problemi self-adjointtir.

Ozdegerlerin sayismi veren Lemma 2.9 simdi asagidaki sekli alacaktir.

Lemma 2.13.

qeLl?0,]) ve N>2exp(||q|||_, )1+ |H |) bir tam say1 olsun. Buna gore;

() f(A)=u,(1,4,9)+Hu,(1,4,9) karakteristik fonksiyonu,
H:={1eC:Rel< N7’}

yari-diizleminde N kdke sahiptir.



(b) m> N olmak sartiyla asagidaki her U, ={1eC: ‘\/Z -(M=-1/2)z| < 7 /2}.

kimesinde f ’nin tek koku vardir.

(c) C’de f ’nin baska kokii yoktur. Ispat i¢in

u;(1,4,(q),9) + Hu, (1,4,(0),q) =0

denkleminde kapali fonksiyon teoremine basvurabiliriz. Ciinkii kokler yine

basittir. ¢ ’ya gore bu denklemin diferansiyellenmesi, asagidaki ifadeyi verir.
[u3,; (1 A, 8) + Hu, , (1, 4, D14 (@)

+[u} o (1, 4,,8) + Hu, (1, 4,,4)] =0

Teorem 2.6 asagidaki sonucu verir.

Ju,@7dt=u, , (1) ui @) —uj, (Hu, (1)

=—Hu, (1)

=—U,(D[u,, (1) + Hu, , (D]

Burada /in ve § argiimanlarini kaldirdik. Benzer sekilde

- I q(tu, () dt =—u, (D[u Sq (D) +Hu, (D] olur.

Boylece

U;’q (1) + Hu, , (1) o _([Q(t)uz(t) dt

’ = dir.
u,, D+ Huz,z @

A (G)g =~

juz(t)zdt

Bu daha 6nce oldugu gibi ayni forma sahiptir. Dirichlet sinirli sart1 halinde

oldugu gibi devam ederek asagidaki Teorem 2.14’e ulastyoruz.

Teorem 2.14.



Qc L’(0]) smrlanms, qeQve H eRolsun. A, ozdegerleri asagidaki

asimptotik forma sahiptirler
2 1 1
A = [1 %j 7% +2H + j q(t)dt — j q(t)cos(2n + 1)tdt + O(1/n) (2.32)
0 0

n sonsuza gittiginde, qeQ icin diizgiin yakinsar. L’- normallestirilmis
ozfonksiyonlar i¢in, asagidaki ifadeye sahibiz.

g, (X) =~/2sin(n+1/2)2x + O(1/n) ve (2.33a)

g’ (X) =~2(n+1/2)7 cos(n + 1/ 2)2x + O(l) (2.33b)

bunlar x €[0,1] ve g € Q icin diizglindiirler.

Bu kismin basinda bahsedildigi iizere, 6zdegerler ile 6zfonksiyonlarin asimtotik
formiillerini ispatlamanin baska yollar1 vardir. Bu yollar, Lemma 2.9 ve A, nin
q’ya gore diferansiyellenebilirliginden kaginmak i¢indir. Fakat 6rnegin [12]deki

makale, (2.27)’nin yerine, sadece asimptotik davranisi
1

Ay = mnz7r2 + .[ q(t)dt + O(1/n) seklinde verilmektedir.
0

Burada, (m, ) dogal sayilarin bazi dizileridir.

Ters probleme donmeden 6nce, g ’nun kompleks-degerli oldugu durum hakkinda
birka¢ s6z sdyleyelim. Bu durumda 6zdeger problemleri artik (self-adjoint)
degillerdir. Ve genel spektral teoride uygulanabilir nitelikte degildir. Lemma
2.7’ye gore, farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin lineer bagimsiz
olduklarim1 ve geometrik katliliklarinin hala tek oldugunu gostermek son derece
kolaydir. 2.9 sayma Lemmas: gegerlidir. Bundan, A, 'nin cebirsel kathiliklarinin
da ayn1 zamanda tek oldugunu, en azindan n> N i¢in tek oldugunu gorebiliriz.
Eger kendimizi n>N ile A, 06zdegerleriyle smirlandirirsak, bu kismin kalan
argiimanlari i¢inde gecerlidir. Bu nedenle, (2.27), (2.28a), (2.28b), (2.32), (2.33a)
ve (2.33b) esit olarak kompleks-degerli q i¢inde ayni uyumlulukta gecerlidirler.
2.4. Baz1 Hiperbolik Problemler



Bundan sonraki kisimlara bir hazirlik teskil etmesi bakimindan, (6zellikle 2.5. ile
2.7. kisimlarda) iki-boyutlu lineer hiperbolik kismi diferansiyel denklemi i¢in

bazi1 baslangi¢ deger problemleri iizerinde duracagiz.

W (x,t) W (x,t)
ox’ ot

+a(x,HW(x,t) =0,

burada a katsayis1 a(X,t) = p(t)—q(x) oOzel formuna sahiptir. Bilindigi iizere

karakteristiklerin yontemi baglangi¢c deger problemlerini, siirekli fonksiyonlarin
uzayinda incelenebilen ikinci tiir Volterra integral denklemlerine indirger. Bu
yaklagim dogal olarak diizgiin olmayan katsayilar ve sinir datalar1 i¢in ¢oziimlere
imkan verir. Ug teoremle sonuglar1 6zetleyecegiz. Her birinde ilk olarak diizgiin
katsayilar i¢in, daha sonra ise diizglin olmayan katsayilar durumuna ait sonuglari
formiile edecegiz. Sunu belirtelim ki amacimiz, ¢6zim kavramini zayif ¢oziim
kavramina indirgemek degildir ama daha ziyade 2.5. ile 2.7. kisimlarda yalnizca
ihtiya¢ duyulacak derecede varsayimlar1 hafifletmektir. Her ne kadar
problemlerin ¢ogu -en azindan diizgiin veri i¢in- kismi diferansiyel denklemlerine
iliskin temel derslerin konusu olsa da, okuyucuya ikna olsun diye tam kanitlar1 da

dahil ediyoruz.

Teoremlerin ifadeleriyle baslamadan evvel, baz1 fonksiyon uzamlarim

hatirliyoruz:

C,[0,1]:={f eC[0,1]: f(0) =0},

CJ[0,1]:=C'[0,]]nC,[0,1],j =1,2,
H'(0,):={f eC[0,]]: f(X) = +jg(t)dt,a eR,geL*(0,1)},
0

H;(0,1):= H'(0,1) nC,[0,1]

ve onlar1 kanonik normlarla donatiyoruz.



f (%) Co[0.1]

|| f || ‘= max
0<x<1

tOm  clo,

|| f || j = max max
c j 0<x<l

.....

[l =IFJE +171: H'©OD ve  HoOD

Ayrica, A, ::{(X,t)eR2:0<t<X<1},
(2.34a)
A={(xt)eR*:ff| <x <1} (2.34b)

kullanarak A, c R* ve Ac R’ iiggen bdlgelerini tanimliyoruz.

Simdi Goursat problemi olarak da isimlendirilen baslangic deger problemiyle

basliyoruz.

Teorem 2.15.

(a) p,qeC[0,1] ve f(0)=0 ile f eC’[0,]] olsun. Daha sonra asagidaki
hiperbolik baslangi¢ deger probleminin W € C* (KO) tek ¢oziimii vardir.

2W(x ) OW(xt)

A, iginde o e +(p(t)—q(t)W(x,t) =0 denklemi, (2.35a)
X

W(x,X) = f(x), 0<x<1, (2.35b)

W (x,0) =0, 0<x<1, (2.35¢)

kosullarini saglasin.

b))  (p,g,f)—>W ¢ozliim operatdriiniin , L*(0,1)x L?(0,1) x C,[0,1]den

C(A,) igine smurli bir operatér genislemesi s6z konusudur.

©  (p.a, ) W)W, (1)  operatdr, L*(0,1)xL’(0,1)x H,(0,1) den
H'(0,1)x L*(0,1) ’ye sinirl bir operatdr genislemesi séz konusudur. Burada W,

ile, X ’e bagl kismi tlirevi gosteriyoruz.



Ispat:
[lk olarak, problemi daha genis bir bolgeye aktarip orada inceliyoruz.

O*W(x,t) W (x,1)

A iginde +a(X,t )W (x,t) =0 denklemi,

ox’ ot?
(2.36a)
W (x,x)= f(x), 0<x<1, (2.36b)
W (x,—X) = —f(X), 0<x<1, (2.36¢)

kosullarini saglasin.

(x,t)eA igin a(x,t):= p(t)—a(x) olsun.

(2.36a)-(2.36¢) problemin ¢ozlimii i¢in, degisken degisimi yapalim.
X=c+11,
t= § =1,

Bu doniisiim ile (x,t) e A den (&,n7) e D ye aktarilir.

Burada

D={&,n)e0)x0,]):n+&<1} dir. (2.37)

(&,meD icin W(&,n)=W(+n,5—n)dir. Sayet w asagidaki hiperbolik
problemi ¢ozerse (2.36a)-(2.36¢) problemini de ¢ozer.

W) __agvm -,  (EmeD,  (238a)
85677 =a(&.n)

W(&,0) = (&) Eelol] igin (2.38D)

w(0,7) =—f (1) nelol] igin (2.38¢)

Simdi w (2.38a)-(2.38c)’nin bir ¢dziimii olsun. Diferansiyel denklemi iki kez

integre edip baslangi¢ kosullarin1 kullaniriz. Daha sonra (£,7) € D i¢in, W



né
w(&,n) = [ [&& W&, n)dédn' - f )+ F(£), (2.39)

integral denklemini elde ederiz. Bu iki boyutlu bir Volterra integral denklemidir.
C(D)’de ardisik iterasyon kullanmak bu denklemi ¢dzmenin standart bir

metodudur. A, (2.39)’un sag tarafi olarak tanimlanmis bir Volterra integral

operatorii olsun. n e N ile ilgili bir tiimevarim ile, bu kolayca goriilebilir.

o 1 )
(A& | < w, [l — ™, n=12...

n ~qn 1
ool [ L an

An

bu durumda ‘

Bundan dolayi, yeterince genis n igin ‘ <1 ve Neumann serileri yakinsar.

Bu (2.39)’un we C(D) tek bir ¢oziimiiniin var oldugunu ispatlar. Bu kanitlardan
hareketle, teklik ayn1 zamanda (2.36a)-(2.36¢)’dan da elde edilir.
Simdi we C*(D) oldugunu ispatlayalim . &’ye gore (2.39)’un diferansiyelini

alalim.

w, (&) = [lacg +7) - p(& —nE.n)dn + £1&)

&+n 14

= [ atyw(g,y-&dy— [p(yhpw(g,&—yydy+ /(&)
¢ &-n

olur ve benzer tarzda Ww, i¢in de hesaplanabilir. Bu form tekrar

diferansiyellenebilir. Boylece, we C*(D) dir ve W ’nin (2.36a)-(2.36¢)’nin tek

¢oziimil oldugunu daha 6nce gostermistik.

a(x,.) bir ¢ift fonksiyon ve baglangi¢ degerleri t’ye baglh tek fonksiyonlar
oldugu i¢in, bu teklik sonucundan W (x,.) ¢6ziimiiniin de tek oldugu sonucunu
¢ikarabiliriz. Bu, biitin x € [0,1] i¢in W(x,0) =0 ifade eder ki W "nin (2.35a)-

(2.35¢) problemini ¢ozer ve bdylece (a) sikkinin ispati tamamlanmustir.



(b) sikk1 dogrudan dogruya (2.39) integral denkleminden ortaya cikar. Ciinkii
A:C(D)— C(D) integral operatorii & € L*(D) ¢ekirdegine siirekli olarak
baghdir.

(c) nin ispat1 i¢in asagidaki ifadeyi biliyoruz
W(1,28 -1) =w(S,1-¢) ve

W, (1,26 -1) = %wg E1-&) +%w,7 E1-8).

Sonra  operatoriin = smirliligl,  yine (2.39) integral  denkleminin

diferansiyellenmesiyle ortaya ¢ikar.

Teorem 2.15.1: Genisleme Teoremi

X,Y Banach uzaylarl, X X yogun alt uzay ve A: X — Y lineer ve sinirh
olsun.
A operatori A:X —>Y simrh lineer operatordiir.

(1) Tim xe X ig¢in , Ax=Ax A, A’nn geniglemesidir.
(ii) |A=A] dir.

A tek tiirlii vardr.

Yukaridaki teoreme gére, bu operatoriin L (0,1) x L*(0,1) x H,(0,1) *den

H'(0,1)x L*(0,1) *ye smnrl1 bir genislemesi vardir. Bu da ispat1 tamamlar.

Eger p,qe L’(0,1) ve f €C,[0,1] ise, ¢dziim
1 1 .
W(x,t)= W[E(x+t),§(x—t)] dir.

weC(A) , (2.39) integral denkleminin ¢oziimii, (2.35a)-(2.35¢) Goursat
probleminin zayif bir ¢oziimiidiir. Her zayif ¢ozim W icin, f (0)=0 ile

(p,).(g,) = C[0,1] ve (f.) = C*0,1] ile birlikte

||pn - p||L2 -0, (g, - q||L2 -0 ve ||fn — f”m — 0 sartlartyla dizileri vardir.



p..q, ve f_ dizilerine karsiik gelen (2.352)- (2.35¢)’nmn W, e C*(A,)

coziimleri W ’ye diizgiin olarak yakinsar.
p=g=0 o0zel durumu igin, (2.39) integral denklemi ¢ok iyi bilinen asagidaki

¢Oziim formiiliine doniisiir.

1 1
W(x,t) = f(E(XH)j_ f(;(x—t)).

Bir sonraki teorem ayni hiperbolik diferansiyel denklem i¢in Cauchy problemi

incelenecektir.

Teorem 2.16.

(a)  f(0)=f"(0)=g(0)=0 ile feC>[0,1], geC'[0,] ve p,qeC[0,]] ve

F e C(A,) olsun. Asagidaki Cauchy probleminin tek bir W € C*(A,) ¢bziimii

vardir.
.. O°W(x,1) W (x,t
A, iginde ) _IWOD | (p(t) - a0 (x1) = F(x.D)
OX ot
(2.40a)
denklemi,
0<t<l igin W(Lt) = f(t), (2.40b)
0<t<l i¢in aiW (1,t) =g(t) (2.40¢)
X
sartlarini saglamalidir.
(b)  Ayrica, (p,q,F,f,g)—>W ¢Ozim operatoriinii,

L*(0,1)x L (0,)x L>(A,)x H, (0,1)x L*(0,1) den C(A,)’ye smirli operatorle

genisletiyoruz.
Ispat:

2.15 Teoreminde oldugu gibi, biz (xt)eA igin  a(xt):= p(lt)—q(x)’yi
alalm ve (X,t)e A, i¢in F(X,-t) = F(x,t) araciligiyla A iizerinde bir cift

fonksiyon olarak genisletelim.



Ayni zamanda t €[0,1] igin g(-t) =—g(t) ve f(-t)=—1f(t) ile [-1,1]de f ve
g tek fonksiyonlara genisletecegiz. Daha sonra F e C(A) ,f eC’[-11] ve

g € C'[-1,1] dir. Ve tekrar D bélgesi, (2.37) tarafindan verilen bolgedir.

(s, eD igin W(g,n) =W(S+17,5~7)

X=¢+1,

t=¢-n,

degisken degisimini yapiyoruz. Sonra eger F(&n)=F(E+n,E-1) ve
ac,n)=-a( +n,&—n)olmak lizere w

0*W(&,m)

oéon =a(&,mwe,m+F(&.m, (&meD,

denklemini ¢ozerse, W ; (2.40a)-(2.40c)’yi ¢ozecektir. (2.40b) ile (2.40c) Cauchy
kosullart, 0 < £ <1 igin,

W(1-8) = F(28-1) ve W, (5 1-)+w,(51-8) =29(25 - 1)

dontigir. Birinci denklemin diferansiyellenmesi ve W, ve W, i¢in ¢dziilmesi,
0<<&<1 igin,

W (&1-8) =925 -D+ /28 -1 ve w,(51-8) =925 -D - (25 -1)
esitligini verir. & e gore diferansiyel denklemin &’den 1-7’ye integrali

asagidaki gibidir.

awéi’ 77) == J.[a(é:’a ﬂ)W(éﬂa 77) + ﬁ(él + ﬂ)]déﬂ + g(l — 277) — f ’(1 _ 277)

4

Simdi bu denklemi (£,7) € D icin 7 ya gore n°’den 1—-¢’ye integre edersek

1-&1-n'

wé,n) = [ [[a,nwe,n)+FE,n)dedn’ (2.41)
n <

1-¢
- [ g-2m)dn 4 f@E-D+ f1-2)

n



ye ulasiriz.  Bu yine iki degiskenli bir Volterra integral denklemidir.

A, integral operatoriinii belirtsin

1-&1-n

AwE ) = [ [aEn W& n)dEdn’, (& m)eD,
n <

tiimevarim araciligryla biitiin (£,7) € D ve ne N igin kolaylikla goriilebilir ki
1

n2 l—E—m)"

A"W(E, )| <[], | dir.

Ayrica, biitin ne N igin, |A"w

~|N 1
Lo S||W||oo”":1|||_2 m dir.
Yeterince biiyiikk n igin HA” Hw <1 sonucunu ¢ikartyoruz ki bu, (2.41)’in

C(D) ’deki tek ¢oziim olduguna tekrar isaret eder.
p=q=0 ve F=0 6zel durumu i¢in (2.41) integral denklemi , ¢ok iyi bilinen

D’ Alambert formiiliine indirgenir.
t+(1-x) | 1
W (X,t)=—— j g(r)dr+—f(t+1-x)+— f(t—(1—Xx)).
2 (1) 2 2

Sonu¢ olarak , tiglincii teorem, (W,r) fonksiyon c¢iftinin belirlenmesi icin

calisilacaktir. Yukaridaki ayni metotlarla bu sistemi de inceleyebiliriz.

Teorem 2.17.

(a) f €C2[0,1],g €C'[0,1] ve p,qeC[0,]] ve F eC(A,) olsun.
f(0)= f"(0)=g(0)=0 dir,

Bu halde tek bir (W,r) e C*(A,)xC[0,1] fonksiyon ¢ifti vardir ki

W (x,t) W (x.b)
2

A, iginde=— ~ H(PO=AW D =FGOr(,  (2422)
X
0<x<l igin  W(X,X)= %j r(t)dt, (2.42b)
0
0<x<1 icin W(x,0) =0, ve

(2.42¢)



tim t€[0,1] i¢in W(,t)=f(t) ve §W (Lt)=g(t) saglanir.
X

(2.42d)
(b)  Ayrica, (p,q,F, f,g)— W,r) ¢Ozim operatoriinii,
L*(0,1)x L*(0,)x C(A,)x H (0,)x L>(0,)) den  C(A,)xL*(0,])’ye  smurh

operatorle genisletiyoruz.
Ispat:

Teorem 2.15 ile 2.16’nin ispatinda oldugu gibi, ayn1 kanitlara basvuruyoruz.
a(x,t)= p(|t|)—q(x) olsun ve F(Xx,) ¢ift fonksiyon ve f wve g tek

fonksiyonlaria genisletilsin. Tekrar X =& +7n ve t=¢& —ndegisken degisimini

yapalm ve F(&m)=F(E+n,é-n) ve a(&n)=-aE+n,E-n) olsun.
Teorem 2.16’da gosterdigimiz (2.42a) ve (2.42d) Cauchy probleminin W
¢oziimi W(&,n) =W (& +n,& —n) icin (2.43a) integral denklemine denktir.

1-¢1-17'

wEn = [ [laE,nwE,n)+F&,n)rE +n)Hdsdy’
n ¢

1-¢ 1

- j g(1—277')d77'+5f(2§—1)+%f(1—277) (2.43a)

(Bkz. Denklem (2.41)). Bu ve (2.42b) baslangi¢c kosulundan bir ikinci integral
denklem tiiretiyoruz. (2.43a)’ya n = 0 koyup diferansiyelini alalim ve (2.42b)’de
yerine koyalim. Bu, bir onceki degiskenlerin degisiminden sonra asagidaki

Volterra denklemini verir:

1

00 == T80 y = w00y =)+ FYF X y X1y

+g(2x=1)+ f'(2x-1).
(2.43b)

(2.43a) ile (2.43b) nin bir (w,r) e C(D)xC[0,]] ¢dziimiiniin varoldugunu kabul

edelim.



O zaman W diferansiyellenebilir ve diW (X, X) = diW(X,O) = % r(x) dir.
X X

Simdi, a(x,.) ve F(x,) ¢ift; f ve g ise tek fonksiyonlar oldugu igin,
W (X,.) 'nun da aym: zamanda tek oldugu sonucunu ¢ikaririz. Ozel olarak, tiim

X €[0,1] icin W (x,0) = 0 dur.

Bu W(0,0) =0’a ve ayrica W (X, X) =

N | —

jr(t)dt ’ye isaret eder. Bundan dolayi,
0

(2.43a) ve (2.43b) denklemlerinin her ¢dziimiiniin, (2.42a) ve (2.42d)’nin de

¢Oziimiinii kargiladigini gostermistik. Bunun terside dogrudur.

Simdi (2.43a) ile (2.43b) sisteminin (W,r) e C(D)x L*(0,]) icin tek ¢oziim

oldugu seklindeki ispat1 ana hatlariyla agiklayacagiz. Sistemi,

A=(A“A”] ve R=(R1]6C(5)XLZ(O,1) olmak tizere
A21A22 RZ

formunda yaziyoruz . Sonra A; C(D)x L*(0,1) *den kendisine iyi tanimlanmistir

ve siirekli olarak & € L>(A) ve F e C(D) ’e baghdir. Eger w, sabit tutulursa,

(2.43b), r icin bir Volterra denklemidir.

r ¢ozimiin, IE,E?, f,g de stirekli olarak hfonksiyonu ve L operatoriine bagli

olarak asagidaki formda ifade edebiliriz
1
r() = (A, W+ R,)00 + [B (% Y)(A, W+ R,)(y)dy
=Lw(X) + h(x).

A,,w’nin acik ifadesini kullanarak, asagidaki formu buluruz.

x €[0.1] igin [Lw(x)| < € max{w(y,z—y)|:y<z<I,x<y<I}.



Simdi r = Lw+h y1 (2.43a)’da yerine koyarsak verilen sartlarda siirekli olan R
fonksiyonu i¢in

1= 1=’

wén) = | [[aE, W& n)+F(& nw(E +n)ldgdn’ +R(&,n)
n ¢

verir. B sag taraftaki integral operatdrii ve C:= ||§ ot EHIEHLZ olsun. Tiimevarim

vasitasiyla, D de

n

C

A(2n)!

B"W(&,7)| < W, a=&-n)"

gosterilebilir .

B

Bu tekrar, n’nin sonsuza gittiginde oldugu kadar, ‘nin sifira gittigine igaret

eder. Daralma déniisiimii teoremi, C(D)x L*(0,1) deki integral denklemler

sisteminin varlik ve tekligini verir. Kisim (a) ile kisim (b)’deki genisletme i¢in,

W ile p’nin regiilaritesi, 2.15 Teoreminin kanitindaki gibi benzer sekilde

ispatlanirlar.

2.5. Ters Problem

Simdi ters spektral problem {izerinde ¢alisabiliriz. Bu, Sturm-Liouville 6zdeger

probleminin A, dzdegerlerinin verilip,

—u"(X)+ q(X)u(x) = Au(x), 0<x<l1, u(0)=0, u()=0, (2.44)

sinir deger probleminden q fonksiyonunun bulunmasidir. Ornek 2.1°de,
{4, :ne N} spektrum bilgisinin genellikle q’yii tek basina belirlemek i¢in

yeterli olmadigin1 gdrmiistiik. Daha fazla bilgiye ihtiyacimiz vardir. Ornegin,

—V"(X) + g(X)V(X) = v(X), v(i0)=0, Vv'(1)+Hv(1)=0, (2.45)



formunun bir 6zdeger probleminin bir ikinci g, spektrumu ya da 6zdegerler

hakkinda baz1 ek bilgilere ihtiyacimiz vardir.
Ters problemin teklik ispatinda esas arag, Gelfand-Levitan-Marchenko integral

operatdriinden yararlanmaktir (Bkz.[14]). Bu integral operatdrii —u”+qu = Au
denkleminin baslangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimlerini, —u”"+ pu = Au
denkleminin ¢oziimiine transfer eder ve daha da Onemlisi A’ya bagimh

olmayisidir. Bu operatoriin ¢ekirdegi dnceki kisimda incelenen hiperbolik sinir

deger probleminin ¢ézliimiidiir.

Teorem 2.18.

p,ge L’(0,1),4eColsun ve u,ve H?*(0,]) asagidaki denklemlerin ¢dziimleri
olsun.
—u"(X)+g(xX)u(x) = Au(x), 0<x<l, u(0)=0, (2.46a)
—V'"(X)+ p(X)V(X) = Av(X), 0<x<I, v(0)=0, (2.46b)

u’'(0) =Vv'(0)’dir. K eC(A,)’ de asagidaki Goursat probleminin zayif ¢dziimii

olsun.
2 2
Acda  CROD RO by gkt =0 (2.47a)
OX ot
denklemini
K (x,0) =0, 0<x<l (2.47b)
K (X, X) = % j (q(s)— p(s))ds, 0<x<l (2.47¢)
0

kosullariyla bulmaktir. Burada A, liggen bolgesi, tekrar
A, ={(xt)eR*:0<t<x<1} (2.48)

seklinde tanimlanir. Bu sartlar altinda asagidaki ifadeyi elde ederiz.



u(x) :v(x)+j'K(x,t)v(t)dt, 0<x<l1

(2.49) f(x) :%I(q(s) — p(s))ds ile Teorem 2.15, zayif anlamda bu Goursat
0

probleminin tek tiirlii ¢dziimii oldugunu verir.

Ispat:

Once, p,q e C'[0,1] olsun. Sonra Teorem 2.15> den K € C*(A,) dir.

(2.49)’un sag kenarim1 W olarak tanimlayalim.
Yani, W(X) :=V(X)+ j' K(x,t)v(t)dt, 0<x<1 olsun.
0
Sonra w(0) =v(0)=0=u(0) ve W
W'(X) = V'(X) + K(X, X)V(X) + I K, (X, tv(t)dt, 0<x<I
0
seklinde diferansiyellenir.

K,,K, kismi tiirevlerdir. X =0 icin, w'(0) =v'(0) =u’(0) dir.

Ayrica,

w'(x) =Vv"(X)+ v(x)% K (X, X) + K(X, X)V'(X)

+ K, (X, X)V(X) + I K, (X, tv(t)dt,

= { p(x)—A+ C?—X K (X, X) + K, (X, x)}v(x) + K (X, X)v'(X)

X

+ (@O0 - POYK 6 HV(D) + K (x, V(D).

0

Kismi entegrasyon

'X[ K, (X, tv(t)dt

K(x, tv"(t)dt +[K, (X, t)v(t) = K(X, V' ()]s

Il
S C— X



(p(t) — HK(x, t)v(t)dt + K, (X, X)v(X) — K(X, X)v'(X)

O© G <

ifadesini verir.

Bu nedenle,

W' (x)=| p(x)— 4 +% K(X, X) + K, (X, X) + K, (X, X) [V(X)

:ZiK(x,x):q(x)—p(x)
dx

+(q(x) - /l)j K(x,t)v(t)dt

=(Q(x) - ﬂ){v(x) + f K(X,t)V(t)dt} = (q() = Hw(x)

elde ederiz.

Yani, W,U i¢in olan ayn1 baslangi¢ deger problemini ¢ézer. Baslangi¢ sinir deger
problemleri i¢in Picard-Lindelof teklik teoremi W=uU verir. Bunun yaninda,

diizgiin p ve g fonksiyonlari i¢in teoremi ispatlariz.

Simdi p,q e L*(0,1) olsun. Sonra, sirasiyla L*(0,1)’de p, = p ve g, —q ile

(p,).(q,) € C'[0,1]] fonksiyonlarini segiyoruz. K. , p, ve (q, i¢in, (2.47a)-

n»

(2.47¢)’nin ¢oziimii olsun. Daha 6nce gosterildigi gibi, biitiin n € N ’ler igin,
U (X) =V, (X)+ j K, (x,bv (tdt, 0<x<l1,
0

u, ile v, (2.46a) ile (2.46b)’yi gozer, u’(0)=V'(0)=u'(0)=V'(0) dir.

Teorem 2.6 ile 2.15 (b)’in sonuglarma bagli olarak u,,v, ve K, fonksiyonlar

diizgiin olarak sirastyla U,V ve K ’ya yakinsar. Bu, teoremin p,q € L*(0,1), igin

olan iddiasini ispatlar.



Bir 6rnek olarak, p=0 ve v(X)= sin(\/ZX)/ Ja altyoruz ve asagidaki sonuca

vartyoruz.

Ornek 2.19.

u 2
—u"(X) +q(xu(x)=Au(x), u0)=0, u'(0)=1
(2.50)

in bir ¢dziimii olsun.

Sonra

u(X)_sm\/\i_x J-K( t)sni/\l_t

olur.

Burada ¢ekirdek K asagidaki Goursat probleminin ¢oziimiidiir.

A,’da K (X, 1) = K, (X,t) —q(xX)K(x,t) =0
K(x,0) =0, 0<x<1,

K (X, X) :%Iq(s)ds, 0<x<l1
0

2.51)

(2.52a)
(2.52b)

(2.52¢)

Bu 0Ornegi, kendi basina Onemli uygulamalart yaninda kisim 2.7°de de

kullanacagiz.

Teorem 2.20.

A, (2.44) veya (2.45) 6zdeger problemlerinden birinin 6zdegeri olsun. Sonra

{sin(\/z J:neN} fonksiyonlar kiimesi L?(0,1)’de tamdir.

Bu, biitiin



1
ne N ’ler igin '[ h(X)sin\//Tn Xdx=0 ’in dogru olmasi halinde h=0 oldugunu
0
ifade etmesi demektir.
Ispat:  T:L°(0,1) > L*(0,]) , cekirdegi K olan ikinci gesit Volterra integral
operatorii olsun. Yani
Tv(X) = V(X)) + j K(x,tv(t)dt, xe(0,1), vel?(0]1) dir.
0

K, (2.52a)-(2.52¢c) Goursat problemini ¢ozer.

Daha sonra biliriz ki, T, L*(0,1) *den kendisine bir izomorfizmdir.
xe[0,1], ne N igin v (X) :=sin \/ZX tanimlayalim. u,

—ur+qu, =4Au, (0,1)’)de u,(0)=0, u/ (0)=1
baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii olsun.

u,, 4, e karsilik gelen 6zdegerlerdir ve bundan 6nceki 6rnege gore

u :LTvn veya V, =,/4,T'u, dir.

n \/Z

1
Simdi, eger biitiin n € N ’ler i¢in .[h(x)vn (x)dx =0 ise, o zaman
0

0= j[h(x)T “u, (x)dx = Jl'un ()T ) h(x)dx

T ; T ’nin L*-adjointini belirtir.

Uy /|u,

o ineNj, L*(0,1) ’de Lemma 2.7 vasitastyla tam oldugundan,

(T")'h =0 ve buradan h =0 sonucunu ¢ikarryoruz.

Simdi esas teklik teoremini ispatlayabiliriz.

Teorem 2.21.

HeR,p,qeLl’(0,1) ve 4,(p), 4,(q) sirastyla r = pve r = ya karsilik gelen
(0,1)’)de —u"+ru=Au u(0)=0, u)=0



0zdeger probleminin 6zdegerleri olsunlar.

Ayrica, u,(p), u,(q), swrastyla r = pve r =q ’ya karsilik gelen
(0,1)’de  —u"+ru=_pu u(0)=0, u'(h)+Hu@)=0 nin

0zdegerleri olsunlar.
Eger, biitiin n e N ’ler i¢in, 4,(p)=4,(q) ve u,(p)=x,(q) ise, p =q  diir.
Ispat:

Ozdegerlerin asimptotik davranislart

1
2,(p) =17’ + [ p(Hydt+o(l), n—>oo,
0

A(q)=nz>+ j qt)ydt+o(1), n-—» o dir.
Ve ayrica
f( p(t) —q(t)dt =lim(4, (p) - 4,(@)) = 0 (2.53)

sonucuna ulaslyoruz .

Simdi K, (2.47a)-(2.47c) Goursat probleminin bir ¢6ziimii olsun. Sonra, K
yalmizca p ve (Q’ye Dbaghdir ve de A4,=4,(p)=4,() ile

M, =1, (P)=p,(q) Ozdegerlerinden bagimsizdir. Bundan bagska, (2.53)’ten,

K(L1) = 0 ’dir sonucunu ¢ikartyoruz.

Simdi u,,v,; swrasiyla , A4,(q) ve A, (p)’ye karsilik gelen 06zfonksiyonlar
olsunlar; yani, 0<x<I igin, her iki ug¢ta homejen Dirichlet sinir kosullarla,
— Uy () +a0)U, (X) = AU, (X), = Va(X)+ pX)V, (X) = 4,V,(X)

diferansiyel denklemlerinin ¢dziimleri olsun.

Ayrica, onlarin u; (0) =V, (0) =1 sartlartyla normallestirildiklerini varsayiyoruz.



Sonra, Teorem 2.18 uygulanabilirdir ve her n € N igin
U, (X) =V, (X)+ j K(x,t)v, (t)dt x €[0,1] (2.54)
0
iligkisini verir.
X =1 igin, sinir kosullar1 biittin n € N ’ ler i¢in
1
0= j K (1, t)v, (t)dt
0

(2.55)

Verir.

Simdi {v, /|v,

. :neN} . kimesinin L*>(0,1)’de bir tam ortonormal sistem
olusturdugu gercgegini kullaniriz. Bundan , tim t €[0,1] i¢in K(I,t)=0 ortaya
cikar.

Simdi U, ve V; U, (0)=V. (0)=1 normallestirmesiyle, sirasiyla z, , q ve p’ye
karsilik gelen Ozfonksiyonlar olsun. Tekrar Teorem 2.18 uygulanabilirdir ve
sirastyla u, ile v, ’nin iliskisini vermek yerine; U ,ve V  ’nin (2.54)’le iligkisini
verir. Bu denklemi diferansiyelleyerek asagidaki sonuca ulagiyoruz.

0=0(M)-v;()+H[T, 1) -7, 1)]

= KLYV, (1) + I[Kx(l,t) +H K(l,t)]vn (t)dt
— 0 —

=0 =0
1
ve biitiin n e N ’ler igin j K, (LHV, (tH)dt=0 dur.
0

Bundan, biitiin t € (0,1) i¢in K,1,t)=0 ortaya c¢ikar.

Ciinkii {7, /|V,

g }, bir tam ortonormal sitem olusturur.

Simdi, K ’nin 6zdes bir bi¢imde sifira esitlenmesi gerektigi sonucunu veren

Teorem 2.16’ya bagvuruyoruz. Tim x € (0,1) igin

0=K(x 0= [(p(s) - a(s)es

denkleminin diferansiyelini almak , p = q sonucunu verir.



Sturm-Liouville diferansiyel denkleminin bir (tek) spektrum bilgisinin

fonksiyonunu yeniden bulmak igin tek basina yeterli olmadigm Ornek 2.1°de
gormiistiik. Ikinci smir kosul icin, spektrumu bilmek yerine, asagidaki

teoremlerin gosterdigi gibi, diger bilgileri kullanabiliriz.
Teorem 2.22.

2,(p), A4,(q) Ozdegerler ile p,qel’(0,]) olsun ve u, ve V. srasiyla,

u(0) =0,u(l) =0 Dirichlet smir kosullarina karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun.
Yani, Ozdegerler, biitin ne N’ler i¢in A, (p)=A4,(q) cakissin. Asagidaki

varsayimlardan biri de dogrulasin.

(a) p ve q; 1/2 ile ilgili ¢ift fonksiyonlar olsun, yani, tiim x € [0,1] i¢in

p(I=x)=p(x) ve ql—Xx)=q(x).

(b) Neumann siirli kosullart ¢akigsin, yani, tim n e N ’ler igin

u, () _ vo (@

= dir.
u, (0) v, (0)

(2.56)
Buna gore p=q dir.

Ispat:

(a) Ozfonksiyonlar aym zamanda cift fonksiyonlardir. Bu &zdegerlerin basit
oldugu; u ile U(X):=u(l—x) aym Ozdegere karsilik gelen &zfonksiyonlar
oldugu gergeginden dogar. Bu yiizden, her U 6zfonksiyonu igin, u’(l) =-u'(0)

yani u’'(1)/u’(0) = —1 dir. Bu kisim (a)’nin teklik sorununu kisim (b)’ye indirger.

(b) Simdi de u/(0)=v;(0)=1 seklindeki 6zfonksiyonlari normallestiriyoruz.
Teorem 2.21’in kanitinin birinci kismini izleriz. (2.55)’ten, biz tekrar biitiin

t € (0,1) i¢cin K(1,t) 'nin sifira esit oldugu sonucunu ¢ikaririz. Ek varsayim bize



((2.56)) u; (M) =v, (1) verir. (2.54)’tin diferansiyelini alahm, X =1 koyariz ve
1

biitiin n € N ’ler i¢in J K, (Lt)v, (t)dt =0 sonucuna variriz. Yine, bu, K, (1,.) =0
0

ifade eder ve ispat, Teorem 2.21’in ispat1 gibi ayni ¢izgileri izler.

2.6. Parametre Belirleme Problemi

Bu kisim ve gelecek boliimler, kismi diferansiyel denklemler i¢in Onemli
parametre belirleme problemlerine ayrilmistir. Asagidaki parabolik baslangi¢
siir deger probleminde ters Sturm-Liouville 6zdeger probleminin bir uygulamasi

iizerinde duracagiz. Ilk olarak, direkt problemi formiile (ifade) ederiz.

T>0 ve Q; :=(01)x(0,T)cR*,qeC[0,]] ve feC?[0,T] verilmis olsun.
x €[0,1] i¢in, f(0)=0 ve q(x)>0 olsun. Iki kez siirekli olarak X’e gore
diferansiyellenebilir ve €;’de t’ye gore siirekli olarak diferansiyellenebilir.

U e C(Q;) yi belileyecegiz.
oU /ox e C(Q;) olsun ve

U (x.1) _ 2’U(x.b)

Q. - = .

>de > o AU =0 (2.57a)
U (x,0) =0, x e [0,1] (2.57b)
U(0,t) =0, %u (Lty=f(t), te(0,T) (2.57¢)

sartlar1 ile verilsin.

Parabolik baglangi¢ sinir deger problemleri teorisinden, bu problemin tek bir
¢oziimii oldugu bilinmektedir. Tekligi kanitlayacagiz ve varlik sorunu i¢in [5] ya

da (2.59)’a basvuracagiz.



Teorem 2.23.

f =0 olsun. Q; ’deki (2.57a)-(2.57¢)’nin tek ¢oziimii U =0 dir.

Ispat:

(2.57a) diferansiyel denklemini U (X,t) ile carparak X’e gore integralini alirsak

1 d L ) _1 M ) 2
Ealu(x,t) dx_j[ ~ UG —au () }dx

0

ifadesi olusur.

Kismi integrasyon ile integrali alip homojen sinir kosullarini kullanarak

1d o tl{UDY X _
Ea_([U(X,t) dx=—.([|:[T +q(X)U(X,1)" [dx <0 elde ederiz.

1
Bundan dolay1 t— J-U (X,t)*dx negatif olmayan ve monoton artan degildir.
0

1 1
.[U (x,0)°dx=0"dan, biitiin t’ler igin '[U (x,t)*dx=0 sonucu c¢ikar, yani,
0 0

U =0 dir.

Simdi ters probleme doniiyoruz. f bilinsin ve buna ilaveten, biitin 0 <t <T

icin, U (1,t) olsun. Ters problem, q katsayisini saptamaktadir.

Bu kisimda, eger ilkesel olarak q’yii tek basina yeniden bulmak amaciyla yeterli

bilgi saglanirsa, ters problemin teklik sorununu inceleyecegiz. Amacimiz,

asagidaki teoremi ispatlamakdir.

Teorem 2.24.



U,,U,; sirasiyla =0, 20 ve =0, 20’a karsilik gelen (2.57a)-(2.57¢)’nin
¢oziimleri ve f aym olsun. Biitin te (0,T) igin, f(0)=0,f'(0)=0 ve

U,(1,t)=U,(1,t) olsun. Sonra, [0,1] lizerinde q, =0, .

Ispat:

Sirasiyla , yada ¢, ve U, yada U,, q ve U olsun. 4, ve g,, NeN;

H =0 i¢in (2.45) Sturm-Liouville 6zdeger probleminin sirasiyla 6zdeger ve

0zfonksiyonlar1 olsun. Yani,

—u"(X)+ q(xX)u(x) = Au(x), 0<x<1, u(0)=u'(l)=0 dir.

Ozfonksiyonlarin, biitin ne N icin ||gn =1 ile normallestirildiklerini kabul

L2
ediyoruz. Ayrica, kabul edelim ki , biitin ne N i¢in g,(1)>0. {g,:neN },
L*(0,1) *de bir tam ortonormal sistem olusturdugunu biliyoruz. Teorem 2.14,

asimptotik formu

A, =(N+1/2)* +§+ 1, Sl <o ile, (2.58a)
n=1
g, (X) =~/2sin(n+1/2)72x + O(1/n) (2.58b)
olarak belirler.

1
Burada §= I q(x)dx dir. ilk asamada, (2.57a)-(2.57c) baslangi¢ sinir deger
0

probleminin U ¢o6ziimii i¢in, bir seri agilimi bulalim. {g,:neN }

tamligindan,

her te(0,T) icin yakinsamanin L*(0,1) anlaminda oldugu

U =3 a, 1, () a,(t) = [U (., (0d neN



Fourier agilimina sahibiz. Bunu diferansiyel denklem, baslangic ve sinir deger
kosullarla  yerlestirelim. Bu  formel siirecten dolayr toplam ile
diferansiyellenmenin degisimi gerek¢elendirilmedigi icin, farkli bir yontemle

a, ’y1 olusturacagiz. (2.57a) kismi diferansiyel denklemini kullaniriz ve a,’yi
diferansiyelleyerek agagidaki ifadeleri buluruz.

aU(x t) 9°U(X,1)
ox?

g,(x)dx = J.

0

{g (x )aU(X ”—U(x,ug;(x)}

a; (1) = j —qOOU (, t)}g ()dx

x=1

x=0

+jU<x B] 9700 — 4009, (x) dx

==An0n (X)
= f (t)gn (1) - /1nan (t)
a,(0) = 0 baslangic kosuluyla, ¢oziim

a,(t) =g, f(x)e ™ "dr

tarafindan verilir. Yani, (2.57a)-(2.57¢)’nin U ¢oziimii su sekli alir.

) t
Ux,t=>g,1)g,(x) j f(r)e ™ dr (2.59)
n=1 0
Kismi integralden,
t 1 1| 1
J. f(r)e™ " dr =—f(t) ——I f'(r)e ™" "dr dir ve bu — ile azalur.
0 ﬂ’n ﬂ/n 0 ﬂ“n

Bunu ve asimptotik (2.58a) ve (2.58b)’yi kullanmak suretiyle, (2.59) serileri Q.

diizgiin yakinsarlar.
X =1 i¢in, (2.59),

Ut = 29 1)’ jf(r)e A0

t o
j 0> g,()’e " dr , te[0,T]
0 n=l1

=A(t-7)

ifadesine indirgenir.



Integral ve toplamanin swasmin degisimi Lebesgue’nin  smirlandiriimis

yakinlagma teoremiyle gerekcelendirilebilir. Bu (asagidaki) ifadeden

c

27

ve fonksiyon S+> 1/ s ’nin integrallenebilecegi olgusundan goriilebilir.

Z gn(l)ze—/lns < Cze—nznzs < Cje—szﬁzsds _
n=1 n=l1 0

Boyle bir temsil, sirasiyla g, ve q,’ye karsilik gelen U, (1,.) ve U,(L,.) icinde
vardir. (1) ve (2) st isaretlerin , ve ,’ye olan baghiligini belirtmek {izere

U,(L.)=U,(L.) den,
0= j f(O)[AY(t-7)— APt -7)]dr = j f(t—o)[AY(2) - A? (r)]d7

sonucunu ¢ikaririz. Yani, w:= A" — A® fonksiyon , f(t—-7) cekirdegi ile
birinci ¢esit homojen Volterra integral denklemini ¢ozer. Bu denklemi iki kez
diferansiyelleyip f(0)=0 ve f'(0)# 0 kullaniyoruz. Bu, W igin ikinci tiir bir

Volterra denklemini verir.

f'(0)yw(t) +j f'"t—s)w(s)ds=0 , te[0,T]

Ikinci tiir Volterra denklemleri tek tiirlii ¢oziime sahip olduklar icin bu, biitiin

t’ler icin w(t) =0 verir. Yani,

tum t (= (O’T) lgln Z[gn(l)(l)]Ze_ﬂn‘)t :z[gr(]z)(l)]ze_l(nz)t
n=1 n=1

olur.

Normallestirme ile biitin j=12 i¢in g'”(1)>0 dir. Simdi Dirichlet serileri
teorisinden (Bkz. Lemma 2.25) ¢ikan sonuglara basvurabilir ve séz konusu
sonucu g¢ikarabiliriz. Biitin ne N igin A" =1? ve g()=g® 1) dir
u(0)=0 ve u'(1) =0 smur kosullari i¢in, Teorem 2.22 kisim (b), teklik sonucuna

basvurduktan sonra, ¢, =(, sonucunu ¢ikariyoruz.



Geriye agagidaki lemmay1 ispatlamak kaliyor.
Lemma 2.25.

A, ve u,; sonsuza giden kesin artan diziler olsunlar.

00 0
Z a,e ™ ve z p.e  serileri
n=1 n=1

her t € (0,T] de yakinsak ve ayni sekilde bir [ 6 ,T] aralifinda diizgiin yakinsak

olsunlar. Limitleri ¢akigsinlar, yani,

tim te(0,T] igin dae =3 pe olsunlar.
n=1

n=1

Ayni zamanda, biitin ne N i¢in ¢, #0 ve S, #0 oldugunu kabul edersek, o

zaman biitin ne N i¢in ¢, = 8, ve 4, =y, dir.
Ispat:

Kabul edelim ki, 4, # 4, ya da o, # B, olsun. Genelligi kaybetmeksizin,
U, > A, oldugunu kabul edelim. (Aksi takdirde, p, <, <A, <A, dir ve A, ve

4, 'nin rolleri degistirilebilir.)
C,(1)y=ae "™ - p et t >0 i¢in tanimini yazalim.

Analitik devam ile, biitiin t > igin Z;Cn(t) =0 oldugu sonucuna variriz ve

seri [0,0) da diizgiin yakinsadigi sonucunu ¢ikarabiliriz.

CHh=q _ﬂle_(#l_mt
oldugu icin, biitiin t > t, icin |C1(t)| > ¢ olacak sekilde £ >0 ve t, > J sayilar

vardir.



Biitiin t > t; i¢in

>'C, (1)

<§ olacak sekilde n, € N secelim.

Sonra , asagidaki sonucu ¢ikaririz.

Biitiin t > 1, i¢in,

Z_OlCn(t) >|C,(t) - Zj‘,cn(t)

> £ buluruz.
2

=‘C1(t)—icn(t>

Simdi t sonsuzluga yaklassin. Birinci sonlu toplam, sifira yaklasir ki bu bir
celiskidir. Bu yiizden, 4, = i, ve «a, = f, olur. Simdi n=2 ve benzerleri i¢in

ayni kanit1 tekrar edelim. Bu, lemmay1 ispatlar.

2.7. Sayisal Coziim Teknikleri

Bu kisimda, W.Rundell, P.Sacks ve digerleri tarafindan ileri siirilen sayisal

algoritmalar1 tartisacagiz. [6,8,9] makalelerini yakindan izliyoruz.

Bundan sonra, (2.44) veya (2.45) Sturm-Liouville 6zdeger problemlerinin A, ve

U,, NeN Ozdegerlerini bildigimizi varsayalim. Amacimiz, bilinmeyen (¢

fonksiyonunu belirtmektir. Genellikle, 6zdegerlerin sadece sonlu sayis1 bilinir. O

halde g fonksiyonun tamaminin yeniden bulunmasi beklenemez. Fakat yalnizca

g 'nun yaklasik hesaplanmas1 yapilacaktir.

Tartisacagimiz ilk algoritma, karakteristik fonksiyon kavramini kullanir. Basitlik
i¢in, yalnizca q ’niin ¢ift fonksiyon, yani, q(1— X) = q(X) olarak bilindigi durum
icin metodu agiklayacagiz. Bu halde, yalnizca bir spektrumun ¢’yu yeniden

bulmaya yettigini biliyoruz (Bkz. Teorem 2.22).

Problem (2.44) i¢in f(A)=u,(1,4,q) karakteristik fonksiyonunu yeniden géz

Ontine alalim. Ters problem q igin,



u,(1,4,,9)=0 tim neN igin (2.60)

denklemelerini ¢6zen problem olarak yazilabilir.

Yalnizca sonlu sayida bilinen 6zdegerler, n=1,..,N i¢in A,, ve (, asagidaki

sekilde ifade edilsin.
N
qsa) =Y a,q,(x), xe[0,l], (2.61)
n=1
a=(a,..,a,)eR" katsayilar1 ve lineer bagimsiz ¢, ¢ift fonsiyonlar

cinsinden yazabiliriz. q diizgiin ve periyodik ise,

q,(X) =cos(2z(n-1)x),n =1,...,N se¢mek uygundur.

Denklem (2.60), F :R" - R"’i
F.(2)=u,(1,4,,q(;)) aeR" ve n=1,.,N i¢in

F(a) = 0 sonlu lineer olamayan sisteme indirgenir.

Bu nedenden &tiirii, lineer olmayan denklemlerin ¢oziim sistemleri i¢in ¢ok iyi
gelistirilmis metotlarin hepsi kullanilabilir. Ornegin, eger F'(a)” tekil degilse

ikinci derecede yakinlagan Newton metodu kullanilabilir

akh — g _ F!(a(k))—l F(a“‘)), k=0,1,..,

Kisim 2.2, Teorem 2.6’dan bildigimiz iizere, F transformasyonu, her a € R"
icin siirekli olarak Fréchet diferansiyellenebilir. Tiirevin hesaplanmasi genelde

zordur ve sayet F'(a)”" tekil degilse F'(a)”' nin yerine a =0 alinr.

Basitlestirilmis Newton Metodu
a®*? =a® —F'0)"'F@"™), k=0,1,...,

olarak hesaplanir.



Ikinci bir algoritmay:r agiklamadan evvel, o6zdegerlerin (2.27) asimptotik

1
davraniglarindan hareketle, § = .[ g(x)dx degerini tahmin ederiz.
0

Diferansiyel denklemi

—Uuy () + @) = u,(¥) = (4, =Gu,(x),  0<x<l,
1
sekilde yazarsak, genelligi kaybetmeksizin Iq(x)dx:o ’a varsayabilecegimizi
0

gbzlemleriz.

Simdi 2.21 teklik Teoremine dayanan bir algoritmay1 verebiliriz. S6zkonusu

algoritma iki adimdan ibarettir. Birincisi, iki 6zdeger kiimesinden f = K(l,.) ve
g =K,(,.) Cauchy verilerini buluyoruz. Daha sonra bu Cauchy verilerinden

q ’yu hesaplamak amaciyla Newton-tipli yontemleri dneriyoruz.

Hareket noktasi, p =0 durumu i¢in Teorem 2.18’dir. Bu 6zel durumu zaten daha
once Ornek 2.19°da ifade etmistik. Bu nedenle, (4,,U,); U, (0)=1

normallestirilmis (2.44) 6zdeger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 olsun.

A, 6zdegerleri bilinmektedir. Ornek 2.19°dan

un(x):%ﬁmx,t)%t, 0<x<l, (2.62)
n 0 n

T

yazariz.

1
Burada K , K(l,l):%Jq(t)dt:O ile (2.52a) - (2.52¢) Goursat probleminin
0

¢Oziimiidiir. X =1 i¢in (2.62)’den K(1,t) hesaplayabiliriz. Ciinkii Teorem 2.20 ile
vV, (t) =sin /A t Ozdegerler, L*(0,1) de bir tam sistem olusturur. Ozdegerlerin

sadece ve sadece bir 4,,..., 4, sonlu sayisin bildigimiz de, K(1,.) ifadesini



K(Lt) = iak sin(kat)

k=1

seklinin sonlu bir toplami olarak belirleriz.

Bunu kullanarak
N 1
> a, j sin(kzt) sin /2, tdt = —sin /4, n=1,.,N (2.63)
k=1 0

elde ederiz.

Ayni argiimanlar, u’(l)+ Hu(l) =0 ikinci sinir kosulu igin de bir denklemler

sistemi verir.
1

Ju, cosJu, +Hsinyfu, +j(|<x(1,t)+ HK (1, 1)) sin [z, tdt =0
0

simdi buradaki x, , bilinen 6zdegerlere karsilik gelmektedir.

N
K, (Lt)+ HK(1,t) = Zbk sin(kzt)  seklindeki temsilimiz

k=1

n=1,..,N i¢in
N 1
Zbdsin(knt) sin ./ tdt = —\/ 1, cos/u, —H sin/p, (2.64)
k=1 0

sistemini olusturur.

(2.63) ve (2.64) denklemleri ayn1 formdadirlar. Biz sadece (2.63)’1in incelemesini

1
yapalim. Asimptotik olarak, A, :J.sin(kﬂt) sin /4, tdt tarafindan tanimlanan

0

A e R™™N matrisi, sadece % | °dir. Daha acik bir deyisle, Parseval 6zdesliginden

2

NgE

jw(t) sin(kzt)dt

1 1
=2 [lw@f dt
0

=~
Il

1

asagidaki sonucu ¢ikartyoruz:

1 2

j sin(kzt)[sin [, t - sin(nzt)]dt

0

NgE

=~
Il

1



= %.ﬂsin \/ﬂ,_nt —sin(nﬂt)‘zdt .
0

(2.29),

Ay — n2752‘ < E||q||w ve ‘\/Z - nﬂ‘ < %”q”w ifadelerini verir.

Burada c, q ve n’den bagimsizdir. Bundan,

2

1 2 :
< IWE el < ol

1

> j sin(kzt)[sin /4, t - sin(nzt)]dt

0
k=110

sonucunu ¢ikaririz.

Matris A, baskin kosegenlidir ve bu nedenle yeterince kiiciik ||q||w i¢cin inversi

aliabilir. Sayisal deneyler, (2.64)’lin q sayisal ¢oziimiiniin “biiyiik” degerleri

acisindan da herhangi bir probleme neden olmadigini gostermistir.

Simdi asagidaki ters problemle karsilagiyoruz: f = K(l,.)e H,(0,]) ve
g =K, (,)eL*(0,) Cauchy verilerinin yaklasik degerleri verildikten sonra,

g e L’(0,1)’yi nasil bulunur? p=0 igin (2.40a)-(2.40c) Cauchy probleminin

¢cozlimi, X €[0,1] icin K(X,X)= %J.q(t)dt siir verilerini saglar.
0

Ters problemi ifade (formiile) etmenin bir bagka yoluda (2.52a)-(2.52¢) Goursat
problemi ile baslamaktir. q e L*(0,1) hesaplamak icin (2.52a)-(2.52¢c) baslangic
deger problemini t € [0,1] igin f(t) = K(L,t) ve g(t) = K (1,t) Cauchy verilerine

gore ¢cozmektir.

Bu, K ve g ¢iftini Teorem 2.17°de incelemistik. Burada, p=0 ve F =0

durumu i¢in ona bagvuruyoruz. (K,r) cifti asagidaki sistemin ¢oziimiidiir.

KD KX,

A,’da Ve pve

- qX)K(x,t)=0



K (X, X) = jr(t)dt, 0<x<l icin
0

1
2

K (x,0) =0, 0<x<1l icin

vetim t €[0,1] i¢in K(L,t)= f(t) ve aiK(l,t) =g(t) dir.
X

Eger w(&,n)=K(+n,&—n) ise, r (2.43a) ve (2.43b) integral denklemler

sistemini ¢ozer. p ve F ’in bu 6zel se¢imi i¢in, (2.43b)

%r(x) = —Jq(y)K(y,zx— y)ydy+ g@2x—-1)+ f'(2x-1) (2.65)

formuna indirgenir.

Biz f ve g’vyi, [-1,1] e ¢ift fonksiyon olarak genisletmistik. T (q) ile (2.65)’in
sag tarafin1 gosterelim. T () 'niin hesab1 i¢in, p =0 icin (2.40a)- (2.40c)

Cauchy problemi ¢oziilmelidir.

K, T integral operatoriiniin K(y,2X—Yy) c¢ekirdeginin ayni zamanda (’ya

bagimli olduguna dikkat edelim. T operatdrii, bu yiizden nonlineerdir!

r =q almrsa, L*(0,1) *deki q = 2T(q) sabit nokta denklemini elde ederiz. [8]’de,
T 'nin g € L*(0,1) bir sabit noktasinin tek oldugu gosterilmistir. Daha da otesi,
Rundell ve Sacks, P,T izdiisiimlii operatoriin, baz1 dl¢lilmiis L™ -kurallarina
gore, B, ={qel” (O,l):”q”w <M} yuvart lzerinde bir daralma operatorii

oldugunu kanitlamislardir. Burada P,,, B,, ilizerindeki izdiisiim operatorii

{q(x), a0 <M,
PM Q(X = .
M signg(x), |q(x)|> M.

olarak tanimlanir.

q
olarak q"(x) =2g(2x-1)+2f'(2x—1),x €[0,1] ’dir. Daha fazla detay icin [8]’i

(k+1) ) _

=2T(q") iterasyon yonteminde, q'” =0 icin q" birinci iterasyon, basit

referans gosteriyoruz.



Bir bagka yontemde

S(q) = (K(1,.),K,(1,))  L*(0,1)’den H,(0,)xL*(0,1)’ye S  opertorii
tanimlamak, K c¢ekirdek fonksiyon esasina dayali alternatif bir sayisal yontemdir.
Burada K, (2.52a)-(2.52c) Goursat probleminin ¢oziimiidiir. Bu operator, 2.15.
Teoremin (c) kismi tarafindan iyi tanimlanmig ve sinirhdir. Eger f € H;(0,1) ve
g € L’(0,1), sirastyla, verilen K(1,.) ve K,(1,.) Cauchy degerleriyse, o zaman
S(gq)=(f,g) lineer olmayan denklemi ¢dzmek zorundayiz. Newton metodu,

iterasyon yontemle bunu yapar.

g =q® -s'@“)"[s@") - (.9l k=0L.,  (2.66)

S "nin Fréchet tlirevinin hesaplanmasi gerekir. Teorem 2.15’in kanitinda tlireyen
(2.39) Volterra denklemi kullanilirsa, S ’nin Fréchet diferansiyellenebilir

oldugunu ispatlamak zor degildir ve S'(q)r =W (l,.),W,(1,.)) dir. Burada W

homojen olamayan Goursat probleminin ¢éztimiidiir.

A,’da W, (X, 1) =W, (X, 1) = g(X)W (X, 1) = K(X,t)r(x) (2.67a)
W (x,0) =0, 0<x<I1, (2.67b)
W(x,X) = %.X[ r(t)dt, 0<x<1 (2.67¢)

Teorem 2.17°de S'(Q) 'nun bir izomorfizm oldugunu ifade etmistik. Bu sonucu

yeniden formiile edersek.

Teorem 2.26.



qel’(0,)) ve K, (2.52a)-(2.52¢)’nin ¢dziimii olsun. Her f e H (0,1) ve
g e L’(0,1) icin, bir tek reL’(0,1) ve W(l,)=1f ve W (1,)=g"’li (2.67a)

(2.67¢)’nin bir W ¢6ziimii vardir, yani, S'(q) bir izomorfizmdir.

Newton metodu’nun iterasyonlar1 oldukc¢a ugrastiricidir. Ciinkii her adimda
(2.67a)-(2.67c) formunun bir ¢ift sisteminin ¢dziilmesi lazimdir. Rundell ve

Sacks, basitlestirilmis Newton metodunu onermislerdir.
q"“" =q® -s'(0)"'[s@")~(f,9)I, k=0,1,..,

S(0)=0 dolayisiyla, S'(0) lineer operatoriinii analitik olarak inversi
alinabilirdir. Ozellikle, elimizde S'(0)r = (W (1,.),W, (1,.)) vardir. Burada W ,
A, da W, (X,t) =W, (X,t) =0

W(x,0)=0, ve W (X, X) = jr(t)dt, 0<x<l1
0

N | —

cozer.

K =0 ¢6ziimii i¢in Cauchy probleminin W ¢6ziimii
A, da W, (X,1) =W, (X,t) =0
W(,t)= f(), ve W, ([1,t)=9g(), 0<t<l1,

t+(1-x)
Wt =— j g(r)dr+% f(t+(1—x)+% f(t—(1-x)).

t—(1-x)

ile verilir.

Burada f ve g ’yi tek fonksiyonlar olarak genisletmistik.

S'(0)r =(f,g) ’nin r ¢oéziimii bu nedenle
r(x)= 2diW(x, X)=2f'2x-1)+2g(2x-1)
X

tarafindan verilir.
Bu boéliimde, yalnizca bir 6zel ters 6zdeger problemini inceledik. Benzer teorik

sonu¢ ve algoritmalar diger ters spektral problemler i¢in edinilebilir ( Bkz.



[15,16] ). Miikemmel bir inceleme i¢in, W. Rundell’in bir sonraki makalesine

[13] atifta bulunuyoruz.

BOLUM 3. SONUCLAR

3.1. Klasik Ters Sturm-Liouville Probleminin Co6ziimii

-y +q(x)y =4y
y'(0) —hy(0)=0
y'()+Hyd)=0

Probleminin Spectral datasinin bilinmesi halinde q(X) fonksiyonunu

bulmak istiyoruz. Spectral data ¢ok ¢esitli verilebileceginden dolay1 bu

bir ters problem ailesi olusturur.

{/”tj }11 tim  Spectrum bilinse bu q(X)in belirlenmesinde

yetmemektedir. Yeni bilgilere ihtiyactmiz olacaktir. Bunlardan en

onemli metot olarak biz iki Spectrum verilmesi halinde q(X) in

bulunmasini inceleyecegiz.

{/11- }T:I ye ilaveten {yj }T:I H yerine H # H olarak alinip, elde edilen

Spectrum olsun. Bu ikisini kullanarak Borg [17] q(X) fonksiyonunu

tek tirli bulacagimizi gosterdi.

Levinson [18] de q(x) ile beraber h H ve H bulunmasini da igerecek

sekilde (yani siir kosullarini bulma) ¢oziimii genisletti.



a(x)=qd-x) ise {4;} ler tek ve q(x) bulunabilecegini
gormiistiik.
h=ow H=0w H=0

igin 2 spectrum {4} belli olsun.

Dirichlet ve Dirichlet-Neumann 6zdegerlerinin asimptotik davraniglar

1
A =jnt + .[q(s)ds +a,
0

1
;= (] i%)zﬂz +J-q(s)ds+bj {a},{b,} e L, dir.
0

Gelfand ve Levitan [14] a gore e L’[0,]] ise K(x,t)=K(xt;q)
0< |t| < x <1 tlggeninde asagidaki kosullarda ¢oziilebilmektedir.

Eger ¢
¢"+(A-0a(x)p=0
#(0,4)=0 ¢'(0,4)=1 ise

sin/Ax % sin \/_t L
(X, A) = K(x,t)———dt dir. ( Ornek
xR
2.19)
Burada K(x,t) 4 dan bagimsizdir ve K(X,t)
Ktt_Kxx+q(X)K=0 0S|t|SXS1

K(X,¥X) :J_r%jq(s)ds 0<x<l1
0

karakteristik sinir deger probleminin ¢oztimiidiir.

K(x,00=0 ile t=-x deki degeri yerine alinabilir. Fakat — X <t <X

olmak formiilasyon agisindan daha uygundur.

K’dan Couchy datalarmm bulunmas;, x=1 i¢in K(,t),K,(1,t)

-1<t<1 fonksiyonlarmin bulunmasidir.



Her ikisi de t’ye gore tek fonksiyon oldugundan 0 <t <1 aralig ile

yetinebiliriz.

x=1ve A=4,; i¢in

1

[ K@, Dsin [4tdt =—sin [2; dir.
0

x’e gore tiirevi olarak A4 = y; ile
1 1
) 1.
2|)‘Kx(l,t)sm,/,ujtdt = —\| K €OS | i, —Esm,/,uj ‘(‘)‘q(s)ds

1
_[ g(s)ds spectral ifadesinden hesaplanir.
0

Kdan Couchy datalarinin bulunmasi {sin\/ﬂTjt} ve {sin. u;t}

kiimelerinin L*(0,1) de tam olmasindan elde edilir.

Homojen olmayan dalga denkleminin D'alambert ¢éziimiinden

x=1de {K(l,t),K,(1,t) } Couchy datalariyla
2x-1

K(X,X) :%[K[l,zx ~1]+ K(l,l)]+% j K, (1,s)ds

1 2x-y

I
=] JaK(y,s)ydsdy
Xy
bulunur. X ’e gore tiirevini alarak
1
000 =2[K,(1.2x 1) + K, (1.2x - D] - 2[ q(y)K (y.2x — y)dy

bulunur.

K =K(x,t;q) oldugundan
G, =K(1tq) G,() =K, (Lt;q) dersek

G(x)=2[G,2x-1)+G,(2x-1)] olacagindan



d(x) = G(x) - 2[a(y)K(y,2x—y)dy  olur.

3.2. Ardisik Yaklasimlar Yontemi

g(x) verildiginde
Utt_Uxx+q(X)U =O 0§|t|SXSl

K{d,t) =U(,t) K, (Lt =U,(Lt) -1<t<1
¢cOziimii U=uU(X,t;q) olsun
q, baslangi¢ secimi ile

g, (X) = 2diU (X,X;q,) yada daha acik bir ifade ile
X

G () = GO0 = 2[ A, (YW(Y,2X - Y3, )dy

ardigik yaklasim ifadesini buluruz.

limqg, - q aranan fonksiyondur.
n—oo

0,=0 , =G di

1
A <dy << Ay <(N+177° +[q(s)ds  dir.
0

1
q=[q(s)ds  diyelim
0

q = lim(4; - j’7*)  dir.
]



spectral q K(,t), K, (Lt) q(x)
= - -
data hesapla hesapla hesapla

q=4, —-N°7° N yeterince biiyilik alinabilir.

3.2.1. Algoritma

t ={0

I 2
:_’_’---al = X|}
m m

1
do for 1<j,k<N AizjsinkMSin\/Tjtdt

0

1
By = Isinkntsin u;tdt
0
dofor 1<j<N

C; =—sin\/ﬂTj
1

dy =—cosJu; [y = sin i, fas)ds
0

g onceden belli

solve  A,a, =¢,

solve Bb, =d,

dofor 0< j<u {K(l,ti):Zaksinkﬂti

i=1

K,(Lt)=> b, sinkzt



set q,=0

do for 0<n< Max iteration

G(X) =2G,2x-1)+G,(2x-1)

K, (L) Ky (1Y)

G (%) = G0 = 2] 4, (Y(y,2x - y;0,)dy

3.3. Uygulamalar

3.3.1. Seri ¢oziimleri kullanmak
=Y K"S
n=0

) u,=(X4,9)=S +KS +...
2) U, =(XA4q)=S+KS+K’S+..

. _ sinVAx  FsindA(x—t) sm\/_t

) Uy(X) T +£ 7 q(t) i
q(t) = ZN: a,cos2z(n—1t a, bilinmeyen katsayilar.
U,(%4,0) = Siri/; an ! sin */\Z/%X ) ZN;a cos27(n— 1)t(5iri/*gtJdt
U, (L A4,q) = Si%z + ! Sm%l Y HZN:,an cos 27(Nn — l)t[SiIi/%Zt]dt =0



sin ﬂ+ibsln\/_(l t) 2”(n_1)t81ri/\l_tdt}a iy
ZD " Cﬁl cos2x(n =Dt Si%zt dt}an =" Si%z

U‘sm\/\?_(l t) s1ri/\l_t }a

I sm\/_(l—t) sin /At

cosZzz’[dt}a2 +..+] Ja, +...

1

+

L

M1 . .

+ Imsin A cos2z(N —l)tdt}aN =_sm\/z
A Ja

{i‘@ sin\/th'[}a1 +...+[j@sinﬁ cos2z(N —l)tdt}a,\, :—%

[j@ sin\/z tdt}al +..+ D% sin\/z cos27z(N — l)tdt]aN = —%

{i‘@ sinm tdt}a1 +...t H‘@ sm\/_ cos2z(N —Dtdt fa, %



_jsin\/Z(l—t)sin\/Zt Lt jsin\/Z(l—t)sin\/Zt cos2a(N et Ta 7| sind4 |
0 p RN 0 7 . T
a, _sin\/z
NS
jsmm(l_t)sm‘/m.l.dt ............ j st Ay A0S AL o ] | | sindA
0 Ay 0 A __aN 4 M |
N
q(t)=>_a, cos2r(n -1t
1 bl
2 bZ
N =10 A -
alO blO

q(t) = a, +a, cos2at + a, cos4at +...a,,cos18at



Ornek 3.3.2.

5 tane 0Ozde§er icin grafik

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.05 ¢
0.1}
-0.15 |

-0.2

-0.25 |

Sekil 3.1.1. 5 dzdegerigin Q(X) = X(X —1) fonksiyonunun grafigi

q(X) =X(x —1) potansiyeli i¢in ilk 5 A,,.....,4; 0zdegerleri asimptotik
5

formiille hesaplandi ve bunlar kullanilarak q(X) = Z a, cos2z(n—-1t
n=1

olarak yaklastirildi.

Ve q(t) asagidaki gibi bulundu.

q(t)= -0.168655+0.0916215 Cos[2 m t]+0.0207516 Cos[4
£]+0.00706619 Cos[6  t]+0.00224076 Cos[8x t]



10 tane Ozdeer icin grafik

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.05 1

-0.25 +

Sekil 3.1.2. 10 6zdegerigin (X) = X(X —1) fonksiyonunun grafigi

q(X) = X(x —1) potansiyeli i¢in ilk 10 A4,,....., 4,, 0zdegerleri asimptotik
10

formiille hesaplandi ve bunlar kullanilarak q(X) = Z a, cos2z(n—-1t
n=1

olarak yaklastirildi.

Ve q(t) asagidaki gibi bulundu.

q)=  -0.167165+0.0946119 Cos[2 = t]+0.0237405 Cos[4 =
£]+0.0100552 Cos[6 © t]+0.00523043 Cos[8 n t]+0.00299139 Cos[10
t]+0.00177359 Cos[12 = t]+0.00103875 Cos[14 = t]+0.000561572
Cos[16 7 {]+0.000234275 Cos[18 = ]



20 tane Ozde§er igin grafik

0.2 0.4 0.6 0.8
-0.05 |
0.1}
-0.15 |

-0.2 |

-0.25 |
Sekil 3.1.3. 20 zdeger i¢in ((X) = X(X — 1) fonksiyonunun grafigi

g(X) = X(x —1) potansiyeli i¢in ilk 20 4,,.....,4,, 0Ozdegerleri asimptotik
20

formiille hesapland1 ve bunlar kullanilarak q(x)= z a, cos2z(n -1t
n=1

olarak yaklastirildi.

Ve q(t) asagidaki gibi bulundu.

q=  -0.166791+0.0953605 Cos[2 = (]+0.0244889 Cos[4 n
£]+0.0108035 Cos[6 m ]+0.0059788 Cos[8 m {]+0.00373978 Cos[10 =
£]+0.002522 Cos[12 m t]+0.0017872 Cos[14 m ]+0.00131009 Cos[16 =
£]+0.000982885 Cos[18 7 t]+0.000748792 Cos[20 1 {]+0.000575564
Cos[22 7 t]+0.000443795 Cos[24 = t]+0.000341239 Cos[26 =
£}+0.000259857 Cos[28 7 t]+0.000194198 Cos[30 m {]+0.000140457
Cos[32 m (]+0.0000959145 Cos[34 m t]+0.0000585839 Cos[36 =
£]+0.0000269863 Cos[38 T ]



3.3.3. Lineer olmayan c¢oziimler

u, = (x,4,4) = S+ KS + K?S +..

serisinden ilk ii¢ terim alinarak

q(t) = a, +a, cos2at + a, cos 4t

formunda teklif edilerek lineer olmayan a,,a,,a, cinsinden denklem

takimi ¢ozildii.

0, (6 2,q) = 22 J—XJSHI Z;(LX ()SIH\/[t
fsinV2(x-1) sin VA(t—s sin \/4s
! Ji ()U NES Q(S) 77 ds}dt

Ja 1sin«/z(l sm\/_t
u,(1;4,9) = - 7 +£ N ) q(t) T
Ism\/_(l [isinﬁ(t ()sm\/_s } t—0

sinﬁ+j~sinﬁ(l—t)
N SN/
jsin\/z(l—t)
0y NA

sin \/It dt
Ji

[a1 +a, cos 2zt + @, cos 47rt]

[a, +a, cos 2xt + @, cos 4rt]

sin \/IS
Ja

[a, +a, cos27s + a, cos 41s] ds|dt=0

janZa—s)
y WA



NG

+4a,

+a,

+j sinVA(1-1)

0

. 1
Sln\/z +al I
0

sin\/Z(l—t) siny/ At dt
a

s1n\/z(l—t) sin/At cost

[a1 +a, cos2at +a, cos47zt]<

N

a

LS}

a{j

t

I
I

sin\/z(t —-S) sin\/Ist

N

sin \/E(t —9) sin/As
7

sin\/Z(t —-S) sin/As

N

}

cos27ztds} +

ds cos47ztds}

dt=0



ta j-sm\/_(l t) s1n\/_t
IR AN —
+a, !sm\/ji(l_t) Siri/%ztc 27
+a, j-sin \/jz(l ) sir:/%zt cos 4t
a]ﬁ-sm\/_(t—s) s1n\/_s }L
N4 Vi
all—sm“/jz(l_t)l azj sin ‘/jg ) Sin\/‘gs cos 2zztds} + bt
a, j sin \/?/g 5) sm\/\%_s ds cos 47ztds}
tsm\/_(t—s) sm\/_s
a, { 7
azlm#cos 21tla, !Si \/%t ~9) Sm\/‘gs 0s 27rtds} + Lt
a, J- sin \/i%t —$) sin\/%fs ds cos 4ﬂ'td8j|
ts1n\/_(t—s) sm\/_s
o ] L
agj;sm\/z#cos 4t!a, !Si ﬁt =) Sm\/gs cos Zzztds} +ldt=0
a, j- sin \/ig 5) sings ds cos 4zztds}




Ornek 3.3.4.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.05

-0.25

Sekil 3.2.1. q(X) = X(X —1) fonksiyonunun lineer ¢dziimiiniin grafigi

g(X)=x(x—-1)  potansiyei 4, =9.65228, A,=39.2991,
A, =88.6541 oOzdegerleri kullamlarak seri ¢oziimden ilk iki terim
almarak Q(Xx)=a, +a, cos2r+a, cos4r formiliyle yaklasilmis ve

buradan

Sckil 3.2.1.igin &, =-0.172166+0.i
a, =0.0845586+0.i
a, =0.0136924-+0.i

lineer kisimdan yaklasik katsayilar hesaplanarak gergek potansiyel ile

kiyaslanmuistir.



0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.25 1

Sekil 3.2.2. q(X) = X(X —1) fonksiyonunun lineer olmayan ¢ziimiiniin grafigi

g(X)=x(x—-1)  potansiyeli A, =9.65228, A,=39.2991,
A, =88.6541 Ozdegerleri kullanilarak seri ¢oziimden ilk ii¢ terim
alinarak ((Xx)=a, +a, cos2r+a, cos4r formiiliyle yaklasilmis ve

buradan

Sekil 3.2.2. igin a, =-0.17229
a, =0.103749
a, =0.0135809

olarak lineer olmayan sistemin ¢oziimiiyle elde edilmis ve gercek ¢oziim

ile beraber ¢izdirilmistir.



Ornek 3.3.5.

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Sekil 3.3.1. q(X) = {X 0<x< %, (x=1)? % <X <1 lineer ¢dziimiiniin
grafigi
X 0<x< %
p(X)= :
x-1)° —<x<1
(x=1) 5
potansiyeli ~ alinarak  aym1  program  ¢alistirilmis. Yine

A, =10.0036, 4, =39.5491, A, =88.9154 Ozdegerleri asimptotik

formiille  bulundu. Seri ¢Oziimiiniin  ilk iki terimi ile

a, +a, cos2x + a, cos4r formunda yaklasilmis ve elde edilen lineer

denklem sistemi ¢oziilerek ayni grafik tizerinde grafiklenmistir.

Sekil 3.3.1igin. &, =0.0890112 +0.i
a, =-0.0916159+0.i
a, = 0.0366636 +0.i



0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Sekil 3.3.2. ND:{X 0§x<%, (x-=1)7°

1
2

¢Oziimiiniin grafigi

X OSX<%
p(x) = {
x-1)?7 —<x<I
(x=1) 5
potansiyeli ~ almmarak  ayn1  program  c¢alistirilmus. Yine

A, =10.0036, 4, =39.5491, A, =88.9154 ozdegerleri asimptotik

formiille  bulundu. Seri ¢Ozliimiiniin ilk {¢ terimi ile

a, +a, cos2z + a, cos 4z formunda yaklasilmis ve elde edilen lineer

olmayan denklem sistemleri ¢oziilerek ayn1 grafik {zerinde

grafiklenmistir.

Sekil 3.3.2.igin @, =0.0893741
a, =-0.0844467
a, = 0.0373673

<X<1 lineer olmayan



BOLUM 4. TARTISMA VE ONERILER

Bu calismada ters 6zdeger problemi Sturm-Liouville 6zdeger problemi

kanonik formda ¢alisilmistir.

Ozdegerlerin verilmesi halinde potansiyel fonksiyonu q(X) in bulunmasi
yapilmistir. Bunun i¢in temel ¢6ziim olusturulmus g(x) =0 halinde bu

¢oziimler q(X) # 0 halindeki degerleriyle A4 — oo i¢in asimptot olurlar.

Temel ¢6ziim iki baslangic deger problemi integral denkleme cevrilir ve
buradan ¢oziiliir. Bu seri formda (2.12a) (2.12b) ¢Ozlimleridir. Bu

cozlimlerden faydalanilarak q(X) potansiyeli uygun formda bilinen

ozdegerler kullanilarak tespit edilmistir.

Ikinci bir yol olarak hiperbolik bir problemin ¢dziimii kullanilmis ve
siir kosullarindan faydalanilarak sabit nokta bulma problemi olarak

g(x) potansiyeli belirlenmistir.

Ileri bulunmalar igin tekil dzdeger problemleri ve ters problemleri ilgi
cekicidir. Burada bolgemiz 0 < X <1 1ile sinirli idi. Bunun sinirsiz olmasi
durumunda bir ¢ok Onemli problem bilhassa quantum mekaniginde

onemli bir yer tutmaktadir ve arastirilmaktadir.
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