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ÖZET 

 
 

Anahtar kelimeler: Özdeğer problemleri, ters özdeğer problemleri. 
 
İnvers özdeğer problemleri kendi başlarına önemli oldukları gibi pratik 
başka önemli uygulamalara da sahiptir. Parabolik ve hiperbolik 
diferansiyel denklemlerin parametre belirlemeleri ve grating teori de 
bunların kullanım alanlarından bazılarıdır.  
 
Biz bu çalışmamızda kanonik sturm-liouville özdeğer problemini çeşitli 
sınır koşulları için analiz ettik. Sayılabilir sayıda nλ  özdeğerinin 
bulunduğunu, bunlara ait asimptotik formülleri teoremleriyle beraber 



 

ispatladık. Bundan sonra da ters probleme yani özdeğerlerin bilinmesi 
halinde potansiyel fonksiyonun belirlenmesi işini yaptık.  
 
Son kısımda da nümerik işlemlerle q  potansiyelinin nasıl elde 
edileceğini örneklerle gösterdik. 
 
 
 

 

 

 

 
INVERSE EIGENVALUE PROBLEMS 
 

 

SUMMARY 
 

 

Key Words: Eigenvalue problems, Inverse eigenvalue problems. 
 
Inverse eigenvalue problems are not only interesting in their own right 
but also have important practical applications. Other applications appear 
in paramater identification problems for parabolic or hyperbolic 
differantial equations and in grating theory. 
 
We will study the canonical Sturm-Liouville eigenvalue problem some 
different boundary conditions. We will prove that there exists a 
countable number of eigenvalues nλ  of this problem and also obtain 
some asymptotic formula for eigenvalues. 
 
We also study inverse problem , i.e, we are given the eigenvalues nλ  and 
then determine the potential function )(xq . 
 
Finally in last section we use some numerical procedure and obtain some 
results with examples. 

 
 

 



 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ    
              
          

Öncelikle ters problemleri çeşitli örneklerle tanıyarak bizim 

problemimizin yerini belirtmek istiyoruz. İşe bazı basit ters problemleri 

örneklemekle başlayalım.  

 

1. n. dereceden )(xp  polinomunu, nxxx ,...,, 21  köklerine sahip bir 

polinom olarak belirlemek, verilen bir )(xp  polinomunun köklerini 

bulma işleminin tersi bir problemdir. 

 

2. A matrisi nxn lik reel simetrik bir matris olsun. N tane nλλλ ,...,, 21  

reel sayıları verilsin. Öyle bir D köşegen matrisi bulalım ki A+D matrisi 

nλλλ ,...,, 21  sayılarını özdeğer kabul etsin. Bu problem A+D matrisinin 

özdeğerlerini hesaplama işinin ters problemidir. 

 

3. Ters saçılma problemi:   

 

Verilen bir yoğunlukta sesin veya elektromanyetik dalgalarının bir 

objeden saçılmasından yararlanarak saçan nesnenin şeklini(formunu) 

belirlemek. 

 

                         su  

                            iu                                 

                                                     D 

 

                 su  

 

Şekil 1.1. iu  dalgasının D objesinden saçılması         

Buna ait direkt problem ise D objesi verilip saçılan dalgayı belirlemekti                    
nRD ⊂    n=2 veya 3  D∂   düzgün sınırına sahiptir. iu   gelen dalgası 



 

xike ˆθ̂  0>k  dalga sayısı θ̂  birim vektör gelen dalganın yönünü 

belirleyen vektördür. 

 

Direkt problem si uuu +=  toplamının değişim alanını ( iu  gelen su  

saçılan dalgadır) 02 =+Δ uku    D∂  sınırında 0=u  dır. 
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Son eşitlik radyasyon şartı olarak bilinir ki  
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asimptotik davranışına sahiptir. Burada 
x
xx =ˆ  dir. 

İnvers problem )ˆ(xU ∞  uzak çözüm değerleri belli ise D şeklini 

belirlemektir. 

 

4. Abel integral denklemi  
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Şekil 1.2. Γ  eğrisi 

 

Γ  verilen eğrisi üzerinde 0>h  yüksekliğinde 1p  noktasından 0p  

noktasına ( 0=h  seviyesi) bir partikül element yer çekimi etkisinden 

başka (mg) bir kuvvetin olmadığı bir hareket içindedir.  



 

Direkt problem verilen Γ  eğrisi üzerinde 1p  den 0p  a geliş zamanı T yi 

belirlemektir. )(hTT =  olup ters problem )(hT  belli ise Γ  eğrisini 

bulmaktır.  

 

 )(: yx ψ=Γ  ise  )),(( yyP ψ  

mghsabitmgyvmUE ==+=+ 2

2
     )(2 yhgv

dt
ds

−==  

 

∫∫ −
′+

===
hp

p

dy
yhg

y
v
dshTT

0

2

)(2
)(1)(

1

0

ψ         0>h  

2)(1)( yy ψψ ′+=      
g
hTtf

2
)()( =    dersek 

∫ =
−

h

hfdy
yh

y

0

)()(ψ        0>h     

Abel integral denkleminin çözümü gerekmektedir.  

 

Bu denklemin uygulamaları için R.Corenflovand S.Vessella [1] 

başvurulabilir. 

 

5. Isı transferi problemi 

 

2

2 ),(),(
x

txU
t

txU
∂

∂
=

∂
∂   bir boyutlu ısı denklemi  0),1(),0( == tutu    

)()0,( 0 xuxu =  10 ≤≤ x  başlangıç sınır değer probleminin klasik 

çözümünü bulmak düz problemdir. Yani, T anındaki sıcaklık miktarını  

)(.,TU , 0u  başlangıç sıcaklığı bilindiğinde belirlemektir. )(.,TU  

bilinmesi halinde 0u  veya t<T anındaki sıcaklıkları belirlemek ise ters 

problemdir. 

 

6. Homojen olmayan ortamlarda difüzyon problemi de parametre 

belirleme problemi gibi ters bir problemdir.  

 



 

 

 

 

7.  Sturm-liouville problemi 

 

L uzunluğunda 0)( >= xρρ     Lx ≤≤0  kütle yoğunluğuna sahip bir 

telin x=0 ve x=L de sabitleyelim.  

 

              ),( txv     t>0   Lx ≤≤0   için x noktasnda t anında yer değiştirme ise  
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2
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2 ),(),()(
x

txv
t

txvx
∂
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∂
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0),(),( == tLvtov        t>0     dalga denklemini  

])[(),( tbSintaCosxwtxv ωω +=     0>ω   frekanstır. 

)(xw  için Sturm-liouville özdeğer problemi   

 

0)()()( 2 =+′′ xwxxw ρω            Lx <<0              0)()0( == Lww      

direkt problem,  )(xρ bilindiğinde w  özdeğerlerini özfonksiyonlarını 

bulmaktır.  

      

Ters problem ise 2,ωw  belli iken )(xρ  belirlenmesidir. 

 

Bu örneklerin hepsini K(x)=y gibi bir operatör denklemle verebiliriz. 

Direkt problem K operatörünün x verildiğinde X model uzayında 

uygulamaktır. Tersi ise K(x)=y denkleminden x’i çözmektir. 

 

Direkt problem x ve K operatörü verilip K(x) i hesaplamaktır. Ters 

problem  y ve K verilip x’i K(x)=y denkleminden çözmektir. 

 

Ters problemde K’nın tanımında K operatörünün tanım ve değer 

kümelerinin bilinmesiyle mümkündür. Sonlu boyutlu , sonsuz boyutlu, 

lineer ve lineer olmayan operatörler bilinen farklılıklardır. Genelde K(x) 



 

in hesaplanması sınır değer problemini çözmektir veya integral 

hesaplamaktır. 

 

 

 
 

BÖLÜM 2. TERS ÖZDEĞER PROBLEMLERİ 

 

 
2.1 Giriş 

 

Ters özdeğer problemleri, kendi başına önemli olduğu gibi aynı 

zamanda başka önemli pratik uygulamalara da sahiptirler [2]. Parabolik 

yada hiperbolik diferansiyel denklemler için parametre tayin etme 

problemlerinde (Bkz. [4,7,10] ) sıkça görülen ters problemler grating 

teoride de ortaya çıkar ( [3]) ve daha bir çok problemlerde uygulama 

sahasına sahiptir. 

 

Biz bu çalışmada, Sturm-Liouville özdeğer problemini kanonik formda 

inceleyeceğiz. Direkt problem,  

                                 10),()()()(
2

2

≤≤=+− xxuxuxq
dx

xud λ                           

(2.1a) 

               0)0( =u    ve   0)1()1( =+′ Huuh ,                              

(2.1b) 

ile verilen sınır değer probleminden λ özdeğerleri ve 0≠u   

özfonksiyonlarını belirlemektir. 

 

Burada )1,0(2Lq ∈  ve 022 >+ Hh   RHh ∈,  olarak verilmiştir. Bu 

bölümde bütün fonksiyonların gerçel (reel) değerli olduklarını 

varsayıyoruz. Bazı uygulamalarda, örneğin grating teoride, q  karmaşık 

(kompleks)-değerli fonksiyonların aynı zamanda pratik bir önemi de 



 

vardır. Esas itibariyle, bu bölümün bütün sonuçları, q nun  karmaşık-

değerli olması halinde de doğrudur. (2.1a), (2.1b), özdeğer problemi w  

için daha genel özdeğer probleminin özel bir durumudur. Yani  

                  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
tdwtp

dt
d )()(  + [ ])()( tgtr −ρ )(tw  = 0 ,     [ ]bat ,∈ ,                   

(2.2a) 

                 0)()( =+′ awaw aa βα , 0)()( =+′ bwbw bb βα                                    

(2.2b) 

 
 

Burada  rp,  ve g    ],[ bat ∈  için 0)( >tp  ve 0)( >tr  ile verilen fonksiyonlardır 

ve Rbaba ∈ββαα ,,,       022 >+ ba βα   ve  022 >+ ba βα  ile sabitlerdir. 

Bununla birlikte, eğer ],[ baCg ∈  ve [ ]baCrp ,, 2∈  varsayarsak, o zaman 

Liouville transformasyonu  (2.2a), (2.2b) ters özdeğer problemini (2.1a), (2.1b) 

kanonik forma  çevirir. Özel olarak  

,
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b

a

dssL ,)(: σ              (2.3) 

tanımlarsak 
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)(xtt =  ; )(txx = ’nin tersi  

olarak verilirse hesaplamalar sonucunda,  ρλ 2L=   ,  
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(2.5)                                      

olur. 

Aynı zamanda (2.2b) sınır koşullarınıda, kolaylıkla aşağıdaki şekle dönüştüğünü 

görürüz. 



 

   0)0()0( 00 =+′ uHuh  ve  0)1()1( 11 =+′ uHuh                               (2.6)  

 Burada                                                  

))(/()(0 aLfah aσα=  ve  2'
0 )(/)()(/ afafafH aa αβ −=   dır. 

Benzer tarzda 

11, Hh  verilir.   a  yerine b  konur.   

 

Bu bölümde, biz sadece (2.1a), (2.1b) kanonik Sturm-Liouville özdeğer 

problemini inceleyeceğiz. İlk etapta, 0=h  durumunu detaylı bir biçimde 

inceleyeceğiz. Bölüm 2.3’ün sonunda 1=h  halini kısaca tartışacağız. Bölüm 

2.3’te bu problemin sayılabilir sayıda nλ  özdeğerini ve aynı zamanda asimptotik 

formunu(formül) vereceğiz. q  gerçek-değerli olduğu için, problemin kendine eş 

ve sayılabilir sayıda özdeğerinin varlığı, fonksiyonel analizin genel spectral 

teoreminden elde edilir. (Bkz.sayfa 21 Teorem). 

 

Bu genel teorem, özdeğerlerin sonsuza gitmesini gerektirdiğinden, yakınsama 

hızı hakkında daha fazla bilgiye ihtiyacımız vardır. Asimptotik davranışının 

formülünün  ispatındaki temel faktör, | λ  | sonsuzluğa gittiğinden, (2.1a) 

diferansiyel denklemin temel sistemin asimptotik davranışı olacaktır. Bütün veri 

ve özdeğerler reel değerli olduğu halde, kompleks analizden çıkan sonuçları, 

özellikle Rouché teoremini kullanacağız. Bu,  temel sistemdeki λ parametresinin 

kompleks (karmaşık)-değerli olmasına izin verilmesini gerekli kılar. Temel 

çözümün varlığı ve onun asimptotik davranışı sonraki kısmın konusu olacaktır. 

 

Bölüm 2.5 ters probleme ayrılmıştır: nλ  özdeğerleri verildiğinde q  fonksiyonunu 

bulunacaktır. Bölüm 2.6’te ters spektral problemlerin, parabolik başlangıç değer 

problemi için, bir parametre belirleme probleminde nasıl ortaya çıktığını 

göstereceğiz. Son olarak Bölüm 2.7 de  Rundell ve diğerlerinin (Bkz. [6,8,9]) ileri 

sürdükleri q ’nün bulunmasının sayısal çözümleme işlemlerini inceleyeceğiz. 

 

Bu bölümü aşağıdaki örnekte görüleceği gibi negatif bir sonuç ile bitiriyoruz. 

 

Örnek 2.1. 



 

 

),()()()( xuxuxqxu λ=+′′−      0<x<1, 0)0( =u ,  0)1( =u   probleminin λ bir 

özdeğeri ve u  bir öz fonksiyonu  olsun. 

 

O zaman λ  özdeğerine uygun q~  aşağıdaki denklemin )1(:)( xuxv −=  olan bir öz 

fonksiyonudur. 

           - )(" xv + q~ (x) v (x) = λ v (x),     0<x<1, v  (0)=0,  v  (1)= 0      

            )1(:)(~ xqxq −=   

İleride göreceğimiz gibi q  fonksiyonunun tek olarak belirlenebilmesi için 
2
1

=x  

ye göre çift bir fonksiyon olması gerektiği veya eğer ikinci bir spektrumu 

biliyorsak (yani u (1)= 0 dan farklı sınır koşuluyla bulunan spektrum) q  tek türlü 

bulunabilir. 

 

2.2. Temel Sistemin Oluşturulması 

 
Lineer diferansiyel denklemeler teorisinden bilindiği üzere aşağıdaki başlangıç 

değer problemleri, her C∈λ  ve her reel veya kompleks-değerli [ ]1,0Cq ∈  için 

tek çözümü vardır. 

 

            ,)( 111 uuxqu λ=+′′−     0<x<1 ,  1)0(1 =u    0)0(1 =′u                    (2.7a) 

,)( 222 uuxqu λ=+′′−     0<x<1 ,  0)0(2 =u    1)0(2 =′u                   (2.7b) 

 

)1,0(2Lq ∈ ’in varlık ve tekliği ise Teorem 2.4’de gösterilmektedir. { 21 ,uu } 

fonksiyonlar kümesine uquu λ=+′′−  un (0,1) de diferansiyel denklemlerin 

temel sistemi adı verilir. 21 uveu  fonksiyonları lineer bağımsızdır çünkü 

Wronskian determinantı  

                  [ ]21 ,uu : = det ⎢
⎣

⎡
′1
1

u
u

  ⎥
⎦

⎤
′2
2

u
u

= 12121 =′−′ uuuu       dir.                        (2.8) 

Bu, 



 

 [ ] 0)()(, 1221212121 =−−−=′′−′′= uquuquuuuuuu
dx
d λλ     ile [ 21 ,uu ](0) =1 

’den  

görülmektedir. 21 ,uu  fonksiyonları λ ve q ’ya bağlıdır. Bu bağlılığı  çoğu zaman 

),(., quu jj λ= ,  j=1,2  şeklinde ifade edebiliriz. )1,0(2Lq ∈  için denklem ikinci 

dereceden sürekli türevlenemez ancak  Sobolev uzayının bir elemanıdır. 

 

 

 

  

 

0≥r   için )2,0( πrH     Sobolev uzayı; 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<+= ∑ ∑
∈ ∈Zk Zk

k
rikt

k
r akeaH 22 )1(::)2,0( π  ile tanımlanır. 

 

)2,0(0 πH  , )2,0(2 πL   ile çakışır. 

=:)1,0(2H { [ ] dttvxuCu ∫+=′∈
π

α
0

1 )()(:1,0  ,     C∈α       )1,0(2Lv ∈ } 

 v  için   u″ )1,0(2L∈  yazarız.  

 

En önemli örnek 0=q  olduğu durumdur. Bu durumda (2.7a) ile (2.7b)’yi açık 

olarak çözebiliriz. 

 

Örnek 2.2. 

 

0=q  olsun. (2.7a) ve (2.7b)’nin çözümleri, 

      )cos()0,,(1 xxu λλ =          ve 

 
λ
λλ )sin()0,,(2

xxu =    dir.                                                                           (2.9)  

)cos(sxs a   ve ssxs /)sin(a   çift fonksiyonlardır.  

 



 

Herhangi bir )1,0(2Lq ∈  için temel çözümlerin λ  sonsuza gittiği zaman (2.9) 

çözümü gibi davrandığını göreceğiz. Bundan sonraki teoremin kanıtı için, 

aşağıdaki Lemmaya ihtiyacımız vardır. 

 

Lemma 2.3.  

 

)1,0(2Lq ∈ ve ]1,0[,~ Ckk ∈  olmak üzere öyle bir 0>μ  reel sayısı vardır ki bütün 

]1,0[∈τ  için  

)exp()(~ μττ ≤k  ve )exp()( μττ ≤k    dir. 

 

]1,0[]1,0[:,~ CCKK → ,   operatörleri her biri sırasıyla )()(~ tqtxk −  ve 

)()( tqtxk −   çekirdekli Volterra integral operatörleri olsunlar. Bu halde bütün 

]1,0[C∈ϕ  ve Ν∈n  için aşağıdaki eşitsizlikler doğrudur. 

 

,)(ˆ
!

1)(~ 1 xnn exq
n

xKK μϕϕ
∞

− ≤          10 ≤≤ x                                      (2.10) 

Burada ∫=
x

dttqxq
0

)(:)(ˆ            dir.  

Eğer  ]1,0[C∈ϕ  aynı zamanda tüm [ ]1,0∈τ için │ )exp()( μττϕ ≤  ifadesini 

sağlarsa bütün Nn ∈  için 

,)(ˆ
!

1)(~ 1 xnn exq
n

xKK μϕ ≤−   10 ≤≤ x                                                      (2.11) 

ifadesini elde ederiz. 

 

İspat:   

 

İspatı tümevarım yöntemiyle yapacağız. 

1=n   için 

( ) ∫ −=
x

dtttqtxkxK
0

)()()(~~ ϕϕ  



 

             )(ˆ)(
0

)( xqedttqe x
x

tx μμ ϕϕ
∞

−
∞

≤≤ ∫  

elde ederiz.  

 

Şimdi keyfi bir n için (2.10)’nun doğru olduğunu kabul edelim bu aynı zamanda  

KK ~=   içinde doğru olduğundan 

∫ −≤
x

ntxn dttKtqexKK
0

)( )()()(~ ϕϕ μ  

                 dttqtqe
n

n
x

x )(ˆ)(
!

1

0
∫∞

≤ μϕ    

doğrudur. 

Son integrali  

∫ =
x

n dttqtq
0

)(ˆ)( ∫∫ +

+
=′

x
n

x
n dttq

dt
d

n
dttqtq

0

1

0

))(ˆ(
1

1)(ˆ)(ˆ  

                       = 1)(ˆ
1

1 +

+
nxq

n
     ile hesaplarız. 

Bu ise (2.10) un  )1( +n   için ispatıdır. (2.11) ispatı için, sadece 1. adımı  

( )xKϕ~ )(ˆ)(
0

)( xqedttqee x
x

ttx μμμ ≤≤ ∫ −   

şeklinde ifade etmemiz yeterlidir.  

Kalan kısım, aynı şekilde ispatlanır. 

Şimdi  ,2,1, =ju j    için  başlangıç değer probleminin Volterra integral 

denklemlerin denkliğini ispatlayacağız. 

 

Teorem 2.4. 

 

)1,0(2Lq ∈ ve ∈λ C olsun. 

 

(a) ]1,0[, 21 Cuu ∈  aşağıdaki Volterra integral denklemlerinin çözümleri iseler 

)1,0(, 2
21 Huu ∈   (2.7a) ve (2.7b)’nin çözümleridir. 

,)()()(sin)cos()( 1
0

1 dttutqtxxxu
x

∫
−

+=
λ

λλ                (2.12a) 



 

,)()()(sinsin)( 2
0

2 dttutqtxxxu
x

∫
−

+=
λ

λ
λ
λ   10 ≤≤ x   dir.     (2.12b)  

                   

(b) (2.12a) ve (2.12b) integral denklemler ile (2.7a) ve (2.7b) başlangıç değer 

problemleri tek türlü çözülebilir. Çözümler, Neumann serileri ile temsil edilir. K 

integral operatörü olmak üzere 

 

 

 

,)()()(sin:)(
0

dtttqtxxK
x

ϕ
λ

λϕ ∫
−

=   ]1,0[∈x                                        (2.13)                

ve  

)cos(:)( xxC λ=    ve   
λ
λ )sin(:)( xxS =    olsun.                                     (2.14)                              

O halde 

  ∑
∞

=

=
0

1
n

nCKu                  ve              ∑
∞

=

=
0

2
n

n SKu      dir.                           (2.15)                   

Bütün sınırlı C⊂Λ  ve )1,0(2LQ ⊂  kümeler için seriler düzgün olarak yakınsar, 

Qqx ×Λ×∈ ]1,0[),,( λ  için düzgün yakınsak olurlar. 

 

İspat:  

 

(a) )1,0(, 2Hgf ∈  için kısmi entegrasyonun aşağıdaki biçimini kullanacağız. 

 

∫ ′−′=′′−′′
b

a

b
atgtftgtfdttgtftgtf )]()()()([)]()()()([                                  (2.16) 

Sadece  1u  için ispat  yapacağız. 1u , (2.7a)’nın bir çözümü olsun. 

O halde 

∫∫ ′′+−=−
xx

dttututxSdttutqtxS
0

11
0

1 )]()()[()()()( λ                                                                   

                                  dttxStxStu
x

∫
=

−′′+−=
0 0

1 )]()([)(
444 3444 21

λ  



 

                                   +[ xt
ttxStutxStu =
=−′+−′ 011 )]()()()(  

                                 = )cos()(1 xxu λ−               dır. 

 

Diğer taraftan ]1,0[1 Cu ∈    (2.12a) integral denklemin bir çözümü olsun.  

O halde 1u  hemen hemen her yerde türevlenebilir ve 

                   dttutqtxxxu
x

)()()(cos)sin()( 1
0

1 ∫ −+−=′ λλλ    dir. 

Burdan 1u ′  nın sürekli ve hatta hemen hemen her yerde türevlenebilir olduğunu 

gözlemleriz. Ve 

 

       )()()cos()( 11 xuxqxxu +−=′′ λλ  

                       ∫ −−
x

dttutqtx
0

1 )()()(sin λλ   

                  = )()()( 11 xuxqxu +− λ  

ifadesi söz konusu iddiayı kanıtlar. Çünkü sağ taraf )1,0(2L  sınıfından 

olduğundan iddiamızı doğrular ve başlangıç koşulu açıkça sağlanmaktadır. 

 

(b) Bütün )cos()( τλτ =k , )sin()( τλτ =k  ve λτλτ /)sin()( =k  

fonksiyonlarının [ ]1,0∈τ   için λμ Im=   ile )exp()( μττ ≤k      şartlarını 

sağladığını gözlüyoruz. Bu, ilk iki fonksiyon için açıktır. Üçüncüsü için  

 

μτ
ττ

μλ
λ

τλ edssdss ≤=≤ ∫∫
00

)cosh()cos()sin(                          den doğar. 

 

λτλτ /)sin()( =k  olmak üzere )()( tqtxk −  çekirdekli  K  integral operatörü 

üzerinde çalışmak zorundayız.  KK =~  ile Lemma 2.3’e başvuruyoruz. (2.10) 

tahmini,  yeterince büyük n için, aynı biçimde Qq ∈  ve Λ∈λ  için 

 

               1
!
)1(ˆ

<≤ μe
n

qK
n

n  



 

 

sağlar. Bu yüzden, Neumann serileri yakınsak olurlar (aşağıdaki teoreme bakınız) 

bu da (b) şıkkının ispatıdır.  

 

 

 

 

Teorem 2.4.1: Neumann Serisi    

 

X   R  veya C  de tanımlı Banach uzayı ve  

XXK →:    lineer sınırlı bir operatör 

                    1suplim
/1

<
∞→

nn

n
K          ise                                            

O zaman KI −    tersi alınabilirdir.   

 ∑
∞

=0n

nK    Neumann serisi operatör norma göre yakınsaktır ve  

    

1

0
)( −

∞

=

−=∑ KIK
n

n                dir.    

(Eğer  Nm ∈  için 1<mR   ise 1suplim
/1

<
∞→

nn

n
K   şartı sağlanır. ) 

 

Önceki teoremin integral ifadesi, keyfi q ’nün durumunu 0=q ’ ın durumuyla 

karşılaştırmak suretiyle temel sistemin aşağıdaki asimptotik  davranışını verir. 

 

Teorem 2.5. 

 

)1,0(2Lq ∈ ve ∈λ C olsun  ve 21 ,uu  temel sistem olsun, yani, sırasıyla (2.7a) ve 

(2.7b) başlangıç değer problemlerinin çözümleri olsun. Bütün ]1,0[∈x  için 

aşağıdakiler doğrudur. 

,)(Imexp1)cos()(
0

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤− ∫ dttqxxxu

x

λ
λ

λ                                    (2.17a)        



 

,)(Imexp1)sin()(
0

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤− ∫

x

dttqxxxu λ
λλ

λ                                    (2.17b)      

,)(Imexp)sin()(
0

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤+′ ∫

x

dttqxxxu λλλ                                    (2.17c)                  

,)(Imexp1)cos()(
0

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤−′ ∫

x

dttqxxxu λ
λ

λ                                  (2.17d)                    

İspat: Yine Neumann serilerini kullanıyoruz ve )cos(:)( τλτ =C  ve 

λτλτ /)sin(:)( =S  tanımlıyoruz. K , çekirdeği  λλ /))(sin()( txtq −   ile 

integral operatör olsun. Sonra  

∑
∞

=

≤−
1

1 )()cos()(
n

n xCKxxu λ  dır. 

Şimdi )sin()(~ τλτ =k  ve λτλτ /)sin()( =k   koyuyoruz ve K~  ile K  

aracılığıyla, sırasıyla  )(~ txk −  ve  )( txk −   çekirdekleri olan Volterra integral 

opratörlerini belirtiyoruz. O zaman 1~1 −= nn KKK
λ

  ve Lemma 2.3 ile  kısım 

(b)’nin yardımıyla sonuçlandırıyoruz. 1≥n  için 

( )xdttq
n

xCK
nx

n λ
λ

Imexp)(
!

1)(
0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫     dir. Şimdi, toplama istenilen 

tahmini verir. 

        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤− ∫

x

dttqxxxu
0

1 )(Imexp1)cos()( λ
λ

λ      

        )Imexp(1)( xxS λ
λ

≤ |   den dolayı, aynı deliller, (2.17b)’yi de ispatlar. 

(2.12a) ve (2.12b) integral denklemlerin türevini alarak aşağıdaki denklemleri 

elde ederiz. 

∫ −=+′
x

dttutqtxxxu
0

11 ,)()()(cos)sin()( λλλ  

∫ −=−′
x

dttutqtxxxu
0

22 .)()()(cos)cos()( λλ  

 



 

Şimdi de daha önce yaptığımız gibi K  ve K~  operatörlerinin çekirdekleri 

)(cos)( txtq −λ  olacak şekilde yeniden tanımlayalım. 

 

 

 

∑
∞

=

=+′
0

1
~)sin()(

n

nCKKxxu λλ  

∑
∞

=

=−′
0

2
~)cos()(

n

n SKKxxu λ  

ve Lemma 2.3, kısım (b) yi tekrar kullanırız.  (2.17c) ve (2.17d) elde ederiz. 

 

Gelecek kısımda, özfonksiyonların q  ve λ  ya göre sürekli 

türevlenebilirliklerinin kabulüne ihtiyacımız olacaktır. X ve Y Banach uzayları 

arasında  Fréchet türevi kavramına da ihtiyacımız olacaktır.  

 

Fréchet Türevi 2.5.1. 

 

Normlu uzaylar arasında lineer olmayan dönüşümlerin lineerleştirilmesi 

hususunda önemli bir kavram olan Fréchet türevinden bahsedeceğiz. Sürekli ve 

diferansiyellenebilir olma bu tanımla izah edilebilecektir. 

 

Tanım: X ve Y reel veya kompleks normlu uzaylar olsun. XU ⊂  açık bir alt 

kümesi Ux ∈ˆ  ve YUXT →⊃:   lineer olmayan bir operatör olsun.  

 

(a) Şayet δ≤− xx ˆ  için ε≤− )ˆ()( xTxT  olacak şekilde her 0>ε  sayısına 

karşılık 0>δ  sayısı bulunabiliyorsa T , x̂  de süreklidir. 

 

(b) Ux ∈ˆ  için T  diferansiyellenebilir deriz. Eğer x̂ ’ya bağlı lineer sınırlı 

YXA →:  operatörü  

0)ˆ()ˆ(1lim
0

=−−+
→

AhxThxT
hh

          ise                                                             

AxT =′ :)ˆ(    yazarız. ),()ˆ( YXLxT ∈′   dir. 

 



 

(c) Eğer x̂ ’nın V  komşuluğunda  T   Fréchet türevlenebilirse ve 

),(: YXLVT →′  x̂ ’da sürekli ise Ux ∈ˆ ’da T  dönüşümü Fréchet sürekli 

diferansiyellenebilirdir deriz.  

Süreklilik ve diferansiyellenebilme X  ve Y ’deki normlara bağlıdır. Eğer T , 

x̂ ’da diferansiyellenebilirse (b) şıkkındaki lineer sınırlı T  operatörü tektir. Yani 

AxT =′ :)ˆ(  iyi tanımlıdır. Eğer T , x ’de diferansiyellenebilirse x ’de aynı 

zamanda süreklidir. nKX =  ve mKY =  ise bu özel halde lineer sınırlı )(xT ′  

dönüşümü Jacobianden ibarettir.  

 

Örnek 2.5.2: İntegral Operatörü 

 

CCbadcf →×× ],[],[:    argümanlarına göre sürekli ve sürekli türevlenebilsin. 

],[],[: dcCbaCT →  

∫=
b

a

dssxstftxT ,))(,,(:))((    ],[],,[ baCxdct ∈∈  

şeklinde tanımlansın. T  sürekli Fréchet türevine sahiptir ve aşağıdaki şekilde 

ifade edilir. 

∫ ∂
∂

=′
b

a

dsszsxstf
x

tzxT ,)())(,,())()(( ],[,],,[ baCzxdct ∈∈  

Aşağıdaki teorem Fréchet türevinin özelliklerini vermektedir. 

 

Teorem 2.5.3. 

 

(a) YUXST →⊃:,   Ux ∈  için Fréchet diferansiyellenebilsin. O zaman ST +  

 ve Tλ  de K∈λ  için Fréchet diferansiyellenebilirdir ve 

),()()()( xSxTxST ′+′=′+   )()()( xTxT ′=′ λλ   dir. 

 

(b) Zincir kuralı: YVUXT ⊂→⊃:   ve ZVYS →⊃:   Ux ∈  ve VxT ∈)(  

için Fréchet türevlenebilsinler. O zaman ST  de x  de Fréchet türevlenebilirdir ve  

32143421
),(),(

)())(()()(
YXLZYL

xTxTSxST
∈∈

′′=′    ),( ZXL∈     dir. 

 



 

2,1=j  için ),(.,),( quq j λλ a  )1,0(2LC × den C[0,1] ye bir dönüşüm olsun. Bu 

dönüşümleri yine ju  ile gösterip aşağıdaki teoremi ispatlarız. 

Teorem 2.6. 

 

,2,1],1,0[)1,0(: 2 =→× jCLCu j   sırasıyla (2.7a) ile (2.7b)’nin çözümleri 

olsunlar.  Aşağıdaki ifadeleri elde ederiz: 

 

(a) ju  süreklidir. 

(b) ju   sürekli bir biçimde  her )1,0()ˆ,ˆ( 2LCq ×∈λ  için F-türevlenebilirdir.  

 

)ˆ,ˆ(.,)ˆ,ˆ(., , ququ jj λλ
λ λ=

∂
∂ ,                                                                        (2.18a) 

ve 

)ˆ,ˆ(.,))(ˆ,ˆ(., , quqqu
q qjj λλ =

∂
∂                     dir.                                           (2.18b) 

)ˆ,ˆ(.,, qu j λλ  ve  )ˆ,ˆ(.,, qu qj λ ,  2,1=j   için  aşağıdaki sınır değer problemlerinin 

çözümleridirler. 

              )ˆ,ˆ(.,)ˆˆ()( ,, quuqu jjj λλ λλ =−+′′−          (0,1) de 

    ,0)0()(,0)0( ,, =′= λλ jj uu                                                      

(2.19) 

              )ˆ,ˆ(.,)ˆˆ()( ,, qquuqu jqjqj λλ −=−+′′−       (0,1) de 

                                        ,0)0()(,0)0( ,, =′= qjqj uu  

ayrıca , bütün ]1,0[∈x  için aşağıdakileri elde ederiz: 

,2,1),(],[)(
0

,
2 ==∫ jxuudttu

x

jjj λ                                                                (2.20a) 

),](,[)(],[)()( 1,2
0

2,121 xuuxuudttutu
x

λλ ==∫                                                 (2.20b) 

,2,1),(],[)()(
0

,
2 ==− ∫ jxuudttutq

x

jqjj                                                       (2.20c) 



 

),](,[)(],[)()()( 1,2
0

2,121 xuuxuudttututq q

x

q ==− ∫                                        (2.20d) 

[ vu, ], (2.8)’den bildiğimiz Wronskian determinantını gösterir. 

İspat:  

 

(a), (b): ju ’nin sürekliliği ve diferansiyellenebilirliği (2.12a) ile (2.12b) integral 

denklemlerden elde edilir. Çünkü çekirdek ve sağ taraf sürekli ve 

diferansiyellenebilir bir şekilde λ ve q ’ya bağlıdır. Geriye (b) içindeki ifadeleri 

göstermek kalır. 1, == juu j  veya 2 olsun. 

 

0)ˆ(.,)ˆˆ()ˆ(., =+−−++′′− ελελελ uqu  , 

0)ˆ(.,)ˆˆ()ˆ(., =−+′′− λλλ uqu        dır. 

 

Böylece, 

)ˆ(.,)ˆ(.,)ˆ(.,[1)ˆˆ(])ˆ(.,)ˆ(.,[1 ελλελ
ε

λλελ
ε

+=−+−+′′−+− uuuquu   olur. 

 

Fark oranları için homojen başlangıç şartları sağlanır, 0→ε  a giderken sağ taraf 

düzgün olarak )ˆ(.,λu ’ya  yakınsar. Bu nedenden ötürü, fark oranı x’e göre u , 

λu ’ya  düzgün olarak yakınsar. Aynı nedenler q ’nun türevi  için de geçerlidir. 

 

(c) Diferansiyel denklemde λ,ju  yi  ju  ile ju  yi λ,ju  ile çarpıp taraf tarafa 

çıkarırsak şunu elde ederiz. 

 

     )()()()()( ,,
2 xuxuxuxuxu jjjjj λλ ′′−′′=  

               )).()()()(( ,, xuxuxuxu
dx
d

jjjj λλ ′−′=  

 

Bu denklemi integre ederek ve homojen sınır koşullarını kullanarak  (2.20a)’nın 

birinci denklemini buluruz. Kalan denklemelerin kanıtlanması için aynı ispatlar 

kullanılır. Bu kısmın hiçbir yerinde q ’nun reel-değerli olduğu  varsayımını 



 

kullanmadık. Bu yüzden, 2.4, 2.5, ve 2.6 Teoremlerinin iddiaları, kompleks-

değerli q  içinde doğrudur. 

 
2.3. Özdeğer ve Özfonksiyonların Asimptotik Davranışları 

 
İlk etapta kendimizi Dirichlet problemiyle sınırlandıralım aşağıdaki özdeğer 

problemiyle uğraşalım 

 

)()()()( xuxuxqxu λ=+′′− ,   0 1<< x    , .0)1()0( == uu                             (2.21) 

 

Bölümün sonunda farklı sınır koşullarından bahsedeceğiz. Tekrar )1,0(2Lq ∈  

reel-değerli olsun. Eğer sadece ),,1(:)(, 2 quf λλλ =   fonksiyonunun bir sıfırı 

ise; o zaman C∈λ ’nin bu problemin bir özdeğeri olduğunu söyleriz. Tekrar 

),(.,22 quu λ=   0)0(2 =u  ve 1)0(2 =′u  ’in  (2.7b) başlangıç koşullar ile 

başlangıç değer probleminin çözümünü belirtir. O halde 0),,1(2 =qu λ  ise  λ 

özdeğerine karşılık gelen ),(.,2 qu λ  özfonksiyondur. f  fonksiyonu,  matrisin 

karakteristik polinomu gibi davranır ve bu sebeple özdeğer probleminin 

karakteristik fonksiyonu olarak adlandırılır. Teorem 2.6, f ’nin türevlenebilir 

olduğunu, yani, C’nin tamamında analitik olduğunu söyler. Bu gözlem, karmaşık 

(kompleks) analizden (çıkan) sonuçları kullanma imkanını sağlar. İlk önce, soyut 

spektral teoriden türetilebilen Sturm-Liouville probleminin özdeğer ve 

özfonksiyonlarına ilişkin çok iyi bilinen gerçekleri özetliyoruz.   

 

Teorem 2.6.1. 

 

XXA →:    bir lineer operatör olsun  

 

a) Farklı  Cj ∈λ  özdeğerlerine karşılık gelen özfonksiyonların sonlu kümesi 

njXx j ,...,1, =∈  olsun. },...,{ 1 nxx  kümesi lineer bağımsızdır.  



 

Eğer  X  Hilbert uzayı ve A   self-adjoint ise yani AA =∗  ise , tüm jλ   

özdeğerleri reeldir ve jλ özdeğerlerine karşılık gelen nxx ,...,1  özvektörler  ikişerli 

ortogonaldir (diktirler). 

b) X  Hilbert uzayı ve XXA →:    self- adjoint  olsun. Bu durumda  A ’nın 

spectral yarıçapı 

                             )}(:sup{)( AAr σλλ ∈= olmak üzere  

                              )(),(sup
1

ArxAxA
x

==
=

 

şeklindedir. Bu durum aşağıdaki teoremde görüleceği üzere Compact operatörler 

için daha basittir. 

 

Teorem 2.6.2: Compact Self-Adjoint Operatörler İçin Spectral Teorem  

 

XXK →:    compakt ve self-adjoint olsun )0( ≠K . Bu durumda aşağıdakiler 

doğrudur.  

 

a) Spektrum özdeğerlerden ibarettir. Sıfırıda içerebilir. K ’nın her özdeğeri 

reeldir. K  en az bir, en çokta sıfırda yığılma noktası oluşturacak şekilde 

sayılabilir sayıda özdeğere sahiptir. 

 

b) Her 0≠λ  özdeğeri için, sonlu sayıda lineer bağımsız özvektör vardır. 

Yani özuzaylar sonlu boyutludur. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özvektörler 

ortogonaldir. 

 

c) Özdeğerler aşağıdaki formda sıralanır 

          ...321 ≥≥≥ λλλ  

ve  jλ ’ye karşılık gelen özuzay üzerine ortogonal izdüşümleri 

→XPj : N )( IK jλ−  ile gösterelim. Eğer mλλ ,...,1   özdeğerleri sonlu sayıda ise  

            ∑
=

=
m

j
jj PK

1
λ    olur. 

Eğer  özdeğerlerin ( jλ )  sonsuz bir dizisi ise,  



 

 ∑
∞

=

=
1j

jj PK λ         olur ve seri operatör normunda yakınsaktır. 

 

 

Ayrıca  

1
1

+
=

=− ∑ m

m

j
jj PK λλ              dir. 

 

d)   K ’nın 0≠λ  özdeğerlerine karşılık gelen özvektörlerin tümünün lineer 

gereni  H  olsun. O zaman   

            )(KNHX ⊕=  

dır. 

 

Bazen (d) farklı ifade edilebilir. Sonlu ve sonsuz özdeğerlerin varlığı halinde 

NJ ⊂  index kümesi tanımlansın, birinci durumda J  sonlu, ikinci durumda 

NJ =  dir. Her Jjj ∈,λ  özdeğeri için, )( IKN jλ−  özuzayının ortonormal bir 

bazını seçelim. Tekrar özdeğerleri  

 

0...321 >≥≥≥ λλλ  

 

formunda sıralanır. Her 0≠jλ  katlılıklarıyla sayarsak her jλ  özdeğerine jx  

özvektörünü tanımlayabiliriz. 

 

Her Xx ∈   

)(0 KNx ∈  ve   ∑
∈

=
Jj

jjj xxxKx ),(λ    olmak üzere  

∑
∈

+=
Jj

jj xxxxx ),(0                Fourier açılımına sahiptir.  

 

Sonuç olarak K   bire bir ise, tüm özvektör }:{ Jjx j ∈  kümesi X ’de tam sistem 

oluşturur. Compakt self-adjoint operatörler için spectral teoremi YXK →:  self-

adjoint olmayan operatörlere genişletilebilir. 

 



 

 

 

 

Lemma 2.7. 

 

)1,0(2Lq ∈  reel değerli olsun:  

 

(a)   Bütün λ özdeğerleri reeldir. 

 

(b)  12 =
Ljg   koşulu ile sayılabilir sonsuz tane reel Ν∈jj ,λ  özdeğerleri 

vardır. Bunlara karşılık gelen özfonksiyonlar ]1,0[Cg j ∈ . Özfonksiyonlar 

)1,0(2L  içinde tam ortonormal bir sistem oluştururlar. 

 

(c)  λ özdeğerlerin geometrik ve cebirsel katlılıkları birdir, yani, özdeğer uzayı bir 

boyutludur ve karakteristik fonksiyonun kökleri  basit köklerdir.  

 

İspat:  

 

Sınır değer problemi self adjoint olduğundan (a) ve (b) elde edilir.   

 

(c) λ, bir özdeğer ve vu,  iki değişik özfonksiyon olsun. 022 >+ βα  ile 

βα ,  ve )0()0( vu ′=′ βα  seçelim. vuw βα −=:  fonksiyonu diferansiyel denklemi 

çözer ve 0)0()0( =′= ww  sağlanır, yani w , özdeş olarak sıfırlanır. Bu yüzden, u  

ile v  lineer bağımlı olurlar. 

 

λ’nin f ’nin basit bir kökü olduğunu göstermek gayesiyle Teorem 2.6’nın, (c) 

kısmına başvururuz. 0),,1(2 =qu λ  olduğu için, j=2 için (2.20a)’dan 

),,1(),,1()( ,22 ququf λλ
λ

λ λ=
∂
∂

=′  

          ∫ ≠
′

=
1

0

2
2

2

.0),,(
),,1(

1 dxqxu
qu

λ
λ

  

buluruz. 



 

Bu kısım (c)’yi ispatlar.   

 

Özdeğerleri normalleştirmenin farklı yolları olduğuna işaret ediyoruz. 
2L normunun bir olmasını  istemek yerine, 1)0( =′jg  şeklinde normalize ederiz. 

0)0( ≠′jg için bu mümkündür. Aksi takdirde, Picard-Lindelöf teklik teoremi, 

jg ’nin özdeş olarak sıfırlanması demektir. 

Bundan sonraki konular için aşağıdaki teknik sonuçlara da ihtiyacımız vardır. 

 

Lemma 2.8. 

 

Cz ∈  ve Ζ∈∀n  için, 
4
ππ ≥− nz    olsun. O zaman  

                                           zz sin4)Imexp( <     dir.  

 

İspat: Rzzizzz ∈+= 2121 ,,   için zzz sin/exp)( 2=ψ  olsun. İki durumu göz 

önüne alalım: 

 

Birincisi:            2/2ln2 >z            olsun 

4
1

222)(
222

2

2121

2

2
<

−
=

−
≤

−
=

−−+−− zzz

z

zizziz

z

eee
e

ee
ezψ  dir. 

Çünkü   2/1)2exp( 2 <− z   dir. 

 

İkinci durum: 2/2ln2 ≤z . Bütün n için 4/ππ ≥− nz    olduğundan 

64/4/)2(ln16/16/ 2222
2

22
1 ππππ ≥−≥−≥− znz  ; böylece 

8
sinsin 1

π
≥z . 

 

Ayrıca, 121 sincoshsinsinRe zzzz ≥=                olduğundan 

4

8
sin

2
sin

2
sinRe

)(
1

2

<≤≤≤
π

ψ
zz

ez
z

                    elde ederiz. 

 



 

Şimdi , özdeğerler için  birinci sadeleştirilmiş asimptotik formülünü verebiliriz. 

İspatta  esas araç olarak Rouché teoremini kullanırız; F ve G, CU ⊂  bölgesinde 

analitik fonksiyonlar olsunlar ve tüm Uz ∂∈ için )()()( zGzGzF <−  ise F ve 

G  U  da aynı sayıda sıfıra sahiptir.  

 

Lemma 2.9. 

 

)1,0(2Lq ∈  ve N>2exp( 1L
q ) bir tam sayı olsun. O zaman  

 

(a) ),,1(:)( 2 quf λλ =  karakteristik fonksiyonu,   

}.)2/1(Re:{: 22πλλ +<∈= NCH                                       (2.22) 

yarı-düzleminde N köklere  sahiptir. 

 

(b) Her m> N için 

        }2/:{: ππλλ <−∈= mCU m      kümesinde                            (2.23) 

f ’nin tek kökü vardır. 

Burada Re 0≥λ   bölümünü alırız. 

 

(c) C’de f ’nin başka kökleri yoktur. 

 

İspat:  

 

Rouché teoremini  ),,1()()( 2
2

2 qzuzfzF ==  fonksiyonuna uygulayacağız ve 

0=q  için özdeğer problemine karşılık gelen G fonksiyonu , zzzG /sin:)( = .         

U  için,  

               },2/:{: ππ <−∈= mzCzWm      

                }Im,)2/1(Re:{: RzNzCzVR <+<∈= π    tarafından tanımlanmış          

mW  ve RV  kümlerinden birini  sabit R> (N+1/2)π  için alalım ve Lemma 2.8’i 

uygulayalım. 

 



 

(i) Önce mWz ∂∈  olsun: mnn ≠Ζ∈ ,  için, elimizde 

4/2/ ππππππ >−≥−−−≥− mznmnz   vardır. mn =  için 

4/2/ πππ >=− mz  olduğunu gözlemleriz. Bu yüzden mWz ∂∈  için Lemma 

2.8’i kullanabiliriz. Ayrıca, bütün mWz ∂∈   için 

NNmmzmz 2)2/1( >>−=−−≥ ππππ   eşitsizliğini buluruz. 

 

(ii) RVz ∂∈  , Zn ∈ olsun. Sonra  π)2/1(Re += Nz | veya  .Im Rz =  

Her iki durumda da 16/4/)(Im)(Re 22222 ππππ >≥+−=− znznz  

eşitsizliğini buluruz. Bu yüzden, bütün RVz ∂∈  için Lemma 2.8’e başvururuz. 

Ayrıca NNz 2)2/1( >+≥ π    vardır. 

Teorem 2.5  ile Lemma 2.8  bütün mR WVz ∂∪∂∈  için aşağıdaki sonucu verir: 

2
sin4

)Imexp(1sin)( 22 1

N
z

z
qz

zz
zzF

L
≤+≤−  

                      .sinsin2
z

z
z

z
z
N

<=  

 

Bundan ötürü F ve ;/sin:)( zzzG = RV  ile her mW ’deki kökleri aynı  sayıdadır. G 

nin kökleri ,...2,1, =± nnπ  olduğu için, G’nin RV  ’de 2N köke  ve her mW ’de tek 

köke  sahip olduğu sonucunu çıkarıyoruz. Bu, Rouché teoremi sayesinde aynı 

zamanda F için de geçerlidir. 

 

Şimdi F’nin mNmR WV >∪U  dışında hiçbir kökü olmadığını gösteriyoruz. Lemma 

2.8’e tekrar başvururuz: mNmR WVz >∪∉ U   olsun. RVz ∉ ’den 

π)2/1()(Im)(Re 22 +≥+= Nzzz       sonucunu çıkarıyoruz.  n> N için, 

nWz ∉ ’den   2/ππ >− nz  sonucunu çıkarırız.  Nn ≤   için, 

2/)2/1( ππππ ≥−+≥−≥− nNnznz    sonucunu çıkarıyoruz. Lemma 2.8’e 

yeniden başvurarak ikinci üçgen eşitsizliğini kullanıyoruz. 

 

Bu şunu verir: 



 

)Imexp(1sin)( 12 L
qz

zz
zzF +−≥  

          
⎥
⎥
⎦

⎤
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           021sin
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⎡
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z
N

z
z  

Çünkü NNz 2)2/1( >+≥ π    dir. Bu sebepten dolayı, f ’nin  her NmU m >,  

de bir kökü ve   

}Im,)2/1(Re0:{: RNCH R <+<<∈= λπλλ  

kümesinde N kökü ve başka kökü olmadığını göstermiştik.                                            

Geriye  HH R ⊂  ’yi göstermek kaldı.  RHi ∈= )exp( θλλ   için, 

πθλλ )2/1(
2

cosRe +<= N  ,  

222 )2/1(
2

cos)
2

2cos(Re πθλθλλ +≤= N   sonucunu çıkarıyoruz. 

 

Bu Lemma sonsuz  sayıdaki özdeğerin varlığını tekrar kanıtlar. Deliller, q  

kompleks değerli fonksiyonların durumu için değişmez. Bu durumda, genel 

spektral teori, sınır değer probleminin self-adjoint  olmamasından ötürü 

uygulanabilir nitelikte değildir. Bu Lemma, aynı zamanda özdeğer dağılımına 

dair, hatta reel değerli durum için de, daha fazla bilgi sağlamaktadır. İlk olarak  

özdeğerler aşağıdaki formda sıralanır. 

...321 <<< λλλ  

 

Lemma 2.9’ a göre 

)1(Onn += πλ    dir. Yani  )(22 nOnn += πλ     dir.                                (2.24) 

 

Ters problem işlemi için, bu formülün geliştirilmesi gerekecektir. Bizim 

amacımız 

 ∫ ++=
1

0

22 ~)( nn dttqn λπλ                ∞<∑
∞

=1

2~
n

nλ                                         (2.25) 



 

olduğunu kanıtlamaktır. 

 

(2.25)’i ispatlamanın pek çok yöntemi vardır. Biz [11] deki makaleyi  referans 

veriyoruz. İzlenecek yol ]1,0[∈t  için )(tqt nλa   fonksiyonuna diferansiyel 

hesabın temel teoremini uygulamaktır. Bununla birlikte, t  parametresi 

aracılığıyla 0=q ’a karşılık gelen 22πn  özdeğerleri için q ’ya karşılık gelen nλ  

özdeğerleri arasındaki ilişkiyi kurmaktır. Bu yaklaşım için, q  ile ilgili olan 

özdeğerlerin diferansiyellenebilirliğine  ihtiyacımız var. 

 

Sabit Nn ∈  için, )1,0(2L  ’den  C’ye  )(qq nλa   fonksiyonu iyi tanımlanmış ve 

aşağıdaki teorem ile  Fréchet diferansiyellenebilirdir. 

 

Teorem 2.10. 

 

Her Nn ∈  için, )1,0(2L  ’den  C’ye  )(qq nλa  dönüşümü, her )1,0(ˆ 2Lq ∈  için 

sürekli olarak  Fréchet diferansiyellenebilirdir ve    

            ∫=′
1

0

2 )()ˆ,()ˆ( dxxqqxgqq nnλ  ,           )1,0(2Lq ∈     dir.                 (2.26) 

Burada  

                         
2

)ˆ,ˆ(.,

)ˆ,ˆ,(
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Ln

n
n

qu

qxu
qxg

λ

λ
=  

 

)ˆ(:ˆ qnn λλ =  ya karşılık gelen 2L -normalleştirilmiş özfonksiyonu belirtir. 

 

İspat:  

 

)ˆ,ˆ( qnλ  komşuluğunda 0)ˆ,ˆ,1(2 =qu λ  ifadesini gözlemleyelim ve 

),,1(2 qu λ  = 0 denklemine kapalı fonksiyon teoremini uygulayalım. 

Bu mümkündür çünkü nλ̂  ,   )ˆ,.,1(2 qu ’nin  Lemma 2.7’ye göre basit köküdür.  

 



 

Kapalı fonksiyon teoremi, q̂ ’nın bir komşuluğundaki bütün q ’lar için 

0)),(,1(2 =qqu nλ   olan )(qnn λλ =  fonksiyonunun varlığını verir. Fakat bu, aynı 

zamanda nλ  fonksiyonunun  q  ya göre sürekli biçimde diferansiyellenebilir 

olduğunu da içerir. 
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Teorem 2.6’nın (c) kısmı ile, aşağıdaki sonucu çıkarırız. 
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Burada λ̂   ve  q̂   argümanlarını kaldırdık. 

 

Şimdi  ana teoremi formüle etmeye ve ispatlamaya hazırız. 

 

Teorem 2.11. 

 

)1,0(2LQ ⊂  sınırlı bir küme olsun, Qq ∈  ve Cn ∈λ  bu q ’ya ait özdeğerler 

olsun. O halde 

     )/1()2cos()()(
11

0

22 nOdttntqdttqn
o

n +−+= ∫∫ ππλ   dir.                             

(2.27)                         

∞→n için  Qq ∈  için düzgündür. Ayrıca, 12 =
Lng   ile normalleştirilmiş  ng   

özdeğer fonksiyonları aşağıdaki asimptotik davranışa sahiptir. 

∞→n için  Qq ∈ ve ]1,0[∈x   için düzgün yakınsaklar. 



 

    )/1()sin(2)( nOxnxgn += π                  ve                                     (2.28a) 

     )1()cos(2)( Oxnnxg n +=′ ππ                                                         (2.28b)  

(2.27)’nin sağ tarafındaki ikinci integralin },...,2,1,0:)2{cos( =nntπ  göre q ’nun 

n. Fourier katsayısının na  olduğunu görürüz. Fourier teorisinden, na   nin sıfıra 

yakınsadığı bilinmektedir. Parseval özdeşliği ∞<∑∞

=0

2

n na  , yani, (2.25)’i 

doğrular. Eğer q  yeteri kadar düzgün ise, yani sürekli olarak diferansiyellenebilir 

ise, o zaman, na    1/n’den daha hızlı sıfıra yaklaşır. Şu  durumda, bu terim 

)/1( nO  içinde ortadan kalkar. 

 

İspat: 

 

İspatı dört kısma ayırıyoruz. 

 

(a) İlk önce, Qqx ×∈ ]1,0[),(    için düzgün olarak 

)/1()sin(2)( nOxxg nn += λ  şeklinde olduğunu  gösterelim. Lemma 2.9 

sayesinde, )/1( nOnn += πλ   olduğunu biliyoruz ve ayrıca Teorem 2.5 

aracılığıyla 

)/1(
)sin(

),( 2
2 nO

x
xu

n

n
n +=

λ

λ
λ                        dir. 
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2 )2/()2sin(1)(sin2 ααα dtt     formülü ile,  
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Böylece 

)/1()sin(2
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)(

1

0

2
2

2 nOx

dttu

xu
xg n

n

n
n +==

∫
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λ
         dır. 

 

(b) Şimdi )/1( nOnn += πλ  ve )/1()sin(2)( nOxnxgn += π   olduğunu 

görelim. 

 

Diferansiyel hesabın temel teoremine başvurarak ve Teorem 2.10’u kullanarak 

 

∫=−=−
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22 )()0()( dttq
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dqn nnnn λλλπλ                                          (2.29) 

 ∫ ∫ ∫ ==′=
1

0

1

0

1

0

2 )1()(),()( Odxdtxqtqxgqdttq nnλ    elde edilir. 

 

Bu )/1( nOnn += πλ  ve kısım (a)  ile birlikte, )/1()sin(2)( nOxnxgn += π   

asimptotik formunu verir. 

 

(c) Şimdi özdeğerlerin asimptotik davranışları kolayca (2.29)’dan aşağıdaki 

gibi elde edilir. 

),/1()2cos(1)/1()(sin2),( 22 nOxnnOxntqxgn +−=+= ππ    

]1,0[∈t  ve Qq ∈    için düzgün bir tarzdadır. 

 

(d) Benzer şekilde aşağıdaki türevler oluşur 
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           ).1()cos(2 Oxnn += ππ  

 

Örnek 2.12. 



 

 

Teorem 2.10’u aşağıdaki iki numerik örnekle gösteriyoruz. 

(a) ]1,0[)),2exp(sin()(1 ∈= xxxq π   olsun. Sonra 1q , analitik ve 1 

periyotludur. 

(b) 4.00 ≤≤ x  için  xxq 5)(2 −=  ve 14.0 ≤< x için 4)(2 =xq  olsun. 2q  

fonksiyonu sürekli değildir. 

1q , 2q , 0=q   için )(λλ fa  , λλλ /sina   karakteristik fonksiyonların 

çizimleri Şekil 2.1. ile Şekil 2.2.’de gösterilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1. [0,20] ile [5,100] üzerindeki  1q ’in karakteristik fonksiyonu 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.2. [0,20] ile [5,100] üzerindeki  2q ’nin karakteristik fonksiyonu 

 



 

Sonraki tablolar, 1q ’e karşılık gelen  nλ  özdeğerleri, 0=q  karşılık gelen 

22πn özdeğerleri ve farkı göstermektedir. 

∫−−=
1

0

22 )(: dxxqnc nn πλ     :10,...,1=n  

 

Tablo 2.1. )(1 xq  potansiyeline ait asimptotik formülden elde edilen özdeğerler 

 

nλ              22πn                   nc  

11.1            9.9              -2.04*10 2−  

40.9           39.5              1.49*10-1 

90.1           88.8              2.73*10-3 

159.2         157.9            -1.91*10-3 

248.0         246.7            7.74*10-4 

356.6         354.3            4.58*10-4 

484.9         483.6            4.58*10-4 

632.9         631.7            4.07*10-4 

800.7         799.4            3.90*10-4 

988.2         987.0            3.83*10-4 

 

                      

Açık ve net bir biçimde hızlı yakınlaşmayı gözlüyoruz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

2q  sürekli olmadığı için, Fourier katsayıları köke yavaşça yakınlaşır. Yine 2q   

için nλ  özdeğerleri; 0=q ’a karşılık gelen 22πn   özdeğerleri ve farkları 

listeliyoruz. 

 

∫−−=
1

0

22 )(: dxxqnc nn πλ      

 

∫∫ +−−=
1

0

1

0

22 )2cos()()(: dxnxxqdxxqnd nn ππλ       10,...,1=n    için  

 

Tablo 2.2. )(2 xq  potansiyeline ait asimptotik formülden elde edilen özdeğerler 

 

nλ                    22πn                          nc                        nd  

 

12.1                  9.9                   1.86*10-1                -1.46*10-1 

41.1                  39.5                 -3.87*10-1                  8.86*10-2 

91.1                  88.8                  3.14*10-1               2.13*10-2 

159.8               157.9                 1.61*10-1                   -6.70*10-3                   

248.8               246.7                  2.07*10-2             2.07*10-2 

357.4               354.3                 8.29*10-2                   -4.24*10-3                   

484.5              483.6                  -1.25*10-1           6.17*10-3                   

633.8              631.7                   1.16*10-1                  3.91*10-3                   

801.4              799.4                  -6.66*10-2                -1.38*10-3                   

989.0              987.0                   5.43*10-3                  5.43*10-3                   

 

                                           

 

 

 

 

 

 



 

Şimdi Sturm-Liouville özdeğer problemleri için aşağıdaki sınır koşullarıyla 

verilen problemlerin çözümüne bakacağız. 

 

   ,10),()()()( <<=+′′− xxuxuxqxu λ                                                     

(2.30a) 

   ,0)0( =u               .0)1()1( =+′ Huu                                                        (2.30b) 

 

Burada özdeğerler aşağıdaki karakteristik fonksiyonların kökleridir. 

 

 ),,,1(),,1()( 22 qHuquf λλλ +′=   C∈λ                                                    (2.31) 

 

0=q   olduğu yerin özel durumu için, λλλ /)sin()0,,(2 xxu =   olur. Bu 

durumun karakteristik fonksiyonu  

λ
λλλ sincos)( Hg +=        olarak bulunur. 

0=q  ile 0=H  için f ’nin kökleri  ,...2,1,0,)2/1( 22 =+= nnn πλ dır. Eğer 

0≠H  ise, 0cot =+ Hzz  transandantal  denklemi çözülmek zorundadır. 2R  

deki kapalı fonksiyon teoremine başvurmak suretiyle, 0=q  için özdeğerlerin  

)/1(2)2/1( 22 nOHnn +++= πλ  olarak belirlendiği gösterilebilir. 

 

Lemma 2.7 aynen geçerlidir çünkü sınır değer problemi self-adjointtir. 

Özdeğerlerin sayısını veren Lemma 2.9 şimdi aşağıdaki şekli alacaktır. 

 

Lemma 2.13. 

 

)1,0(2Lq ∈  ve N>2exp( 1L
q ) )1( H+  bir tam sayı olsun. Buna göre; 

 

(a) ),,1(),,1(:)( 22 qHuquf λλλ +′=  karakteristik fonksiyonu,                  

}Re:{: 22πλλ NCH <∈=  

 yarı-düzleminde N köke  sahiptir. 

 



 

(b)    m> N olmak şartıyla aşağıdaki her }.2/)2/1(:{: ππλλ <−−∈= mCU m  

 kümesinde f ’nin tek kökü vardır. 

 

(c)   C’de f ’nin başka kökü yoktur. İspat için 

                   0)),(,1()),(,1( 22 =+′ qqHuqqu nn λλ  

denkleminde  kapalı fonksiyon teoremine başvurabiliriz. Çünkü kökler yine 

basittir. q ’ya göre bu denklemin diferansiyellenmesi, aşağıdaki ifadeyi verir.    

                     qqqHuqu nnn )ˆ()]ˆ,ˆ,1()ˆ,ˆ,1([ ,2,2 λλλ λλ ′+′  

                       0)]ˆ,ˆ,1()ˆ,ˆ,1([ ,2,2 =+′+ qHuqu nqnq λλ  

 

Teorem 2.6 aşağıdaki sonucu verir.  

                {∫ ′−′=
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0
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                 )]1()1()[1( ,2,22 λλ Huuu +′−=  

 

Burada nλ̂  ve q̂ argümanlarını kaldırdık. Benzer şekilde  

∫ +′−=−
1

0
,2,22

2
2 )]1()1()[1()()( qq Huuudttutq                     olur. 
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dttu

dttutq
                  dir. 

 

Bu daha önce olduğu gibi aynı forma sahiptir. Dirichlet sınırlı şartı halinde 

olduğu gibi devam ederek aşağıdaki Teorem 2.14’e ulaşıyoruz. 

 

 

 

Teorem 2.14. 



 

 

)1,0(2LQ ⊂  sınırlanmış, Qq ∈ ve RH ∈ olsun. nλ  özdeğerleri aşağıdaki 

asimptotik forma sahiptirler 

∫∫ ++−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

1

0

1

0

2
2

)/1()12cos()()(2
2
11 nOtdtntqdttqHn ππλ              (2.32) 

n  sonsuza gittiğinde, Qq ∈  için düzgün yakınsar. 2L - normalleştirilmiş 

özfonksiyonlar için, aşağıdaki ifadeye sahibiz. 

)/1()2/1sin(2)( nOxnxgn ++= π              ve                                         (2.33a) 

  )1()2/1cos()2/1(2)( Oxnnxgn +++=′ ππ                                             (2.33b)  

bunlar ]1,0[∈x  ve Qq ∈  için düzgündürler.  

 

Bu kısmın başında bahsedildiği üzere, özdeğerler ile özfonksiyonların asimtotik 

formüllerini ispatlamanın başka yolları vardır. Bu yollar, Lemma 2.9 ve nλ  nin 

q ’ya göre diferansiyellenebilirliğinden kaçınmak içindir. Fakat örneğin [12]’deki 

makale, (2.27)’nin yerine, sadece asimptotik davranışı 

)/1()(
1

0

22 nOdttqmnn ++= ∫πλ     şeklinde verilmektedir. 

Burada, ( nm ) doğal sayıların bazı dizileridir. 

 

Ters probleme dönmeden önce, q ’nun kompleks-değerli olduğu durum hakkında 

birkaç söz söyleyelim. Bu durumda özdeğer problemleri artık (self-adjoint) 

değillerdir. Ve genel spektral teoride uygulanabilir nitelikte değildir. Lemma 

2.7’ye göre, farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonların lineer bağımsız 

olduklarını ve geometrik katlılıklarının hala tek olduğunu göstermek son derece 

kolaydır. 2.9 sayma Lemması geçerlidir. Bundan, nλ ’nin cebirsel katlılıklarının 

da aynı zamanda tek olduğunu, en azından n> N için tek olduğunu görebiliriz. 

Eğer kendimizi n>N ile nλ  özdeğerleriyle sınırlandırırsak, bu kısmın kalan 

argümanları içinde geçerlidir. Bu nedenle,  (2.27), (2.28a), (2.28b), (2.32), (2.33a) 

ve (2.33b)  eşit olarak  kompleks-değerli q  içinde aynı uyumlulukta geçerlidirler. 

2.4. Bazı Hiperbolik Problemler 

 



 

Bundan sonraki kısımlara bir hazırlık teşkil etmesi bakımından, (özellikle 2.5. ile 

2.7. kısımlarda) iki-boyutlu lineer hiperbolik kısmi diferansiyel denklemi için 

bazı başlangıç değer problemleri üzerinde duracağız. 

 

                      0),(),(),(),(
2

2

2

2

=+
∂

∂
−

∂
∂ txWtxa

t
txW

x
txW , 

 

burada a katsayısı )()(),( xqtptxa −=  özel formuna sahiptir. Bilindiği üzere 

karakteristiklerin yöntemi başlangıç değer problemlerini, sürekli fonksiyonların 

uzayında incelenebilen ikinci tür Volterra integral denklemlerine indirger. Bu 

yaklaşım doğal olarak düzgün olmayan katsayılar ve sınır dataları için çözümlere 

imkan verir. Üç teoremle sonuçları özetleyeceğiz. Her birinde ilk olarak düzgün 

katsayılar için, daha sonra ise düzgün olmayan katsayılar durumuna ait sonuçları 

formüle edeceğiz. Şunu belirtelim ki amacımız, çözüm kavramını zayıf çözüm 

kavramına indirgemek değildir ama daha ziyade 2.5. ile 2.7. kısımlarda yalnızca 

ihtiyaç duyulacak derecede varsayımları hafifletmektir. Her ne kadar 

problemlerin çoğu -en azından düzgün veri için- kısmi diferansiyel denklemlerine 

ilişkin temel derslerin konusu olsa da, okuyucuya ikna olsun diye tam kanıtları da 

dahil ediyoruz.  

 

Teoremlerin ifadeleriyle başlamadan evvel, bazı fonksiyon uzamlarını 

hatırlıyoruz: 

 

},0)0(:]1,0[{:]1,0[0 =∈= fCfC  

,2,1],1,0[]1,0[:]1,0[ 00 =∩= jCCC jj  

},)1,0(,,)()(:]1,0[{:)1,0(
0

21 ∫ ∈∈+=∈=
x

LgRdttgxfCfH αα  

]1,0[)1,0(:)1,0( 0
11

0 CHH ∩=  

 

ve onları kanonik normlarla donatıyoruz. 
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Ayrıca,                                 { },10:),(: 2
0 <<<∈=Δ xtRtx                             

(2.34a) 

                        { }.1:),(: 2 <<∈=Δ xtRtx                                 (2.34b) 

 

kullanarak 2
0 R⊂Δ   ve  2R⊂Δ    üçgen bölgelerini tanımlıyoruz.                               

Şimdi Goursat problemi olarak da isimlendirilen başlangıç değer problemiyle            

başlıyoruz. 

 

Teorem 2.15. 

 

(a) ]1,0[, Cqp ∈  ve 0)0( =f  ile ]1,0[2Cf ∈  olsun. Daha sonra aşağıdaki 

hiperbolik başlangıç değer probleminin )( 0
2 Δ∈ CW  tek çözümü vardır. 

0Δ  içinde   0),())()((),(),(
2

2

2

2

=−+
∂

∂
−

∂
∂ txWtqtp

t
txW

x
txW   denklemi,  (2.35a) 

                        ),(),( xfxxW =          10 ≤≤ x ,                                         (2.35b) 

                        ,0)0,( =xW                10 ≤≤ x ,                                         (2.35c) 

koşullarını sağlasın. 

 

(b) Wfqp a),,(    çözüm operatörünün , ]1,0[)1,0()1,0( 0
22 CLL ×× den 

)( 0ΔC  içine  sınırlı bir operatör  genişlemesi söz konusudur. 

 

(c) ,.))1(,.),1((),,( xWWfqp a  operatör, )1,0()1,0()1,0( 1
0

22 HLL ×× ’den 

)1,0()1,0( 21 LH × ’ye sınırlı bir operatör genişlemesi söz konusudur.  Burada xW  

ile, x ’e bağlı kısmi türevi gösteriyoruz. 

 

 



 

İspat: 

 

İlk olarak, problemi daha geniş bir bölgeye aktarıp orada inceliyoruz. 

 

      Δ    içinde    0),(),(),(),(
2

2

2

2

=+
∂

∂
−

∂
∂ txWtxa

t
txW

x
txW     denklemi ,          

(2.36a) 

                      

                              ),(),( xfxxW =                      10 ≤≤ x ,                       (2.36b) 

                              ),(),( xfxxW −=−                 10 ≤≤ x ,                        (2.36c) 

koşullarını sağlasın. 

 

Δ∈),( tx   için    )()(:),( xqtptxa −=    olsun.  

(2.36a)-(2.36c) problemin çözümü için, değişken değişimi yapalım. 

               ηξ +=x ,       

               ηξ −=t , 

Bu dönüşüm ile Δ∈),( tx   den  D∈),( ηξ  ye aktarılır. 

Burada  

}1:)1,0()1,0(),{(: <+×∈= ξηηξD             dir.                                          (2.37) 

 

D∈),( ηξ   için ),(:),( ηξηξηξ −+= Ww dir. Şayet w  aşağıdaki hiperbolik 

problemi çözerse (2.36a)-(2.36c) problemini de çözer.  

 

),,(),(),(

),(~:

2

ηξηξηξ
ηξ

ηξ

ηξ

waw

a
44 344 21

=

−+−=
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∂      D∈),( ηξ ,           (2.38a) 

                               )()0,( ξξ fw =              [ ]1,0∈ξ      için                  (2.38b) 

                              )(),0( ηη fw −=             [ ]1,0∈η      için                  (2.38c) 

 

Şimdi w  (2.38a)-(2.38c)’nin bir çözümü olsun. Diferansiyel denklemi iki kez 

integre edip başlangıç koşullarını kullanırız. Daha sonra D∈),( ηξ   için, w  

 



 

∫ ∫ +−′′′′′′=
η ξ

ξηηξηξηξηξ
0 0

),()(),(),(~),( ffddwaw                              (2.39)  

integral denklemini elde ederiz. Bu iki boyutlu bir Volterra integral denklemidir. 

)(DC ’de ardışık iterasyon  kullanmak bu denklemi çözmenin standart bir 

metodudur. A, (2.39)’un sağ tarafı olarak tanımlanmış bir Volterra integral 

operatörü olsun. Nn ∈  ile ilgili bir tümevarım ile, bu kolayca görülebilir. 

,...2,1,)(
!

1~),)(( 2/
2 =≤

∞
n

n
awwA nn

L
n ξηηξ  

bu durumda  
!

1~
2 n

awwA n

L
n

∞∞
≤   dır. 

Bundan dolayı, yeterince geniş n  için 1<
∞

nA   ve Neumann serileri yakınsar. 

 

Bu (2.39)’un )(DCw∈  tek bir çözümünün var olduğunu ispatlar. Bu kanıtlardan 

hareketle, teklik aynı zamanda (2.36a)-(2.36c)’dan da elde edilir. 

Şimdi )(2 DCw ∈  olduğunu ispatlayalım . ξ ’ye göre  (2.39)’un diferansiyelini 

alalım. 

[ ]∫ ′+′′′−−′+=
η

ξ ξηηξηξηξηξ
0

)(),(()(),( fdwpqw  

              ∫ ∫
+

−

′+−−−=
ηξ

ξ

ξ

ηξ

ξξξξξ )(),()(),()( fdyywypdyywyq  

 

olur ve benzer tarzda ηw  için de hesaplanabilir. Bu form tekrar 

diferansiyellenebilir. Böylece, )(2 DCw ∈  dir ve W ’nin (2.36a)-(2.36c)’nin tek 

çözümü olduğunu daha önce göstermiştik. 

 

,.)(xa  bir çift fonksiyon ve başlangıç değerleri  t ’ye bağlı tek fonksiyonlar 

olduğu için, bu teklik sonucundan ,.)(xW  çözümünün de tek olduğu sonucunu 

çıkarabiliriz. Bu,  bütün [ ]1,0∈x  için 0)0,( =xW  ifade eder ki W ’nin (2.35a)-

(2.35c) problemini çözer ve böylece (a) şıkkının ispatı tamamlanmıştır. 

 



 

(b) şıkkı doğrudan doğruya (2.39) integral denkleminden ortaya çıkar. Çünkü 

)()(: DCDCA →  integral operatörü )(~ 2 DLa ∈  çekirdeğine sürekli olarak 

bağlıdır. 

 

(c) nin ispatı için aşağıdaki ifadeyi biliyoruz 

                    )1,()12,1( ξξξ −=− wW             ve 

                    ).1,(
2
1)1,(

2
1)12,1( ξξξξξ ηξ −+−=− wwWx  

Sonra operatörün sınırlılığı, yine  (2.39) integral denkleminin 

diferansiyellenmesiyle ortaya çıkar. 

 

Teorem 2.15.1: Genişleme Teoremi  

 

YX ~,~   Banach uzayları, XX ~⊂  yoğun alt uzay ve YXA ~: →  lineer ve sınırlı 

olsun. 

A~  operatörü YXA ~~:~
→   sınırlı lineer operatördür. 

(i)  Tüm Xx ∈   için  , AxxA =
~    A~ , A ’nın genişlemesidir.  

(ii)  AA =
~  dir.  

A~  tek türlü vardır. 

 

Yukarıdaki teoreme göre, bu operatörün  )1,0()1,0()1,0( 1
0

22 HLL ×× ’den 

)1,0()1,0( 21 LH × ’ye sınırlı bir genişlemesi vardır. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Eğer )1,0(, 2Lqp ∈  ve ]1,0[0Cf ∈   ise, çözüm 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= )(

2
1),(

2
1),( txtxwtxW         dir. 

)(Δ∈ Cw  , (2.39) integral denkleminin çözümü, (2.35a)-(2.35c) Goursat 

probleminin zayıf bir çözümüdür. Her zayıf çözüm W  için, 0)0( =nf  ile 

]1,0[)(),( Cqp nn ⊂  ve ]1,0[)( 2Cfn ⊂   ile birlikte 

0,0 22 →−→−
LnLn qqpp  ve 0→−

∞
ff n   şartlarıyla dizileri vardır.  



 

nn qp ,  ve nf  dizilerine karşılık gelen  (2.35a)- (2.35c)’nın )( 0
2 Δ∈ CWn  

çözümleri W ’ye düzgün olarak yakınsar.   

0== qp   özel durumu için, (2.39) integral denklemi çok iyi bilinen aşağıdaki 

çözüm formülüne dönüşür. 

.)(
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1)(

2
1),( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += txftxftxW  

Bir sonraki teorem aynı hiperbolik diferansiyel denklem için Cauchy problemi 

incelenecektir. 

 

Teorem 2.16. 

 

(a) 0)0()0()0( ==′′= gff  ile ]1,0[],1,0[ 12 CgCf ∈∈   ve ]1,0[, Cqp ∈  ve 

)( 0Δ∈ CF  olsun. Aşağıdaki Cauchy probleminin tek bir )( 0
2 Δ∈ CW  çözümü 

vardır. 

        0Δ  içinde  ),(),())()((),(),(
2

2

2

2

txFtxWxqtp
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txW
x

txW
=−+
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−
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∂             

(2.40a) 

denklemi, 

                      10 ≤≤ t        için        ),(),1( tftW =                                    (2.40b) 

                     10 ≤≤ t        için      )(),1( tgtW
x

=
∂
∂                                    (2.40c) 

şartlarını sağlamalıdır. 

 

(b) Ayrıca, WgfFqp a),,,,(  çözüm operatörünü, 

)1,0()1,0()()1,0()1,0( 21
00

222 LHLLL ××Δ××  den )( 0ΔC ’ye sınırlı operatörle 

genişletiyoruz. 

 

İspat:  

 

2.15 Teoreminde olduğu gibi, biz  Δ∈),( tx   için    )()(:),( xqtptxa −= ’yi 

alalım ve 0),( Δ∈tx  için ),(),( txFtxF =−  aracılığıyla Δ  üzerinde bir çift 

fonksiyon olarak genişletelim.  



 

Aynı zamanda ]1,0[∈t  için )()( tgtg −=−   ve )()( tftf −=−  ile [-1,1] de f  ve 

g  tek fonksiyonlara genişleteceğiz. Daha sonra )(Δ∈ CF  , ]1,1[2 −∈ Cf  ve 

]1,1[1 −∈ Cg  dir. Ve tekrar D  bölgesi, (2.37) tarafından verilen bölgedir. 

 

D∈),( ηξ   için  ),(),( ηξηξηξ −+= Ww   

ηξ +=x ,       

ηξ −=t ,   

değişken değişimini yapıyoruz. Sonra eğer ),(),(~ ηξηξηξ −+= FF  ve 

),(),(~ ηξηξηξ −+−= aa olmak üzere w   

 

),,(~),(),(~),(2

ηξηξηξ
ηξ
ηξ Fwaw

+=
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∂       D∈),( ηξ ,  

 

denklemini çözerse, W  ; (2.40a)-(2.40c)’yi çözecektir. (2.40b) ile (2.40c) Cauchy 

koşulları, 10 ≤≤ ξ  için, 

)12()1,( −=− ξξξ fw  ve )12(2)1,()1,( −=−+− ξξξξξ ηξ gww  

dönüşür. Birinci denklemin diferansiyellenmesi ve ξw  ve ηw  için çözülmesi, 

10 ≤≤ ξ  için, 

)12()12()1,( −′+−=− ξξξξξ fgw  ve )12()12()1,( −′−−=− ξξξξη fgw  

eşitliğini verir. ξ  e göre diferansiyel denklemin ξ ’den η−1 ’ye integrali 

aşağıdaki gibidir. 

 

.)21()21()](~),(),(~[),( 1

∫
−

−′−−+′+′+′′−=
∂

∂ η

ξ

ηηξηξηξηξ
η

ηξ fgdFwaw   

 

Şimdi  bu denklemi D∈),( ηξ  için η  ya göre η ’den ξ−1 ’ye   integre edersek  

∫ ∫
− ′−

′′′′+′′′′=
ξ

η

η

ξ

ηξηξηξηξηξ
1 1

)],(~),(),(~[),( ddFwaw                                     (2.41) 

              ∫
−

−+−+′′−−
ξ

η

ηξηη
1

)21(
2
1)12(

2
1)21( ffdg  



 

 ye ulaşırız.  Bu yine iki değişkenli bir Volterra integral denklemidir. 

A , integral operatörünü belirtsin 

∫ ∫
− ′−

′′′′′′=
ξ

η

η

ξ

ηξηξηξηξ
1 1

,),(),(~),( ddwaAw   D∈),( ηξ , 

tümevarım aracılığıyla bütün D∈),( ηξ  ve Nn ∈  için kolaylıkla görülebilir ki 

nn

L
n

n
awwA )1(

)!2(
1~),( 2 ηξηξ −−≤

∞
                     dir. 

 

Ayrıca, bütün Nn ∈   için, 
)!2(

1~
2

n
awwA n

L
n

∞∞
≤                dır. 

Yeterince büyük  n  için 1<
∞

nA  sonucunu çıkarıyoruz ki bu, (2.41)’in 

)(DC ’deki tek çözüm olduğuna tekrar işaret eder.   

0== qp  ve 0=F  özel durumu için (2.41) integral denklemi , çok iyi bilinen 

D’Alambert formülüne indirgenir. 

∫
−+

−−

−−+−++−=
)1(

)1(

)).1((
2
1)1((

2
1)(

2
1),(

xt

xt

xtfxtfdgtxW ττ  

Sonuç olarak , üçüncü teorem, ),( rW  fonksiyon çiftinin belirlenmesi için 

çalışılacaktır. Yukarıdaki aynı metotlarla bu sistemi de inceleyebiliriz. 

 

Teorem 2.17. 

 

(a)  ]1,0[],1,0[ 12 CgCf ∈∈   ve ]1,0[, Cqp ∈  ve )( 0Δ∈ CF  olsun.  

0)0()0()0( ==′′= gff                dir. 

Bu halde tek bir ]1,0[)(),( 0
2 CCrW ×Δ∈  fonksiyon çifti vardır ki 

0Δ  içinde )(),(),())()((),(),(
2

2

2

2

xrtxFtxWxqtp
t

txW
x

txW
=−+

∂
∂

−
∂

∂ ,      (2.42a)          

            10 ≤≤ x        için      ∫=
x

dttrxxW
0

,)(
2
1),(                                      (2.42b) 

                  10 ≤≤ x        için      ,0)0,( =xW             ve                              

(2.42c) 



 

tüm ]1,0[∈t  için         )(),1( tftW =  ve )(),1( tgtW
x

=
∂
∂         sağlanır.          

(2.42d)                          

(b) Ayrıca, ),(),,,,( rWgfFqp a  çözüm operatörünü, 

)1,0()1,0()()1,0()1,0( 21
00

22 LHCLL ××Δ××  den )1,0()( 2
0 LC ×Δ ’ye sınırlı 

operatörle genişletiyoruz. 

 

İspat:  

 

Teorem 2.15 ile 2.16’nın ispatında  olduğu gibi, aynı kanıtlara başvuruyoruz. 

)()(),( xqtptxa −= olsun ve ,.)(xF  çift fonksiyon ve f  ve g  tek 

fonksiyonlarına genişletilsin. Tekrar ηξ +=x  ve   ηξ −=t değişken değişimini 

yapalım ve ),(),(~ ηξηξηξ −+= FF  ve ),(),(~ ηξηξηξ −+−= aa  olsun. 

Teorem 2.16’da gösterdiğimiz (2.42a) ve (2.42d) Cauchy probleminin W  

çözümü ),(),( ηξηξηξ −+= Ww  için (2.43a)  integral denklemine denktir. 

 

∫ ∫
− ′−

′′′+′′′+′′′′=
ξ

η

η

ξ

ηξηξηξηξηξηξ
1 1

)](),(~),(),(~[),( ddrFwaw                       

              ∫
−

−+−+′′−−
ξ

η

ηξηη
1

)21(
2
1)12(

2
1)21( ffdg  (2.43a) 

 

(Bkz. Denklem (2.41)). Bu ve (2.42b) başlangıç koşulundan bir ikinci integral 

denklem türetiyoruz. (2.43a)’ya 0=η  koyup diferansiyelini alalım ve (2.42b)’de 

yerine koyalım. Bu,  bir önceki değişkenlerin değişiminden sonra aşağıdaki 

Volterra denklemini verir: 

  ∫ −+−−−=
1

)],(~)(),(),(~[)(
2
1

x

dyxyxFyrxyxwxyxaxr  

                                           ).12()12( −′+−+ xfxg                                           

(2.43b) 

 

(2.43a) ile (2.43b)’nin bir ]1,0[)(),( CDCrw ×∈  çözümünün varolduğunu kabul 

edelim.  



 

O zaman w  diferansiyellenebilir ve )(
2
1)0,(),( xrxw

dx
dxxW

dx
d

==  dir. 

Şimdi, ,.)(xa  ve ,.)(xF  çift; f  ve g  ise tek fonksiyonlar olduğu için, 

,.)(xW ’nun da aynı zamanda tek olduğu sonucunu çıkarırız. Özel olarak, tüm 

]1,0[∈x  için 0)0,( =xW  dır. 

Bu 0)0,0( =W ’a ve ayrıca ∫=
x

dttrxxW
0

)(
2
1),(  ’ye işaret eder. Bundan dolayı, 

(2.43a) ve (2.43b) denklemlerinin her çözümünün, (2.42a) ve (2.42d)’nin de 

çözümünü karşıladığını göstermiştik. Bunun terside doğrudur. 

 

Şimdi (2.43a) ile (2.43b) sisteminin )1,0()(),( 2LDCrw ×∈  için tek çözüm 

olduğu şeklindeki ispatı ana hatlarıyla açıklayacağız.  Sistemi, 
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formunda yazıyoruz . Sonra A ; )1,0()( 2LDC × ’den kendisine  iyi tanımlanmıştır 

ve sürekli olarak )(~ 2 Δ∈ La  ve )(~ DCF ∈  ’e bağlıdır. Eğer w , sabit tutulursa, 

(2.43b), r  için bir Volterra denklemidir.  

 

r  çözümünü, gfaF ,,~,~  de sürekli olarak h fonksiyonu ve L  operatörüne bağlı 

olarak aşağıdaki formda ifade edebiliriz 

∫ +++=
1

221221 ))()(,(~))(()(
x

dyyRwAyxbxRwAxr  

        )()( xhxLw += . 

 

wA21 ’nin açık ifadesini kullanarak, aşağıdaki formu buluruz. 

       ]1,0[∈x  için         }1,1:),(max{~)( ≤≤≤≤−≤ yxzyyzywcxLw . 



 

 

Şimdi hLwr +=  yı (2.43a)’da yerine koyarsak verilen şartlarda sürekli olan R~  

fonksiyonu için  

∫ ∫
− ′−

′′′+′′′+′′′′=
ξ

η

η

ξ

ηξηξηξηξηξηξ
1 1

)](),(~),(),(~[),( ddLwFwaw  ),(~ ηξR+  

verir. B  sağ taraftaki integral operatörü ve 
22

~~~:
LL

Fcac +=  olsun. Tümevarım 

vasıtasıyla, D  de  

n
n

n w
n

cwB )1(
)!2(

),( ηξηξ −−≤
∞

           

gösterilebilir . 

 

Bu tekrar, n ’nin sonsuza gittiğinde olduğu kadar, 
∞

nB ’nin sıfıra gittiğine işaret 

eder.  Daralma dönüşümü teoremi, )1,0()( 2LDC × ’deki integral denklemler 

sisteminin varlık ve tekliğini verir. Kısım (a) ile kısım (b)’deki genişletme için, 

w  ile p ’nin regülaritesi, 2.15 Teoreminin kanıtındaki gibi benzer şekilde 

ispatlanırlar. 

 
2.5. Ters Problem 

 
Şimdi ters spektral problem üzerinde çalışabiliriz. Bu, Sturm-Liouville özdeğer 

probleminin nλ  özdeğerlerinin verilip, 

 

,0)1(,0)0(,10),()()()( ==<<=+′′− uuxxuxuxqxu λ                  (2.44) 

 

sınır değer probleminden q  fonksiyonunun bulunmasıdır. Örnek 2.1’de, 

}:{ Nnn ∈λ  spektrum bilgisinin genellikle q ’yü tek başına belirlemek için 

yeterli olmadığını görmüştük. Daha fazla bilgiye ihtiyacımız vardır. Örneğin, 

 

,0)1()1(,0)0(),()()()( =+′==+′′− Hvvvxvxvxqxv μ                     (2.45) 

 



 

formunun bir özdeğer probleminin bir ikinci nμ  spektrumu ya da özdeğerler 

hakkında bazı ek bilgilere ihtiyacımız vardır. 

Ters problemin teklik ispatında esas araç, Gelfand-Levitan-Marchenko integral 

operatöründen yararlanmaktır (Bkz.[14]). Bu integral operatörü uquu λ=+′′−  

denkleminin başlangıç değer problemlerinin çözümlerini, upuu λ=+′′−  

denkleminin çözümüne transfer eder ve daha da önemlisi λ’ya bağımlı 

olmayışıdır. Bu operatörün çekirdeği önceki kısımda incelenen hiperbolik sınır 

değer probleminin çözümüdür. 

 

Teorem 2.18. 

 

CLqp ∈∈ λ),1,0(, 2 olsun ve )1,0(, 2Hvu ∈   aşağıdaki denklemlerin çözümleri 

olsun. 

 ),()()()( xuxuxqxu λ=+′′−       0<x<1,  ,0)0( =u                            (2.46a) 

           ),()()()( xvxvxpxv λ=+′′−       0<x<1,  ,0)0( =v                            (2.46b) 

  

)0()0( vu ′=′ ’dır. )( 0Δ∈ CK ’ de aşağıdaki Goursat probleminin zayıf çözümü 

olsun. 

0Δ ’da          0),())()((),(),(
2

2

2

2

=−+
∂

∂
−

∂
∂ txKxqtp

t
txK

x
txK                    (2.47a) 

denklemini                                           

,0)0,( =xK          10 ≤≤ x                                            (2.47b) 

                       ∫ −=
x

dsspsqxxK
0

,))()((
2
1),(        10 ≤≤ x                        (2.47c) 

 

koşullarıyla bulmaktır. Burada 0Δ  üçgen bölgesi, tekrar  

}10:),{(: 2
0 <<<∈=Δ xtRtx                                                                (2.48) 

şeklinde tanımlanır. Bu şartlar altında aşağıdaki ifadeyi elde ederiz. 



 

              ∫+=
x

dttvtxKxvxu
0

,)(),()()(     10 ≤≤ x                              

(2.49) ∫ −=
x

dsspsqxf
0

))()((
2
1)(    ile Teorem 2.15, zayıf anlamda bu Goursat 

probleminin tek türlü çözümü olduğunu verir. 

İspat:   

 

Önce, ]1,0[, 1Cqp ∈  olsun. Sonra Teorem 2.15’ den )( 0
2 Δ∈ CK  dır. 

(2.49)’un sağ kenarını w  olarak tanımlayalım. 

Yani, ∫+=
x

dttvtxKxvxw
0

,)(),()(:)(          10 ≤≤ x    olsun. 

Sonra )0(0)0()0( uvw ===  ve w   

∫++′=′
x

x dttvtxKxvxxKxvxw
0

,)(),()(),()()(     0<x<1 

şeklinde diferansiyellenir. 

 

tx KK ,  kısmi türevlerdir. 0=x  için, )0()0()0( uvw ′=′=′  dir.  

Ayrıca, 

)(),(),()()()( xvxxKxxK
dx
dxvxvxw ′++′′=′′  

                ∫++
x

xxx dttvtxKxvxxK
0

,)(),()(),(  

              )(),()(),(),()( xvxxKxvxxKxxK
dx
dxp x ′+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−= λ  

                ∫ +−+
x

tt dttvtxKtvtxKtpxq
0

.)(),()(),())()([(            

 

Kısmi entegrasyon  

   ∫
x

tt dttvtxK
0

)(),(  

          ∫ =
=′−+′′=

x
xt

tt tvtxKtvtxKdttvtxK
0

0)](),()(),([)(),(  



 

           ∫ ′−+−=
x

t xvxxKxvxxKdttvtxKtp
0

)(),()(),()(),())(( λ      

ifadesini verir. 

 

Bu nedenle,  
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d
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             ∫−+
x

dttvtxKxq
0

)(),())(( λ  

            )())(()(),()())((
0

xwxqdttvtxKxvxq
x

λλ −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−= ∫  

elde ederiz. 

           

Yani, w ,u  için olan aynı başlangıç değer problemini çözer. Başlangıç sınır değer 

problemleri için Picard-Lindelöf teklik teoremi uw =  verir. Bunun yanında, 

düzgün p  ve q  fonksiyonları için teoremi ispatlarız.  

 

Şimdi )1,0(, 2Lqp ∈  olsun. Sonra, sırasıyla )1,0(2L ’de ppn →  ve qqn →  ile  

]1,0[)(),( 1Cqp nn ∈  fonksiyonlarını seçiyoruz. nK , np  ve nq  için, (2.47a)-

(2.47c)’nin çözümü olsun. Daha önce gösterildiği gibi, bütün Nn ∈ ’ler için, 

∫+=
x

nnnn dttvtxKxvxu
0

,)(),()()(     10 ≤≤ x ,       

nu  ile nv ,  (2.46a) ile (2.46b)’yi çözer,  )0()0()0()0( vuvu nn ′=′=′=′  dir. 

 

Teorem 2.6 ile 2.15 (b)’in sonuçlarına bağlı olarak  nu , nv  ve nK  fonksiyonları 

düzgün olarak sırasıyla u , v  ve K ’ya yakınsar. Bu, teoremin ),1,0(, 2Lqp ∈  için 

olan iddiasını ispatlar. 

 



 

Bir örnek olarak, 0=p   ve λλ /)sin()( xxv =  alıyoruz ve aşağıdaki sonuca 

varıyoruz.  

 

 

 

Örnek 2.19.   

 

u ,  

     1)0(,0)0(),()()()( =′==+′′− uuxuxuxqxu λ                                      

(2.50)    

in bir çözümü olsun. 

 

Sonra  

,sin),(sin)(
0

dtttxKxxu
x

∫+=
λ

λ
λ
λ             10 ≤≤ x                                (2.51) 

olur. 

 

Burada çekirdek  K  aşağıdaki Goursat probleminin  çözümüdür. 

 

     0Δ ’da       0),()(),(),( =−− txKxqtxKtxK ttxx                                      (2.52a)                       

                  ,0)0,( =xK          10 ≤≤ x ,                                                      (2.52b) 

                  ∫=
x

dssqxxK
0

,)(
2
1),(        10 ≤≤ x                                           (2.52c) 

 

Bu örneği, kendi başına önemli uygulamaları yanında kısım 2.7’de de 

kullanacağız. 

 

Teorem 2.20. 

 

nλ  (2.44) veya (2.45) özdeğer problemlerinden birinin özdeğeri olsun. Sonra 

}:.){sin( Nnn ∈λ   fonksiyonlar kümesi )1,0(2L ’de tamdır. Bu, bütün 



 

Nn ∈ ’ler için ∫ =
1

0

0sin)( xdxxh nλ  ’in doğru olması halinde 0=h  olduğunu 

ifade etmesi demektir. 

 

İspat:   )1,0()1,0(: 22 LLT →  , çekirdeği K  olan ikinci çeşit Volterra integral 

operatörü olsun. Yani 

∫+=
x

dttvtxKxvxTv
0

,)(),()(:)(    ),1,0(∈x    )1,0(2Lv ∈   dır. 

K , (2.52a)-(2.52c) Goursat problemini çözer.  

 

Daha sonra biliriz ki, T ,  )1,0(2L ’den kendisine bir izomorfizmdir.    

],1,0[∈x Nn ∈  için xxv nn λsin:)( =  tanımlayalım. nu ,               

                  nnnn uquu λ=+′′−     (0,1)’de   ,0)0( =nu    1)0( =′nu  

başlangıç değer probleminin çözümü olsun. 

nu , nλ ’e karşılık gelen özdeğerlerdir ve bundan önceki örneğe göre 

n
n

n Tvu
λ
1

=     veya   nnn uTv 1−= λ    dir. 

Şimdi, eğer bütün Nn ∈ ’ler için  ∫ =
1

0

0)()( dxxvxh n  ise, o zaman 

∫ ∫ −− ==
1

0

1

0

1*1 )())(()()(0 dxxhTxudxxuTxh nn  

*T  ; T ’nin 2L -adjointini belirtir. 

}:/{ 2 Nnuu
Lnn ∈  , )1,0(2L ’de  Lemma 2.7 vasıtasıyla tam olduğundan,  

0)( 1* =− hT  ve buradan 0=h  sonucunu çıkarıyoruz. 

 

Şimdi esas teklik teoremini ispatlayabiliriz. 

 

Teorem 2.21. 

 

)1,0(,, 2LqpRH ∈∈  ve )( pnλ , )(qnλ  sırasıyla pr = ve qr = ’ya karşılık gelen  

(0,1)’de      uruu λ=+′′−       ,0)0( =u    0)1( =u  



 

özdeğer probleminin özdeğerleri olsunlar. 

Ayrıca, )( pnμ , )(qnμ , sırasıyla pr = ve qr = ’ya karşılık gelen  

(0,1)’de      uruu μ=+′′−       ,0)0( =u    0)1()1( =+′ Huu                nin 

özdeğerleri olsunlar.  

 

Eğer, bütün Nn ∈ ’ler için , )( pnλ = )(qnλ  ve )( pnμ = )(qnμ  ise, qp = ’dür. 

 

İspat:  

 

Özdeğerlerin asimptotik davranışları  

),1()()(
1

0

22 odttpnpn ++= ∫πλ    ∞→n , 

),1()()(
1

0

22 odttqnqn ++= ∫πλ     ∞→n                   dır. 

Ve ayrıca 

0))()((lim))()((
1

0

=−=−
∞→∫ qpdttqtp nnn

λλ                                (2.53) 

sonucuna ulaşıyoruz. 

 

Şimdi K , (2.47a)-(2.47c) Goursat probleminin bir çözümü olsun. Sonra, K  

yalnızca p  ve q ’ye bağlıdır ve  de )()(: qp nnn λλλ ==   ile  

)()(: qp nnn μμμ ==  özdeğerlerinden bağımsızdır. Bundan başka, (2.53)’ten, 

0)1,1( =K ’dır sonucunu çıkarıyoruz. 

 

Şimdi nn vu , ; sırasıyla  , )(qnλ  ve )( pnλ ’ye karşılık gelen  özfonksiyonlar 

olsunlar; yani,  0<x<1 için, her iki uçta homejen Dirichlet sınır koşullarla, 

),()()()( xuxuxqxu nnnn λ=+′′−       )()()()( xvxvxpxv nnnn λ=+′′−  

diferansiyel denklemlerinin çözümleri olsun. 

 

Ayrıca,  onların 1)0()0( =′=′ nn vu  şartlarıyla normalleştirildiklerini varsayıyoruz.  

 



 

Sonra, Teorem 2.18 uygulanabilirdir ve her Nn ∈  için 

           ∫+=
x

nnn dttvtxKxvxu
0

)(),()()(          ]1,0[∈x                                 (2.54) 

ilişkisini verir.  

 

1=x   için, sınır koşulları  bütün Nn ∈ ’ ler için 

                                                    ∫=
1

0

)(),1(0 dttvtK n                                           

(2.55)  

verir. 

 

Şimdi }:/{ 2 Nnvv
Lnn ∈  ,  kümesinin )1,0(2L ’de  bir tam ortonormal sistem 

oluşturduğu gerçeğini kullanırız. Bundan , tüm ]1,0[∈t  için 0),1( =tK  ortaya 

çıkar. 

Şimdi nu~  ve nv~ ; 1)0(~)0(~ =′=′ nn vu  normalleştirmesiyle, sırasıyla nμ , q  ve p ’ ye 

karşılık gelen özfonksiyonlar olsun. Tekrar Teorem 2.18 uygulanabilirdir ve 

sırasıyla nu  ile nv ’nin ilişkisini vermek yerine; nu~ ve nv~ ’nin (2.54)’le ilişkisini 

verir. Bu denklemi diferansiyelleyerek aşağıdaki sonuca ulaşıyoruz. 

             )]1(~)1(~[)1(~)1(~0 nnnn vuHvu −+′−′=  

             ∫ ⎟
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ve bütün Nn ∈ ’ler için             ∫ =
1

0

0)(~),1( dttvtK nx  dır.  

Bundan, bütün )1,0(∈t  için             0),1( =tK x                 ortaya çıkar.   

Çünkü }~/~{ 2Lnn vv , bir tam ortonormal sitem oluşturur. 

 

Şimdi, K ’nin özdeş bir biçimde sıfıra eşitlenmesi gerektiği sonucunu veren 

Teorem 2.16’ya başvuruyoruz. Tüm )1,0(∈x  için 

∫ −==
x

dssqspxxK
0

))()((
2
1),(0       

denkleminin  diferansiyelini almak , qp =  sonucunu verir. 



 

 

Sturm-Liouville diferansiyel denkleminin bir (tek) spektrum bilgisinin q  

fonksiyonunu yeniden bulmak için tek başına yeterli olmadığını Örnek 2.1’de  

görmüştük. İkinci sınır koşul için, spektrumu bilmek yerine, aşağıdaki 

teoremlerin gösterdiği gibi, diğer bilgileri  kullanabiliriz. 

 

Teorem 2.22. 

 

)( pnλ , )(qnλ  özdeğerler ile  )1,0(, 2Lqp ∈  olsun ve nu  ve nv   sırasıyla, 

0)1(,0)0( == uu  Dirichlet sınır koşullarına karşılık gelen özfonksiyonlar olsun. 

Yani, özdeğerler, bütün Nn ∈ ’ler için )( pnλ = )(qnλ   çakışsın. Aşağıdaki 

varsayımlardan biri de doğrulasın. 

 

(a)  p  ve q ; 1/2 ile ilgili çift fonksiyonlar olsun, yani, tüm ]1,0[∈x için  

)()1( xpxp =−   ve )()1( xqxq =− . 

 

(b) Neumann sınırlı koşulları çakışsın, yani, tüm   Ν∈n ’ler için      
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          dir.                              

(2.56) 

Buna göre qp =     dir. 

 

İspat:   

 

(a) Özfonksiyonlar aynı zamanda çift fonksiyonlardır. Bu özdeğerlerin basit 

olduğu; u  ile )1(:)(~ xuxu −=  aynı özdeğere karşılık gelen  özfonksiyonlar 

olduğu gerçeğinden doğar. Bu yüzden, her u  özfonksiyonu için, )0()1( uu ′−=′  

yani 1)0(/)1( −=′′ uu  dir. Bu kısım (a)’nın teklik sorununu kısım (b)’ye indirger. 

 

(b)  Şimdi de 1)0()0( =′=′ nn vu  şeklindeki özfonksiyonları normalleştiriyoruz. 

Teorem 2.21’in kanıtının birinci kısmını izleriz. (2.55)’ten, biz tekrar  bütün 

)1,0(∈t  için ),1( tK ’nin sıfıra eşit olduğu sonucunu çıkarırız. Ek varsayım bize 



 

((2.56)) )1()1( nn vu ′=′  verir. (2.54)’ün diferansiyelini alalım, 1=x  koyarız ve 

bütün Nn ∈ ’ler için ∫ =
1

0

0)(),1( dttvtK nx  sonucuna varırız. Yine, bu, 0,.)1( =xK  

ifade eder ve ispat, Teorem 2.21’in ispatı gibi aynı çizgileri izler.  

 

 

2.6. Parametre Belirleme Problemi 

 
Bu kısım ve gelecek bölümler, kısmi diferansiyel denklemler için önemli 

parametre belirleme problemlerine ayrılmıştır. Aşağıdaki parabolik başlangıç 

sınır değer probleminde ters Sturm-Liouville özdeğer probleminin bir uygulaması 

üzerinde duracağız. İlk olarak, direkt  problemi formüle (ifade) ederiz. 

 

0>T  ve ]1,0[,),0()1,0(: 2 CqRTT ∈⊂×=Ω  ve ],0[2 TCf ∈   verilmiş olsun. 

]1,0[∈x  için, 0)0( =f  ve 0)( ≥xq  olsun.  İki kez sürekli olarak x ’e göre 

diferansiyellenebilir ve TΩ ’de t ’ye göre sürekli olarak diferansiyellenebilir. 

)( TCU Ω∈ ’yi belileyeceğiz.  

 

)(/ TCxU Ω∈∂∂  olsun ve  

 

          TΩ ’de             0),()(),(),(
2

2

=−
∂

∂
=

∂
∂ txUxq

x
txU

t
txU                     (2.57a) 

           

                        ,0)0,( =xU           ]1,0[∈x                                                  (2.57b) 

                        ,0),0( =tU     ),(),1( tftU
x

=
∂
∂       ),0( Tt ∈                     (2.57c) 

şartları ile verilsin. 

 

Parabolik başlangıç sınır değer problemleri teorisinden, bu problemin tek bir 

çözümü olduğu bilinmektedir. Tekliği kanıtlayacağız ve varlık sorunu için [5] ya 

da (2.59)’a başvuracağız. 

 



 

Teorem 2.23. 

 

0=f  olsun. TΩ ’deki (2.57a)-(2.57c)’nin tek çözümü 0=U   dır. 

 

 

 

İspat:  

 

(2.57a) diferansiyel denklemini ),( txU  ile çarparak x ’e göre integralini alırsak 
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21
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ifadesi oluşur. 

 

Kısmi integrasyon ile integrali alıp homojen sınır koşullarını kullanarak 
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x

txUdxtxU
dt
d    elde ederiz. 

 

Bundan dolayı ∫
1

0

2),( dxtxUt a  negatif olmayan  ve  monoton  artan değildir. 

∫ =
1

0

2 0)0,( dxxU ’dan,  bütün t ’ler için  ∫ =
1

0

2 0),( dxtxU  sonucu çıkar, yani,          

0=U  dır. 

 

Şimdi ters probleme dönüyoruz. f  bilinsin ve buna ilaveten, bütün Tt ≤<0  

için, ),1( tU  olsun. Ters problem, q  katsayısını saptamaktadır.  

 

Bu kısımda, eğer ilkesel olarak q ’yü tek başına yeniden bulmak amacıyla yeterli 

bilgi sağlanırsa, ters problemin teklik sorununu inceleyeceğiz. Amacımız, 

aşağıdaki teoremi ispatlamakdır. 

 

Teorem 2.24. 



 

 

21,UU ; sırasıyla 01 ≥= qq  ve 02 ≥= qq ’a karşılık gelen (2.57a)-(2.57c)’nin 

çözümleri ve f  aynı  olsun. Bütün ),0( Tt ∈  için, 0)0(,0)0( ≠′= ff   ve 

),1(),1( 21 tUtU =  olsun. Sonra, [0,1] üzerinde 21 qq = . 

 

İspat:   

 

Sırasıyla 1q  ya da  2q  ve 1U  ya da 2U ,   q  ve U  olsun. nλ  ve ng , Nn ∈ ; 

0=H  için (2.45) Sturm-Liouville özdeğer probleminin sırasıyla özdeğer ve 

özfonksiyonları olsun. Yani, 

 

),()()()( xuxuxqxu λ=+′′−             0<x<1,         0)1()0( =′= uu   dir. 

 

Özfonksiyonların, bütün Nn ∈  için 12 =
Lng   ile normalleştirildiklerini kabul 

ediyoruz. Ayrıca, kabul edelim ki , bütün Nn ∈  için 0)1( >ng . { ng : Nn ∈  }, 

)1,0(2L ’de bir tam ortonormal sistem oluşturduğunu biliyoruz. Teorem 2.14, 

asimptotik formu 

                nn qn λλ ~ˆ)2/1( 2 +++=                 ∑
∞

=

∞<
1

2~
n

nλ    ile,                    (2.58a) 

                 )/1()2/1sin(2)( nOxnxgn ++= π                                          (2.58b) 

olarak belirler. 

 

Burada ∫=
1

0

)(ˆ dxxqq  dir. İlk aşamada, (2.57a)-(2.57c) başlangıç sınır değer 

probleminin U  çözümü için, bir seri açılımı bulalım.       { ng : Nn ∈  }  

tamlığından, 

her  ),0( Tt ∈  için yakınsamanın )1,0(2L  anlamında olduğu 
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)(),()( dxxgtxUta nn               Nn ∈  

 



 

Fourier açılımına sahibiz. Bunu diferansiyel denklem, başlangıç ve sınır değer 

koşullarla yerleştirelim. Bu formel süreçten dolayı toplam ile 

diferansiyellenmenin değişimi  gerekçelendirilmediği için, farklı bir yöntemle 

na ’yi oluşturacağız. (2.57a) kısmi diferansiyel denklemini kullanırız ve na ’yi 

diferansiyelleyerek aşağıdaki ifadeleri buluruz. 

        ∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

=
∂

∂
=′

1

0

1

0
2

2

)(),()(),()(),()( dxxgtxUxq
x

txUdxxg
t

txUta nnn  

                       
1

0

)(),(),()(
=

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′−

∂
∂

=
x

x
nn xgtxU

x
txUxg  

                         dxxgxqxgtxU
xg

nn

nn

∫ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−′′+
−=

1

0 )(

)()()(),(
444 3444 21

λ

 

                          )()1()( tagtf nnn λ−=  

0)0( =na  başlangıç koşuluyla, çözüm  

                                  ∫ −−=
t

t
nn defgta n

0

)()()1()( ττ τλ  

tarafından verilir. Yani, (2.57a)-(2.57c)’nin U  çözümü şu şekli alır. 

                    ∑ ∫
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nn defxggtxU n ττ τλ                                  (2.59) 

Kısmi integralden, 

∫∫ −−−− ′−=
t

t
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t
t deftfdef nn

0

)(

0

)( )(1)(1)( ττ
λλ

ττ τλτλ   dır ve bu 
nλ

1  ile azalır.  

Bunu ve asimptotik (2.58a) ve (2.58b)’yi kullanmak suretiyle, (2.59) serileri TΩ  

düzgün yakınsarlar. 

 

1=x  için, (2.59), 
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ifadesine indirgenir. 



 

 

İntegral ve toplamanın sırasının değişimi Lebesgue’nin sınırlandırılmış 

yakınlaşma teoremiyle gerekçelendirilebilir. Bu (aşağıdaki) ifadeden 

s
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ve fonksiyon ss /1a ’nin integrallenebileceği  olgusundan görülebilir. 

 

Böyle bir temsil, sırasıyla 1q  ve 2q ’ye karşılık gelen ,.)1(1U   ve ,.)1(2U  içinde 

vardır. (1) ve (2) üst işaretlerin  1q  ve 2q ’ye olan bağlılığını belirtmek üzere  

,.)1(1U = ,.)1(2U ’den,  

∫∫ −−=−−−=
tt

dAAtfdtAtAf
0

)2()1(

0

)2()1( )]()()[()]()()[(0 ττττττττ  

sonucunu çıkarırız. Yani, )2()1(: AAw −=  fonksiyon , )( τ−tf  çekirdeği ile 

birinci çeşit homojen Volterra integral denklemini çözer. Bu denklemi iki kez 

diferansiyelleyip 0)0( =f  ve 0)0( ≠′f  kullanıyoruz. Bu, w  için ikinci tür bir 

Volterra denklemini verir. 

 

∫ =−′′+′
t

dsswstftwf
0

0)()()()0(    ,   ],0[ Tt ∈  

İkinci tür Volterra denklemleri tek türlü çözüme sahip oldukları için  bu, bütün 

t ’ler için 0)( =tw  verir. Yani,  
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olur. 

 

Normalleştirme ile bütün 2,1=j  için 0)1()( >j
ng  dir. Şimdi Dirichlet serileri 

teorisinden (Bkz. Lemma 2.25) çıkan sonuçlara başvurabilir ve söz konusu 

sonucu çıkarabiliriz. Bütün Nn ∈  için )2()1(
nn λλ =   ve )1()1( )2()1(

nn gg =  dir. 

0)0( =u  ve 0)1( =′u  sınır koşulları için, Teorem 2.22 kısım (b), teklik sonucuna 

başvurduktan sonra,  21 qq =   sonucunu çıkarıyoruz. 



 

 

Geriye aşağıdaki lemmayı ispatlamak kalıyor. 

 

Lemma 2.25.  

 

nλ  ve nμ ; sonsuza giden kesin artan diziler olsunlar. 

 

                         ∑
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1n

t
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ne λα          ve          ∑
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=

−

1n

t
n

ne μβ    serileri 

 

her ],0( Tt ∈  de yakınsak ve aynı şekilde bir [δ ,T] aralığında düzgün yakınsak 

olsunlar. Limitleri çakışsınlar, yani, 

            tüm  ],0( Tt ∈     için             ∑
∞

=

−

1n

t
n

ne λα = ∑
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=

−

1n

t
n

ne μβ         olsunlar. 

Aynı zamanda, bütün Nn ∈  için 0≠nα  ve 0≠nβ  olduğunu kabul edersek, o 

zaman bütün Nn ∈  için nn βα =  ve nn μλ =    dir. 

 

İspat:  

 

Kabul edelim ki, 11 μλ ≠  ya da 11 βα ≠  olsun. Genelliği kaybetmeksizin, 

12 λμ >  olduğunu kabul edelim. (Aksi takdirde, 2121 λλμμ <≤<  dir ve nλ  ve 

nμ ’nin rolleri değiştirilebilir.)  

 
t

n
t

nn
nn eetC )()( 11:)( λμλλ βα −−−− −=             δ≥t   için tanımını yazalım. 

 

Analitik devam ile, bütün δ≥t  için ∑∞

=
=

1
0)(

n n tC  olduğu sonucuna varırız ve 

seri ),[ ∞δ  da düzgün yakınsadığı sonucunu çıkarabiliriz. 

 

         tetC )(
111

11)( λμβα −−−=   

olduğu için, bütün 1tt ≥  için  ε≥)(1 tC   olacak şekilde 0>ε  ve δ>1t  sayıları 

vardır. 



 

 

Bütün 1tt ≥  için       
2

)(
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1

ε
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n

n
n tC          olacak şekilde Nn ∈0  seçelim. 

 

Sonra , aşağıdaki sonucu çıkarırız. 

Bütün 1tt ≥  için, 
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n
n tCtCtCtCtC      buluruz. 

 

Şimdi t  sonsuzluğa yaklaşsın. Birinci sonlu toplam, sıfıra yaklaşır ki bu bir 

çelişkidir. Bu yüzden, 11 μλ =  ve 11 βα =  olur. Şimdi 2=n  ve benzerleri için 

aynı kanıtı tekrar edelim. Bu, lemmayı ispatlar. 

 
2.7. Sayısal  Çözüm Teknikleri 

 

Bu kısımda, W.Rundell, P.Sacks ve diğerleri tarafından ileri sürülen sayısal 

algoritmaları tartışacağız. [6,8,9] makalelerini yakından izliyoruz. 

 

Bundan sonra, (2.44) veya (2.45) Sturm-Liouville özdeğer problemlerinin nλ  ve 

nμ , Nn ∈   özdeğerlerini bildiğimizi varsayalım. Amacımız, bilinmeyen q  

fonksiyonunu belirtmektir. Genellikle,  özdeğerlerin sadece sonlu sayısı bilinir. O 

halde q  fonksiyonun tamamının yeniden bulunması beklenemez. Fakat yalnızca 

q ’nun yaklaşık hesaplanması yapılacaktır.  

 

Tartışacağımız ilk algoritma, karakteristik fonksiyon kavramını kullanır. Basitlik 

için, yalnızca q  ’nün çift fonksiyon, yani, )()1( xqxq =−  olarak bilindiği durum 

için metodu açıklayacağız. Bu halde, yalnızca bir spektrumun q ’yu yeniden 

bulmaya yettiğini biliyoruz (Bkz. Teorem 2.22).  

 

Problem (2.44) için ),,1()( 2 quf λλ =  karakteristik fonksiyonunu yeniden göz 

önüne alalım. Ters problem q  için,       

           



 

   0),,1(2 =qu nλ          tüm   Nn ∈     için                     (2.60) 

denklemelerini çözen problem olarak yazılabilir. 

 

Yalnızca sonlu sayıda bilinen özdeğerler, Nn ,...,1=   için nλ , ve q , aşağıdaki 

şekilde ifade edilsin. 

                  ∑
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nn xqaaxq

1
)();( ,    ],1,0[∈x                                (2.61) 

 
N

N Raaa ∈= ),...,( 1    katsayıları ve lineer bağımsız nq  çift fonsiyonları 

cinsinden yazabiliriz. q  düzgün ve periyodik ise, 

 

      Nnxnxqn ,...,1),)1(2cos()( =−= π   seçmek uygundur. 

 

Denklem (2.60), NN RRF →: ’i  

              ))(.;,,1(:)( 2 aquaF nn λ=                        NRa ∈   ve  Nn ,...,1=   için 

 

0)( =aF  sonlu lineer olamayan sisteme indirgenir. 

 

Bu nedenden ötürü, lineer olmayan denklemlerin çözüm sistemleri için  çok iyi 

geliştirilmiş metotların hepsi kullanılabilir. Örneğin, eğer 1)( −′ aF   tekil değilse 

ikinci derecede yakınlaşan Newton metodu kullanılabilir 

 

                    ),()( )(1)()()1( kkkk aFaFaa −+ ′−=             ,...,1,0=k  

 

Kısım 2.2, Teorem 2.6’dan bildiğimiz üzere, F  transformasyonu, her NRa ∈   

için sürekli olarak Fréchet diferansiyellenebilir. Türevin hesaplanması genelde 

zordur ve şayet 1)( −′ aF  tekil değilse 1)( −′ aF ’nin yerine 0=a  alınır.  

 

Basitleştirilmiş Newton Metodu  

              ),()0( )(1)()1( kkk aFFaa −+ ′−=             ,...,1,0=k  

olarak hesaplanır. 



 

 

İkinci bir algoritmayı açıklamadan evvel, özdeğerlerin (2.27) asimptotik 

davranışlarından hareketle, ∫=
1

0

)(ˆ dxxqq  değerini tahmin ederiz.  

 

Diferansiyel denklemi  

         )()ˆ()()ˆ)(()( xuqxuqxqxu nnnn −=−+′′− λ ,        ,10 ≤≤ x  

şekilde yazarsak, genelliği kaybetmeksizin  0)(
1

0

=∫ dxxq ’a varsayabileceğimizi 

gözlemleriz. 

 

Şimdi 2.21 teklik Teoremine dayanan bir algoritmayı verebiliriz. Sözkonusu 

algoritma iki adımdan ibarettir. Birincisi, iki özdeğer kümesinden ,.)1(Kf =  ve 

,.)1(xKg =   Cauchy verilerini buluyoruz. Daha sonra bu Cauchy verilerinden 

q ’yu hesaplamak amacıyla Newton-tipli yöntemleri öneriyoruz. 

 

Hareket noktası, 0=p  durumu için Teorem 2.18’dir. Bu özel durumu zaten daha 

önce Örnek 2.19’da ifade etmiştik. Bu nedenle, ),( nn uλ ; 1)0( =′nu  

normalleştirilmiş (2.44) özdeğer probleminin özdeğer ve özfonksiyonları olsun. 

nλ  özdeğerleri bilinmektedir. Örnek 2.19’dan  
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yazarız. 

 

Burada K  , 0)(
2
1)1,1(

1
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== ∫ dttqK  ile  (2.52a) - (2.52c) Goursat probleminin 

çözümüdür. 1=x  için (2.62)’den ),1( tK  hesaplayabiliriz. Çünkü Teorem 2.20 ile 

ttv nn λsin)( =  özdeğerler, )1,0(2L ’de bir tam sistem oluşturur. Özdeğerlerin 

sadece ve sadece bir Nλλ ,...,1  sonlu sayısını bildiğimiz de, ,.)1(K  ifadesini  
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şeklinin sonlu bir toplamı olarak belirleriz. 

 

Bunu kullanarak 
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elde ederiz. 

 

Aynı argümanlar, 0)1()1( =+′ Huu  ikinci sınır koşulu için de bir denklemler 

sistemi verir. 

∫ =+++
1

0

0sin)),1(),1((sincos tdttHKtKH nxnnn μμμμ  

şimdi buradaki nμ , bilinen özdeğerlere karşılık gelmektedir. 

∑
=

=+
N

k
kx tkbtHKtK

1
)sin(),1(),1( π     şeklindeki temsilimiz 

Nn ,...,1=  için 

∑ ∫
=

−−=
N

k
nnnnk Htdttkb

1

1

0

sincossin)sin( μμμμπ                            (2.64) 

sistemini oluşturur. 

 

(2.63) ve (2.64) denklemleri aynı formdadırlar. Biz sadece (2.63)’ün incelemesini 

yapalım. Asimptotik olarak, ∫=
1

0

sin)sin( tdttkA nkn λπ  tarafından tanımlanan 

NNRA ×∈  matrisi, sadece I
2
1 ’dir. Daha açık bir deyişle, Parseval özdeşliğinden 

∫∑ ∫ =
∞

=

1

0

2
2

1

1

0
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2
1)sin()( dttdttkt

k
ψπψ  

aşağıdaki sonucu çıkarıyoruz: 
2

1

1

0
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−
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n dttnttk πλπ  
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2
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2
1 dttntn πλ . 

(2.29),   
∞

≤− qcnn
~22πλ   ve    

∞
≤− q

n
cnn πλ           ifadelerini verir. 

 

Burada c , q  ve n ’den bağımsızdır. Bundan,  

2

2
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2

1

1

0 22
1)]sin()[sinsin(

∞

∞

=

≤−≤−∑ ∫ q
n
cndttnttk n

k
n πλπλπ  

sonucunu çıkarırız. 

 

Matris A, baskın köşegenlidir ve bu nedenle yeterince küçük 
∞

q  için inversi 

alınabilir. Sayısal deneyler, (2.64)’ün q  sayısal çözümünün “büyük” değerleri 

açısından da herhangi bir probleme neden olmadığını göstermiştir. 

 

Şimdi aşağıdaki ters problemle karşılaşıyoruz: )1,0(,.)1( 1
0HKf ∈=  ve 

)1,0(,.)1( 2LKg x ∈=  Cauchy verilerinin yaklaşık değerleri verildikten sonra, 

)1,0(2Lq ∈ ’yi nasıl bulunur? 0=p  için  (2.40a)-(2.40c) Cauchy probleminin 

çözümü, ]1,0[∈x  için ∫=
x

dttqxxK
0

)(
2
1),(  sınır verilerini sağlar.   

 

Ters problemi ifade (formüle) etmenin bir başka yoluda (2.52a)-(2.52c) Goursat 

problemi ile başlamaktır. )1,0(2Lq ∈  hesaplamak için (2.52a)-(2.52c) başlangıç 

değer problemini ]1,0[∈t  için ),1()( tKtf =  ve ),1()( tKtg x=  Cauchy verilerine 

göre çözmektir.  

 

Bu, K  ve q  çiftini Teorem 2.17’de incelemiştik. Burada, 0=p  ve 0=F  

durumu için ona başvuruyoruz. ),( rK  çifti aşağıdaki sistemin çözümüdür.  

 

  0Δ ’da            0),()(),(),(
2

2

2

2

=−
∂

∂
−

∂
∂ txKxq

t
txK

x
txK                       



 

                 ∫=
x

dttrxxK
0

,)(
2
1),(        10 ≤≤ x        için               

                 ,0)0,( =xK                      10 ≤≤ x        için                          

 

ve tüm ]1,0[∈t  için   )(),1( tftK =     ve )(),1( tgtK
x

=
∂
∂      dir.          

Eğer ),(),( ηξηξηξ −+= Kw  ise, r  (2.43a) ve (2.43b) integral denklemler 

sistemini çözer. p  ve F ’in bu özel seçimi için, (2.43b) 

∫ +−−=
1

)2,()()(
2
1

x

dyyxyKyqxr )12()12( −′+− xfxg            (2.65) 

formuna indirgenir.  

 

Biz  f  ve  g’ yi,  [-1,1]’e çift fonksiyon olarak genişletmiştik. )(qT  ile (2.65)’in 

sağ tarafını gösterelim.   )(qT ’nün hesabı için,       0=p  için   (2.40a)- (2.40c)   

Cauchy   problemi çözülmelidir.  

 

K , T  integral operatörünün )2,( yxyK −  çekirdeğinin aynı zamanda q ’ya 

bağımlı olduğuna dikkat edelim. T operatörü, bu yüzden nonlineerdir! 

 

qr =  alınırsa, )1,0(2L ’deki )(2 qTq =  sabit nokta denklemini elde ederiz. [8]’de, 

T ’nin )1,0(∞∈ Lq  bir sabit noktasının tek olduğu gösterilmiştir. Daha da ötesi, 

Rundell ve Sacks, TPM  izdüşümlü operatörün, bazı ölçülmüş ∞L -kurallarına 

göre, }:)1,0({: MqLqBM ≤∈=
∞

∞  yuvarı üzerinde bir daralma operatörü 

olduğunu kanıtlamışlardır.  Burada MP , MB  üzerindeki izdüşüm operatörü 
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⎪
⎨
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>

≤
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.)(),(

,)(),(
)(

MxqxsignqM

Mxqxq
xqPM  

olarak tanımlanır. 

)(2 )()1( kk qTq =+   iterasyon yönteminde, 0)0( =q  için )1(q  birinci iterasyon, basit 

olarak  ]1,0[),12(2)12(2)()1( ∈−′+−= xxfxgxq  ’dir. Daha fazla detay için [8]’i 

referans gösteriyoruz. 



 

 

Bir başka yöntemde 

,.))1(,.),1(()( xKKqS =  )1,0(2L ’den  )1,0()1,0( 21
0 LH × ’ye S  opertörü 

tanımlamak, K  çekirdek fonksiyon esasına dayalı alternatif bir sayısal yöntemdir. 

Burada K , (2.52a)-(2.52c) Goursat probleminin çözümüdür. Bu operatör, 2.15. 

Teoremin (c) kısmı tarafından iyi tanımlanmış ve sınırlıdır. Eğer )1,0(1
0Hf ∈   ve 

)1,0(2Lg ∈ , sırasıyla, verilen ,.)1(K  ve ,.)1(xK  Cauchy değerleriyse, o zaman 

),()( gfqS =  lineer olmayan denklemi çözmek zorundayız. Newton metodu, 

iterasyon yöntemle bunu yapar. 

              )],,()([)( )(1)()()1( gfqSqSqq kkkk −′−= −+             ,...,1,0=k         (2.66)    

 

S ’nin Fréchet türevinin hesaplanması gerekir. Teorem 2.15’in kanıtında türeyen 

(2.39) Volterra denklemi kullanılırsa, S  ’nin Fréchet diferansiyellenebilir 

olduğunu ispatlamak zor değildir ve ,.))1(,.),1(()( xWWrqS =′  dir. Burada W  

homojen olamayan Goursat probleminin çözümüdür. 

 

          0Δ ’da      )(),(),()(),(),( xrtxKtxWxqtxWtxW ttxx =−−               (2.67a) 

                       

                                   ,0)0,( =xW          10 ≤≤ x ,                                    (2.67b) 

                                   ∫=
x

dttrxxW
0

,)(
2
1),(        10 ≤≤ x                           (2.67c) 

 

Teorem 2.17’de )(qS ′ ’nun bir izomorfizm olduğunu ifade etmiştik. Bu sonucu 

yeniden formüle edersek. 

 

 

 

 

Teorem 2.26. 

 



 

)1,0(2Lq ∈   ve K , (2.52a)-(2.52c)’nin çözümü olsun. Her )1,0(1
0Hf ∈   ve 

)1,0(2Lg ∈  için, bir tek )1,0(2Lr ∈  ve fW =,.)1(  ve gWx =,.)1( ’li (2.67a) 

(2.67c)’nin bir W  çözümü vardır, yani, )(qS ′  bir izomorfizmdir.  

 

Newton metodu’nun iterasyonları oldukça uğraştırıcıdır. Çünkü her adımda 

(2.67a)-(2.67c) formunun bir çift sisteminin çözülmesi lazımdır. Rundell ve 

Sacks, basitleştirilmiş Newton metodunu önermişlerdir. 

 

                    )],,()([)0( )(1)()1( gfqSSqq kkk −′−= −+             ,...,1,0=k        

 

0)0( =S  dolayısıyla, )0(S ′  lineer operatörünü analitik olarak inversi 

alınabilirdir. Özellikle, elimizde ,.))1(,.),1(()0( xWWrS =′  vardır. Burada W ,  

0Δ  da            0),(),( =− txWtxW ttxx  

,0)0,( =xW       ve          ∫=
x

dttrxxW
0

,)(
2
1),(        10 ≤≤ x  

çözer.  

 

0=K  çözümü için Cauchy probleminin W  çözümü 

0Δ  da            0),(),( =− txWtxW ttxx  

),(),1( tftW =       ve          )(),1( tgtWx = ,     10 ≤≤ t , 

∫
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−−+−++−=
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)1(

)).1((
2
1)1((

2
1)(

2
1),(

xt

xt

xtfxtfdgtxW ττ  

ile verilir. 

 

Burada f  ve g ’yi tek fonksiyonlar olarak genişletmiştik.  

),()0( gfrS =′ ’nin r  çözümü bu nedenle 

)12(2)12(2),(2)( −+−′== xgxfxxW
dx
dxr  

tarafından verilir. 

Bu bölümde, yalnızca bir özel ters özdeğer problemini inceledik. Benzer teorik 

sonuç ve algoritmalar diğer ters spektral problemler için edinilebilir ( Bkz. 



 

[15,16] ). Mükemmel bir inceleme için, W. Rundell’ın bir sonraki makalesine 

[13] atıfta bulunuyoruz. 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 3. SONUÇLAR 

 

 
3.1. Klasik Ters Sturm-Liouville Probleminin Çözümü 

 

yyxqy λ=+′′− )(  

0)0()0( =−′ hyy  

0)1()1( =+′ Hyy  

 

Probleminin Spectral datasının bilinmesi halinde )(xq  fonksiyonunu 

bulmak istiyoruz. Spectral data çok çeşitli verilebileceğinden dolayı bu 

bir ters problem ailesi oluşturur. 

  

{ }∞

=1jjλ  tüm Spectrum bilinse bu )(xq in belirlenmesinde 

yetmemektedir. Yeni bilgilere ihtiyacımız olacaktır. Bunlardan en 

önemli metot olarak biz iki Spectrum verilmesi halinde  )(xq  in 

bulunmasını inceleyeceğiz. 

 

{ }∞

=1jjλ  ye ilaveten { }∞

=1jjμ   H  yerine HH ~≠  olarak alınıp, elde edilen 

Spectrum olsun. Bu ikisini kullanarak Borg [17]  )(xq  fonksiyonunu 

tek türlü bulacağımızı gösterdi.  

             

Levinson [18] de )(xq  ile beraber  h  H  ve H~  bulunmasını da içerecek 

şekilde (yani sınır koşullarını bulma) çözümü genişletti.  



 

         )1()( xqxq −=   ise }{ jλ  ler tek ve )(xq  bulunabileceğini 

görmüştük. 

         ∞=h   ∞=H  0~ =H   

için 2 spectrum  }{ jμ  belli olsun. 

 
 

              Dirichlet ve Dirichlet-Neumann özdeğerlerinin asimptotik davranışları 

                               jj adssqj ++= ∫
1

0

22 )(πλ  

jj bdssqj ++= ∫
1

0

22 )()
2
1( πμ m 2}{},{ Lba ji ∈   dir. 

Gelfand ve Levitan [14] a göre  ]1,0[2Lq ∈  ise );,(),( qtxKtxK =  

10 ≤≤≤ xt  üçgeninde aşağıdaki koşullarda çözülebilmektedir.  

Eğer φ  

                           0))(( =−+′′ φλφ xq  

                           0),0( =λφ     1),0( =′ λφ          ise 

                           ∫+=
x

dtttxKxx
0

sin),(sin),(
λ

λ
λ
λλφ      dir. ( Örnek 

2.19 ) 

Burada ),( txK   λ  dan bağımsızdır ve ),( txK  

  

                         0)( =+− KxqKK xxtt                          10 ≤≤≤ xt  

                         ∫±=
x

dssqxxK
0

)(
2
1),( m                          10 ≤≤ x  

karakteristik sınır değer probleminin çözümüdür. 

 

0)0,( =xK   ile xt −=   deki değeri yerine alınabilir. Fakat xtx <<−   

olmak formülasyon açısından daha uygundur. 

 

K ’dan Couchy datalarının bulunması, 1=x  için ),1( tK , ),1( tKx   

11 ≤≤− t        fonksiyonlarının bulunmasıdır. 



 

Her ikisi de t ’ye göre tek fonksiyon olduğundan 10 ≤≤ t    aralığı ile 

yetinebiliriz. 

 

                     1=x  ve jλλ =   için  

                     ∫ −=
1
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sinsin),1( jj tdttK λλ   dir. 

x’e göre türevi olarak jμλ =  ile  
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                    ∫
1
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)( dssq                              spectral ifadesinden hesaplanır. 

K dan Couchy datalarının bulunması }{sin tjλ  ve }{sin tjμ  

kümelerinin )1,0(2L   de tam olmasından elde edilir. 

 

Homojen olmayan dalga denkleminin D'alambert çözümünden    

                       

                      1=x  de { ),1( tK , ),1( tKx } Couchy datalarıyla  
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bulunur. x ’e göre türevini alarak  
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1

)2,()(2)12,1()12,1(2)(
x

xt dyyxyKyqxKxKxq   

bulunur.  

                );,( qtxKK =  olduğundan  

 

                );,1()(1 qtKtG t=            );,1()(2 qtKtG x=     dersek 

 

                )]12()12([2)( 21 −+−= xGxGxG          olacağından 
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x

dyyxyKyqxGxq      olur. 

 

 

 

 

 

 

 

3.2. Ardışık Yaklaşımlar Yöntemi 

 

)(xq  verildiğinde    

                                0)( =+− UxqUU xxtt                          10 ≤≤≤ xt  

     ),1(),1( tUtK =             ),1(),1( tUtK xx =                    11 ≤≤− t  

 

çözümü  );,( qtxuu =  olsun 

0q  başlangıç seçimi ile  
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x
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22πλ Nq N −=       N    yeterince büyük alınabilir. 

 

 

 

 

 

3.2.1. Algoritma 
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4342143421
),1(

2

),1(

1 )12()12(2)(
tKtK xt

xGxGxG −+−=  

dyqyxyuyqxGxq n
x

nn );2,()(2)()(
1

1 −−= ∫+  

 

 

3.3. Uygulamalar 

 

3.3.1. Seri çözümleri kullanmak 
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Örnek 3.3.2. 
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Şekil 3.1.1.  5 özdeğer için )1()( −= xxxq  fonksiyonunun grafiği  

 

 

)1()( −= xxxq  potansiyeli için ilk 5 51 ,....., λλ   özdeğerleri asimptotik 

formülle hesaplandı ve bunlar kullanılarak ∑
=

−≈
5

1

)1(2cos)(
n

n tnaxq π     

olarak yaklaştırıldı. 

Ve q(t) aşağıdaki gibi bulundu. 

  

q(t)= -0.168655+0.0916215 Cos[2 π t]+0.0207516 Cos[4 π 

t]+0.00706619 Cos[6 π t]+0.00224076 Cos[8π t] 
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Şekil 3.1.2. 10 özdeğer için )1()( −= xxxq  fonksiyonunun grafiği  

 

)1()( −= xxxq  potansiyeli için ilk 10 101 ,....., λλ   özdeğerleri asimptotik 

formülle hesaplandı ve bunlar kullanılarak ∑
=

−≈
10

1

)1(2cos)(
n

n tnaxq π     

olarak yaklaştırıldı. 

Ve q(t) aşağıdaki gibi bulundu. 

 

q(t)= -0.167165+0.0946119 Cos[2 π t]+0.0237405 Cos[4 π 

t]+0.0100552 Cos[6 π t]+0.00523043 Cos[8 π t]+0.00299139 Cos[10 π 

t]+0.00177359 Cos[12 π t]+0.00103875 Cos[14 π t]+0.000561572 

Cos[16 π t]+0.000234275 Cos[18 π t] 
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Şekil 3.1.3. 20 özdeğer için )1()( −= xxxq  fonksiyonunun grafiği  

 

)1()( −= xxxq  potansiyeli için ilk 20 201 ,....., λλ   özdeğerleri asimptotik 

formülle hesaplandı ve bunlar kullanılarak ∑
=

−≈
20

1
)1(2cos)(

n
n tnaxq π     

olarak yaklaştırıldı. 

Ve q(t) aşağıdaki gibi bulundu. 

 

q(t)= -0.166791+0.0953605 Cos[2 π t]+0.0244889 Cos[4 π 

t]+0.0108035 Cos[6 π t]+0.0059788 Cos[8 π t]+0.00373978 Cos[10 π 

t]+0.002522 Cos[12 π t]+0.0017872 Cos[14 π t]+0.00131009 Cos[16 π 

t]+0.000982885 Cos[18 π t]+0.000748792 Cos[20 π t]+0.000575564 

Cos[22 π t]+0.000443795 Cos[24 π t]+0.000341239 Cos[26 π 

t]+0.000259857 Cos[28 π t]+0.000194198 Cos[30 π t]+0.000140457 

Cos[32 π t]+0.0000959145 Cos[34 π t]+0.0000585839 Cos[36 π 

t]+0.0000269863 Cos[38 π t] 

 

 

 



 

 

 

 

 

3.3.3. Lineer olmayan çözümler 

 

..),,( 2
2 +++≅= SKKSSqxu λ  

serisinden ilk üç terim alınarak  

 

tataatq ππ 4cos2cos)( 321 ++=  

formunda teklif edilerek lineer olmayan 321 ,, aaa  cinsinden denklem 

takımı çözüldü. 
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Örnek 3.3.4. 
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Şekil 3.2.1. )1()( −= xxxq  fonksiyonunun lineer çözümünün grafiği 

 

 

)1()( −= xxxq  potansiyeli =1λ 9.65228, =2λ 39.2991, 

=3λ 88.6541 özdeğerleri kullanılarak seri çözümden ilk iki terim 

alınarak ππ 4cos2cos)( 321 aaaxq ++≈  formülüyle yaklaşılmış ve 

buradan  

 

Şekil 3.2.1. için   =1a -0.172166+0.i 

                             =2a 0.0845586+0.i 

                             =3a 0.0136924+0.i         

    

lineer kısımdan yaklaşık katsayılar hesaplanarak gerçek potansiyel ile 

kıyaslanmıştır. 
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Şekil 3.2.2. )1()( −= xxxq  fonksiyonunun lineer olmayan çözümünün grafiği 

 

)1()( −= xxxq  potansiyeli =1λ 9.65228, =2λ 39.2991, 

=3λ 88.6541 özdeğerleri kullanılarak seri çözümden ilk üç terim 

alınarak ππ 4cos2cos)( 321 aaaxq ++≈  formülüyle yaklaşılmış ve 

buradan  

 

Şekil 3.2.2. için  =1a -0.17229 

                           =2a 0.103749 

                           =3a 0.0135809 

 

olarak lineer olmayan sistemin çözümüyle elde edilmiş ve gerçek çözüm 

ile beraber çizdirilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Örnek 3.3.5. 
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Şekil 3.3.1. 
⎩
⎨
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2
1)1(,

2
10)( 2 xxxxxq  lineer çözümünün  

grafiği 
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2
1)1(

2
10

)(
2 xx

xx
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potansiyeli alınarak aynı program çalıştırılmış. Yine 

9154.88,5491.39,0036.10 321 === λλλ   özdeğerleri asimptotik 

formülle bulundu. Seri çözümünün ilk iki terimi ile 

ππ 4cos2cos 321 aaa ++  formunda yaklaşılmış ve elde edilen lineer 

denklem sistemi çözülerek aynı grafik üzerinde grafiklenmiştir. 

 

Şekil 3.3.1 için.   =1a 0.0890112 +0.i 

                            =2a -0.0916159+0.i 

                            =3a  0.0366636 +0.i 
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Şekil 3.3.2. 
⎩
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⎧ ≤≤−<≤= 1

2
1)1(,

2
10)( 2 xxxxxq  lineer olmayan 

çözümünün  grafiği 
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2 xx
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potansiyeli alınarak aynı program çalıştırılmış. Yine 

9154.88,5491.39,0036.10 321 === λλλ   özdeğerleri asimptotik 

formülle bulundu. Seri çözümünün ilk üç terimi ile 

ππ 4cos2cos 321 aaa ++  formunda yaklaşılmış ve elde edilen lineer 

olmayan denklem sistemleri çözülerek aynı grafik üzerinde 

grafiklenmiştir. 

 

Şekil 3.3.2. için   =1a 0.0893741 

                            =2a -0.0844467 

                             =3a  0.0373673 

 



 

 

 
 
 

BÖLÜM 4. TARTIŞMA VE ÖNERİLER  

 
 

Bu çalışmada ters özdeğer problemi Sturm-Liouville özdeğer problemi 

kanonik formda çalışılmıştır. 

 

Özdeğerlerin verilmesi halinde potansiyel fonksiyonu )(xq  in bulunması 

yapılmıştır. Bunun için temel çözüm oluşturulmuş 0)( =xq   halinde bu 

çözümler 0)( ≠xq  halindeki değerleriyle  ∞→λ  için asimptot olurlar. 

      

Temel çözüm iki başlangıç değer problemi integral denkleme çevrilir ve 

buradan çözülür. Bu seri formda  (2.12a) (2.12b) çözümleridir. Bu 

çözümlerden faydalanılarak )(xq  potansiyeli uygun formda bilinen 

özdeğerler kullanılarak tespit edilmiştir. 

 

İkinci bir yol olarak hiperbolik bir problemin çözümü kullanılmış ve 

sınır koşullarından faydalanılarak sabit nokta bulma problemi olarak 

)(xq  potansiyeli belirlenmiştir.  

 

İleri bulunmalar için tekil özdeğer problemleri ve ters problemleri ilgi 

çekicidir. Burada bölgemiz 10 << x  ile sınırlı idi. Bunun sınırsız olması 

durumunda bir çok önemli problem bilhassa quantum mekaniğinde 

önemli bir yer tutmaktadır ve araştırılmaktadır. 
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