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OZET

Anahtar Kelimeler: Tamlik bolgesi, Euclid bolgesi, Esas ideal bolgesi, Tek tiirlii parcalanmali
bolge.

Bu tez 4 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim halka teorisiyle ilgili temel kavramlar
kapsamaktadir. Ikinci béliimde tamlik bolgeleri ve esas ideal bolgeleri incelenmistir. Ugiincii

boliimde m karesiz tam say1 olmak iizere m#1(mod4) ise, Z+7Z~m ve m= 1(mod4) ise

Z+Z(1+ﬁ

5 ] tamlik bolgeleri incelenmistir. Bu tamlik bélgelerinin Euclid bolgesi olmast

1++/-19
2

icin gerekli ve yeterli sartlar verilmistir. Ayrica Z+Z[ ] tamlik bolgesinin esas
ideal bolgesi oldugu fakat Euclid bolgesi olmadigi gdosterilmistir. Son boliim tek tiirlii
par¢alanmali bolgelerle ilgilidir. Ayrica m’nin hangi degerleri i¢in yukaridaki tamlik
bolgelerinin tek tiirli pargcalanmali bolge oldugu incelenmistir. Son olarak tek tiirli
parg¢alanmali bolgeler kullanilarak bazi1 Diophant denklemleri ¢éziilmiistiir.

Vi



PRINCIPAL IDEAL DOMAINS AND EUCLID DOMAINS

SUMMARY

Keywords: Integral domain, Euclid domain, Principle ideal domain, Unique factorization
domain

This thesis consists of four chapters. First chapter covers the fundamental concept of ring
theory. In the chapter 2, integral domains and principical ideal domains are investigated. In

1+\/E

2

and sufficient condition for the above integral domains to be an Euclidean domain is given.

I1++-19
2

the chapter 3, the integral domains Z+7Z~Jm and Z+Z( J are studied. A necessary

Morever, it is shown that Z + Z( ] is a principical ideal domain but not an Euclidean

domain. The last chapter is related to unique factorization domains. In this chapter, we show

that the above integral domains are unique factorization domains for some values of m. Lastly
we used the unique factorization domains in order to solve some Diophant equations.
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BOLUM 1. GIRIiS

1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 1.1.1: R#J bir kiime ve ..+ R’de tamiml iki islem olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa, R’ye bir halka denir ve R halkasi bazen (R,.,+) ile gosterilir:

1) (R,+) bir degismeli gruptur.

2) (R,.) bir yar1 gruptur (Yani a,b e R ise abeR ve a(bc) = (ab)c dir.).

3) a.(b+c)=ab+ac (.’nin + iizerine soldan dagilma 6zelligi vardir.)
ab yerine genellikle ab yazilr. (R,+) ‘nin birim (etkisiz) eleman1 0 ile gosterilir ve

halkanin sifir eleman1 olarak adlandirilir. @’nin +’ya gore tersini —a ile gosterecegiz ve

a+(-b) yerine de a—b yazacagiz.

Teorem 1.1.2: (R,+,.) bir halka olsun. (R,+,.) halkas1 asagidaki 6zellikleri saglar:

1) a0=0a=0
2) a(-b)=—-ab=(-a)b

3) (-a).(-b)=ab
4) a(b-c)=ab-ac

5) (b—c)a=ba—ca

Ispat: 1) a.0=a(0+0)=a.0+a.0, a.0 ’m tersini her iki tarafa cklersek,

—a.0+a.0=a0+a.0+(-a).0

buluruz. Bu durumda 0 =a.0+0=a.0 elde edilir. Benzer sekilde 0.a =0 oldugu gosterilir.



2) a(-b)=-ab oldugunu gostermek igin ab+(a(-b))=0 oldugunu gdrmek
yeterlidir. ab+a.(-b)=a.(b+(-b))=a0=0 olup, ab’nin tersi —ab eleman
a.(-b) olur. Yani —ab=a(-b) dir.

3) 2. 6zellik yardimuyla, (—a).(-b)=-a.(-b)=—(ab)=ab elde edilir.

4) a(b—c)=a.(b+(—c))=ab+(-ac)=ab—ac olur.

5) (b—c).a=(b+(—c)).a=ba+(-ca)=ba—-ca bulunur.

Ornek 1.1.3: (Z,+,.) ve (Q,+,.) birer halkadir.

i a b
Ornek 1.1.4: R:{(C d ) :a,b,c,d e ]R} kiimesinde + ve . islemleri,
a b N a* b*) (a+a* b+b*
c d) lc* d*) |\c+c* d+d*
a b)fa* b*) (aa*+bc* ab*+bd*
¢ d)lc* d*) |ca*+dc* cb*+dd*
) ) 0 0
olarak tammlamirsa (R,+,.) bir halkadir. M,,(R)’ nin sifir eleman: (O OJ ve

a b . iy (—a b)), .
matrisinin +’ya gore tersi dir.
c d -c —d

Tamm 1.1.5: (R,+,.) bir halka ve a,beR olsun. ab=0 iken a=0 veya b=0

oluyorsa R’ye sifir bolensiz halka denir.

Sifir bolensiz bir halkada kisaltma yapilabilir. Yani (R,+,.) sifir bolensiz bir halka

olsun. Eger ab=ac ve a#0 ise b=c’dir (ba=ca ve a#0 ise b=c’dir.). Z tam

sayilar kiimesi olmak {izere (Z,+,.) bir sifir bolensiz halkadir. Ayrica p asal ise
Zp = {(_),i,..., p —1} sifir bolensiz bir halkadir. Fakat Z,, = {6,1,5,...5} sifir bolensiz

bir halka degildir. Ciinkii 2.5=10 =0 dir.



Tanmm 1.1.6: p,meZ olmak iizere p’|m olacak bicimde bir p asal sayis1 yoksa

m’ye karesiz tamsay1 denir.



BOLUM 2. TAMLIK BOLGELERI

2.1. Tamhk Bolgeleri

Tanmm 2.1.1: Carpma islemine gore birim elemana sahip, sifir boleni olmayan

degismeli halkaya tamlik bolgesi denir.

D tamlik bolgesi olsun. Her ae D, a#0 igin ab=1 olacak bigimde be D varsa

D’ye cisim denir.

Ornek 2.1.2: Tamsayilar halkas1 Z = {0,1,72,...} bir tamlik bdlgesidir.

Ornek 2.1.3: Z+Zi={a+bi:a,beZ} bir tamlik bolgesidir.Z+Zi’ye Gauss

tamsayilar halkasi denir. Z+ Zi 'nin elemanlarina da Gauss tamsayilar1 denir.

Ornek 2.14: w= (—1 + \/3 ) / 2,  Dbirimin kip kokii olmak {izere,
Z+7Zw={a+bw:a,beZ} bir tamlik bolgesidir. Z+Zw’ nin elemanlar1 Einstein

tamsayilar1 ve Z+Zw Einstein Bolgesi olarak adlandirilir. W’ =1 denkleminin

diger kompleks kiip kokii w* = W= (—1 +vJ-3 )/2 *dir. Burada /=3 =+/3i *dir.

—1+J—_3)(—1+J—_3)=1—J3—J3—3 _2-24-3 _-1-4-3

2 2 4 4 2

w

W = (

\%




1+\/_

oldugundan W’ =-w-1’dir. Ayni zamanda, Z+ZW=Z+ Z(

) olarak

yazilacaktir.

Ornek 2.1.5: m Kkaresiz pozitif veya negatif bir tamsayr olmak fiizere,

Z+7Zm = {a+ bvm:a,be Z} bir tamlik bolgesidir.

Ornek 2.1.6: m karesiz ve m =1(mod4) bir tamsay1 olmak iizere

1+\/_ 1+\/_

L+ )={a+b(

):a,beZ}

1+\/7

bir tamlik bolgesidir. Eger m#1(mod4) olursa Z+Z(

) carpmaya gore

kapal1 olmadigindan tamlik bolgesi degildir. Ciinkii

1+JE,1_1+«/HEZ+Z(1+\/E)
2 2 2
alirsak
(1+\/E)(1_1+\/E)_(1+\/H)(1—\/E)_1—m$Z
2 2 2 2 4
. 1+/m
dir. Z+Z( 5 ) tamlik bolgesinin elemanlarin1 X = y(mod2) ve X,y e Z olmak

lizere %(X+ yx/ﬁ ) formunda yazabilecegimize dikkat edelim. Ciinkii X = y(mod?2)

ise Xx—y =2k olacak sekilde k €Z vardir. Buradan x =y +2k ve

1+\/7 1+\/7

) e Z+Z(

—(x+yJ—>——(y+2k+yJ—> k+y(

elde edilir. Agikga Z +Z~/m bolgesi Z + Z(@) bélgesinin bir alt bolgesidir.

Ornek 2.1.7: F cisim olmak iizere F[x] polinomlar halkas1 bir tamlik bolgesidir.

Ornek 2.1.8: Katsayilari tamsay1 olan polinomlar halkas1 Z[x] bir tamlik bélgesidir.



Ornek 2.1.9: D bir tamlik bolgesi olmak iizere D[x] polinomlar halkas1 bir tamlik

bolgesidir.

Tamhik Bolgesinin Ozellikleri

D bir tamlik bolgesi olsun. D bdlgesi asagidaki 6zellikleri saglar:
(a) D’nin birim eleman tektir.

(b) D’nin soldan kisaltma kurali vardir. Yani a,b,c € D olmak tizere
ab=ac,az0=b=c

dir. D’nin sagdan kisaltma kurali vardir. Yani a,b,c € D olmak iizere
ac=bc,cx0=a=b

dir.

Tanim 2.1.10: a ve b, D tamlik bolgesinin iki elemani olsun. Eger b=ac olacak
sekilde c € D elemani varsa a elemanina b’nin boleni denir. Eger a, b’nin boleni ise

bu durum a|b ile gosterilir. Eger a, b’nin bdleni degilse bu durum ajfb ile

gosterilir.

Ornek 2.1.11: Z+Zi’de 2 =(1+i)(1-i) oldugundan 1+i|2 dir.

Ornek 2.1.12: Z[x] de x*+x*+1=(x*+ x+1)(x* —=x+1) oldugundan
X+ X+1x +x* +1

elde edilir.

Ornek 2.1.13: Z+Zw’da 3 = (1-w)*(1+w) oldugundan
(1-w)* |3

~1++-3 .
Tlse

elde edilir. w=



—l+2\/—_3)2(1+ —1+2\/3)

(1=w)’ (1+w) = (1—(

:(3—J—_3)2(1+J3)

2 2

3-3J=3 1443

2 2
_3-3343349 12,
4 4
oldugundan (1-w?)|3 olur.
Ornek 2.1.14: Z+7+/2 de ﬁ:.%—%ﬁgmzﬁ oldugundan 2++/2 |3
+

yazilabilir.

Bolenlerin Ozellikleri

D tamlik bolgesi ve a,b,c € D olsun. Bu durumda
(a) a]a (yansima 6zelligi)

(b) a|b ve b|c ise a|c (gecisme ozelligi)

(c) alb ve a|c ise VX,y € D icin a|bx+cy

(d) a|b ise ac|bc

(e) ac|bc ve c#0 ise a|b

®1la

(8 alo

(h) 0|a ise a=0

ozellikleri gegerlidir.

Tamm 2.1.15: D tamlik bolgesi olmak iizere, a|l ise a€ D elemanina birim denir.

D tamlik bolgesinin birimlerinin kiimesi U(D) ile gosterilir.

a birim ise ab=1 olan be D vardir. b elemanina a’nin tersi denir ve b elemani

a”' ile gosterilir.



Birimlerin Ozellikleri

D bir tamlik bolgesi olsun. Bu durumda
(a) ¥1eU(D)

(b) acU(D) ise —acU(D)

(¢) acU(D) ise a~' eU(D)

(d) acU(D) ve beU(D) ise abeU (D)
(e) acU(D) ise VneZ igin Fa" eU(D)

ozellikleri dogrudur.

Ispat: (a) F1U (D) oldugu agiktir.

(b) aceU(D) olsun. Dolayisiyla ab=1 olacak sekilde be D vardir. Buradan
(—a)(-b)=1 ise —a]l elde edilir. Yani —a €U (D) olur.

(¢) acU(D) ise a.a' =1dir. Oyleyse a™' |1 oldugundan a™' €U (D) olur.

(d) a,beD ise ax=by =1 olacak sekilde X,y € D vardir. Oyleyse
(ab)yx =(aby)x=a(by)x=a.l.x=ax=1
dir. Dolayisiyla ab|1°dir. Yani abeU (D) olur.

(e) acU(D) ise ab=1 olacak sekilde beD vardir. VneZ igin a"bh"=1

((-a").(=b") =1) demektir ki, bu da Fa" eU (D) oldugunu gosterir.

Ornek 2.1.16: (a) Z+ Zi ’nin birimi i oldugundan i € U (Z + Zi) ’dir.
(b) Z+Zw nmn birimi W oldugundan w e U (Z + Zw) dir (Ornek 2.1.4).

Teorem 2.1.17: D bir tamlik bolgesi ise U(D) ¢arpmaya gore degismeli gruptur.

Ispat: Birimin 4. 6zelliginden, U(D) ¢arpmaya gore kapalidir. D tamlik bolgesi

oldugundan U(D)’nin elemanlar1 ¢arpma islemine gore degismeli ve birlesmelidir.



Birimlerin (a) 6zelligine gore, U(D) birim elemana sahiptir ve birim elemani 1’dir.
Birimlerin (c) ozelligine gore, U(D)’nin her elemaninin ¢arpmaya gore bir ters

eleman1 vardir. Sonug olarak U(D) ¢arpma islemine gore degismeli gruptur.

Ornek 2.1.18: (a) U(Z) = {1,—1} dir.

(b) U(Z+Zi)={1,-1,i,—i} dir.

(¢) F cisim olmak iizere U (F[x]) = F \ {0} dur.
(d) U(Z[x])={1,—1} dir.

(e) VneZ igin F(1+~/2)" eU(Z +7Z2) dir.

Tamm 2.1.19: D tamlik bdlgesinin sifirdan farkli @ ve b elemanlarindan her biri
digerini boliiyorsa bu elemanlara ilgili denir. Eger a ve b ilgili ise a~b ; ilgili

degilse a + b yazilir.
Ozellikler

D tamlik bolgesi olmak iizere a,b,c e D*= D\{O} olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler dogrudur.

(a) a~a’dir.

(by a~b=b~a’dm.

(c)a~bveb~c=a~c’dir.

(d) a~b< ab”' eU(D) dir.

(e) a~1<« a birimdir.

Ornek 2.1.20: (a) Z ’de a~b < a=7b, yani |a| =

(b) Z+7Zi de F: i €U (Z+Zi) oldugundan 1+i~1—i dir.
—1

1+3\/_

2\f_l ++2 eU(Z +Z+2) oldugundan 1+ 32 ~ 5-2/2 dir.

(©) Z+7~2 "de
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2.2. Indirgenemezler ve Asallar

Tanim 2.2.1: D tamlik bolgesi ve a€ D olsun. Eger a=Dbc iken b veya c¢’den biri

birim oluyorsa a elemanina indirgenemezdir denir.

Ornek 2.2.2: 2 elemam Z de indirgenemezdir. a,beZ, 2=ab ise a=7F1 veya

b =¥1"dir.
Ornek 2.2.3: 2 elemam Z + Z~/-5 *de indirgenemezdir.

Coziim: a,b,c,deZ i¢in 2=(a+ bv=5 )Cc+ d\/—_S) oldugunu varsayalim. Bu
denklemin her iki tarafinin modiiliinii alirsak

4=(a>+5b*)(c*+5d?%)
elde ederiz. Bu durumda a* +5b*, 4’ii bdlen bir pozitif tamsayidir ve a’ +5b* =1,2

ya da 4 olmalidir. Dolayisiyla (a,b) =(F1,0) yada (a,b) =(¥2,0) ’dir. Yani

a+bv=5=71yada a+bJ=5=72
dir.

a+byv-5=F1 ise a+bv-5 eleman Z+Z\/3 ’in birimidir. Diger taraftan,

a+b\/3:$2 i¢in c+d\/—_:#:i:$1 elde edilir. Oyleyse, C+d\/3
a+bv-5 2

clemant  Z+7Z+-5"de birim olur. Sonu¢ olarak 2 elemant, 7 +7-5de

indirgenemezdir.

Ornek 2.2.4: 7++-5 elemant Z+7Z+-5"de indirgenemez degildir. Ciinki
7+J-5 = (1+ J=5 )(2- J=5 ) olur. Ayrica 1+ J=5 ve 2-+-5 elemanlant
Z +Z~J-5 *de birim degildir.

Tanimm 2.2.5: a,be D olmak ilizere pe D,p#0 ve p birim olmasin. Eger p|ab

iken p|a veya p|b ise p’ye D’nin bir asal elemani denir.
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Ornek 2.2.6: 2 sayis1 Z ’de asaldur.

a,beZ igin 2|ab oldugunu varsayalim. Oyleyse ab gifttir. Iki tek saymn carpim
tek oldugundan a ve b’den en az biri ¢ift olmalidir. Yani 2|a veya 2|b’dir. Bu da

2’nin asal oldugunu gosterir.

Ornek 2.2.7: 2, Z.+7Z~/-5 *de asal degildir. Ciinkii 2 | (1+\/3)(1—\/—_5 ) olmasina

ragmen 2 [ (1F \/3) dir.
Ornek 2.2.8: 1+i, Z+Zi de asaldur.

Coziim: Bunu gostermek icin a,b,c,d €Z olmak tizere 1+i|(a+bi)(c+di)
oldugunu varsayalim. Bu durumda (a+bi)(c+di)=(1+1)(x+ yi) olacak sekilde x ve
y tamsayilar1 vardir. Bu denklemin her iki tarafinin modiiliinii alirsak,
(@ +b*)(c*+d*) =2(x>+y*) elde edilir. Bu durumda 2|(a*+b*)(c*+d?) ve 2,

Z.’de asal oldugundan 2|(a*+b*) veya 2|(c’+d*) olur.

2|(a’ +b*) oldugunu varsayalim. Burada a ve b’den her ikisi de cifttir ya da her
ikisi de tektir. r,se Z i¢in a=2r ve b =2s alirsak
a+bi=2(r+si)=0+i)(r+s+(=r+s)i
elde edilir. Buradan 1+i|a+bi dir. Eger a=2k+1 ve b=2t+1 alirsak
a+bi=2(k+t)+1+i=(1+i)(k+t—ki—ti+1)

olur. Buradan 1+i|a+bi elde edilir. Dolayisiyla 1+i, Z+ Zi ’de asaldur.

Teorem 2.2.9: Herhangi bir tamlik bdlgesinde bir asal eleman indirgenemezdir.

Ispat: peD asal eleman olsun. a,beD icin p=ab oldugunu varsayalim.
ab=p.1 oldugundan p|ab’dir ve p asal oldugundan p|a veya p|b’dir. p|a

olsun. Oyleyse a = px olan Xe D vardir. p=ab oldugundan a=0’dir. a=abx ve
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a# 0 oldugundan 1=bx olur. Yani b birimdir. Benzer sekilde eger p|b ise, a birim

olur. Oyleyse, p eleman1 D’nin indirgenemez elemanidir.

Bu teoremin tersi dogru degildir. 2 eleman1 Z + Z+/-5 *de indirgenemezdir, fakat asal

degildir. Bunu gérmek igin Ornek 2.2.3 ve Ornek 2.2.7’ye bakilabilir.
2.3. idealler

Tamm 2.3.1: D’nin bostan farkli I altkiimesi agagidaki iki 6zellige sahipse I'ya D

tamlik bolgesinin ideali denir.

(i) ael,bel ise abel ’dir.

(ii) ael,reD ise ar el ’dir.

Aciktir ki, a,a,,..,a, €l ise r,b,,.,rreD i¢in ra+ra,+..+ra | olur.

Ozellikle ael ve bel ise —ael ve a—bel ’dir. Oyleyse Oel ’dir ve 1€l ise

| =D olur.

Ornek 2.3.2: {a,,a,,...,a,} D tamlik bolgesinin elemanlari ise a,,a,,...,a, nin sonlu

n
lineer kombinasyonlarinin kiimesi {Z:riai :1,1,,....,r, € D} D’nin bir idealidir. Bu
i=1

ideal (al,...,an> ile gosterilir ve <a1,...,an>’ye, a,,a,,....,a, elemanlar1 tarafindan

uretilen ideal denir.

Tamm 2.3.3: | = {a) olacak sekilde bir a€ D elemani varsa D tamlik bolgesinin I

idealine esas ideal denir. a elemanina da I’nin ureticisi denir.

D bir tamlik bolgesi ise a€D eleman tarafindan fretilen (a) esas ideali
{ra:r e D} seklinde bir kiimedir. A¢ikca <0> esas ideali tek elemanli {0} kiimesine

ve <1> esas ideali D tamlik bolgesine esittir. Yani <0> = {0} ve <1> = D’dir.
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Teorem 2.3.4: D tamlik bolgesi ve a,beD olsun. Bu takdirde

(a} c <b> < bla’dm.

Ispat: =: ac (a} c <b> ise ae <b> ’dir. Oyleyse a=bx olacak sekilde xeD

vardir. Buradan b|a elde edilir.

<: bla ise a=Dbx olacak sekilde xe D vardir. Ayrica ye<a> ise y=ak olacak

sekilde ke D vardir. Dolayisiyla y=bxk ve ye<b> olur. Bu ise <a>c<b>

demektir.

Tanmm 2.3.5: Bir D tamlik bdlgesinin <0> ve <1>’den farkli I idealine, D’nin 6z

ideali denir.

Ornek 2.3.6: Bir pozitif k tamsayist i¢in KZ ={0,k,F2k,...} kiimesi Z nin bir

idealidir. Gergekten kZ , k tarafindan iretilen bir esas idealdir, yani
KZ = (k)
dir.

Ornek 2.3.7: | ={f(x)eZ: f(0)=0} olsun. Bu durumda I, Z[x]’in idealidir ve

| =(x) dir.

Ornek 2.3.8: J = { f(x)eZ[x]: f(0)= 0(mod2)} olsun. Bu durumda J, Z[x]’in bir

idealidir ve J = <2, X> ’dir. Bununla beraber J esas ideal degildir.

Teorem 2.3.9: D tamlik bolgesi ve a,b € D¥*=D\{0} olsun. Bu durumda
(a)=(b)<>a~b
dir.
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Ispat: < a~Db ise alb ve b|a’dir. a|b ise dnceki teoreme gore <b>c<a>’dir.

bla ise (a} - <b> ’dir. Dolayisiyla <a> = <b> dir.

= <a>=<b> ise <a>c<b>c<a> olup, alb ve b|a elde edilir. Bu ise a~b ile

gosterilir.
2.4. Esas ideal Bolgeleri

Tamm 2.4.1: D tamlik bolgesindeki her ideal esas ideal ise bu D bdlgesine esas ideal

bolgesi denir.
Teorem 2.4.2: 7 bir esas ideal bolgesidir.

Ispat: Z nin bir ideali I olsun. | ={0} ise | =(0) bir esas idealdir. | ={0}

oldugunu varsayalim. Oyleyse I'min sifirdan farkli bir a elemam vardir. a ve
—a ’nin her ikisi de I’ya ait oldugundan a >0 kabul edebiliriz. Boylece I en az bir
pozitif tamsayi icerir. I’daki en kiiciik pozitif tamsaymin m oldugunu kabul edelim.

ael olsun. a’y1r m’ye bolersek ¢,reZ igin a=mq+r, 0<r<m elde ederiz.

ael ve mel oldugundan r=a-mqge | olur. r #0 olursa r <m olmasi m’nin en
kiiciik olmasi ile ¢elisirr r=0 olmaldir. r=0 ise a=mg=ac <m> "dir.
Dolayisiyla | C<m> olur. Ayrica me |l oldugundan <m>c | °dir. Sonug olarak

| =(m)=mZ dir.
Teorem 2.4.3: Esas ideal bolgesinde bir indirgenemez eleman asaldir.

Ispat: D esas ideal bolgesinde p bir indirgenemez eleman olsun. a,be D olmak
tizere p|ab oldugunu varsayalim. pJa durumu i¢in D’nin <p,a> ideali I olsun. D
bir esas ideal bolgesi oldugundan | =<C> olacak sekilde bir c € D elemani vardir.

ael ve pel oldugundan c|a ve c| p olur. Eger p|c ise c|a oldugundan p|a

bulunur. Bu p/a ile gelisir. Oyleyse pJc’dir. ¢|p ise p=cx olacak sekilde
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Xe D vardir. p indirgenemez oldugundan ya c ya da x birim olmalidir. x birim

olamaz. Ciinkii bu durumda p|c olur. Dolayisiyla ¢ birimdir. O halde cd =1 olacak

sekilde d € D vardir. | = <C> = < p,a> oldugundan c e (a, p> "dir. Oyleyse
c=Xa+yp

olan X,y € D vardir. Buradan 1=cd =dxa+dyp ve b= (dx)ab+ (bdy)p elde edilir.

p|p ve p|ab oldugundan p|(dx)ab+(bdy)p ’dir. Oyleyse p|b bulunur. Yani

p|ab iken p|a veya p|b olur. Bu ise p’nin asal eleman olmasi1 demektir.

Teorem 2.4.4: Esas ideal bolgesindeki bir a elemani indirgenemezdir << a asaldir.

Ispat: Teorem 2.2.9 ve Teorem 2.4.3’iin sonucudur.

Ornek 2.4.5: Bolim 2.2°de 2’nin Z+Z~/-5 ’de indirgenemez oldugunu, fakat
Z+7-5"de asal olmadigin1 gosterdik. Teorem 2.4.4°e gore Z+7Z~N-5 tamlik
bolgesi bir esas ideal bolgesi degildir. Gergekten Z+7/-5in <2,1+\/—_5 > ideali
esas ideal degildir. Bunu direkt olarak gorebiliriz. Tam tersini kabul edelim.

<2,1+\/3> ideali bir esas ideal olsun. Bu demektir ki, bir anJrZ\/—_S i¢in
<2,1 + \/—_5> = <a> ’dir. Buradan 2 € <a> ve 14+/-5 <a> olur. Oyleyse

a|2 ve a|l++-5
dir. «|2 ve Z+ Z~J=5de 2 indirgenemez oldugundan « ~1 ya da a ~2 olmaldir.

1+J3=1 J-5
2

a~2 ise E+ ;5 ¢ Z+7Z~-5 oldugundan 2 |1+\/3 olmasi1 mimkin

degildir. Oyleyse & ~1"dir ve (2,1++=5)=(1) dir. (2,1+=5)=(1) ifadesi bize,

1’in Z+Z-5den katsayilarla 2 ve 1+ J=5 ’in bir lineer kombinasyonu oldugunu
gosterir. Yani

1= (X+ yv=5).2+ (2 +Wy/=5)(1+/-5)
olacak sekilde x,y,z,w e Z vardir. Katsayilarin esitliginden,

1=2X+z2-5W,0=2y+2z+W
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elde ederiz. Bu denklemlerin farkini alirsak
1=2(Xx—y—-3w)
buluruz. Bu miimkiin degildir. Ciinkii sag taraf ¢ift sol taraf tek tamsayidir. Oyleyse

<2,1 =5 > ideali Z + Z~/—5 *de esas ideal degildir.

Tamm 2.4.6: D bir esas ideal bdlgesi ve {a,,...,a,} D’nin elemanlarmn bir kiimesi
olsun. Bu durumda <a1,.. a} ideali bir esas idealdir. Bu idealin bir {ireticisi

o Ay

a,,a,,...,a, 'nin bir en bilyiik ortak béleni olarak adlandirilir.

15
2.5. Asal idealler ve Maksimal idealler

Tamm 2.5.1: D tamlik bolgesinin bir I ideali icin M < | € D oldugunda, | =M

veya | =D ise M 6z idealine maksimal ideal denir.

Ornek 2.5.2: <X2 + 1> ideali R[x]’de maksimaldir. Bunu gostermek icin
<x2 +1> | < R[X]
olmak iizere R[x]’in bir idealinin I oldugunu kabul edelim. <X2 + 1> cl ve
<X2 + 1> # | oldugundan f(x)el ve f(X)¢ <X2 + 1> olacak bigimde bir f (x) e R[X]
vardir. f(x) polinomunu (x2 + 1) "e bolersek
f ()= +DgX)+r(x), r(x)=0, der(r(x)) <2
elde edilir. a,be R, a ve b’nin her ikisi birden sifir olmamak iizere r(x)=ax+Db
olur. a’x*> —b* = (ax+b)(ax—b) ve a*(x* +1) e | *dir. Béylece
a’+b’ =@ (X +)-(@x’-b>) el
elde edilir. Yani I ideali sifirdan farkli gercek sayilari iceriyorsa R[x]’in birimini

iceriyor demektir. Bu da | = R[x] oldugunu gosterir. Bu ise ¢eliskidir. Oyleyse boyle

bir I ideali yoktur. Sonug olarak <X2 + 1> , R[x]’in maksimal idealidir.

Ornek 2.5.3: <5> , Z+Zi nin maksimal ideali degildir.
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Coziim: <5> c <1 + 2i> C Z+7Zi *dir. <5> c <1 + 2i> oldugunu gostermek igin 1+2i|5

oldugunu gérmek yeterlidir. Ayrica 5 )1+ 2i oldugundan <5> # <1 + 2i> dir.

Teorem 2.5.4: D tamlik bolgesi olsun. a#0 ve a ¢U (D) olmak lizere a€ D olsun.

Bu durumda {a) ideali D’nin maksimal ideali ise, a eleman1 D’de indirgenemezdir.

Ispat: a, D’nin indirgenemez elemani olmasin. O zaman a elemani ne sifir ne de

birim olamadigindan indirgenebilirdir. Oyleyse be D ve ceD igin a=bhc dir ve

hem b hem de c sifir ya da birim degildir. Bu durumda <a>c<b>c D ise (a)

maksimal ideal degildir. Sonu¢ olarak <a> maksimal ideal ise a elemani

indirgenemezdir.

Ornek 2.5.5: (a) <X>C<2,X>CZ[X] oldugunda; x, Z[x]’in indirgenemez

elemanidir. Bununla beraber <X> , Z[X]’in maksimal ideali degildir.

(b) 1+ J=5 elemant Z +7Z+/=5in indirgenemez elemanidir.
<1+\/3>c<2,1+\/—_5>cZ+Z\/—_5

oldugundan <1 ++=5 > ideali maksimal ideal degildir.

Teorem 2.5.4’in tersi esas ideal bolgesinde dogrudur.

Teorem 2.5.6: D bir esas ideal bolgesi olsun. a#0, a¢U(D) olmak iizere a€ D
olsun. Bu durumda

(a) , D’nin maksimal idealidir <& a eleman1 D’de indirgenemezdir.

Ispat: Teorem 2.5.4’ii gbz Oniine alirsak sadece tek yonii gostermek yeterli olacaktir.

a indirgenemez olsun. Fakat (a) maksimal ideal olmasin. O zaman <a>c <D
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olacak bi¢imde D’den ve (a) ’dan farkli bir I ideali vardir. D esas ideal bolgesi
oldugundan <b> =1 olacak bi¢gimde bir b € D vardir. Boylece

(a} C <b> cDbD
bulunur. <b> ideali D’den fakli oldugundan b elemani birim olamaz. ae<b>

oldugundan a=Dbc olacak bigimde bir ce D vardir. <a>¢<b> oldugundan c’de

birim olamaz. a=bc ve b ile ¢ birim olmadigindan bu durum a’nin indirgenemez

olmasiyla ¢elisir. Su halde kabuliimiiz yanlistir. Yani a indirgenemez ise <a> ideali

maksimal idealdir.

Teorem 2.5.7: D bir tamlik bolgesi ve D’nin bir ideali I olsun. D/I bir cisimdir <> 1

maksimal bir idealdir.

ispat: D/I1 bir cisim ve | ©J c D olmak tizere D’nin | ’dan farkli bir ideali J

olsun. Bu takdirde b ¢ | olmak tizere b e J vardir. Boylece b+ 1, D/I ’nin sifirdan
farkli bir elemanidir. D/| bir cisim oldugundan (b+ | )(C+ I):1+ | olacak

bi¢cimde bir ctl € D/I eleman:i vardir. Bu bc+1=1+1 ve bc—1el cJ olmasmm

gerektirir. Boylece 1=bc—(bc—1)eJ olup J = <1> =D elde edilir. Bu durum I’'nin

maksimal oldugunu ispatlar.

Simdi I’'nin maksimal oldugunu kabul edelim. D/l ’nin bir cisim oldugunu
gostermek i¢in sadece b+1#0+1 elemaninin garpmaya gore tersinin var oldugu
gosterilmelidir. Clinkii cismin diger 6zellikleri agik¢a saglanmaktadir. b+1 =0+
oldugundan b ¢ | *dur.
B={xeD:yeD ve wel icin x=hy+w}
kiimesini géz oniline alalim. | < B ve B’nin bir ideal oldugunu goérmek kolaydir. I
maksimal oldugundan B =D olmalidir. Boylece 1el, yani y'e D ve W el igin
1=by'+Ww olmasi demektir. Bu durumda;
b+D.(y+Dh=by+1=1-w+1=1+1

elde edilir. Oyleyse (b+1)" vardirve (b+1)" =y + 1 *dur.
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Tanim 2.5.8: D bir tamlik bolgesi ve P bir 6z ideal olsun. a,be D ve abeP iken

aeP veya beP ise P’ye asal ideal denir.

Ornek 2.5.9: xFieC[x], (x+i)x—i)=x"+1el, fakat xFi¢l oldugundan

| =(x* +1) esas ideali, C[X] in bir asal ideali degildir.

Ornek 2.5.10: Z+Zi’nin asal ideali |= <1 + i> "dir. Bunu gdstermek igin
(a+bi)(c+di)e(1+i) olmak iizere a+bi,c+dieZ+Zi olsun. Bu durumda;
(a+bi)(c+di)=(1+i)(x+yi)
olacak sekilde X+ yi € Z+ Zi vardir. Reel ve sanal kisimlar esitlersek
ac—bd=x-y ve ad+bc=x+y
elde ederiz. Bu iki denklemi toplarsak
ac+ad +bc—bd =2x

ve boylece

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc—bd +2bd = 2x+2bd = 0(mod2)

bulunur. Dolayisiyla a+b veya c+d gifttir. Genelligi bozmadan a+b ’nin ¢ift

oldugunu kabul edebiliriz. Boylece a+b=2u ve a—b=2v olacak sekilde u,veZ
vardir. a+b=2u ve a-b=2v oldugundan a=u+v, b=u-v bulunur. Bu

durumda a+bi=(U+Vv)+(U-V)i=(+i)u-vi) ve bdylece a+bie(l+i) elde

edilir. Bu da <1 + i> ‘nin asal ideal oldugunu gosterir.

Teorem 2.5.11: D bir tamlik bolgesi, a#0 ve a¢U (D) olsun. Bu takdirde ,

(a), D’nin asal idealidir << a elmani1 D’de asaldir.

Ispat: <a> ideali D’nin asal ideali olsun. b,ce D olmak iizere a|bc olsun.

Dolayisiyla bc e (a} “dir. {a} asal ideal oldugundan b (a) veya Ce (a} olmalidir.

Yani a|b veya a|c’dir. Bu a’nin asal oldugunu gosterir.
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Simdi D de a’nin asal oldugunu kabul edelim. b,c € D olmak iizere bc <a> olsun.

Boylece bc=ad olacak sekilde d € D vardir. Yani a|bc’dir. a asal oldugundan

alb veya a|c’dir. Genelligi bozmadan a|b kabul edelim. Boylece b =ae olacak
sekildle eeD vardir. Oyleyse be<a>’dir. Bu da <a> ‘nin asal ideal oldugunu

ispatlar.

Teorem 2.5.12: D bir tamlik bolgesi ve D’nin bir ideali I olsun. Bu durumda

D/1 tamlik bolgesidir < I asaldir.

Ispat: D/I bir tamlik bolgesi ve a,be D olmak iizere abel olsun. O zaman
(a+1)(b+1)=ab+1=0+1"dir ve 0+1, D/I tamlk bélgesinin sifir elemanidir.

D/1 tamlik bolgesi oldugundan b+1=0+1 veya a+1=0+1"dir. Yani ya ael

yada b el dir. Oyleyse I asaldur.

Simdi D’nin asal idealinin I oldugunu kabul edelim. D’nin 6z ideali I oldugundan

D/I; 1+ 1 birimli, degismeli bir halkadir. a+1 €D/l ve b+1eD/1 olmak iizere

(a+1)(b+1)=0+1 oldugunu varsayalim. O zaman ab+1=1, yani abel dur. I

asal oldugundan ya ael yada bel ’dir. Yani a+1=0+1 veya b+1=0+1"dur.

Oyleyse D/ 1 sifir bélenlerine sahip degildir.

Teorem 2.5.13: D bir tamlik bolgesi ve D’nin maksimal ideali I olsun. Bu durumda

I, D’nin asal idealidir.
Ispat: D’nin maksimal ideali I olsun. O zaman Teorem 2.5.7’ye gére D/| bir
cisimdir. Her cisim bir tamlik bolgesi oldugundan, D/ | bir tamlik bolgesidir. Bu

durumda Teorem 2.5.12’ye gore I, D’nin asal idealidir.

Asagidaki 6rnek, Teorem 2.5.13’1in tersinin genelde dogru olmadigini gdsteriyor.

Ornek 2.5.14: Z[x]’in asal ideali <X> "dir. Fakat <X>, Z[x]’in maksimal ideali

degildir.
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Esas ideal bolgesinde Teorem 2.5.13’{in tersi dogrudur.

Teorem 2.5.15: D bir esas ideal bolgesi ve D’nin 6z ideali I olsun. Bu durumda

I maksimaldir < [ asalduir.

Ispat: Teorem 2.5.13’den dolay1 sadece I asal ideal ise I’'min maksimal ideal
oldugunu gostermek yeterlidir. D’nin asal ideali I olsun, fakat I maksimal olmasin.

Bu durumda | < J < D olacak sekilde bir J ideali vardir. D bir esas ideal bolgesi

oldugundan a,be D igin | =<a> ve J :<b> dir. <a>c<b> oldugundan ce D igin
a=Dbc olacak bigimde ce D vardir. bc=ae (a) =1 ve I asal oldugundan ya bel
ya da cel olmalhdir. bel ise J=(b)c|<J dir. Bu ise geliskidir. Bu yiizden

cel olmahdir. cel ve | =<a> oldugundan c=ad olacak bi¢imde d € D vardur.

Boylece a=bc=Dbad olur. Burada a0 oldugundan bd =1’dir. Dolayisiyla b

birimdir ve J = <b> =D > J elde edilir. Bu bir geliskidir. Oyleyse I maksimaldir.



BOLUM 3. EUCLID BOLGELERI

3.1. Euclid Bolgeleri
Euclid bolgelerini tanimlamak igin dnce Euclid fonksiyonunu tanimlayacagiz.

Tamm 3.1.1: D bir tamlik bolgesi olsun. ¢:D — Z fonksiyonu asagidaki iki

0zellige sahipse ¢ ’ye bir Euclid fonksiyonu denir.

(3.1) Va,be D ve b#0 i¢in ¢(ab) > ¢(a) *dir. ... (3.1.1)
(3.2) b#0 ve a,be D ise a=qgb+r ve ¢(r) < ¢(b)
olacak sekilde q,r € D vardir. ...(3.1.2)

Ornek 3.1.2: aeZ olmak iizere ¢(a)=|a|, Z iizerinde bir Euclid fonksiyonudur.

Coziim: (a) Va,beZ ve b#0 icin ¢(ab) = |ab| = |a||b| > |a| =¢(a) dir.

(b) b=0 ise a=bg+r, 0<r<|b| yani 0<¢(r) < ¢(b) dir.

Ornek 3.1.3: F bir cisim olmak iizere D =F[x] olsun. D, F cisminden alinan

katsayilar ile x’i igeren polinom bdolgesidir. P(X) € D olsun. Bu durumda;
der(P(x)), P(x) =0
p(P(x)) =

-1, P(x)=0

fonksiyonu D iizerinde bir Euclid fonksiyonudur.
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Teorem 3.1.4: D bir tamlik bolgesi ve ¢:D — Z bir Euclid fonksiyonu olsun. Bu

durumda

(@) a~b=g¢(a)=¢(b),

(b) alb ve g(a)=g(b)=a~b,
(¢) acU(D) < ¢(a)=¢(1),

(d) a#0=g¢(a)>¢(0)

dir.

Ispat: (a) a~b olsun. Dolayisiyla a=ub olacak sekilde ueU (D) vardir. Bu
durumda (3.1.1)’e gére ¢(a)=@(ub)>¢(b) dir. ucU (D) oldugundan u' eU (D)
ve b=u"a’dir. O halde tekrar (3.1.1)’e gore ¢@(b)=¢p(u'a)>¢g(a)’ dir. Bu iki
esitlikten ¢(a) =@(b) elde edilir.

(b) (3.1.2)’ye gore a=qgb+r ve ¢(r)<g@(b)=¢(a) olacak sekilde g,r e D vardir.
Eger alb ise ala—gb oldugundan a|r olur. a|r ise ueD i¢in r=au dur.
(3.1.1)’e gore ¢(r)=¢(au) > ¢(a) olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden r =0 olur. Bu

a =(gb demektir. Dolayisiyla b |a’dir. Fakat a|b idi. Buradan a ~b bulunur.

(¢) (a) sikkina gore, acU (D) ise a~1dir. Oyleyse ¢(a)=¢(1) olur. (b) sikkina
gore, 1|a ve ¢(1) =¢(a) ise 1 ~ a’dir. Buradan a e U (D) bulunur.

(d) (3.1.2)’ye gore 0=qa+r, ¢(r)<¢(a) olacak sekilde g,re D vardir. r=0
oldugunu varsayalim. Bu durumda gq=0 ve (3.1.1)’e gore ¢#(r)=¢(—q(a)) = ¢(a)
olur. Bu ise ¢eligkidir. Bu yiizden r =0 ve ¢(0) < ¢(a) dur.

Tamm 3.1.5: D bir tamlik bolgesi olsun. D tamlik bolgesi ¢ Euclid fonksiyonuna
sahipse D ye ¢ ile ilgili Euclid bélgesi denir.
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¢ Euclid fonksiyonu ile ilgili Euclid bolgesi D ise ¢’yi belirtmek gerekmez. Biz

D’yi kisaca Euclid bolgesi olarak adlandiracagiz.
Teorem 3.1.6: Euclid bolgesi bir esas ideal bolgesidir.

Ispat: D bir Euclid bolgesi olsun. Boylece D, bir ¢ Euclid fonksiyonuna sahiptir.

I, D’de bir ideal olsun. | = {0} ise | :<0> bir esas idealdir. | = {0} olsun.
S={p(X)|xel,x=0}

olsun. | #{0} oldugundan S bos kiimeden farklidir. Euclid fonksiyonunun 4.

ozelligine gore S alttan smirlidir. Iyi siralama ilkesine gore tam sayilarin alttan sinirh
bir kiimesi bir en kii¢iik elemana sahiptir. O halde S bir en kii¢iik elemana sahiptir.

Bu eleman ¢(a), (ael,a#0) olsun. bel ise ¢ Euclid fonksiyonu oldugundan
b=ag+r, ¢(r)<g(a) olacak sekilde q,r e D vardir. I bir ideal, bel ve ael
oldugundan r=b-aqe | bulunur. r=0 ise ¢(r)eS olur (Ciinkii r € 1). Boylece
¢(a) < g(r) elde edilir. Fakat bu ¢eliskidir. Su halde r =0 olmalidir. Dolayisiyla

b=aq ve buradan be (a) elde edilir. Yani | ¢ <a> olur. ael ise <a> c | oldugu

acgiktir. Su halde | = <a> ’dir. Bu da D’de ki her idealin esas ideal olmasi, yani D’nin

esas ideal bolgesi olmas1 demektir.

Z+Z(¥] tamlik bolgesi bir esas ideal bolgesidir. Aksine bu bolge Euclid

bolgesi degildir. Bu, Ornek 3.3.16°da gosterilecektir. O halde Teorem 3.1.6’nin tersi
dogru degildir.

3.2. Euclid Bolgesi Ornekleri

Teorem 3.2.1: (a) Z bir Euclid bolgesidir.
(b) F bir cisim olsun. F[x] bir Euclid bolgesidir.

Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.2.1’den Z ve F[x]’in esas ideal bolgeleri oldugu goriiliir.
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Tanim 3.2.2: m karesiz bir tamsay1 olsun. Vr,s € Q i¢in ¢, fonksiyonu
s :Q(\/ﬁ) —>Q, ¢, (r+sJ/m)= ‘rz —~ msz‘

seklinde tamimlanir. [lerde ¢

(a)’y1 kolaylik saglamasi agisindan N(ea) ile

gosterecegiz. ¢, 'nin 6zellikleri agagidaki 6nerme ile verilir.

Onerme 3.2.3: m karesiz tamsay1 olsun.

(a) m#1(mod4) ise ¢, :Z+Zm —NU{0} bir Euclid fonksiyonudur.

1+\/ﬁ

2

(b) m=1(mod4) ise ¢, :Z + Z( ] — N U {0} bir Euclid fonksiyonudur.

(¢) @ € Q(-/m) olsun. Bu durumda ¢_(ar) =0 < a =0 dur.
) Yo, feQ(Vm) icin 4, () = §,(2).4,(B) "d.

(&) B0 ile Va,BeZ+ZJm icin ¢ (aff)> ¢ () dur.
1++/m

2

(f) Eger m=1(mod4) ise Va,f € Z+Z£ ], L #0 icin ¢ (aff) 2 ¢, () dir.

Ispat: (a) acZ+ Z\/E, yani X,Ye€Z i¢in a =X+ y\/a olsun. Bu durumda,

x> —my* eZ ve ‘xz—myz‘zo, yani ¢ (a)=d, (X+ y\/ﬁ):‘xz—myz‘eNu{O} “dr.

1+\/ﬁ

2

(b) Eger m=1(mod4) ise Z+ Z[ J bir tamlik bolgesidir.

an+Z{

1+\/E]

2

1+\/ﬁ

2

yani X,y € Z i¢in o = X+ y( j =(x+%)+%\/a ’dir. Bu durumda
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(+3)003)

NG +xy+%(l—m)y2

¢m(a>=¢m«x+%)+§ﬁ>=

GNU{O}

dir. Cilinkii %(1 —m) e Z drr.

(d) ae@(«/ﬁ), yani r,se@Q i¢in a¢=r+svYm olsun. O zaman m Xkaresiz

oldugundan
$n(@) =05 ¢, (r+5/m) =0
& ‘rz —msz‘zo
&P =ms?
&r=s=0

<:>r+s\/5=0<:>a=0

d) a,fp e Q(\/E) olsun. O zaman X, y,u,v e Q igin

a:x+yx/ﬁ ve ﬂ:u+v\/ﬁ

dir. Buradan
B (@) = g (x+ ym)(u+va/m))
= ¢, (O +myv) + (xv + yuy/m)
=[(xu-+ myv)* —m(xv + yuy|
=[xeu? + mPyAv —micv? - my*u?|
= (@) 4,(B)

bulunur.



27

() a,feZ+ ZJm , B #0 olsun. (c) maddesine gore, ¢, (f) = 0’dir. Bu durumda

(a) maddesine gore, ¢ (ax)=0 ve @ (f)=1 elde ederiz. (d) maddesine gore,
In(aB) = ¢ (@) (B) 2 4, (a0) dhr.

(f) (a) maddesinde (b)’yi kullanirsak istenen elde edilir.

Teorem 3.2.4: m karesiz tamsay1 olsun. Bu durumda 7Z + ZJm tamlik bolgesi ¢, ’li
Euclid bolgesidir < VX, y € Q icin
¢ (x+ym)—(a+bvm) <1 ... (3.2.1)

olacak sekilde a,b € Z vardir.

Ispat: =: Ilk olarak Z+ Z~Jm *nin ¢..’li Euclid bolgesi oldugunu varsayalim.
X,ye€@Q olsun. Bu durumda r,s,teZ, t#0 icin X+ y\/a =(r +s\/a)/t *dir.
Z+7Z~m iizerinde Euclid fonksiyonu ¢, 'nin varligindan

r+svm =t(a+bvm)+(c+dvm), 4 (c+dvm) <4 (t)

olacak sekilde a+ bvm, c+dvm e Z+Z+/m vardir. Lemma 3.2.4 (d)’ye gore,

da(Oc yVM) — @+ b)) = | T m-{a+bﬁﬁﬂ

t

r+s\/ﬁ—t(a+b\/ﬁ)J

c+d\/ﬁj

t

_dcrdym) |
(D)

bulunur.

<: (3.2.1)’in saglandigim1 varsayalim. Z+7Z~/m *nin ¢.,’1i Euclid bolgesi oldugunu

gostermek i¢in (3.1.1) ve (3.1.2)’nin varligmi gostermeliyiz. (3.1.1) esitsizligi
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Onerme 3.2.3, (e) 6zelligi goz dniine alinarak bulunur. Simdi (3.1.2)’yi gosterecegiz.

t+u«/ﬁ¢0, I’+S\/E, t+u«/ﬁeZ+Z\/a olsun. Bu durumda

PESVM o a0

t+u\/ﬁ
ise
rt —msu st—ru
= [ c =
t* —mu? Q y t* —mu? Q
elde edilir.

t>—~mu® =0 olsun. Dolayisiyla U # 0 dir. Ciinkii U=0 ise t=0 olur. Bu durumda

2

. t . i
t+uvm =0 bulunur. u#0 ve t*-mu’=0 ise m=—, yani +/ ~ b elde edilir,
u u

m karesiz oldugundan Jm rasyonel say1 olamaz. Su halde t* —mu® # 0 olmalidir.

(3.1.1)’e gore, @ ((X+ y\/a)—(a+b\/ﬁ))<l olacak sekilde a+bymeZ+ZJm

vardir. c=r—at—bumeZ ve d =s—au—Dbt € Z olarak alinirsa

c+dvm =(r+svm)—(@a+bJ/m)t+uvm)e Z + ZJm
olur. Buradan

r+svm = (a+byvm)t+u/m)+(c+dv/m)
ve Onerme 3.2.3, (d)’den,
o+ dm) = g, ((r +s3/m) - (a+b/m)(t +u/m)

= g ((x+ ym)(t+usm) - (@ -+ bym)(t +uv/m)
=, ((t+u\/5)((x+ yﬁ)—(am«/ﬁ)))

= ¢, (t+um)g, ((x+ ym) — a+by/m)

< ¢ (t+uvm)

elde edilir. Bu da (3.1.2)’nin ispatini tamamlar.
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Onerme 3.2.5: s>0 olmak iizere £¢ 0 bir rasyonel say1 olsun. Bu durumda bir
S

C € Z tamsayi

r
——c
S

< % olacak bi¢cimde vardir.

Ispat: r tamsayisi s’ye boliinerek r=sgq+t, 0<t<s bigiminde yazilabilir. Bu

durumda r_ q +l =q+t*, 0<t*<1 olarak yazilabilir. Eger t* < % ise
S S

r 1
——al=lt* <=
S q‘ | |<2

elde edilir. Eger % <t*<1 ise L q+1+t*-1 olup |t * —1| < % oldugu goriiliir.
S

;
——c
S

Boylece

:|t*—1| <% bulunur. Sonug¢ olarak S% olacak bigimde

L g+
S

bir ¢ tamsay1s1 vardir.

Teorem 3.2.6: m bir negatif karesiz tamsay1 olsun. Bu durumda Z+7Z~m tamlik

bolgesi ¢, ’li bir Euclid bdlgesidir < m=-1 veya m=-2"dir.

ispat: «<: ilk olarak Z+Z~/m 'nin m=—1 ve m=-2 igin ¢_’li bir Euclid bdlgesi

oldugunu gorelim: X,y €Q olsun. Onceki dnermeye gore |x—a|s

b b
olacak sekilde a,b e Z vardir. Bu durumda
¢m((X+ y\/a)—(aer\/ﬁ)):¢m((x—a)+(y—b)\/ﬁ)
= |(x—ay* —m(y-b)’|
<[x—af"+[mly-bf

£l+zl:§<1
4 4 4

bulunur. Teorem 3.2.5’den dolay1 Z+7ZNm, m=-1 veya m=-2 i¢in ¢, ’li Euclid

bolgesidir.
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=: Simdi Z+ ZJm , ¢,,’1i Euclid bolgesi olsun. Bu durumda Teorem 3.2.5°e gore,
1 1
" [(5+§mj_(a+b¢a)j <1

olacak sekilde a,b € Z vardir. Yani (—m = |m| oldugundan)

2 2
(l—aj +|m|(l—bj <1
2 2

2
dir. Fakat herhangi bir x tamsayisi i¢in %—X 2%, (%—X) 2% oldugundan
1 1 m 1 3 .
Z+|m|.z<l ve buradan da u<1——:— bulunur. Bu ise |m|<3 oldugunu

gosterir. Boylece m=—1 veya m=-2 bulunur.

Ornek 3.2.7: (i) m=—1 olmak iizere Z+Zi’de 2+i#0 icin

¢ ((4+51)(2+1))=¢,(3+14i) =205 ve ¢, (4+5i)=41
dir. Buradan
¢, ((4+51)(2+0)) 2 9., (4+50) .(322)

elde edilir. Diger taraftan

4451 8+6i+5 13 6. 2 1). . 2 1.
— = =—+—i =3+ -2 |+ l+- i =(3+1)+| —=+—i
2(2—i-_)l 5 5 5 5 5 5 5

bulunur. Boylece 4+ 5i :(2+i)(3+i)+(—1) elde edilir. ¢ ,(-1)=1 ve ¢ ,(2+1)=5

oldugundan
¢,(-)<g,(2+1) ...(3.2.3)
dir.

(i) m=—2 olmak iizere Z+Z~2i’de 4+5v2i=3+2v2i)(.)+(..) dir. Simdi
(3.2.1) saglansin. r=4, s=5 ig¢in r+sv2i=4+5J2i ve t=3, u=2 igin
t+U2i =3+2+/2i alalim. Oyleyse
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44521 32+742i
X+ y~/2i =
34221 17

dir. Bdylece X=£ ve y=l elde edilir. Burada X=2+_—2 ve y=0+l
17 17 17 17

yazilabilir. Dolayisiyla a=2 ve b=0 elde edilir. Buradan

C+d~/2i = 1+ 5v2i — (a+b~/2i)(t +u~/2i) =4+5v2i - (2+0+21)(3+ 24/2i)
= 2+2i
bulunur. Simdi buldugumuz degerleri 1+ s+/2i = (a-+b/2i)(t +u~/2i)+(c+d~/2i)

ifadesinde yerlestirirsek
4+5\2i =23+ 22i) + (=2 ++/2i)

elde ederiz. Burada ¢72(—2+\/§i)=|4+2|=6 ve ¢72(3+2\/§i)=|9+8|=17’dir.

Sonug olarak ¢ ,(—2++/2i) < ¢,(3+2+/2i) bulunur.

(iii) m=-2 olmak tizere Z+7Z~2i°de 3++2i 20 icin

4+7V2i _ (4+7V20)(3-+2i) _26+1742i _ 26 17\/—

34+4/2i 11 1111

(3—2i)
=(2+iJ+(2—%j\/§i =(2+2\/§i)+(4_151\/§iJ

11

dir. Buradan

7= (3323 S22

4+7ﬁi=(3+ﬁi)(2+2ﬁi)+(z—ﬁi)

elde edilir.

(iv) m=—1 olmak tizere Z+Zi’de 3+i#0 igin



32

U ,
4+7_|=( +7i)(3 l):19+17|:Q+£i= 5 1) (5 3,
3+1 10 10 10 10

bulunur. Boylece

4+7i:(3+i)(z+zi)+(3+i)(_L_iij
4+7i=(3+i)(2+2i)+(-)
elde edilir.

Teorem 3.2.4’{in ispatina benzer bir yolla agagidaki sonucu ispatlayabiliriz.

Teorem 3.2.8: m=1(mod4) ve m Kkaresiz tamsayr olsun. Bu durumda

Z+Z[1+\/ﬁ

5 J, ¢, 11 Euclid bolgesidir < VX, y € Q icin

¢m[(x+ yﬁ)—(am(”fn}l

olacak sekilde a,b € Z vardir.

m= l(mod 4) olmak iizere Teorem 3.2.6’de kesin olarak belirledigimiz gibi, Teorem

1+«/E

2

3.2.8’dan ¢, ’li Euclid bolgesi olan Z+Z[ ] tamlik bolgesindeki negatif

karesiz tamsayilar1 da belirleyebiliriz.

Teorem 3.2.9: m negatif karesiz tamsayisi igin m El(mod4) olsun. Bu durumda

Z+Z[1+«/ﬁ

2

] tamlik bolgesi ¢, ’1i Euclid bolgesidir < m=-3, -7, -11"dir.
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<1

2 2
(x—a—lh]-—m(y—lbj
2 2

olacak sekilde a ve b tamsayilarmin varlig: gosterilmelidir. Onerme 3.2.6’ya gore

Ispat: <: m=1(mod4) oldugundan x,yeQ ise

1 1 .
|2y—b|£5 ve SE olacak sckilde a ve b tamsayilart vardr.

1
X—a——b
2

m=-3,-7,—11 i¢in

2 2
(x—a—lbj-—m(y—lb]
2 2

elde edilir.

2 2
<[x-a-1b +M|y—lb JL Dy
2 2 4 16 16

1+\/E

2

= Z+ Z[ J tamlik bolgesi ise onceki teoreme gore her x,y € Q igin

2 2
(x—a—lb]-—m(y—lbj
2 2

.. 1 1 ..
olacak bigimde a ve b tamsayilari vardir. Dolayisiyla x =7 y = icin

2 2
(l_a_lb) _m(l_le
4 2 4 2

olacak bicimde a ve b tamsayilar1 vardir. Buradan

EEELFEOIE
3] el

1
>— Ve
2

<1

<1

ve bdylece

bulunur. Diger taraftan %— b| > % oldugundan

l—2a—b
2

o] il e L
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yazilabilir. Boylece %(1+|m|)<1, yani 11+|m/<16 bulunur. |m[<15 ve

mzl(m0d4) oldugu goz Oniine alinirsa m=-3, -7, -11 elde edilir. Dolayisiyla

teorem ispatlanmuis olur.

Teorem 3.2.10: m= 2,3(mod 4) ve m pozitif karesiz bir tamsay1 olsun. Bu durumda

Z+Z\/ﬁ tamlik bolgesi ¢, ’li Euclid bolgesidir<< m=2,3,6,7, 11, 19, 57°dir [4].

Teorem 3.2.11: m= l(m0d4) ve m pozitif karesiz bir tamsay1 olsun. Bu durumda

Z+Z[1+;/EJ tamlik bolgesi ¢, ’li Euclid bolgesidir & m=5, 13, 17, 21, 29, 33,

37,41, 73tiir [4].
Teorem 3.2.10’un 6zel bir durumu olan asagidaki teoremi ispat edecegiz.

Teorem 3.2.12: Z+Z~/m tamlik bolgesi m =2, 3, 6 i¢in ¢, ’li Euclid bolgesidir.

Ispat: m=2, 3, 6 ve X,y € Q olsun. Onerme 3.2.5’¢ gore,

|x—a|§l,
2

1
y—b|s5

olacak sekilde a ve b tamsayilari vardir.

X>0 ve y>0 igin |X—y|>max{|x

y|} alalim. x>y kabul edelim.

x>y =|x|>]y| ve [x—y|=x-y
=|x=y|>|x|
= X—y>X
=y<0

olur. Bu ise olamaz. Oyleyse,

X— Y| < max {|x

y|} "dir.

b

(X—a)2 >0 ve m(y—b)2 >0 oldugundan
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‘(x—a)z—m(y—b)z‘ Smax{|x—a

2,m|y—b|2}

dir. |X—a|2 Si ve m|y—b|2 S% veya m|y—b|2 S% oldugundan

‘(x—a)z—m(y—b)z‘Smax{|x—a2,m|y—b|2} s%
elde edilir. Buradan
¢m(<X+ y\/ﬁ)—(aerx/ﬁ)):‘(x—a)2 —m(y—b)2 <1

bulunur. Teorem 3.2.4’den istenen sonug elde edilir.

m=6 igin Z+7:/6 , ¢, ’I1 Euclid bolgesi olmasin. Bu durumda Teorem 3.2.4°e

gore, VX,yeZ i¢in ¢, ((r + S\/g) —(X+ y\/g)) >1 olacak sekilde r,se@Q vardir.
Yani VX,y € Z igin ‘(r — X)2 - 6(5 - y)z‘ >1 olmalidir. Biz

0<gr+u, S% olacak sekilde & =F1 ve U, € Z
ve
0<e&s+u, S% olacak sekilde &, =F1 ve U, e Z

secebiliriz.
h=er+u,€Q, X, =gx+U €Z
S, =&S+U,€Q, y=¢6Y+U,eZ

olarak alinirsa

1 1
OSrISE, 035135 ... (3.2.6)
ve boylece her X,y e Z i¢in
2 2
(7 =%)"=6(s, v, )| 21 ..(32.7)

bulunur. (X,Y,)=(0,0), (1,0), (~1,0) alinirsa ve bu degerler (3.2.7)’de yerine

yazilirsa



.
> —6s7|>1

¢ fa-ny-es

> ... (3.2.8)

(147)" =65 =1

\
bulunur. (3.2.6)’dan,

K
—ESrf—6sf <

N

2
5 2 2
< —ZS(I—rl) —6s] <1 ... (32.9)

Ly —es<i
_ 2
elde edilir. (3.2.8) ve (3.2.9)’dan,

_%Srlz_6slzg_1 .. (3:2.10)

(i) (1—r1)2—6sl2 =1 veya (ii) —%S(l—rl)z—&f <-1...(3.2.11)

\%

13(1+r1)2—6sfs% .. (32.12)

elde edilir. (3.2.10) ve (3.2.12)’den

1<1+25+(r? - 6s7)<2r,

yani I’IZ% elde ederiz. Fakat I’léé’dir. Oyleyse ﬁ:% olmalhidir. Bu durumda
(3.2.11) (i)’den %—6812:1 olur ki, bu miimkiin degildir ve (3.2.11) (ii)’den

%—6512 <-1, yani s/ 2% olur. Fakat (3.2.12)’den 6s] <(1+ rl)2 -1 :% olur; bu

52 z%, yani §? =% (s = /% ¢ Q) demektir ki, bu miimkiin degildir. Bu da

Z+7~/6 *nm @, "11 Euclid bolgesi oldugunu gosterir.

Onceki teoremlerin sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

36
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Teorem 3.2.13: m#l(mod4) ise K,=Z+ZJm ve m=1(mod4) ise

1+\/H

2

K,=Z+ Z( ] olmak tizere K, tamlik bolgesinin Euclid bdlgesi olmasi i¢in

gerekli ve yeterli sart m = -11, -7, -3, -2, -1, 2, 3,5, 6,7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33,
37,41, 73 olmasidir.

3.3. Euclid Bolgesi Olmayan Bolgeler

Burada ¢, fonksiyonuna gore Euclid bolgesi olmayan Z+7Z\m icin m’nin bazi

degerlerini verecegiz.

Teorem 3.3.1: m pozitif karesiz tamsay1 olsun. (m]:(mj:_l olacak sekilde
p q

birbirinden farkli p ve q asallar1 mevcut ve
pt+qu=m, pJt, qJu
olacak sekilde t ve u pozitif tam sayilari ile

r* = pt(modm)

olacak sekilde bir r tamsayisi varsa Z + ZJm, ¢.,’11 Euclid bolgesi degildir.

ispat: Z+7Z~/m, ¢_’li Euclid bdlgesi olsun. Bu durumda
rm=my+5, ¢,(5)<4,(m)
olacak sekilde y,0 € Z + ZJm vardur. y =X+ y\/a alinirsa,
¢m(r\/ﬁ—m(x+ y\/ﬁ)) <@, (m)
yani ‘mzx2 -m(r— my)z‘ <m® elde edilir. Oyleyse
‘mx2 —(my - r)z‘ <m
olur. Boylece

mx* —(my — r)2 =mx* —m’y* +2myr —r’
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—rz(modm)

—pt(modm)
ve 0< pt< pt+qu =m oldugundan

mx’ —(my—r)2 =—pt veya mx’ —(my—r)2 =m- pt
olmalidir. Dolayisiyla X =X, Y =my—r ise

mX*—Y?=—pt veya mX>-Y*=qu
olur. mX?>-Y?=—pt olsun. m =—1 oldugundan m ’dir. Biliyoruz ki, p asal
p g p y p
p

k+1

say1 iken p“|m ve p“'fm ise k sayisina, p°|m sartim saglayan ¢ (e>0)

sayilarinin en biiyiigiidiir denir ve bu durum p*|m ile gosterilir. Simdi pJt

K+1 ||

oldugunda p|/—pt oldugunu gorelim. p /[t iken p }( —pt ise p*||—pt olacak
sekilde k > 0 vardir. Oyleyse —pt= p**"'.x olacak sekilde X eZ vardir. Buradan
—t=p*“x ise p“|t olur. Boylece p|t elde edilir. Bu ise celiskidir. Dolayisiyla,

pft iken p||—ptolur. Buyiizden pJ X ve p/Y ’dir. Ayrica
B
P p P

oldugundan bu [mj =—1 olmastyla celisir. Bu ise Z+7Z~/m *nin ¢,, fonksiyonuna
Y

gore Euclid bolgesi olmadigini gosterir.

Simdi mX’-Y*=qu olsun. [%J =—1 oldugundan qJm elde edilir. Oyleyse
g/ uoldugundan q|/qu olur. Buyiizden pJ X ve p/Y ’dir. Bu

q q q
olmasini gerektirir. Bu ise (mj =—1 olmasi ile ¢elisir. Bu da Z+7Z~/m ’nin ¢.’li

q

Euclid bolgesi olmadigini gosterir.
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Asagida Z+7Z\m yi ¢, ’1i Euclid bolgesi yapmayan bazi m degerlerini belirlemek

i¢cin Teorem 3.3.1°1 kullanacagiz.
Teorem 3.3.2: Z+7Zm, m=23, 47,59, 83 i¢in ¢_’li Euclid bdlgesi degildir.

Ispat: Teorem 3.3.1°den asagidaki tablo olusur.

m p q t u r
23 3 5 1 4 7

47 3 5 4 7 23
59 3 7 15 2 24
83 3 5 1 16 13

Ornek 3.3.3: m=23,t=1, p=3,u=4,q=>5,ver=7degerleri i¢in

523
2B -3

bulunur. Ayrica pt+qu=3.1+54=23=m, 3/1 ve 5] 4 ’tiir. Burada

Ve

7% =3(mod23)
pt=3.1=3
oldugu goriiliir. Oyleyse Z+Z~23 , ¢, ’lii Euclid bolgesi degildir.

Onerme 3.3.4: |a| <n olmak iizere a=b(modn) ise

a:b_nﬂgﬂ veya a:b—nﬂﬂgﬂ
n n

dir.
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|a|<n:>‘

<l=>-1<— <1:[[]| Oveyaﬂaﬂ -1
n n n

rren=lalesl il
S
=)

142
n

dir.

=k=

[rl-o= =1l

dir. Oyleyse a=b—n H%ﬂ veya a=b-n

slm

Sl

ﬂ elde edilir.

Teorem 3.3.5: m=1(mod4) olmak iizere m bir pozitif karesiz tamsay1 olsun.

(mj = [mj =—1 olacak sekilde birbirinden farkli p ve q asal sayilar1 ve

P q
p||(m—1)r2—4m|1%1|,

g II(m—l)r2—4mﬁ(m;—l)rzm_4m
1++/m

olacak sekilde r tek tamsayis1 varsa Z + Z( J ¢_’11 Euclid bolgesi degildir.

' € 7 ’dir. Bu yiizden

m+r\/ﬁ_m—r+r(l+\/ﬁjez+z(l+\/ﬁ]
2 2

Ispat: m ve r her ikisi de tek oldugundan m-

2 2

1+Jm

olur. Z + Z( J ¢_’li Euclid bolgesi olsun. Bu durumda
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m+rJm
— - my+6, ¢,(5)<d,(m)
olacak sekilde y,0 €Z +Z(l +;/E] elemanlar1 vardir. Boylece y = x+ y(l +£/Hj

olarak alinirsa

¢{@m(x+y(”fm<¢m(m)

bulunur. Buradan

olur. Burada esitsizligin her iki yan1 4 ile carpilirsa
m

‘m(l—Zx—y)2 —(r—my)z‘ <4m
elde edilir. X =1-2x—y ve Y =r—my alinirsa
ImX? =Y?| < 4m

bulunur. m=1(mod4) ve her u, v tamsaysst i¢in (u+2v)" =u?(mod4) oldugundan

(X +2x)’ = X*(mod4) = X’ =(1-y’)(mod4)
elde edilir. Ayrica Y? =1’ =2rmy+m’y” ve r’ =1(mod4) oldugundan

Y?=1-2ry+y’(mod4)
bulunur. r=1(mod4) ise Y2=1-2y+y’=(1-y) (mod4)dir. r=3(mod4) ise
Y2=1-6y+y’=1-2y+y>=(1-y) (mod4) olur. Sonug olarak
mX?*-Y?=(1- y)2 -(1- y)2 =0(mod4)

elde edilir. Ayrica

mX?—-Y?=-Y? =—r’(modm)
dir. mzl(m0d4) ise 4|m-1°dir. Buradan 4|(m-1)r* olur, yani

(m—l)rzzO(mod4) tir. sz—YzzO(mod4) ise sz—Yzz(m—l)rz(m0d4)
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elde edilir. Yine mX?—Y? =-r*(modm) ve —r*=(m-1)r*(modm) ve (4,m)=1
oldugundan
mX*-Y?=(m-1)r?(mod4m)

elde edilir. Béylece Onerme 3.3.4’¢ gore

mXZ—Yzz(m—l)r2—4mH%m

veya

mx>—Y? :(m—l)r2—4mﬁum—4m

bulunur. ik durumdan p||mX?*-Y?*"dir. [mj =—1 oldugundan p/|m’dir. Bu
Y

pfX ve p|Y olmast demektir. Bu durumda
B
Y p Y

elde edilir. Bu durum (m]:—l olmasi ile gelisir. Tkinci durum icin de benzer

islemler yapilir.

1+\/§
2

Simdi Z+Z( J’nin ¢’ Euclid bolgesi olmadiint gostermek icin

Teorem 3.3.5’1 kullantyoruz.

1+\/§

2

Teorem 3.3.6: Z + Z( j , ¢, ’1i Euclid bolgesi degildir.

Ispat: m =53, q =19, p =5 ve r = 29 degerleri i¢in yukaridaki teoremi kullaniyoruz:
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_ @.(_1).@ _ (_1)@2 ~(=1).1=-1

52.292ﬂ

4m 4.53

(m—1)r? —4mﬁMH=52—292 —4.53.“

=43732-212.206=60=23.5
=43732-43672=-152=-19.2°

1+\/§]
2 9

bulunur. Buradan 5(2°3.5 ve 19||-19.2° elde edilir. Oyleyse Z+Z[

¢5, 1t Euclid bolgesi degildir.

Teorem 3.2.9’un bir sonucu Z+Z[ bolgesinin ¢ ,’lu Euclid bolgesi

1+4-19
2

olmamasidir. Bu bolge diger fonksiyonlarla da Euclid bolgesi degildir.

Z+Z[#J bolgesinin evrensel yan bodlene sahip olmadigmi ve ayrica bir

fonksiyonla Euclid bélgesi olmadigin1 gosterecegiz.

Simdi evrensel yan bdleni tanimliyoruz. Bir D tamlik bdlgesi igin
D=U(D)u{0}

olarak tanimlanir. Bu durumda D—D =@ olmast i¢cin gerekli ve yeterli sart D’nin

bir cisim olmasidir.

Tanmm 3.3.7: D bir tamlik bolgesi olsun ve D bir cisim olmasin. ue D — D olsun.
Her xe D i¢in u|Xx—z olacak sekilde bir z e D mevcut ise u’ya bir evrensel yan

bolen denir.

Teorem 3.3.8: D cisim olmayan bir tamlik bolgesi olsun. D evrensel yan bdlene

sahip degilse D, Euclid bolgesi degildir.

Ispat: D, Euclid fonksiyonu ¢ ile Euclid bélgesi olsun ve evrensel yan bdlene sahip

olmasin.
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S={¢(v):ve D-D}
ile tanimlhi tamsayilarin altkiimesini g6z Oniine alalim. D cisim olmadigindan
D-D#@ ve S bos kiimeden farklidir. Euclid fonksiyonunun 4. 6zelligine gore S
alttan sinirhdir. Bu durumda S en az bir ¢(u) (ueD- D ) elemanina sahiptir. D, ¢
ile Euclid bolgesi oldugundan X € D igin

Xx=uy+2z ve ¢(z)<gp(u)

olacak sekilde y,z € D vardir.

Z=0=X=uy ve u|X
ve

0= ¢(z)<g(u)

oldugundan z ¢ D — D, yani z €U (D) ’dir.

Her iki durumda u|x—z olan ze D vardir. Bu ise u’nun evrensel yan bdlen

oldugunu gosterir. Bu bir ¢eligkidir.

m=2,3(mod4) olmak iizere m karesiz tamsay ise Z+7Zm, m=—1 ve m=-2
icin ¢, ’li Euclid bolgesidir ve m<-2 (Teorem 3.2.6) i¢in ¢, ’li Euclid bolgesi

degildir. Simdi Z+7~Jm ’nin m<—2 olmak iizere bir fonksiyonla Euclid bolgesi

olmadigini géstermek i¢in Teorem 3.3.8’1 kullanacagiz.

Ornek 3.3.9: p asal ve m<—(p+1) olmak {izere m bir tamsay1 olsun. Z + Z~Jm *de

p’nin indirgenemez oldugunu gosteriniz.

Coziim: p asal olsun. m negatif tamsayis1t m < —(p+1) sartin1 saglasin. Z + ZJm >de

p’nin indirgenebilir oldugunu varsayalim. Bu durumda

a+b\/ﬁeZ+Z\/ﬁ ve c+d\/HeZ+Z\/ﬁ

elemanlart vardir ve a+b+/m,c+d+/m ¢U (7 + ZNm ) olmak iizere

p=(a+b\/5)(c+dx/a)

dir. Her iki tarafin moduliini alirsak,
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p’ =(a’ —mb*)(c’~md?)
elde ederiz. a’—mb®> ve c¢*—md® sayilan pozitif tamsayilardir ve p asaldir.

Dolayisiyla a>—mb* =1, a’—mb’* = p veya a’ —mb* = p*’dir.

Eger a’-mb’=1 ise (a+b«/ﬁ)(a—bx/ﬁ):1’dir. a+bvm eU(Z+2ZJm) olur.

Bu olamaz.

Eger a’—mb*=p’ ise ¢’—mb”>=1’dir. Buradan (C—i—dx/ﬁ)(c—d\/ﬁ):l olur.

Boylece c+d Jmeu (Z+ Zm ) olur. Bu yine olamaz.

Eger a* —mb” = p ise p karesiz oldugundan b # 0 dir. Oyleyse
p=a’-mb’>-mb>>(p+DHb°>p+1>p

elde edilir. Bu bir geligkidir. Oyleyse Z+ Z~Jm *de p indirgenemezdir.

Ornek 3.3.10: a) m bir tamsay1 olmak iizere m<—1 i¢in U (Z+Z\/H )={F1} ve

m=—1 i¢in U (Z+Zi)==£1,+i oldugunu gosteriniz.

b) m<0 ve m=1(mod4) olsun. Bu durumda m=#-3 ise Z+Z(

1+\/Ej, .
> nin

birimleri +1°dir. m=-3 ise birimler =*1, i{#] ve i(#] "dir.
Coziim: a) m<—-1 ve meZ olmak lizere o €U (Z+Z\/ﬁ ) olsun. Bu durumda
a.f =1 olacak sekilde a=a+ bvm ve p=Cc+ dvm elemanlar: vardir. Yani
(a+ b\/a)(c +d \/E) =1’dir. Buradan

(ac+bdm)+(ad +bc)vm =1
bulunur. m<—1, v/m e R—Q oldugundan ac+bdm=1 ve ad +bc = 0’dir.Yani

(a” —mbz)(c2 -md?)= (ac+bdm)’ —m(ad +bc)’ =1
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dir. m< -1 oldugundan a*—mb’ sayis1 1’i bdlen bir pozitif tamsayidir. Bu yiizden
a’—mb’> =1 olur. b=0 ise m<—-1 oldugundan

l1=a’-mb’>-mb*>b’>1
olur ki, bu bir geliskidir. Bu yiizden b=0 ve a=7F1"dir. Buise a =F1 demektir. Su
halde

U(Z+Zm) c{-11}
dir. F1€U(Z+2Zm) oldugu agiktir. Yani {~1,1} cU(Z+Z«/m) dir. Oyleyse
U(Z+ZJm) = {71}
dir. a+bieZ+Zi birim olsun. (a+bi)(c+di):l olacak sekilde c+dieZ+Zi
vardir. Oyleyse (a2+b2)(cz+d2)=l’dir. a’+b’=1ise a=0, b=+1 veya a==I,

b =0 bulunur. Buradan a-+bi=*1 veya +i birimleri elde edilir.

b) m=-3 icin Z+Z(

1+\/3] de x:a+b[l+\/3

2 2

1= (a + b(l * \/ZBKC +d [1 * \/_B olur. Her iki tarafin normunu alirsak

] birim olsun. Bu durumda

-3
2 2

elde edilir. Buradan

2
olur. Yani a*+ab+b*=1 bulunur. b>2 olsun. Oyleyse b*>>4 ve % >3 olur.

Buradan

2 2
(“9) 1239
2 4

elde edilir. Bu olamaz. Bu durumda b <2 olmalidir. b =+1 veya b =0"dir. Tim

birimler;

b=1= a*+a=0 = a=0veyaa=-1 = x=1

a X

+-3 ~1++4/-3
y T
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b=-1= a*-a=0 = a=0veyaa=1 = X:_l_—z\/z veya le_\/__3,

b=0 = a’=1 = a=+11 = x=+=1

olarak bulunur.

m=-3 i¢in Z+Z[ 5

m<-7 ve 1=(a+b(l+fn£c+d[l+mn olur. Her iki tarafin normunu

1+;/H],de X=a+b[1+\/a

J birim olsun. Bu durumda

2

alirsak,

( bT mb?> [ djz md? ( bjz mb?>
I=||a+=| — C+— | — = l=la+—| -
2 4 2 4 2 4

2 2
mb > % >1’dir. Dolayisiyla b#0 igin

olur. Diger taraftan —m=>7’dir. Yani

_mh2 2 2
rzb >1 ile 1=(a+g] - m4 celisir. b=0 olmalidir. b=0 ise, a’ =1 ve a==1

olur. Oyleyse X =1 elde edilir.

Teorem 3.3.11: m= 2,3(m0d4) ve M< -2 olmak lizere M negatif karesiz tamsay1

olsun. Bu durumda Z+Zv/m Euclid bolgesi degildir.

Ispat: D=Z+ Z~Jm olsun. Yukaridaki ornege gore m<-2 i¢cin U(D)= {—1,1}
oldugundan D = {~1,0,1} *dir. D de bir evrensel yan bdlen u olsun. Bu durumda u,
2—-1, 2—-0, 2+1 degerlerinden birini bolmelidir, yani 1, 2, 3 sayilarindan birini
bolmelidir. Fakat evrensel yan bolen birim degildir, yani U sayisi i¢in u f1°dir. Bu

yiizden u|2 veya u|3 olur. m=2,3(mod4) ve m<-2 oldugundan m<-5"tir.

Yukaridaki 6rnege gore 2 ve 3’lin her ikisi de D’de indirgenemezdir. Burada

miimkiin olan evrensel yan bolenler 2, -2, 3 ve -3’tiir. Evrensel yan bolen tanimina

gore her xe D i¢in u|x—z olacak sekilde bir z e D vardir. x=+meZ+ZJm
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alalim. uv=2, -2, 3, -3 sayilarindan higbiri Z+Z«/ﬁ nin elemanlar1 olan \/ﬁ—l,
Jm , J/m +1°den birini bélmez.

Ornegin 2|\/ﬁ olsun. vm =2.x olacak sekilde xeZ+ZJm vardr. Dolayisiyla

a,beZ igin xX=a+ bvm olmak iizere +/m = 2(a+ b\/ﬁ) ’dir. Buradan 2a=0 ve

2b=1 elde edilir. Ama a+ bx/ﬁ =0+ %x/ﬁ ¢ 7+ Z\/E olur. Dolayisiyla 2/ \/ﬁ

olur. Oyleyse Z +7Z~Jm ’nin evrensel yan boleni yoktur. Bu yiizden Teorem 3.3.8’¢
gore D Euclid bolgesi degildir.

Teorem 3.3.13’1i ispatlamak i¢in asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 3.3.12: p asal olsun. m=1(mod4) ve m<—(4p+1) olmak iizere m karesiz

1+\/ﬁ

2

bir tamsay1 olsun. Bu takdirde Z + Z( J ’de p elemani indirgenemezdir.

Coziim: p asal olsun. m=1(mod4) ve m<—(4p+1) olmak iizere m Karesiz bir

1+\/E

2

durumda p={a+b(l+mﬂ C+d[1+;/ﬁﬂ olacak bi¢imde

2

a+b[1+\/a]eZ+Z 1+;/HJ ve c+d(1+mjeZ+Z[l+mJ

tamsay1 olsun. Z+Z( )’de p’nin indirgenebilir oldugunu varsayalim. Bu

2 2 2

elemanlar1 vardir ve a+b(1+fj,c+d(l+\/ﬁJ$U(Z+Z[1+\/HJ]’dir. Her

2 2

iki tarafin modiiliinii alirsak,

{3y =)
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2 2 2 2
elde ederiz. (a+gj _m:> ve (C+%) —mj sayilar1 pozitiftir ve p asaldir.

Dolayisiyla

( b]z mb? ( b]z mb? ( bjz mb*
a+—| — :1, a+—| — =pveya|a+—| — =p
2 4 2 4 2 4

2 2
dir. Eger(a+gj - mf =1 ise ((a+%)—@}((a+9j+@le ve boylece

2

a+b(l+ﬂeu(2+z(l+ﬁﬁ

2 2

N bY mb> . d) md? )
olur. Bu bir celigkidir. Eger a+5 ) =p° ise C+E 2 =1 ve boylece

((C + 9) - @] ([c + gj + @J =1 olur. Buradan

2 2

c+d(1+ﬁJeu(Z+Z(”ﬁD
2 2

2

= p ise p tam kare olamayacagindan b =0

2
bulunur. Bu da celiskidir. (a + gj _ m4

olmalidir. Ayrica
b)" mb>_ mb? b? 1 1
=la+—| - > — >(4p+1)—=| p+=|p*>2p+—>
p ( j 2 (4p+l) (p 4j p+7>P

2 4
1+\/H

2

dir. Bu ise celiskidir. Oyleyse Z + Z( J ’de p elemani indirgenemezdir.

Teorem 3.3.13: mzl(mod4) ve m<-11 olmak ilizere m bir negatif karesiz

1+\/ﬁ
2

tamsay1 olsun. Bu durumda Z + Z( j , Euclid bolgesi degildir.
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1+\/ﬁ

2

fspat: D=7+ Z[ ] olsun. m#-3 oldugundan U (D)= {11} dir. Oyleyse

D= {~1,0,1} olur. D de bir evrensel yan bolen u olsun. Bu durumda u, 2-1, 2-0,

2+1 sayilarindan birini bolmelidir. Yani u sayist 1, 2 veya 3 sayilarindan birini

bolmelidir. u birim olmadigindan u sayis1 2 veya 3’ii boler. m<-15 oldugundan

1+\/ﬁ
2

yukaridaki ornege gore 2 ve 3’lin her ikisi de Z+Z( ]’de indirgenemezdir.

Bu yiizden sadece miimkiin olan yan bdlenler 2, -2, 3 veya -3’tiir. Evrensel yan bolen

tanimina gore her X € D i¢in u | X —z olacak sekilde bir z € D vardir.

1+\/E]

1
x_5(1+\/5)eZ+Z( .

alalim. u=2, -2, 3, -3 bdlenlerinden biri Z + Z(

1+\/ﬁj, .
> nm

%(—H\/ﬁ):%(H\/ﬁ)—l, %(H\/ﬁ), %(3+\/ﬁ):%(1+\/ﬁ)+1

elemanlarindan birini bdlmelidir. Fakat u bu elemanlardan hig birini bdlmez. Oyleyse
boyle evrensel yan bdlenler yoktur. Bu ylizden Teorem 3.3.8°’e¢ goére D, Euclid
bolgesi degildir.

Her esas ideal bolgesinin Euclid bolgesi olmasi gerekmedigini gostermek igin

asagidaki normu tanimliyoruz.

Tanim 3.3.14: D tamlik bolgesi ve N : D — Z bir Euclid fonksiyonu olsun. Ayrica

XeD i¢in N(X)>0 ve Xx#0 ise N(x) >0 olsun.

Eger her a,be D icin b|a veya s,t e D elemanlart 0 <N(sa—th)<N(b) olacak

bicimde mevcut ise N’ye bir Dedekind Hasse normu denir.

Onerme 3.3.15: D bir tamlik bélgesi olsun. D tamlik bdlgesi esas ideal bolgesidir

<> D bir Dedekind Hasse normuna sahiptir.
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Ispat: <: D bir Dedekind Hasse normuna sahip ve | # {0} ideali D’nin bir ideali
olsun. S :{N(X)| X#0,Xe I} ise ScN ve S’dir. bel olmak tizere N(b),
S’nin en kiiclik eleman1 olsun. a#0 ve ael ise (a,b) c | ’dir. N(b) ’nin tanimina
gore b|a’dir. Dolayisiyla @ =bx olacak bigimde bir X € D vardir. Buradan a e <b>

bulunur. Boylece Ic<b> olur. bel oldugundan <b>c | °dir. Bu ise I=<b>

oldugunu gosterir.

=: Bu kismin ispati1 i¢in [8] nolu kaynaga bakilabilir.

Ornek 3.3.16: D:Z+Z((1+\/—19)/2) kuadratik tamsay1 halkas1 olsun. D

uzerinde tanmimli

(1++-19)

N|a+b =a’+ab+5b’

normun Dedekind Hasse normu oldugunu gosterip, Onerme 3.3.15’e gore D’nin esas

ideal bolgesi oldugunu gosterecegiz.

Coziim: D’nin sifirdan farkli elemanlart «, f ve S X a olsun. Bu durumda

0<N(sa—tB)<N(pB)

olacak bicimde s,te D elemanlarinin mevcut oldugunu gosterelim. Bunun igin

O0<N (%S —tj <1 oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ >0 ve (a,b,c) =1 olmak {izere

a _a+by-19
B C

ax+ Dby +cz =1 olacak bicimde X, Y,z € Z vardir. Onerme 3.2.6’ya gére

olsun. B[« oldugundan c>1dir. (ab,c)=1 oldugundan

ay —19bx
C

<

1
2
olacak bicimde bir qeZ vardir. S=Yy+Xv-19, t=q—-2+-19 olsun. Eger c>5

ise
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(ay—19bx—cq)2 +19(ax+by+cz)2 4
c? -

elde edilir. Buise 0 <N (%S —tj <1 oldugunu gosterir. ¢ =2 olsun. Bu durumda a

ve b tamsayilarindan biri tek digeri ¢ifttir. Ciinkii % Z Z+Z(

B i s

alinirsa

<1

1
2 2 2

0< N(%s_tj: N[a+bm_(a—l)+bmJ

bulunur. ¢=3 olsun. Simdi 3]a’+19b> oldugunu gdsterelim. 3|a’+19b

oldugunu kabul edelim. 3|18b* oldugundan 3|a’+19b> —18b*, yani 3|a’+b’ elde

edilir. Bu ise 3|a ve 3|b oldugunu gosterir. ¢=3 oldugundan bu durum
(a,b,c) =1 olmasiyla gelisir. Su halde 3 | a* +19b* olur. Dolayisiyla
a’+19b”> =3q+r, 1<r<2

olacak bi¢imde q ve r tamsayilar1 vardir. Bu takdirde s=a—b+/-19 ve t=q alinirsa

N(%s—tj: N[@.(a—b@)—q} N (M—q]

c

3q+r r ry r> 4
( 3 q] (q 3 qj @ 979"

bulunur. Son olarak ¢c=4 oldugunu varsayalim. Bu durumda da a ve b

tamsayilarinin her ikisi de ¢ift olamaz. a ve b tamsayilarindan biri tek digeri cift
olsun. Bu ise a’+19b’ tamsayisinin tek tamsay1 oldugunu gosterir. Su halde

0<r<4 olmak iizere a’+19b> =4q+r olacak bicimde q ve r tamsayilar1 vardr.

Bu durumda s=a—-b+v/-19 ve t=q alinirsa N (%S —t] <1 oldugu goriilir. a ve b

tamsayilarmin ikisi de tek ise a’+19b’ :1+3(m0d 8) yazilabilir. Bu durumda
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a’+19b> =8q+4 olacak bicimde qeZ vardir. Bdylece s= 87V e t= q

alimirsa 0 < N (%S —t] <1 elde edilir.

Su halde daima 0 < N (gs—tj <1 olacak bicimde s,te D elemanlar1 mevcuttur.

Bu ise N normunun bir Dedekind Hasse normu oldugunu gésterir. Onerme 3.3.15’¢

gore D bir esas ideal bolgesi olur.



BOLUM 4. TEK TURLU PARCALANMALI BOLGELER

4.1 Tek Tiirlii Parcalanmal Bolgeler

Teorem 4.1.1: m=1(mod4) ise Km:Z+Z(1+;/E) ve m#l(mod4) ise

K, = Z+7Zm olsun. Bu durumda K,,’de sifirdan farkli, birim olmayan her bir

eleman indirgenemezdir veya indirgenemez elemanlarin ¢arpimi bi¢iminde

yazilabilir.

Ispat: o indirgenemez ise ispat biter. Simdi n iizerinden tiimevarimla ispat yapalim.
Nn=2 olmak tizere P(n) 6nermesi soyle tanimlansin; o, K, ’de sifirdan farkli, birim
olmayan bir eleman ve N(a)<n ise a indirgenemez olsun veya « , indirgenemez

elemanlarin ¢arpimi big¢iminde yazilsin.

N=2 olsun. N(@)<2 olur. N(«) birim olmadigindan N(«)=2’dir. «
indirgenemez olmasin. Bu durumda o = Sy olarak yazilabilir. Oyleyse
N(a)=N(f).N(y)=>22=4

tiir. Bu ise olamaz. Su halde a indirgenemezdir. Yani n=2 i¢in ifade dogru olur.

Teorem n i¢in dogru olsun. Yani « sifirdan farkli ve birim olmayan N(a)<n

sartin1 saglayan bir eleman ise ¢, ya indirgenemez ya da indirgenemez elemanlarin

carpimi bigiminde olsun.

Simdi iddianin (n+1) i¢in dogru oldugunu gosterelim. « sifirdan farkli, birim

olmayan bir eleman ve N(a)<n+1 olsun. N(@)<n ise tiimevarim kabuliine gore
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iddia dogrudur. O zaman n< N(a)<n+1 kabul edelim. « indirgenemez ise ispat
biter. Su halde o indirgenemez olmasm. o = Sy olup, N(a)=N(L).N(y)=n+1
oldugundan N(B)<n ve N(y)<n olur. Timevarim kabuliine gére S ve y

elemanlar1 ya indirgenemezdir ya da indirgenemez elemanlarin ¢arpimi bigimindedir.

Boylece o 'nin indirgenemez elemanlarin ¢arpimi bigiminde yazildig: goriiliir.

Tanmm 4.1.2: K asagidaki 6zelligi saghiyorsa, K ’ye tek tiirlii parcalanmali bolge

denir. a,,...,a,, p,,..., B, indirgenemez elemanlar ve ¢ birim olmak iizere

a,..o =gpp,...0

olsun. Bu durumda r =s’dir ve o :{1,2,...,r} —{1,2,...,r} bir permiitasyon (birebir,

orten dontisiim) olmak iizere, ¢; sayisi ﬂ% sayist ile ilgidir.

Ornek 4.1.3: K_, tek tiirlii par¢alanmali bélge degildir.

Coziim: 1-+/-13,1+/-13 e K_, i¢in
(1-v=13).(1++-13) = 14=2.7
dir. 1-v/-13 indirgenemez olmasin.
1—\/—_13:(a+b\/3).(c+d\/—_13)
olacak sekilde birimden farkli a+bv—13,c+dv/-13 ¢ K_,; vardir. Her iki tarafin
normunu alirsak 14 = (a2 +13b2)(c2 +13d2) olur. a’+13b*=2 ve ¢’ +13d* =7

olmalidir. Fakat iki esitligin de ¢dziimii yoktur. Oyleyse 1--13 indirgenemezdir.
Benzer sekilde 1+ J-13 sayisinin da indirgenemez oldugu gosterilir. Simdi 2
indirgenemez olmasin. Dolayisiyla 2=(a+b\/—_13 )(C+d\/—_13 ) olacak sekilde
birimden farkli a+bv-13,c+dv-13 ¢ K ,; elemanlar1 vardir. Her iki tarafin

normunu alirsak 4= (a2 +13b2)(c2 +l3d2) olur. Dolayisiyla a’*+13b°*=2 ve
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¢’ +13d*>=2 olmahdir. Fakat iki esitligin de ¢oziimii yoktur. Oyleyse 2

indirgenemezdir. Benzer sekilde 7°nin de indirgenemez oldugu goriiliir. Sonug olarak

2,7, 1++/-13 ve 1-+/—-13 indirgenemez elemanlardir.

Simdi 2~1++/—13 olsun. Bu durumda 2|1++/—13 ise 1++/—13 =2(a+b~+/-13)

olur. Boylece 1=2a ve 1=2b elde edilir. Bu ise a,beZ olmas: ile gelisir.
Dolayisiyla 2 +1++/—13 ’tiir. Simdi 2 ~1—-+/—13 olsun. 2|1-+/-13 ise
1-+-13=2(a+bv-13)

dir. Oyleyse 1=2a ve —1=2b’dir. Bu ise a,beZ olmasi ile gelisir. Dolayisiyla

2 +1—+/-13’tiir. Oyleyse K_,, tek tiirlii par¢alanmal1 bolge degildir.

Teorem 4.1.4: K_ tek tiirlii par¢alanmali bolgedir < K ’nin her indirgenemez

elemani asaldir [2].

Sonuc 4.1.5: K_ bir esas ideal bolgesi ise K tek tiirlii par¢alanmali bolgedir.

Ispat: 7, K_’de indirgenemez bir eleman ise Teorem 2.4.3’e gdre, 7 asaldur.

Teorem 4.1.4°e gore K, tek tiirlii pargalanmali bolgedir.

Teorem 4.1.6: K_ tek tiirlii parcalanmali bolge olsun. «, 5 € K, olmak lizere a ve
/3 ’nin birimden bagka ortak boleni olmasin. Eger n pozitif tamsayisi igin aff = &y"
esitligini saglayan bir y € K, varsa

a=&y

132527;

olacak bi¢imde ¢, &, birimleri ve y,,y, € K elemanlar vardir [2].
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Teorem 4.1.7: a ve b sifirdan farkli tamsayilar ve (a,b)=c olsun. a|a ve «a|b
olacak bicimde a € K, varsa a|c dir. Ozel olarak a ve b aralarinda asal ise a ve

b’nin K ’de birimden baska ortak asal b6leni yoktur.

Ispat: (a,b)=c ise ar+bs=c olacak bicimde r ve S tamsayilar1 vardir. & |a ve
a|b ise a|ar+bs’dir. Diger bir deyisle « |c ’dir. Ozel olarak a ve b aralarinda
asal ise C=1"dir ve a|C oldugundan & birim olur.

Ornek 4.1.8: K_,, tek tiirlii pargalanmali bolge degildir.

Coziim: Once K_,, de 2’nin indirgenemez oldugunu gorelim.

2 2 2 2
2:(a+b\/—47j£c+d2\/—47]:aﬂ slsun. Buradan 4:(a +47b j(c +47d j

2 4 4
olur. 2=af 1se 4= N(a).N(p) dir. Eger N(a) =1 ise & birimdir. Eger N(a) =2

2 2
ise % =2 ve boylece a*+47b>=8 bulunur. b#0 ise 8§=a’*+47b>>47

veya b=0 ise a’=8’dir. Bu iki durum icinde ¢6ziim yoktur. Oyleyse 2

1+FJ(1_ 2_47]’dir. Fakat 2){(%} ve

indirgenemezdir. Ayrica 2 |[

2 (#j “dir. Dolayisiyla 2 asal degildir. Teorem 4.1.4°e gore K_,, tek tiirli

pargalanmali bolge degildir.

Teorem 4.1.9: m<0 ise K, tek tiirlii pargalanmal bolgedir < m, -1, -2, -3, -7,

-11, -19, -43, -67 veya -163 sayilarindan biridir [2].

Teorem 4.1.10: 2<m<100 olmak tizere m’nin 38 degeri i¢in K tek tiirli

pargalanmali bolgedir. Bunlar, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14, 17, 19, 21, 22, 23, 29, 31, 33,
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37,38, 41, 43, 46, 47, 53, 57, 59, 61, 62, 67, 69, 71, 73, 77, 83, 86, 89, 93, 94, 97°dir

[2]-

Onerme 4.1.11: a) «a, K ’nin bir elemam olsun. o ’nmn normu asal ise «

indirgenemezdir.

b) K., tek tiirlii pargalanmali bolge ve N(«) asal ise o asaldir.

Ispat: a) N(a) asal olsun. « ’nin indirgenemez olmadigim kabul edelim. Bu
durumda S ve y birimden farkli elemanlar olmak iizere « =y biciminde
yazilabilir. Buradan N(a)=N(#)N(y) elde edilir. g ve y birimden farkh

oldugundan N(£)>1 ve N(y)>1’dir. Buise N(&) nin asal say1 olmasi ile ¢elisir.

b) N(«) asal ise (a) sikkina gore « indirgenemezdir ve Teorem 4.1.4°¢ gore o asal

eleman olur.

Ornek 4.1.12: a) Z+Zi’de N (1+2i)=5 oldugundan 1+2i asaldur.

b) Z+7Z\2i°de N (1+\/§i) =3 oldugundan 1++/2i asaldr.

Onerme 4.1.13: a) K_ tek tiirlii parcalanmali bolge, € K_, a#0 ve a birim

m?

olmasin. Bu takdirde 7 |« olan bir 7 asal eleman1 vardir.

b) K, tek tiirlii par¢calanmali bolge olsun. @ ve S ’nin birimden baska ortak boleni

yoktur << a ve [ ’nin hicbir asal bdleni yoktur.
Ispat: a) Ispat1 aciktir.

b) =: a ve f’nin birimden baska ortak bdleni yoksa & ve £ ’nin ortak asal boleni

olmadig agiktir.
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<: a ve [ ’nin ortak asal boleni olmasin. Simdi « ve £ ’nin birimden farkli bir y
ortak boleninin mevcut oldugunu kabul edelim. y birimden farkli oldugundan (a)
stkkina gore, o 'nin bir 7 asal boleni vardir. Dolayisiyla 7 | ve 7| f olur. Bu ise

hipotezle ¢elisir.

Teorem 4.1.14: K tek tiirlii par¢alanmali bolge ise K, bir esas ideal bolgesidir [l] ,

[7]-

Ispat: Bu teoremin ispat1 i¢in Dedekind bélge tanimmna, [1] nolu kaynagn 194.

sayfasina ve [7] nolu kaynagin 143. sayfasina bakilabilir.

Tek tiirli pargalanmali bolgelerle ilgili teoremler kullanilarak bazi Diophant

denklemleri ¢oziilebilir. Bununla ilgili birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 4.1.15: x*+2=y’ denkleminin ¢dziimleri X=5, y=3 ve X=-5, y=3

oldugunu gosteriniz.

Coziim: x> +2=y ise (X+\/§i)(x—\/§i)= y* ’tiir. Simdi X+~/2i ve Xx—+/2i’nin
bir ortak bdleni a olsun. «| X+2i ve «a | X —~/2i oldugundan « | 2\2i olur.
x’+2=y" oldugundan x tek olmalidir. Aksine x ¢ift ise X*+2=2(mod4), yani
y’=2(mod4) olur. Halbuki aeZ ise a’=0,1,3(mod4) oldugu agiktr.
Dolayistyla x tektir. a|2\/5i ise N(«)|8°dir. Eger N(a)>1 ise, N(a) cift olur.
a]x+\/§i ise N(a)|x*+2 olur. Bu ise N(a) cift ve x*+2 tek oldugundan
miimkiin degildir. Su halde N(«)=1’dir. Yani « birimdir. Boylece x+2i ve

X —+/2i*nin  birimden baska ortak bodleni yoktur. Teorem 4.1.6’ya gore,
X+~2i=e1’ olacak bigcimde & birimi ve AeZ+Z+2i vardir. Z+Z2i’nin

birimleri 1 ve (—1)3 =—1 oldugundan

X ++/2i :(a+bx/§i)3
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olarak yazilabilir. Buradan

x+2i = (a+by2i) =2’ +3a%by2i - 6ab’ - 20°2i
elde edilir. Burada reel ve sanal kisimlar1 esitlersek, X = a(a2 - 6b2) buluruz.
1= b(3a2 —2b2) ve a,beZ oldugundan b==+1"dir. Eger b=-1 ise 3a*-2=-1

bulunur. Béylece a* =1/3 tiir. Fakat ae€Z oldugundan ¢oziim yoktur. Eger b=1
ise 3a’—2=1dir. Buradan a=+1 olur. Bdylece X=15 bulunur. Burada

y’ =x*+2 oldugundan y =3 tiir. Sonug olarak (X, y)=(%5,3) bulunur.
Ornek 4.1.16: x> +1=y’ denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: x> +1=Yy’ olsun. (X +1 )(X - i) =y tir. X' = 0,1(m0d4) oldugundan
X +1=1, Z(mod 4) olur. Herhangi bir y tamsayist ig¢in Yy’ =0,1, 3(m0d 4)
oldugundan Yy’ = l(mod 4) olmalhdir. Bu ise y= l(mod 4) oldugunu gdsterir.

Dolayisiyla y tektir. Simdi 7 sayist x+i ve X—i’nin ortak asal bdleni olsun.
7| X+1 ve 7 |x—1i oldugundan 7 |2x olur. Dolayisiyla 7| X veya 7|2 olmalidir.

7| X olsun. 7 |X+i oldugundan 7 |i olur. Bu olamaz. Su halde |2’dir. 7|2 ise
7 sayisi asal ve 2 :(1+i)(1—i) oldugundan 7 |1+1i veya 7 |1—i olmalidir. Her iki
durumda da N(7)=2 oldugu goriilir. |l1+i oldugundan N (7z)|N(x+i) dir.
Yani 2| x*+1 olur. Buise 2|y’, yani 2|y olmasini gerektirir. Bu olamaz. Su halde
X+i ve X—i’nin birimden baska ortak boleni yoktur. Teorem 4.1.6’ya gore
x+i=¢g(c+di) olacak bigimde & birimi ve c+dieZ+Zi vardir. Z+Zi’ nin
birimleri +1 ve =i ’dir. (—1)3 =—1,i’=-i ve (—i)3 =i oldugundan X +i :(a+bi)3

olarak yazilabilir. Buradan

X+i=(a+bi) =a’+3a’(bi)+3a(bi)’ +(bi) =(a’ -3ab’)+(3a’h-b’)i
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elde edilir. Reel ve sanal kisimlart esitlersek, X = a(a2 —3b2) ve 1= b(3a2 —bz)

olur. Ikinci esitlikten b=1 ve 3a®—b* =1 bulunur. Fakat 3a’ =2 olamaz. Buradan
¢oziim yoktur. b=-1 ve 3a’—b’> =—1 ise, 3a’ =0 olur. Oyleyse a=0 elde edilir.

Buradan Xx=0; y =1 bulunur.

Ornek 4.1.17: x> +11=y’ denkleminin ¢dziimlerini bulunuz.

b

Coziim: x*+11=y’ ise x ¢ifttir. x’i tek kabul edelim. Bu durumda
x> +11=4(mod?8) dir. Herhangi bir y tamsays1 i¢in y* = 4(m0d8) oldugundan bu
bir ¢eliskidir. Su halde X cifttir. 11| x ise 11|y olur ve 121| y’ — x> bulunur. Bu ise

y’ —x* =11 olmasi ile gelisir. Oyleyse 11/ x olur.

1+\/E

m =1(mod4) ise K ’de elemanlar a+ b[ ] bigimindedir. —11=1(mod4) ’tiir.

x ¢ift olsun. Bu durumda

x+\/—_11=x—1+2(@J ve x—x/—_11=x—1+(—2)[@]

olarak yazilabilir. Dolayisiyla X +-11, x=+/-11e K_,, ’dir. Buradan
(X1 (X =v-11) = x> +11=y*

olur. X++/—11 ve Xx—+/—11in ortak asal béleni @ olsun. Bu durumda o | X+ J-11

ve a| X —+/—11 *dir. Boylece « | 2J-11 ve 2 ile V—11 asal oldugundan o =12 ve

a=+J-11 olmahdir. Fakat x cift ve 2/ J-11 oldugundan o =12 olamaz.

a=+J-11 ise « | X ’tir. Buradan 11| x elde edilir. Bu ise miimkiin degildir. Bu

durumda X++/-11 ve X—+/—=11 sayilarmin birimden baska ortak bdleni yoktur.

Oyleyse Teorem 4.1.6’ya gore X++/—11=&1’ olacak sekilde & birimiyle 1eK_,

vardir. K_,,’in birimleri +1 ve (1)’ =+1 oldugundan x++/—11= 4’ olur. Oyleyse

o]




62

=(a3 4’ —%Sabz +%azbj+ (%a2b+%ab2 —b3)\/—11

dir. Buradan x =a’-4b’ —%Sab2 + %azb ve 1= %azb +%ab2 —b? elde edilir. Tkinci

esitlikten 2 = b(3a2 +3ab- 2b2) bulunur. Dolayisiyla b |2 ’dir. Boylece b ==1 veya
b=+2 olur. Eger b=1 ise 2=3a’>+3a-2"dir. Oyleyse 4= 3a(a+1) "dir ve 3/ 4
oldugundan bu olamaz. Eger b=-1 ise 2=-3a’+3a+2 ve bdylece 0=3a(l-a)

bulunur. Buradan a=0 veya a=1 olur. Buradaki ¢coziimler a=0 ise X=4 ve
a=1 ise Xx=—4"tiir. Eger b=2 ise 2=6a>+12a-16 ve bdylece a’*+2a—-3=0
olur. Oyleyse a=-3 veya a=1 bulunur. Buradaki ¢dziimler a=-3 ise X=58 ve
a=1 ise x=-58"dir. Eger b=-2 ise 2=-6a’+12a+16 ve —7=3a(2-a) olur.

Fakat 3 7 oldugundan ¢6ziim yoktur. Bulunan X degerleri i¢in tiim ¢oziimler;

X==14 igin Y’ =x>+11=27 ise y=3 ve X==%58 icin y’ =3375 ise y =15 olarak

bulunur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada m karesiz bir tamsay,, m=1(mod4) ise K, =Z+Z(

1+\/E]
5 ve

m#1(mod4) ise K, = Z+ZJm olmak iizere K, tamlik bolgesi ele alinmis ve

K, 'nin BEuclid bdlgesi olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar verilmistir. Ozellikle,
K, ninm=-11, -7, -3, -2, -1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 73
degerleri i¢in Euclid bolgesi oldugu ve m’nin diger degerleri icin Euclid bolgesi
olmadig1 gosterilmistir. Ayrica tezin son bdliimiinde tek tiirlii parcalanmali bolgeler

ele alinmistir. m’nin bazi degerleri i¢in K ’nin tek tiirlii parcalanmali bolge oldugu

ispatsiz  olarak verilmistir. Tek tiirli parcalanmali bolgeler bazi Diophant
denklemlerin  ¢oziimiinde kolaylik saglamaktadir. Bu nedenle Diophant
denklemlerinin ¢oziimiiyle ilgilenmek isteyenler icin tek tiirlii pargalanmali bolgeler
Oonem tasimaktadir. Ayrica bu calisma , cebirsel sayilar teorisiyle ugragmak isteyenler
icin de bir basamak olma 6zelligi tasimaktadir. Konuyla ilgilenmek isteyenlere [1] ve

[10] numaral1 kaynaklar tavsiye edilebilir.
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