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OZET

Anahtar kelimeler: Surekli Kesirler, Satir Deng#fiatris, Sutun Dengeli Matris,
Cifte Dengeli Matris, Dongiuricu, Graf, &ac¢, Raney &aci, Stern-Brocot aci

Bu calsmada ilk olarak bir rasyonel sayinin Oklid algostsn yardimiyla siirekli
kesir aciliminin bulunmasi ve bu acilimin bazi lideli anlatildi.
Ikinci kisimda R ve L matrisleri tanitildi. Bu matgr determinantlari 1 olan

L :G (1)) ve R:((l) 11) bicimindeki matrislerdir. Bu matrislerin zinerhe

carpimlarindan soz edildi.
Ayrica a,0 Z ve a,,a,,...0Z" olmak lzerea :[ao;al,...] basit surekli kesir

actlimi bilindiginde a,b,c,d] Z ve determinanti O (sifir) dan farkh oldn = (2 3)

matrisi yardimiyla = e :g sayisinin surekli kesir agiliminin nasil bulunedi
ca

anlatildi. Burada yine R ve L matrisleri kullanildi

Son boélumde graflar,gaclar ve gaclarin matrislerle ifikisi anlatildi. Bir surekli
kesrin R ve L matrislerinin zincirleme carpimi tiemsil edilmesi ve bu carpimin
ayni zamanda bir grafikle gosterilmesi verildi. Baslamda Raney ve Stern-Brocot
agaclarindan ve bugaclarda bir dgim olan Raney ve Stern-Brocot sayilarindan
bahsedildi.

viii



THE REPRESENTATION OF THE REAL NUMBERS
BY VARIOUS ALGORITHM

SUMMARY

Key words : Continued Fraction, Row Balanced Maisic Column Balanced
Matrices, Doubly Balanced Matrices, Transducersap8, Tree, Raney Tree, Stern-
Brocot Tree

Firstly in this thesis , we mention about; findiagontinued fraction expansion of a
rational number by using Euclid algorithm and s@r@perties of this expansion.
In second part R and L matrices are constructeds miatrices whose determinant’s

are equal to 1 and shown &s= G gj and R :(% 11j Than mention about

catenation multiplication of these matrices.

Moreover, whilea, 0 Zand a, ,a,,...0Z", if « :[ao;al,...] simple continued

rational expansion is known a,b,d&dZ and by usingV :(g 3) matrices whose

determinant is different than O(zero), we explaivito find 3 = 20 +b continued

ca +

fraction expansion. Here we also used R and Lio®str

In last part,we mention about graphs,trees,andrefeionship between trees and
matrices.We explained a continued fraction numbbickv can be implemented by
using catenation multiplication. R and L matricds@Athis multiplication is shown in
graph. Also we mention about; Raney and Stern-Brotrees,and the Raney and
Stern-Brocot numbers who are node of these trees.



BOLUM 1. GiRi$

1.1. Bir Reel Sayinin Surekli Kesri

Tanim 1.1.1.p ve q birer tamsay! ve =q,

edilen bolim ve kalanlar diizenlenirse;

p=2ay,q, tq,

do =a,0; +Q,
g, =a,q, +q;
Q4 =a0q; ¥,

olsup’nin q, ile boliminden elde

;0<q,<q,
, 0<q,<q,
; 0<q;<q,

;O<qi+l<qi

bulunur. Bu sitliklere Oklid algoritmasinin adimlari denig,,q,.d,... ler kalanlar

olup pozitif tamsayilardir, gittikce azalir ve sowla “sifir” olur ve bdylece algoritma

biter. gy, =aydy, Ay =0 olduunda q
bélenidir. Burada 1. adimda, =

y sayisi p ve g'nun en buyldk ortak

@linip her terim g’ya béluntrse

p=a,d,+0q, = P a, +3 puunur. Busekilde devam edilirse;
q q
E:a0+i:a0+ 1 :a0+ 1 :a0+ 1 =...
& & &
ql ql & a2 +$
P 2
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ay

elde edilir. Buradaa, 1 2lup; a, ,a, ,a,,...,a, sayilari pozitif tamsayilardir ve

a, >1dir.

1 (1.1.1)

bicimindeki ifadeye basit strekli kesir denir.

Eger alinan sayi rasyonel sayigdse, q,,,= 0 asla olamaz ve surekli kesir sonsuza

kadar devam eder.

E:a0+ 1
q a, + 1
1
a, + 1
a, + 1
. pa——
aN
surekli kesri,
E:a0+ 1 1 1 ' 1
q a+ a+ a+... +a

biciminde de yazilabilir.



Ayrica (1.1.1) surekli kesria,;a, ,a,,...,a, eya (a,,a,,a,,...,a,) seklinde

gosterilebilir. Eer, sayi irrasyonel isga, ;a, ,a,,... gdosterimi kullanilir.

3

Ornek 1.1.1. 27 =5+ = 5+i surekli kesir acilimina sahip rasyonel

1+
3

=5+

Alw
wln|F-

sayl ;2743 =[5; 1,3] biciminde yazilabilir.

Ornek 1.1.2. 42 irrasyonel sayisinin surekli kesir acihimgag@daki sekilde

bulunur.
A 1 _ 1 _ 1 - 1
2+('\/§_1) 2+ 1 2+ 1 2+ 1
2+(\/§_1) 2+ 1 2+ 1
2+(\/§_1) 2+}
Buradan,
J2=1+ 11
24—~
1
24—~
2+ 1
1

2+

biciminde yazilir. Bu ifade kisaca/2 = [12,22,...] seklinde ifade edilir. Basit
surekli kesrin yakinsakliklarsagidaki gibi agiklanabilir:

a,a, +1
Co =ay, C1:ao+i: ik
a C
C,=a,+ 1 =a0(a1a2 +1) +a,
a1+i a1a2+1
L



bicimindeki yazilglara (1.1.1) strekli kesrinin yakinsakliklari dei@enel ifadesi
C, = i
Bk

bicimindedir. BuradakiC, ya (1.1.1) surekli kesrinin k. yakinsgkldenir. A, ve
B, dasirasiyla k. pay ve k. paydadir.

O halde;
A
(:O-ao:B—O . A,=a, , By=1
0
alinir.
aa+l A
C = Oaaii :B_l A Faa +1, By =a
1
olur.

Ornek 1.1.3. V2 = [142,2,2,...] bicimindeyazilabilen surekli kesrin yakinsakliklar

bulunabilir:
J2=[1222..]=1+ 11
24— =
1
2+
2+~
oldugundan;
C,= 1
1 3
C,=1+==2=15
! 2 2 L
C2:1+ 11:Z:l4
24 O
2
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Benzer bicimdeC, :% =141379.. bulunur. Yakinsakliklarin gittikge irrasyonel

sayinin gercek derine yaklatigl kolayca goruldr.

Onerme 1.1.1{A, },., ve {B, }.._, dizileri, terimleria, sayilarindan olan iki

dizi olsun.

baslangic kaullari olmak tzere;

Ak+1 = a'k+1'A‘k + Ak—l

Biu =8B tB ,0sks<n-1.

tekrarli bgintilar1 sglanir. Bu bgintilari timevarimla géstermek kolaydir; k=1 icin

dogru oldysu gosterilir. K = n-1 icin dgru olduzu kabul edilir.

A i
" =[a,:a,.,8,,....8,] ise,
Bn
A
n+l — |:a_0 a,,a,,...,a, t
Bn+1 an+1

seklinde alinirve a, =a, + alinirsa, ispat tamamlanir [1].

a

n+l

Onerme 1.1.2. k=0 igin, A,B,,-A, B, =(-2)" dir.



Ispat: Timevarimla bugtli gin dogrulugu gosterilebilir. k = 1 igin

AB,-A,B, =(-1)°=1

olmahdir. (@,a, +1).1-a,a, =a,a, +1-a,a, = loldusundan eitlik saglanir. k =n
icin ssitlik dogru olsun.
A.B, . -A,.B, =(-1)"

n n-1
olur. Ispatin tamamlanmasi icin k = n+1 ickitiegin saslandigi, yani

A..B -AB. =(-1"

n+l n+l

oldugu gosterilmelidir; bu durumda,

An+an _Aan+1: (an+lAn +An—l)Bn _An(an+an + Bn—l)

:an+1Aan +An—an _an+1Aan _Aan—l

=A..B,-AB.
:_(A B _An—an)

n—n-1

= (-
bulunur. Béylece ispat tamamlarnolur.

Onerme 1.1.3. n > 1 igin,

Cru-C, =Y
Ban—l
olur.
Ispat: C , = Ang veC, = Ay yazilabilir. Buradan,



C -C = A _A, — AB,-A B, — ~(ABhs —A4B)
i ) Bn—l Bn Ban—l Ban—l
_[(_1\n1 _1\n
P I )
Ban—l Ban—l

bulunur. O halde;

esitli gi gOsterilmg olur.

Teorem1.1.1. C,<C,<C,<... ve C,>C,>C,>...

esitsizlikleri saglanir.

Ispat:
Cii —Cy = (Ck+2 - Ck+l) + (Ck+l - Ck)

:[Ak+2 _Ak+1]+£Ak+l _i}
Bk+2 Bk+1 Bk+1 Bk

— A2Bies ~ABis + AB —A B,
Bk+1Bk+2 BkBk+1

bulunur.Simdi bulunan bu ifadenin pozitif ve negatflincelenecek olursa;

01 = Oicin B; >0 olup, bir strekli kesirdeB, < B, <B, <...ssitsizligi daima

vardir. O halde,



B.,-B.,>0 dr. k=2m alnirsa (-1"(B,,.,~B,,)>0 olacaindan

C.., —C, >0 olur. BuradanC,,, >C, oldusu sonucuna varilr. Boylece;

bulunur. k=2m+1alinirsaC,,,, —C,,_, <0 olurve C,,, <C, _, yazilabilir.

Boylece;

C,>C,>C.>...

sonucu bulunur[1].



BOLUM 2. MATRIS YARDIMI iLE SUREKL I KESIRLER

2.1. (L,R)-Dizi Acilimi

Tanim 2.1.1.M bos olmayan bir kime veo, M Uzerinde tanimli bir ikili glem
olsun. (M,°) yapisi M Uzerinde islemine goére birlgme 6zellgine sahip ise yari-
grup tur. Yani, icinde asosyatif bir ikili glem tanimlanmy olan tek glemli bir
cebirsel yapiya bir yari grup denir[2].

Birimli bir yari-gruba monoiddenir. Monoid aksiyomlarisagidaki gibidir;

Ta,b0OM icin acbOM
2-Oab,cOM icin (@cb)oc=ao (boc)
3-CeldMCOaldM icin eca=ace=a

Tanim 2.1.2. A, sembollerden okan bg olmayan bir kime olsun. Bdyle bir

kiimeye alfabaenir. Orngin;
A :{G,B,y,é,e,o,ﬂ} veyaA :{ a,b,c,d,x,y,z}

gibi. Bir A alfabesi verilmise, bu alfabeden sonlu, sirali semboller dizisi
tanimlanabilir ve buna_keliméenir. Kelimenin uzunigu, icerdgi sembol sayisi
kadardir. O halde A Uzerindeki tim kelimelerin kignd " ile gosterilsin veA"
kimesindeki tim elemanlar tzerinde bir bitilene (ekleme) glemi tanimlansin. x
ve y, A" kiimesinin iki elemani ise x ve y'nin bigkirme islemi xLCy seklinde
gosterilir ve x ile y kelimelerinin yan yana yazdtari ile elde edilir. Orngn;
abdLC cabc=abdcabc
baad_ccbabb= baaacchablgibi.
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Verilen bir A alfabesi icinA" {izerindeki birlgtirme islemi bir ikili islemdir ve

tanimdan acikca argidacasl gibi bu klem birlesme 6zellgine sahiptir. Bu nedenle,

(A ”,D) yapisl bir yari-gruptur[2].

Tanim 2.1.3.&, ve &, sifirdan farkl ve negatif olmayan reel sayilémak tzere,

X = (21) vektorlerinin kimesi , ile gosterilsin.
2

biciminde L ve R matrisleri verilsinxJZ, ve x 07, igin eser, & <&, ise
x=Lx veaer & =&, ise x =Rx olur. L ve R matrislerine dikkat etmeye devam

edilirse bu matrisler, bi{L, R} alfabesinin elemanlar olarak ginulebilir.

{L,R} alfabesi kelime ve dizilerden gr. Bir (L,R) kelimesi ile k20 igin

SS,---S;sonlu dizisi anlgilir. Buradals< j<kicin, S, ya L ya da R dir ve ger

k=0 ise dizilim batur. {L,R}  ile btin (L,R) kelimelerinin kiimesi tanimlanir.

Kelimelerin zincirleme (birlgtirme) islemi altinda{L,R}" bir serbest monoiddir; bu

monoidin birim elemani bokelime olupA ile gosterilir.

S=S§,---S, ---bir sonsuz dizi iken her durumda édemani ya L yada R dir. Bu
yuzden (L,R) dizisi olarak sdylenir.gér V =SS, ---S; kelimesi S'nin bir bglangi¢
kismi ise S,;S,,,--+ dizisini tanimlamak icin§/V yazilir ki sonuglar S’nin

baslangicinda bir V parcasindadir.

Eger W® ..., W® . bostan farkh (L,R) kelimelerinin sonsuz bir dizisiisu 6zel
mertebeden sonugclari olan (L,R) dizisini gostenrctleme carpimin anlatiminda ve

matris carpimlarin tanimlanmasinda Ustel go6sterimiallanilir. Boylece bir
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R®L*R*L%...L* acihmi (buradak,a,,a,;,---a, negatif olmayan tamsayilardir)

belli durumlarda (L,R) kelimesi anlamina gelir veebbir matrisin yerini alr [3].

Tanim 2.1.4x = (éljﬂ (, bicimindeki vektor ile bir (L,R) dizisi anar.
2

S=S,---S, --- olmak Uzere x=S,---S, -~ veya&, /&, =S,---S,--- dir. )eger her

120 igin x, =x olacaksekilde {, deki vektorlerin birx,,x,,---X,,--- dizisi varsa

X; =S.,X;,;, Yazilabilir. Buen az bir (L,R) dizisinde heK:@l)DZz vektorune
2

bakilarak kolayca angdir ve &,/&, oraninda x ile bgi (L,R) dizisi anlailir. Her

W D{L, R}D kelimesi icin matris carpimi PROD(W) ile gostatilDrnesin;
_(1 0
PROdL“)—(h 1) ,
_(1 h
PRodR“)_(O 1) ,

PRO[(/\):(% (ﬁ

alinir.

Tanim 2.1.5. p ve g pozitif tamsayilar ve en buyidk ortak bolenig olsun.
Asagidaki sitlikten,

-y

olacak bicimde bir tekw O{L,R}" kelimesinin oldgu gériliir. Bu kelimeye(g)

icin “Uretici kelime” denir.
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Teorem 2.1.1.x = (gljDZZ olsun. Bu durumda;
2

i) Eger ; &, /&, irrasyonel ve[aO ay ,az,...] surekli kesir agilimina sahip ise x ile

R*L*R*L* ...olan (L,R) dizisi anlglr.

i) Eger ; &, /&, =u/v (u ve v pozitif tamsayilar) ise, buradan x, WLRe WRL"”

olmak tUzere iki (L,R) dizisinden biridir.
iif) Eger ; ¢, =0 ise, buradan xL”, (L,R) dizisi anlalir.
iv) Eger ; &, =0 ise, buradan xR”, (L,R) dizisi anlailir.

Gergekte (L,R) dizis, /&, icin surekli kesir bulmak icin ihtiya¢ duyulan Idé
adimlarini olgturmada hesaplama adimlarinin hepsini kaydedeg@t f@k,R) dizi

acthmi sdrekli kesir acihmi Gzerinde avantaja isah Bu avantaj sagidaki

bolumlerde énemli rol oynar[3].
2.2. Satir Dengeli, Stutun Dengeli ve Cifte DengéMatrisler

a, b, ¢, d negatif olmayan tamsayilardetM =ad-bc=n olacaksekilde n pozitif

bir tamsayi ve butimm :(2 8) matrislerinin kimesD , olsun.M OD,, alinsin.

Eger a=cveb>d ise M'nin birinci satirr dominant yani Ustindir denEger
czaved=b ise M'nin ikinci satirnn dominant yani Ustindur denEger M'nin
satirlarindan hicbiri dominant giése M’'ye satir dengeli matris denir.gér M'nin
sutunlarindan hicbiri dominant gikse M’ye situn dengeli matris denir.

a<cved<byadaa<bved < c durumlan olgngaémki busartlar altinda
detM < 0 olur. Boylece; M satir dengeli matristir ancakarecaka > c ved > b dir.

M sltun dengeli matristir ancak ve ancak b ved >c dir.
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Satir dengeli matrislerin kimeéR, B) , ile sutun dengeli matrislerin kiime@L, B) ,
ile gosterilir. M D, matrisi i¢cin M hem satir dengeli hem de siitun @dinge cifte

dengeli matris denirD, kimesinde gifte dengeli matrislerin kiimedd,B), ile

gOsterilir.

Asagidaki , (2.1)-(2.12) arasindaki kavramlari kolaggatlebilir[3].
(2.1) Hernicin(R,B), ve (C,B), sonlu kiimelerdir.

(2.2) (R,B), =(C,B), ={1}

(2.3) M OD, icin M'nin ilk satiri dominanttir ancak ve ancak, R gibi bir sol
carpana sahip vl R.D, dir. M OD,, icin M’nin ikinci satir dominanttir ancak ve

ancak M, L gibi bir sol ¢carpana sahip WU L.D, dir.

) 3 2
Ornek 2.3.1. A :( ]D D, olsun.R = (1 1) olmak tzere
1 1 01

11)(3 2\ (4 3
R. A= = OD, bulunur.
01)1 1)1 1

(24) RD,, LD, ve (R,B), kumeleri ayrik olup birlgmleri D, dir.

(2.5) MOD, icin M'nin birinci kolonu dominanttir ancak ve ac M’nin bir L
sg carpani vardir véeM 0D, .L dir. M OD,, igin M’nin ikinci kolonu dominanttir

ancak ve ancak M’nin bir R ggarpani vardir véM D R dir.
(26) D,L, D,R ve(CB), kiimeleri ayrik olup birlgmleri D, dir.

(2.7 O M OD, matrisi igin tam olarak birw O{L,R}" kelimesi vardir dyleki
M = PROD(W) dir.
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(2.8) PROD dongim {L,R}* serbest monoidinde, yari grubu uzerine bir

izomorfizmdir

(2.9) OMOD, matrisi icin POD, ve QU(R,B),, olmak uzere bir M=PQ c¢arpimi
bir tek sekilde ifade edilebilir.

3y 3 5 3 1 "
Ornek 2.9.1. P= 1 o 0D, veQ= 5 5 0(R,B), olmak tzere

3 5)(3 1) (19 13
P.Q = 0D, bulunur.
1 2){2 2)\7 5

(2.10) UM O D, matrisi icin QLI (C,B),, ve POD, olmak tzere bir M=QP c¢arpimi
bir tek sekilde ifade edilebilir.

(2.1) MO(C,B), ve M=PQPLD,,QU(R,B), ise o zamarQ[(D,B), dir.
(2.12)MUO(R,B), ve M=QPQU(C,B), ,POD, ise o zamaQ[(D,B), dir.

2.3. (R,B),, (C,B), veya (D,B), Kimelerine Ait Olan Butin Matrisleri
Bulmak icin Etkili bir Yontem

_(a b _ _ .. _(p)- d-b
MOD, , M _(c dj olsun. p = d-b ve q = a-c olmak uzeméM)—(q)—(a_C)

seklinde tanimlidir. Eer MO (R,B), ise hem p hem de q pozitiftir. Bu durumda

(g) icin Uretec kelimeyi gosterehV,, kullanilir. Asagidaki gercekleri gostermek

kolaydir[3].

(2.3.1)OMOD,, igin
r(ML) = L™ r(M)
r(MR)=R™r(M)  dir.



15

Ornek 2.3.1.1: M :(2 8) 0D, alinsin.

a b)(1 0) (atb b d-b .
ML= = ve r(ML)= dir.
c d/1 1 c+td d atb-c-d
10 d-b 1 0)\(d-b d-b
Lt = ,r(M)= ise Lr(M) = = dir.
-1 1 a-c -1 1){a-c atb-c-d
Boylecer(ML)=L"r(M) bulunur.

(2.3.2)0MOD,ve OW O{L,R} igin

r(M.PROD(W))=(PROD(W))*r(M)
dir.

(2.3.3) MOD, igin r(M) = (g) dir ancak ve ancak
M=[S*9 S
s s+

dir. Burada(g,ss ) uclisig(s+s +g)= nesitli gini saglar.

Tanim 2.3.1. Eger g(s+s'+g):nise negative olmayan tamsayllarln(g,S,s')

uclustne birC G¢lusu denirM D, icin eger,

M.PROD(W) = (2 "9 SS+ . j

olacak sekilde bir WO{L,R} kelimesi varsa, (gss) [ uclisine M ile
baglantilidir” denir.
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Teorem 2.3.1.0M O(R,B),, icin M ile baslantili tam olarak birC Gg¢lisu vardir. Bu

acla icin,

C+
M.PROD(WM):[S g s J
s s+g

esitli gi sgglanir[4].

Ispat: M 0O(R,B), olsun. Buradarr(M) = (PROD(W,, ))(g) yazilir ve g,r(M) 'nin

elemanlarinin en buyuk ortak boélenidir. (2.3.2)l&ailarak

r(M.PRODO(W,, )) = (PROD(W) .r(M) = (gj

yazilir. Boylece (2.3.3) de kullanilarak,

M.PROD(W,, ) = (: "9 SS+ gj

yazilir ve (g,ss) Ougliisiiniin, M ile bglantih oldusu goruliir.Simdi buC tigliisiiniin
tek oldwyu gosterilsin:

(@, .5,.s,) Uclusii M ile balantil olsun.W, O{L,R}" vardir ve

MPRODW,) =[S *% & j
AW (Sl S +0,

olur. (2.3.2) kullanilarak

(PRODW,)) (M) = r(M.PRODW,)) =( &)

(PRODW,))( & | = (M) = (PRODIW, )

yazilir. Buradan,
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W, =W, veg,=g,$,=5,5 =S
bulunur. Bundan dolayi(g,ss )M ile baslantil tek C tglisuddr.

Teorem 2.3.2.0(g,s,s ) 0 Ugliisti igin tam olarak bir tan@ [ (D, B),, matrisi vardir
ki bu matrisin bglantih C uclust (g,ss ) dir. Baglantih C Gclist olarak (9,ss )
Uclustine sahip olaM (R,B), matrisi, UW,'nun balangi¢ parcasi olmak uzere,

M = QPROD(U) formundadir. Ustelik bu durumday, = Uw,, yazilir.

Ispat: (g.ss) bir C Gclusi olsun(:. 9 ss+g jD(R,B)n oldugundan (2.10) ve

(2.12) kullanilarak,

S s+g

(5 N j:QP ,Q0(D,B),,
POD, yazilabilir. (2.7)’ denP = PROD(W), W O{L, R} olur. Teorem 2.3.1 den

QPROD(W,,) = (2 9 SS+ gj

dir. Boylece,W =W, olur.

M O(R,B), baslantili C tgliisii olarak (g,ss )’ e sahip olsun.

M.PROD(W,, ) = (: "9 SS+ gj

ve béylece M.PROD(W,,) = QPROIXW,,) olur. (2.10) ,(2.12), (2.7) kullanilarak

M = Q,.PRONU) yazilabilir. U O{L,R} ve Q, 0(D,B), dir. Bdylece,

QPROD(W,,) = Q,.PROD(UW,, ),
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olur.Q=Q;,W, =UW, ve MU(D,B), dir.(2.10) dan M=Q bulunur. Buradan Q,

baglantili * Ggliist (g,ss ) olan (D, B), deki tek matristir.
Sonug 2.3.1M(R,B), ve VO{L,R} ise
M.PROOV)O(R,B), = V,W,, 'nin bir baslangi¢ parcasidir.

Ispat: QI(D,B), matrisi M ile ayni bglantili * igliisiine sahip olsun. Teorem 2.3.2

yardimiyla,

M = QPRODU) , W, = UW,,
dir. V., W,, 'nin bir baglangi¢ pargasidi= UV, W’ nun bir bglangi¢ parcasidir.
Teorem 2.2.2 demQ.PROD(UV) O (R,B), = UV,W,'nun bir balangi¢ parcasidir.

Cunkid ,M.PROOV)U(R,B), oldugundan
M.PROOV) = QPROOUYV) < V,W,,’ nin bir balangi¢ parcasidir.
Sonug 2.3.2. p asal sayi is¢D, B) ,'nin p tane elemani vardir.

Ispat: n= picin * icliisiig(s+s +g) = pyi saglamadir.
Eger p asal ise g=1 ve+s +g= plur ve buradars+s =p- dir. Buradan tam

olarak p tane * Gclusu vardir. Cifte dengeli magns*t Gcluleriyle (1-1) glenmis

oldugundan(D, B), tam olarak p tane elamana sahiptir.

Ornek 2.3.2.1. p=5 olsun.M :(2+g ss+g j olacak sekilde bir M matrisi

alinsin. Buna goreM 00(D, B), olmalidir. Yani, gis+s +g) = 5 salanmalidir. Bu

carpimda g=1 ves+s +g) = @linirsa s =4 olur. Buradan s=0 i¢is =4, s=4



19

icin s=0,s=2 icins =2, s=1 igins =3, s=3 i¢in s=1 bulunur. Boylece bu derler

& 3o ol 2 S

satir dengeli matrisleri bulunur. Bu matrisleriarispozlari alinarak
5 4 1 0) (4 3)(2 1 3 2
0 1)'(4 5)'\1 2)\3 4)\2 3

3 2
sutun dengeli matrisleri bulunur. Yukarida bulurrr;latrislerden(2 3j matrisi

kullanilarak;

cifte dengelidir. Dgerlerini bulmak igin

0= a+x a
a a+y

JD(D,B)5

olsun. Buradan(@+ x)(a+y)—a® =5 bulunur. a= 0 alinirsa x.y=5 olur ve x=1 ve

y=5 alinir. a=1 alinirsa x+y+x.y=5 olur ve x=1, y¥2 x=2, y=1 alinir. Bdylece

bulunan bu dgerlerle aagidaki cifte dengeli matrisler yazilir:
1 0) (5 O 2 1 3 1
o 5)l0 1)1 3)" (1 2}
3 2 . : . :
Yukarida bulunan(2 3j matrisi ile birlikte 5 tane cifte dengeli mathalunmy

olur.

Sonug 2.3.3n asal olmayan bir say! i$®,B), , n elemandan fazla elemana sahiptir.

Ornezin (D,B),, (D,B), ve (D,B), siraslyla 5, 8 ve 11 matris bulundurur.
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Ispat: (D,B),’nin elemanlarini bulmak icgin n igin tim * Uglileii listeleyerek

baslanilabilir. Her * Uclist icin gagidaki formda (:‘+g ss+gj matrisi

yazilabilir;, QPROD(W,)  ( Q cifte dengeli matrisi ve(g,ss Ye alenmis). Bu
yontem glenmis W, kelimeleriyle birlikte tumQU (D, B), matrislerinin bir listesini
sgglar. W,'nun balangi¢ alt kelimelerinin her biriyle Q carpilaralR, B), 'deki

matrislerinin bir listesi elde edilir(C,B), 'deki matrisler (R,B),, 'deki matrislerin

transpozudurlar.

Ornek 2.3.3.1. (D,B), Un elemanlar sagidaki gibi bulunur: n= 4 alinginda
gs+s +g) =4 demektir. Burada g=1 ve (s+s +Qg)= 4veya ¢g=2 ve
(s+s +g) =2 alinir. Boylece s ves deserleri 5 farkli bicimde bulunur. Dolayisiyla
5 tane gifte dengeli matris bulunur. Benzer bicimd®,B),’ nin da 8 ve(D,B);’

nin 11 matrisi bulunur.

Buradansdyle bir sonu¢ cikarilabilir: n =2k olmak Uzere el@inanti n olan cifte

dengeli matrislerin sayisi 3k-1 tanedir.
2.4.Satir Dengeli Matrisler icin Gegciler

Bu kisimda verilen teorerRR, veP,, L veR ’lerin bos olmayan matris ¢arpimi olup

M, ve M, satir dengeli ya da cifte dengeli matrisler olnigere M, P, =P,.M,

biciminde denklemler yazilmasina yardim eder. Bunktemlerden daha sonra
donistariculer icin gegi tablolar elde edilir. (L,R) dizileri icin bir tam demeklgu
kastedilir; (L,R) kelimelerinin sonlu bir B kiimesiup, her (L,R) dizisi bir bdangic

parcasi olarak B’deki kelimelerden tam olarak targahiptir.

S=SS,...S, ... bir (L,R) dizisi ise ve B, (L,R) dizileri i¢in bitaban ise H(S,B) , B

tabanina ait S’nin B&angi¢ parcasi olarak tanimlanir.
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Bir WD{L,R}* kelimesinin bir ara dali demeksagidaki sartlari sglayan bir

v O{L,R}" kelimesi demektir:

i) V,W’'nin baslangi¢ parcasi dgdir.
i) Eger U, V'nin herhangi has Bengi¢ pargasi ise o zaman U, W’nin biglaagic

parcasidir.

Tanim 2.4.1. Her M UO(R,B),matrisi icin W,, kelimesinin tim ara dallarinin

kimesi, B,, olarak tanimlanir. Bu durumdg,,, (L,R) dizileri igin tabandir.

Teorem 2.4.1. M, O(R,B), olsun. HerV, OB,, i¢cin M,.PROOV,)UL.(C,B),
ya da M, PROOV,)0R.(CB), dir. L veya R V,'in son harfidir. Ustelik bg
olmayan bir V, O{L,R}" kelimesi ve bir M, PROV,) = PROOV,)M, olacak
sekilde M, O (D, B),, matrisi vardir.

Ispat: Burada incelenmesi gerekérdurum ortaya cikar:

1.durum: V, =W, L durumu.

Bu durumda,

_ _(s+g s _(s+g s 10
MlPRol:xvl) - MlpRO[XWMl)L _(S' s+g J.L_(S‘ s+g j(l 1j
_(s+g+s s )z O)(s+g*ts s
(s’+s+g S+gj (1 1j (O g )DL.(C,B)n

2.durum : VvV, =Wy R durumu.

Bu durumda,

+ 11
Ml-PROD(vl):MlPROD(WM)-R:(:- ’ sigj(o 1):

s +g S +g+s :(1 1) 9 0 OR.(C,B)
s S +s+g 0 1)|g S +s+g S
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3.durum:W,, =URZ ; (U,zO{L,R}" veV, =UL igin) durumu.

Bu durumda,

PRODZ) = (’Z‘ {v) olsunPROZ) 0D, olduundan(PRODZ))™ = (_vg —Q

dir.

M,.PROOU) = M,PRODOW,, ).(PROOZ))*R™

570 &) 6

W +gW — Sz —SW —SYy—QgW — gy +Sz+SX
SW—Sz—Qz —SW —SY +SZ+SX+Qz+0X

olur. M;PRODU) 'nun elemanlari pozitif oldgundan sw -sz—gz> Ove bundan
dolayr sw +gw —sz> 0dir. (w, z negatif dgl )

Bu gercei kullanarak;

M,.PROOYV,) = M,PRODU).L

E—S:y—gwsx —S'w—s'y—gw—gy+sz+sxj

—-SYy+sSx+gx —SW —SY +SZ+SX+(Qz+gx
_[—Sy-gy+sx —SW—SYy—gwW—gy+Sz+SX
I‘(’g(x +Y) g(z+x+w+y) jD L.(C.B),

dir.

4.durum:W, =ULZ , (U,ZO{L,R} ve V,=UR icin) durumu.

Bu durumda,

PRODZ) = ()z( %//v) olsun.

M,.PROOU) = M,PROOW,, ).(PROOZ)) L™

SW +SY+gwW +gy—Sz—SX —-Sy—gy+SsX
SW +SYy—SZ—-SX—Qz—gX —-SYy +SX+0gX

dir. Bu matris pozitif elemanlidir. Bundan dolayisy-gy+sx> dur ve bu

nedenle —sy +sx+gx > 0Odir.



23

Bu gercei kullanarak;

M,.PROOYV,) = M,PRODU) R

_(wW+y+2z+x) g(w+2z)
“(sw+sy-sz-sx-gz—gx SW—Sz-Qz

ise buradan
M,.PROOV,)OR.(C,B),

dir. (2.9) ve (2.11) kullanilarakC,B),, [l D,(D,B), ve bundan dolayL.(C,B), ve
R.(C,B),, (D, -{1}).(D,B), kuimesinde kalirlar.

(2.7) kullanilarak (D —{I})’deki her matris {L, R} 'daki bos kiimeden farkli olan bir
kelimeye PRODglemi uygulanarak elde edilir. Bundan dolayi herdiirt durumda
da bg olmayan bir V, O{L,R}" kelimesi ve M,.PROV,)=PROOV,)M,

olacaksekilde bir M, (D, B) , matrisi vardir.

Sonug 2.4.1Sonug 2.3.1 den gorulur kB, tabaninin elemanlarr minimaldir (her
V, 0B, anlaminda)Eger V,V, in herhangi has bir gangi¢ parcasi ise, o zaman

M,.PRODOV) ne L'ye ne de R’ye bir sol carpan olarak sahipild&[4].

25. 1

nyv

Donustartculeri ve (LR) Dizi Dontstumleri

Tanim 2.5.1. Bir (L,R) dizisinin 1 =(A,v) dongturicist ¢’nun durumlarinin
kiimesi A) demekl€M,,V,;V,,M,) dortlusunin sonlu bip kiimesiyle birlikte bg
olmayan sonlu bir A kiimesi aslr. (M,V;;V,,M,) dortlisiinet 'nun gecglerinin
sonlu kiimesi denir. Bu kimgagida siralanagartlari sglar.M,;,M, DA olsun ve
V,,V,bos olmayan (L,R) kelimeleri ve sirasiyla girkelimesi ve cikg kelimesi

olsunlar.Buna gore gagidaki iki kosul salanir:
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) (M;,V;V,,M;)0v

(M, V;;V,,M,)0v  iseV, =V, ve M, =M, dir.
i) OM,OAve (L,R) kelimelerinin kimesi olanV, icin (M,,V,;V,,M,)0v ,
(L,R) dizileri igin bir taban olacakekilde V,,M, vardir.

Tanim 2.5.2. B,{,Il tanimlansin; (L,R) kelimelerinin kimesi olarV,; igin
(M,,V,;V,,M,) Lvu olacaksekilde V,,M, var olsun.
M,0A ve V,OB, icindM,,V,) vea(M,,V,) sirasiylav’deki gegsin 3. ve 4.

bilesenini gostersinu’nin 1. ve 2. bilgenleri M, veV, dir.

Tanim 2.5.3.1=(A,v) bir (L,R) dizi déni@tirticisu olsunt’nun herhangi bir M
durumu ile (L,R) dizilerinin kiimesinden kendisingag@daki gibi bir W, (=¥, )
fonksiyonu tanimlanabilir. S, herhangi bir (L,R@i olsun. Tumevarimsal olarak
SO sH s MO MO ME L vOvOvE yve SO9=5M? =M
yazilarak 0 i=0,1,2,3,...icin W® W® |

v = H(S(i)yBM(i))

S(i+1) = S(i)/v(i)

MO =g(M® VD )

WD =m0 vO )

seklinde tanimlansin. Bu durumd#,, (), (L,R) dizisiw®,w® ... olarak alinir.

Lemma 2.5.1.x0¢,o0lsun. W® W® W&  bos olmayan(L,R) kelimelerinin
bir sonsuz dizisi olsun.gér Ok =1 icin x =PRODOW® W@ ...w®)x® olacak
sekilde bir x® 0Z, vektorii varsa o zaman Xy® W® ...w® ... (L,R) dizisini

kabul eder.
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Tanim 2.5.4. Karesi n’nin bir bdleni olan her pozitifd  tamsayisi icgin

T,o =(A,5,U,5) Olsun. BuradaA 4, M'nin elemanlarinin en biyik ortak boéleni
9 olacak sekilde tum MUO(D,B), matrislerinin kumesidir. Ayrica
Vns MM, OA 5, V,V,0{L,R}", Vv, OB, ve M.PROOV,) =PROOV,)M,

olacaksekilde (M ,,V,;V,,M,) dortlilerinin kiimesidir.

Teorem 2.5.1.1,, bir (L,R) dizi dongtlrGcustudirdM OA , icin birlestirilmis
(L,R) donumu olan¥,, asagidaki 0zellge sahiptir. ger S bir (L,R) dizisi ise ve
x ¢, vektori S yi kabul ederse bu durumda Mx vekt8{iS, (L,R) dizisini kabul

eder. Gosterim olarak;x = S ise Mx =W¥,,S dir.

Ispat: Her M, 0OA ; icin her V, OBy, kelimeleri bg kime dgildir. Béylece
bununW,, in mevcut bir dali oldgu stylenebilir. (2.10) ve (2.8) kullanilarak, ve

M, , V,; ve M, ile tek olarak belirlidir ve teorem 2.4.1 yardiia, 'nin bos kiime

olmadg! gorilur. Boylecet 4, tanim 2.5.4 in butugartlarinin sglar. t=1 , ve

her M, OA ; igin By, =B,, oldusu dagrudan gorulebilir.

Simdi xJ, alinsin, S bir (L,R) dizisidirx=S ve M OA , dir. Buradan

S9=5M@=M,vO=HE?,B ,)=H(@SB,,)yazilir. Ayricas® =V Os®

MO

yazilir.

V @"In uzunlygu Kk, olsun. Ayricak, = 1dir. S=S,...S, ... alinsin. Buradan

x=S dir, her k=0 igin ve x, = x olacak sekilde {,’deki vektorlerin bir

X1 X1,..-s Xy, dizisi vardir vex = (PROD(, ...S, ))x,, = (PRODV ?))x, olur.

x® =x,  alinsin. Buradan

Mx = (M.PRODV @)x® = (PROD®M @,V )).a(M©@ v O@)x®
=(PRODW®)M®)x®
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olur. Burada MY 0O A, ;, x®07, ve x®=8S® dir. Simdi eger
Mx = (PRODW® ... W®) M) x® ise, burada M© O A, ;, x¥ 0T, ve
x® =S¥ dir, burada bir argiiman olarak sadece

M®©x®© = (PRODW V)M & D) x€D gosterimi  verilmitir ve M 0 A,
x* 0O, ve x** =s**Y dir. Sonraki timevarim ile hér>1 icin

Mx = (PRODW® ... W) M©)x® =(PRODOW® ... Ww®)).M € x©

olacak sekilde bir M O A, matrisi ve x* 0, vektort vardir. Buradan
M®x® Og, dir, simdi Lemma 251 ve Tanim 254 uygulanarak

Mx =W® _ W® =W (S) sonucu elde ediliispat tamamlanmgolur.

Omek 2.5.1. a =] 222162..] olsun.
_20+1

B

icin surekli kesir agilimi bulalim.

CO6zim: Bu problemin c¢o6zillebilmesi i(;inO(ziveB:m alinir, yani

2 2

x:@l) ve y:mlj sutun vektorleri alnir. Teorem 2.1.1 kullanilarak
2 2

x = R2L?R?L'RL2... yazilir. B = [f le DA, dir.Ts, = (A4, 0,,) donistiricisi

tanimlanirA ,, durumlarinin kimesi;

_(30 (21 (10 e
A_(O 1) , B—(l 2) ve A —(0 3) matrislerinden olur.

U,, doniumlerinin kiimesi gagidaki dortltlerden olgur:

(A,R;R?,A),(A,LR;R,B),(A,L’R;RL?,A),(A, L% L,A),(B,L;LR,A),
(B,R;RL,A"),(A",L;L% A),(A",R’L;LR? A),(A",RL;L,B),(A",R®:R,A)

durum grafgi seklinde gdosterilir.
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R?L’R®L'R®L?--- (L,R) dizisi S olarak alingindax =S vey = Bx = W, (S) dir.
W; O 'nin hesaplamalarisagidaki gibi devam eder;
dizinin girigleri ; S =R’L’R°L'R°L”...
giris kelimeleri ; (R)(RL)(L)(R)(R)(LR)(R)R?)(RL)(L)...
durumlar BA BAAABA A'BA...
cikis kelimeleri ; (RL)(L)(LR)(R*)(R? )(R)(RL)(R)(L)(LR)...
cikis dizisi ; W, (S) = RL’R°LRLR...
y = R'IL*R°L'R'L?R*---ise buradarB 'nin siirekli kesir acilimi ;

B= [1391121,..] olur.

Tablo 2.5.1. 5, icin geck tablosu)

A B A
A R;R7 LR:R | L?R;RL?
L% L

B |LLR R;RL

A' | R’L;LR? RL;L R%V
L;L®
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Sekil 2.5.1. (T4, icin durum grafi)

Omek 2.5.2.a =2 =[122222,...] olsun.

B_2a+1_2\/§+1
a+2 2+2

sayisinin surekli kesir acilimini bulalim:

Cozim: x = RILZR2LZR?L? ... yazilir. B:(f leDAg'l dir. 15, = (A4, 0s,)

dondstariictsu tanimlaniA ;, durumlarinin kimesi;

(30 (21 (1 0 .
A_(O 1) , B—(l 2) ve A —(0 3) matrislerinden  olgur. v,

donisUmlerinin kiimesi gagidaki dortltlerden olgur:

(A,R;R% A),(A,LR;R,B),(A,L’R;RL?,A),(A,L%L,A),(B,L;LR,A),
(B,R;RL,A),(A,L;L*,A),(A",R’L;LR? A),(A,RL;L,B),(A,R*R,A")

R'L’R?L’R?L*--- (L,R) dizisi S olarak alingindax =S vey = Bx = W, (S) dir.

W; O 'nin hesaplamalarisagidaki gibi devam eder;
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dizinin girisleri; S =R'L*R*L*R?L?...
giris kelimeler; (R)(L)(L)(R?L)(LR)(R)(L)...
durumlar; BAAAABAAAA..
cikis kelimeleri;(RL)(L*)(L*)(LR*)(R)(RL)(L*)(L®*)(LR?) ...
cikis dizisi; W, (S = RLR*L’R*L®R"...
y = R'L°.R*L®R*L®R* ---ise buradarB 'nin siirekli kesir agcihmi ;

B= [1848484,..] olur.

2.6. { L,R }"” Kimesinin ve D,Kiimesinin Otomorfizmi ve Anti-otomorfizmi

T, Nin Simetrikleri

INT donisimii {LR}" kiimesinden{LR}  kiumesi icine dongiim olsun. Bu
donisim, L ve R’ yi deistirir. Boylece;

INT(R*L*R®...L*) = L*R*L* ., R*

yazilir. REV doénguimi, {LR} dan{L, R} icine donium olsun. Bu doéngiim,

kelimeleri tersine gevirir. Boylece;

REVSS,...S,) =S,...S,S,

yazilir. {LR}  serbest monoidi, sadece iki tane otomorfizme swhiptinlar; INT

donsUmi ve 6zdgdik donitsumleridir. Ayrica sadece iki anti-otomorfizme satiip

M - M déniimu ile korunur. Burada; a,b,c,dZ olmak uzere M :(2 %j

keyfi matristir ve M ’nin iginedir.D, yari grubuna bu doégumin siralamt,

L =R veR =L altinda bir otomorfizmdir.
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M — MT dénigimi alalim. Bu déngiim her M :(2 %) matrisini M’ =[§ 8)

transpozunu icine goturdr.D; yart grubuna, bu dogumin siralar

L' =RveR" =L altinda bir anti-otomorfizmdir. Sonuglardan 6nceagadaki

teorem vermek uygun olur.

Teorem 2.6.1.M D, olsun. k,a,,a,,...,a, pozitif tamsayilar olmak tzere
_(ab)_ | apa, a
M—(C dj—R L*R*...L
dir. Bu durumda;

‘_dC_aoala2 a
M _(b a)—L R*L™...R™,

MT :(‘g gj: R ... R*L%

M) =7y =@ B)=Lr LR

olur.

Teorem 2.6.2.M 0(R,B), ve V O{L,R}" olsun. Ber V OB,,ise bu durumda
INT(V)OB,,  olur.

Ispat : VOB, olsun. Sonug 2.3.1 yardimiylaM.PROQV)O(RB), oldugu
goralir ve U, V’nin herhangi bir has g¢glangic parcasi ise 0 zaman
M.PROQU) O(RB), olur. Teorem 2.6.1 v& [J(RB),iken A" 0(R,B), olmasini
kullanarak, M PROI(INT (V)) = (M.PROD(V)) 0O(RB), oldugu gorulir. Ber U,
V'nin herhangi bglangi¢ parcasi ise o zaman,

M PROD(INT (U)) = (M.PRODU)) O(RB),olur. Sonug 2.3.1 kullanilarak

INT(V)OB,,. sonucuna varilr.

Teorem 2.6.3.MOA,, iseM OA,, MTOA,, veM) =(M") OA,, dir.
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(M., V;;V,,M,)0v, , ise
(M, INT(V,); INT(V,),M3) 0V 4
(M;,REV o INT(V,);REV o INT(V,),M[) 0OV,

((M3)",REV(V,);REV(V,),(M)") OV 4

olur.

Ispat: Tanim 2.4.4 yardlmlyIaM',MT,(M')T OA,s olmasiM OA ; ile aynidir.
Eger, (M,,V;;V,,M,)0v, , ise bu durumda,
V, OB,, veM,PROOYV, ) = PROV, M,

dir. Teorem 2.6.2 deriNT(V)OB,, olur. Tanim 2.4.1 den

M;PROD(INT(V,)) = PROO{INT (V,)M,
M I .PROD(REV o INT (V,) = PROD(REV o INT (V,)).(M})T ve
(M},)" PROD(REV(V,)) = PROD(REV(V,)).(M)"

olur.REV.INT(V,)UB,,,; oldusunu gormek icin, goralur kv, = U,X dir, burada
U,, Wy, in bir balangic parcasidir ve X, L ya da R dir. Teorem 2Rullanilarak

goralar ki M,.PROOV,) = PROOV,)M, OX.(CB), n D,.X olur. Transpoz olarak
M} .PROD(REV ¢ INT(V,)) ,(RB),.X" n X".D, oldugu gorulir. Boylece,

M1 .PROD(REV s INT(V,)) O(RB),

olur. Fakat ger V,,REV.INT(V,) nin herhangi bir bglangi¢c pargasi ise bu
durumdaM ] .PROD(V, ) (RB), olur.

Sonug 2.3.1 den REVoINT(V,)UB, ;olur. Teorem 2.6.2 yardimiyla,

REV(V,) = INT(INT < REV(V,)) = INT(REV< INT(V,) OB ., =B, . olur.

(M5)
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2.7. 1,, DOnUsturtctsunin Kuvvetli Baglantilili g

Teorem 2.7.1. 9 boler n olsun. Bu durumdar ,,,T ., dongtlractstyle
izomorftur.
Ispat: z,:T .., - Ty

=(2)-non=(3 1)

(1-1) dongumdi olup  (M,,V;V,,M,)01 ise 0 zaman

ng 21

(ZS (M 1)’V1;V2 !ZS (M 2)) D Tn,@ Olur'

Tanm 2.7.1.0M,M, OAi¢in i =1,2,...k —1igin
M; =MP MY =M veM{ =M,

olacaksekilde v’ye ait gecslerin sonlu bir dizi,

(MO VO VO MP), (MO, V2V, MO, (M, V 9V, M)

varsa,T = (A,v) donitariciusune kuvvetli @@antili denir.
Teorem 2.7.2 82 boler n olsun. O zaman, , donitirtictist kuvvetli bglantilidir.

Ispat: Teorem 2.7.1 kullanilarak 9 =1 kabul edilsin.
Once su gosteriimelidi;, OMOA,, icin i=1,2,...k olmak Uzere
MO VO, v MDY gegslerinin sonlu bir dizisinin var oldtunu ki bunun M

durumundan (r01 10) durumuna sebep olan,,donisttricisi oldgudur.

M® =M veM{ ile baglantih * tglisii (g, s, .S, )olsun.

s,=hg,+r ;h,0Z"0<r, <g, yazilsinj, =g, +s, +s, olsun.
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09,
1.durumu geréi, M®PRODV,® )= PRODV® M@ dir. Giinkij,

VP =w, @OL,VP=LR", MY :(Jl rl) olsun. O zaman teorem 2.4.1'in

PRODV,” ) ve PROOV®) D, 'in elemani olurveM® OA , dir.

Boylece,

MO VP VO MDD v,, dir.
i) r, =0isej,g, =n oldugundan MY = (g 10) olur ve gegilerin dizisi k=1 olmak

Uzere tamdir.

i) r, # Ose MP =M yazilsin veM{ ile baglantili * Gglisu (g, ,S,,S, ) olsun.
Buradag, ,r(M® )nin elemanlarinin en biyiik ortak bélenidir gg boler g, —r,

oldugundang, <g, dir.

Yapilan targma yardimiyla M®'den I\/If):(J2 r2) matrisine  bir

M@, V@:v® MP) gegki vardir.

i) r, = Oise 0 zamanM @ :[g fj olup, geg dizisi, k=2 ile tamdir.

i) r,# Oise MP =MP yazilir. M® ile baglantili * Gglusu (g, ,S, ,S;) alinarak
g, <9, bulunur.

Bu tip adimlarin sonlu sayisinda;
0 = T
M _(d( gkk)
matrisine ulailir ki r, =0 dir. O zamanM ¥’ = (g fj ve gegj dizisi tamdir.
Simdi, varsayalm kiM,,M,0A , olsun. i=1,2, ..., k olmak Uzere, sonlu bir
n o

(MO, v v M) geck dizisi vardir; Bu M, den (Olj’e T,, dongimiine

yol acgar. Bu diziye (Dizi), denilsin.Benzersekilde j=1,2,...,m igin sonlu bir
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MP VOV MDY geck dizisi vardir ki buM ;, den (g fj ‘e 1,, donumiine

yol acar. Teorem 2.6.3 uygulanarak go6rular Ki j=ml olmak Uzere
(M{)T,REV o INT (V{?); REV o INT (V?),(M{M)T) dizisi (B f) denM,ye 1.,
donisimine sebep olur. Bu diziyeDizi), denilsin. Agikga gorulur ki(Dizi), ve
(Dizi), 'nin zincirlemesi gegierin sonlu bir dizisiM, den M, ye t,, doniumine
yol agar. t,, donitiricusu icin durumlar, denklemler ve getablosu ile durum

grafigi asagidaki gibidir:

2 0y . (1 O
Durumlar: A= A =
0 1 0O 2
Denklemler (geaier): AR =RZ%A ALR = RLA
ALZ = LA A'R?=RA’
A'RL = LRA AL =LA

Tablo 2.7.1. (T,, icin geck tablosu)

A A

A R:R7 LR:RL
L?:L

A RL:LR R?:R

L:L?

RL:LR

A )— .

LR:RL

L*L

Sekil 2.7.1. (T, icin durum grafgi )
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15, dondtaricusi icin durumlar, denklemler ve get¢ablosu ile durum grafi

asagidaki gibidir:

50 31 3 2 . 2
Durumlar: A = ,B= ,C= ,B =
01 1 2 2 3 1

;j’A‘:(o 5

Denklemler: AR =R°A CL =LR2A A'R®=RA
AL® = LA CR =RL%A’ AL =L°A
ALR =R’B BRL = LR®A
AL’R =RC BL =LB
AL°R = RLB' BR?2 =RLA’
AL‘R = RL*A’ A'R*L =LR“A
BL? = LRA A'R3L =LRB
BR =RB A'R?L =LC
BLR = RLA’ A'RL =L°B
Tablo 2.7.2. €5, icin geck tablosu)
A B C B A
A
R:R7 LR:R? | L°R:R L°R:RL| L*R:RL*
L°:L
B | L%:LR R:R LR :RL®
C | L:LR? R:RL?
B R%:RL
RL:LR® L:L
A RS : IV )
R'L:LR* | R°L:LR | RL:L RL : L2 L:L

o5
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Sekil 2.7.2. (U5, icin durum grafgi )

T,, dongtdracusl icin durumlar, denklemler ve getablosu ile durum grafi
asagidaki gibidir:

Durumlar: A

G 9) o

DR =RL3A’

Jeefz Yoo

3 EJ’CEG’ 3?)

o2 4 A< 9

Denklemlerr AR =R’A CRL = LR*A A'R°L =LR?’B
AL’ = LA CL=LB AL=LA
ALR =R°B CR? = RL°A’ A'R®L =LR°A
AL’R = R?C BRL =LRB AR’ =RA
AL’R =RD B'R2L = LR°A AR‘L =LRC
AL‘R =RLC BL=LC AR3L =LD
AL°R = RL?B’ BL® =LRA A'R?’L =L*C
AL°R = RL°A’ BR =RC ARL=L°B
BLR = RLB' CL? =LR?A
BL?R = RL°A’ CR=RB
DL =LR°A CLR =RL'A’
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Tablo 2.7.3. T, icin geck tablosu)

A B c D - o A

A TRrRYILTL | RR® | L2RR? L3RR | L*RRL | L°RRL? | L°RRL®

B | %8 RR [RRL G

¢ | L?Rr? RiR LR:RL

D | LRr® RRL®

| Rrur? Lt RZ RLZ

o | RZiR® RLLR | LL o

A | ROLLR® R°LLR | R*LLR R3LL |RZLL? | RLL?® R R/LL’
2

Sekil 2.7.3. (T, icin durum grafgi)

Sonu¢ 2.7.1 M;,M,0D, olsunM, P, =P,.M, olacak sekilde P ,P,0D,
matrisleri vardir ancak ve anca¥,’in elemanlarinin en blylk ortak boélenlév,

'nin elemanlarinin en buyuk ortak boélenleri ile ayin
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Ispat: Sonug (2.9), (2.10) ve Teorem 2.4.1 ve siitun dengarisler igin
teorem 2.4.1’ in yardimiyla ispat gorulebilir.

2.8. Genel Problemin Cifte Dengeli Durumdndirgenmesi

ab,c,dd Z,ad-bc# 0 olmakizereM :(2 gj olsun.

a=[a,a,.a,,...]

B=[b,.b.b,,.] ve g= 2P

co+d

olsun.

(M,a,B) problemi denilincer’nin  sdrekli  kesrinifd'nin  surekli  kesrine

dondstaralmesi anlalir.

(M,a,B) genel problemini, M cifte dengeli duruma indirgdmein asagida
tanimlanan adimlar takip edilir. Her bir adimdM,a,B) problemi (M,a,pB)
problemiyle dgistirilir ki buradaki @, icin surekli kesirler (ya da (L,R) dizileri )
basit bir yollaa ve B’nin sirekli kesirleriyle bgantilidir.
(b) adimi harig:

det(M)=de{M)
dir.

(@) adimi: a, <0 ise

M=[® o+ ag, 0=a-a,, B=P
“lc d+ca, ) o

dir. Aksi takdirde(M,a,B)=(M,a,B) dir. Burada ilk durumda® = [0;a, ,a,,...]

ao+b _ad+(b+aa)
ca+d co+(d+ca,)

B=

olur. Bundan sonra, = @&abul edilecektir.
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(b) adimi: det(M) <0 ise,
(5 ). =2 5o

dir. Aksi takdirde(M,a,B)=(M,a,B) yazilir. Buradaki ilk durumda
‘w = M| dirve ger S,a =S olacaksekilde bir (L,R) dizisi ise 0 zaman

@ = INT(S) olur, bundan sonriM| >0 kabul edilir.

(c) adimr: a < liseyaab< Oyadacd<O0 dir.
7 — _(a+b b —__4a Q-
M_ML_(c+d d) 0=, PR
yazilir.

a = liseyaab< Oyadacd<O0 dir.

v _(a a+b ~—n_1 Q=
M—MR—(C C+dj , a=a-1 B=B
yazilir.Aksi takdirde(M, @, B)=(M,a,B) dir. Buradaki ilk durumdaa, >0 olmak

uzere

a=L*R*L* ... dir ved@ = L*'R*L* ... alinir.

ikinci durumda

a=R*L*R* ... a,>0dir ve @=R*'L*R* ... alinir. Herhangi bir durumda
M:(% gj yazilir,ab= ab vecd =cd olur.

IIk esitsizlik ab<0 ise, zor olur ve ikincisisizlik cd<0 ise, zor olur. Sonlu defa ( c)

uygulanarak(M,a,) problemine varilir kiab> 0 ,cd=0 kabul edilir.
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(d)adimi: ¢<0 yadad<O ise;

alinir. Aksi takdirde (M, a,B)=(M,a,B) alnir.

Burada ilk durumd@ = a0 +b :(—a)g+(—b) dir. Bundan bdyle c=0,d=0
ca+d (-c)a +(-d)

alinir.

(e) adimi: a<0 yadab<0 ise

M:RmM:(g_+mC b-lc-imd)’ d=a, E:B+m

alinir. Burada ma+mc=0 veb+md=0 olan en kiguk tamsayidir.
Aksi takdirde (M,a,B)=(M,a,B) alinir. Burada ilk durumda3 =[b,;b,,b,,..]
olup B =[b, —m;b,,b,,...] dir. Bundan béyle= 0 ,b>0 alinir. Béylece bundan

sonraM OD_,[M|=n olur.

() adim: MO(R,B), durumunda, POD,-1 veQU(R,B), olmak uzere
M = PQ olur.

(X V) ica-
Bu durumda ger P—(Z W) ise ;

wB-y

M=Q , @=aqa ,E:—ZB+X

yazilir. Aksi takdirde(M, o, B)=(M,a,B) alinir,

Buradaki ilk durumda,ps:;‘g:x olur. Boylece P=PROD(V) V=S ise, 0

zaman B = VS olur. Bundan boyle,M O(R,B), kabul edilir.
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(g) adimi: MO(D,B), durumundaa =S iseV, =H(@SB,,) olsun. Teorem 2.4.1
goz onune alinarakM.PROOYV,) =PROOV,)Q yazilr; buradd ,, {L,R} de
bostan farkli bir kelime ve Q[ (D, B), dir.

Bu durumda ger PROOV,) = ()z(l zvl) ise vePROOV,) = ()2(2 zvz) ise
1 1 2 2

M=Q

a: Wla_yl
-Z,0+X,

E: WzB_yz
_ZZB+X2

yazilir. Aksi takdirde(M,d,)=(M,a,p) alinir. Buradaki ilk durumda

o+ . _ S - = —
a :u dir ve bundan dolayia = — dir. Hem def =S ve 3=V,S olur.
z,a+w, V,

g adimi tamamlanarak genel problem, cifte dengeliicha indirgennsi olur.

Ornek 2.8.1. a=[- 151112,..] ve B:M olsun. B igin strekli
620 + 25

kesir bulunmak isteniyorM :(_6?27 ggj dir. Yukaridaki (a) ve (g) adimlarini

izlerken gagida tanimlanar(M,, a,,3,) ardil problemlerine ukalr.

(a) adim sonra : M, :(_5?27_23) o, = L°RILR®..., B, =B

(b)adim sonra: M, :(_:5;73 _23 , o, =R°U'R'L'R*..., B, =B

. _( 58 19 — _
(c) adim sonra : M, —(_37 _12) , 0, =R]L'R'L'R?..., B, =B

(d) adim sonra: M, :(_gg _%gj ,a, =RL'R'L'R?..., B, =B
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(e) adim sonra :M :Gf; 13) , 0, =R°U'R'L'R?..., B, =B+ 2

(f) adim sonra : M :(6 1) o. = R:L'RIL'R? B, = Ps
‘Mg =|g 5]+ O o Be T ana
R 6 ) - _B

(g) adim sonra :M, —(0 7) , o, = R’L'R'L'R? ..., B, -R—ES

(Buradaki B ve B, icin denklemler (L,R) dizileri anlaminda asillar.)

M, O (D,B), oldusundan indirgeme tamamlangtr.a icin 1,
donistiriiciisuni, (L,R)dizisine bangic durumu olarak A’ :G) 9) olarak

uygulanir. 6. kisimdaki benzer hesaplafya= L°RLRL? ... oldugunu verir. Bundan

suU sonuca varilir:

B. = L°R?.RL°.L°’RLRL?... = L’R°’L'R'L'R'L?...

olur.
Boylece 3., [0;2,3,7,1,1,1,2,...] surekli kesrine sahip olBundan dolayi3 igin
surekli kesi; [-2;2,3,7,1,1,1,2,...] olur.

2.9. Surekli Kesirler ve Matris Carpimlari

Burada, surekli kesirlerin yakinsakliklarinin diare bu dizinin matris ¢arpimlari ile

aralarindaki ilskiden bahsedilecektir.
[co,cl,cz,...] surekli kesrinin, h=0,1,2,... icin h. yaklani p, /q, ile gosterilir ve

Py

q [co,cl,cz,... ,ch] oldugu bilinir. Buna gore gagidaki 6nerme verilebilir:
h
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Onerme 2.9.1.

Py _ (< 1)(c1 1) (cn 1):(pn p)
a [CO,Cl,Cz,...,Ch] (1 Op1 O)\1 O dn Yo

dir.

Bu bainti, matris carpimi yardlmlylgL yakinsakliklarini belirlerc, n. kismi
h

bolumundn h+1 Gzerinden timevarim yapilarak, dnarmeazrulugu gorular.

Bahsedilen bu temel Bmti, aslinda tam olarak tekrarlipatilara kagilik gelir.
pn+1 = a'n+1pn + pn—l (p—l p—zj = (1 0)
0 1)°
qn+1 = a'n+1qn + qn—l '

Tersine, tekrarli bu Hantilar yakinsakliklarinin dizisini verir. Ayricamatris

carpiminin transpozu alinirsa;

Cn 1 Cn-ll Cl 1 Col — pn qn [C c C]
1 0l1 o)7\a o\1 1) \p., q., nrTmro

esitli gi elde edilir. Boylelikle;

_ G
[cn ,cn_l,...,co]—
n-1
esitli gi de yazilabilir. Eer c,,c,, ...,c, kelimesiw ile gosterilirse-c,,—C,, ...,-C;

kelimesi-w ile gosterilir. Boylece gagidaki 6nerme yazilabilir [4].

Onerme 2.9.2. Z—”+ (_;)2 = {co,w,x - q”‘l} =[c,,w,x,~w]| dir
n X n n

Ispat:

n-1

(pnqn—l - pn—lqn) = (_ 1) Oldlgundan
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_Yna
|:CO’W’X_hj| o (pn pn—lj X q 1
a, 4, dna 1 n 0

:(xpn ~(Pn8ns ~Pnadn) Py j L ) olup x “Ona [X,—W] oldugu

2

X0 9%/ a4, xa; d,
goralur. Yani
-1)" ~ -
Z_:+(Xq% :[co,w,x—w]
olur.

Bu go6sterim, kismi bolimler Gzerine kisitlamalankbmazsa bir tek olmaz:

X=0,4/d, =x~=1+(q, —9,.)/a,
A /(A = 0os) =1+ 0,0 /(A =)
(A =os)/Aps = -1+, /s
Jos/dn =0+0,./d,

0o /Aoy =W

esitlikleri nedeniyle

&+@:[Co,w,x—u—m,w]

d, Xq,

yazilabilir. Bu formdller, nimerik érneklerde koldglar sglar. Asagidaki 6nermede
verilen aitlikler farkh olup, bunlar da 6rneklerde kolaylak salar:

Onerme 2.9.3.... ,a0b,..]=[...a+b,..] ve

—[a,b,c] :[O,—],l— lO,a,b,c,...] = [0,— la- lb,c,...] dir.
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fspat 6l o) L P

esitli ginden ilk aitli gin dogrulugu goraldr.

esitli gine dikkat edilerek, 2.séli gin dogrulugu gorulebilir. Yani,
-[abec..]=[0-11- 10abc,..]=[0-11a- 1bc,.. ]
Bu sonug, sagidaki formda da bilinir:

—[a,b,c...] = [— a0-11- lO,b,c,...] = [—a— J,],b—lc,...].

Bu formule 6rnek olarakl sayisi yazilabilir:
-MN=-371512921,..]=[- 416151,2921,..].
Dikkat edilirse, temel bhantida determinant olarak, yukarida da kullanilan
(PaGos = Poadla) = (-2
esitli gi elde edilir. Bu sitlik yardimiyla,

Po_Pog_(qpa 1
qn qn—l qn—lqn

bagintisi yazilarak, buradan n Gizerinden timevarisagidaki esitlik yazilir:
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&:CO+ 1 1 +...+(_1)”‘1 1

d, doly OO, Oy

Bu nedenle (qn) dizisi artan olup, (pn/qn) yakinsakliklarinin dizisi yakinsar.
Burada iki ¢eit sirekli kesirden stz edilir, biri dizgtn surekksirler, dgeri ise

X" e gore formal Laurent serisinin sirekli kesirtbri ikinci durum s6z konusu

iken, yakinsakliklarin dizisiXx ™ degiskenine gore bir

00

> ax™",ddz
h=d
Laurent serisine yakinsar. Aslinda bu son durum{id = yagilarak, surekli

kesirleri p-adic rasyonel sayllara dgtiirmek muamkundar[4].



BOLUM 3. GRAFLAR

Bir graf, ba olmayan sonlu bir V kimesi ile, V kimesinin 2 ebarh alt
kiimelerinin bir E kimesinden alur. Burada V kiimesinin elemanlarini,skter ve

E kiimesinin elemanlarini da kenarlargdlumaktadir.

B o— @A A B C D
° ° °
C e—ebD
E ° °
G H
F

Sekil 3.1b. (Graf)

G e—oH
Sekil 3.1a. (Graf)

AB,CD,E,F,G,H dgum ve {AB}, {B,C}, {C,D}, {C,E}, {E,F}, {E,G}, {G, H}
kenarlardir. Bir grafta, n tane glimden hepsi d@er digimlerle b&l ise, bu grafa

tam graftir denir veK  ile gosterilir[5].

VAN

Ks
Sekil 3.2a. ( Tam Graf)

Sekil 3.2b.(Tam Graf)
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3.1. Graflarin Matris Gosterimi

Grafl bilgisayarda temsil etmenin bir yolu, matg@sterimidir. Bir G grafinin

V,V,,...,V, digumleri var olsun. Bu graf ile bir nxn kare matrgbsteriimek
istenirse,V; diguimdu ile V; digimu arasinda bir kenar varsa, matrisin i,j eleniani

yoksa 0 olacaktir. Bu matrise, G’ nin keuuk matrisi denir ve A(G) ile gosterilir.

V V \Y
[’) 41 Py 2
® ' JAVA
V, V,
o———0
V6 V7

Sekil 3.1.1.(Graf)

Sekil 3.1.1’ deki grafin matris gosterimgagidaki gibidir.

01010000
10101000
01000100

| 10001000

AC) F 010101 10
00100001
00000001

| 0000011

3.2. Yollar ve Halkalar

Sonlu sayida diiim (V) ve kenar kiimesi E deffu,v}:u,vOV,u# v} ye bir f
fonksiyonundan olgan G(V,E) grafina ¢oklu graf denir.Bir coklu grafnlu sayida

digum ve kenarlarin kimesinden glw. Bir ¢oklu grafta, iki dgiim arasinda birden
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.....

olabilir. Bu durumda graf, ¢coklu grafin bir 6zelrdmu olup ¢oklu graf icin yapilan

tum tanimlamalar, graf icin de gecerli olacaktir.

Sekil 3.2.1.(Coklu Graf)

3.3. Agaclar
Graflarin bir 6zel durumu olangaclar, bilgisayar biliminde gegibir alanda
kullaniimaktadir. Ginimuzde bilgisayar bilimlerinderiyi organize etmek icin ¢ok

yaygin olarak kullaniimaktadir.

Bagli ve dongu icermeyen bir grafgac adi verilir Sekil 3.3.1).

VAV

Sekil 3.3.1. (Aac)

U ve V giaca ait iki diguim olsun. U ve V arasinda sadece bir adet basitarmalir.

3.3.1. Kokl Agaclar

Bir koklu agag, gaagidaki iki 6zelligi saglar.

1-Yonler goz 6nune alingl zaman, sonucta elde edilen yonsuz graf gacar.
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2-Giris derecesi sifir olan bir tek kok giimu vardir ve dier tum digumlerin giris

dereceleri 1 dir (Gigiderecesi dglime giren yol sayisidir).

Ali

Aynur Car Mehmet

/NN

Sekil 3.3.1.1. (K6KIU &ac)

Bir koklu agacta,
b-Agacta yonli dongl yoktur.
c-Kokten dger batin dgumlere, sadece bir tek yonlu basit yol vardir.

Bir kokli agacta, bir U dgiminden V dgimine d@ru bir kenar var ise; U, V'nin
ebeveyni ya da V, Unun cogudur denir. Bir V d@gimine giden yonla yolun
Uzerindeki dger diguimlere V’'nin atalari denir. Bir u¢ @im, ¢ocgu olmayan

digumdur.i¢c digiim ise, cocuklari olan gi@imdiir [5].

3.3.2.ikili agaclar

Kokll agaclarda bir ebeveynin ¢ocuklari arasinda her haingiyrim yapmak gerekli
desildir. Ancak bircok durumda bir ayrim yapmak gerkitie. Ornegin bir A-B gibi
bir aritmetik ifadede, A ve B’nin sirasi 6nemlid&-B bir kokll azac ile gostermek
istenirse ve kok olarak (-}lemi secilirse A ve B operandlari ¢ocuklar olursalé
B'nin sirasi 6nemli olacaktir. Bir ikiligacta, her bir dfiimin sadece sol cocuk ve
sg cocuk olmak Uzere iki tane c¢caggu vardir. Buna gore, bir ikili @acin her

digimadnidn 0,1 ya da 2 ¢ogu vardir.
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B C
D E F G
Sekil 3.3.2.1. ikili agag-sol cocuk B , gacocuk A vb.)

3.4. Matrisler ve Agaclar

b
Tanim 3.4.1. D={|v| ‘M =(: dj,a,b,c,dDT ,ad-bc=1} olup

D kiimesi

matrisleriyle uretilmg bir monoidtir. A={L,R} iki harfli bir alfabe ve A da, A

Uzerinde serbest monoid olsursafudaki gibi tanimlanana :A — D dénumu

aw=(19) . aw=(3 }

A" dan D lzerine bir izomorfizme gsltilebilir. ( Bos kelimesi birim matrisle

temsil edilir.) Bu durumda, hew O{L,R}” kelimesi a(w) matrisine glenebilir. W
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kelimesineq(w) matrisinin tretecidir, denir. Uygun bin=0 igin a,,a,=0 ve

i0[Ln-1] icin a >0 olup, herhangi biw O{L, R}"kelimesi
W = R®[*R%  [*R*
biciminde yaZ|I|r.\7V ile W’ nin yansiyan goruntisu g(‘)'steril'(r\fV) gosterimiile de

R ve L’'nin aralarinda yer gestirmesiyle, W'dan elde edilen kelime gosterilir.

Ayrica, (VV) :(W) durumunda W' kelimesi kullanilir[6].

Onerme 3.4.1. WO{L,R}" ve a(Ww) :(g (c:lj olsun.

Bu durumda, gagidakiler yazilabilir:
“n_(d b n_(d C n_(a C
a(W)=(3 2) . atiy=(§ <], aw)=(3 §)

Tanim 3.4.2. Butin p/q kesirlerinin kiimesi G ile gosterilsinp,q>0 ve p ve q

aralarinda asal olsup/q ver/s0J0G alinsin.M # | , M OD olmak tzere,

olacaksekilde bir M matrisi varsa,p/q kesrinin r/s den turetilebilecg soylenir.

Tanim 3.4.3.Eger herhangi, birbirinden farklp/q,r/s0 F cifti verildiginde, p/q

kesri r/s kesrinden turetilemez ise, G’nin elemanlarininiiksine bgimsiz kiime

denir.
Egser FOF OG oluyorsa,F kiimesine G'de F kiimesinin bir ggleimesi denir.
Tanim 3.4.4.i D[ln—l] icina, >0, n=0 ve ¢ift tamsayi i¢ing, ,a, = 0olmak

lizere FCnin (a,,a,...,a,) seklindeki tim siirekli kesirlerin kimesi FC ile
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gosterilirse, surekli kesirler teorisi yardimiyldnta FC kimesinde uygun olarak
gosterildgi bilinir.

||| : G—» N biciminde bir fonksiyon tanimlansinge® p/q 0 G (a,.a,,....a,)

biciminde yazilabiliyorsa, bu durumda

lp/d]| = ;ai
olur. Indirgenemez kesirlerin herkemesi, aagidaki sitlikle ili skilendirilebilir.

M (F) — z o/l

p/q0F

Tanim 3.4.5.F bagimsiz bir kiime olsun. ger F'nin herhangi bir geglemesi
bagimsiz bir kime dglse, F'ye tamdir deniri D[ln—l] icina >0 , n=20 ve
tamsayisi igina,.,a, = 0 olmak Uzerea,,a,...,a, sayilarl dikkate alinsin ve
(ag.a.....a,) ile [ag,a,....a.4.a, +1=[a,.a,,....a,4.8,1] bicimindeki stirek

kesirler gosterilsin. Bilindii gibi bu strekli kesir, gagidaki gibi de gosterilir:

a, t+

A S

Surekli kesirler icin yukaridaki gosterimin kullami, simetrik formuller yardimiyla
sonuclarr agiklamak icin kullaghdir[7].

Onerme 3.4.2.Bagimsiz kesirlerin bir F kiimesinin tam olmasi icierek ve yeter

sart I'I(F) =1 olmasidir.
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Tanim 3.4.6. G'nin indirgenemez p/qver/s kesirlerini ve bunlarin
p/a=(ay.a,....2,) , r/s=(by,by,....b,,) bicimindeki siirekli kesir agilimlari
dikkate alinsin. Burada m,n ¢ift tamsayilaragb, ,a,,b,, = di@. iD[ln—l] icin

a;,b; >0 ve| D[lm—l] icin & ,b; >0 olmak Uzere,

2320 ve 2a=2b,
j=cift j=cift j=tek j=tek
oluyorsa,p/q kesri r/s kesrine denktir, denir vg/q = r/s olarak yazilir.
p/a = r/s ise,|p/d|=|r/g oldusu aciktir.indirgenemeyen kesirlerin iki kiimesi F

veH olsun. Herp/q OF igin, 3(p/q) = p/qolacaksekilde, 1-1 ve érten bir

0. F- H

donsimu varsa, F kimesi H'ye denktir, denir ié=H biciminde yazilr.
Genellikle, M (H) =1sartini sglayan, indirgenemez ve pozitif kesirlerin sonlu Hir

kimesi, indirgenemez kesirlerin tam ve denk birlifnksini icine almaz. Bu durum,

asagidaki 6rnekte basitce gosterildi.

Ornek 3.4.1.
H= {EE% kiimesi alinsin. Burada,

231
1 1 3 1 1 3 .
—=(010), ==(020), —=(2) oldusundan |=| =1 ,|[=|| =|—| =2 dir, ayrica
5 (030), 3=(020), 3=(2) ougunaan | =1 7] -2 o, ay
M (H) = YoPd=2%4224+27=1 oldygundan M(H) =1 dir.

p/q0H

H kimesi % Un bir A matrisi yardlmlyla% den turetiimesinden dolay! yani

1 0})1 1
[1 1)[2J :[?Joldugunda b&msiz degildir. Sonugcta kolayca gorulebilir ki H'ye

denk indirgenemez kesirlerin kimesi sadece H’nimdksdir.
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Onerme 3.4.3p ve q, pozitif tamsayilar olmak lizere,

olacaksekilde bir tek W O{L,R}" kelimesi vardir.

Ispat: n =p+q tamsayisi lizerinden tiimevarim yapilmasi oggu Eser n=2 ise

p=q=1ve W =Iolur. r1 olsun. EBer, sirasiyla, g>p veya q<p ise, bir tekilde

(&)=1(a%p) vera (§)=R("5")

esitli gi yazilabilir. ikinci durum benzer bicimde gosteriggtiden, sadece ilk duruma
dikkat etmek yeterli olur.

e.b.o.b (p,g-p)=1 ve p+(g-p)=qg<n den timevarimla,

(q ’ qj ) V@

olacaksekilde bir tekV O{L,R}" vardir. Bu (gj = Lv(lj anlamina gelir. Her

u= (gj .p,q>0 vektord f (u) :g sayisl ile birlstirilir. Eger W = (2 db) o{L,R}

ise,

w=gra=(v()

biciminde tanimlanir[7].
3.5. Raney Aaci

Onerme 3.5.1Eger W =R*L*R™* .. .L**R™ ise,

F(W) =[ag ... 3, +1] =(ay ... &)
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dir. Bu kisimda, tim ikili gaglar incelenecektir. Kokten giime kadar olan her yol
bir W O{L, R} kelimesi ile temsil edilitwv = R*L*R® ...L**R* harfinin dizisi,
soldan sga okunur. Kokten bgayarak digiime uzanmak igin, gave sol dizisinin
hareketini verir. Her dgiim i¢in kdkten dgume giden tek bir yol vardir, gimler

W O{L, R} kelimesi ile aynen gériinir. sdgida {L,R} "in ikili kelimeleri ile

agacin digtimlerinin ayni oldgu kanitlanir [3].

Asagidaki yoldap/q indirgenemez bir kesir ilegacin diguimi etiketlensin. p ve g
pozitif tamsayilardir. KoK/1 etiketine sahiptir. ger digiim p/q etiketine sahipse

“left son” ile etiketlenir;

ve “right son” ile etiketlenir;

=)

Etiketlenen bu iki gaca “Raney gaci” denir §ekil 3.5.1).
Her W digimunin etiketine, W’nin Raney sayilar denir vé\Rile gosterilir.

o - 0)-2.(3-5)

ile tanimlanir. Onerme 3.4.3'den butin indirgeneemep/q (p>0,q >0) Kkesirleri

Raney &acl ile aynen gosterilebiliSekil 3.5.1).



57

0 1
Lo e 0
.............................. o
1
N
1 2
2 1
1 3 2 3
3 2 3 1
1 4 3 5 2 5 3 4
4 3 5 2 5 3 4 1

Sekil 3.5.1 Raney gaci
3.6. Stern-Brocot Agacli

Stern-Brocot gaci gagidaki kurala uygun sadei@meyen kesirler ile etiketlenen ikili
agaclarin tamamidir. Bir diiimdeki p/q etiketi (o +p")/(@ +q’) ile verilir.
Buradaki p'/q en yakin soyun Ustiinde ve sofg/q" en yakin soyun istiinde ve

sazadir. (1/0 ve 0/1 ile etiketlenen kok ikili gaca eklenir)

Her W koku icin SB(W) ile uygun etiket tanimlanir;
SB(W) ye W'nin Stern-Brocot sayilari denir[14].

SBYWf(W)= p/q ,

(&)=w(D)

ile gosterilr.
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Onerme 3.4.2' den bitiin sadgteyenp/q (p>0,q ®) kesirleri Ster-Brocot

agacl ile aynen gosterilebilirSekil 3.6.1). Buradan ikili bir gacin her W dgumu
icin sadelgmeyen kesir ile etiketlen

Ra(W) : Raney sayilari
SB(W) : SternBrocot sayilal

W =LRL°R = (g ;1) digiimii incelenirse

W =RL?RL = @ g) 'ye sahip oldgu gorilir

Buradan,

Ra(W) =f (V~V): p/q (g) = VV(B ve b'c')ylece(g) = @1) bulunur. Yani
Ra(W) =118 olur.

SB(W) =f(W)= p/q, @:W@:(g ‘7‘)@ dir.

(gj = Gz) buradan p=7, q=12 olgu goruliir

o 1 1
/\
.
o 1 l 2 l 2 2 2 1
L 3 2 2 L 2 L 1 0
Y AN RS A U S AN L A
/N /;\\ -/ é\&. /5\1
0 1 1 2 1 3 1
P A S Do

T:;_.'. e =
e [
oo

ST e L
T;;_.'. e

b | La
TZ;_.'. e
2

Sekil 3.6.1 Stern Brocot Agac
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3.7. Stern-Brocot Agaci Uzerinde Surekli Kesirler

Stern-Brocot gaci digim noktasindan itibaren sirasiyla L ve R harflerikiodlanir.
Bunlardan biri gacin s@inda, dgeri solundaglem gorur. Kullanimlari arasindaki
fark da oOnemlidir. Soldaki kodlama, Stern-Brocdia@nda bir kesrin yerlerini
belirlemede kullaniidir. Sadaki kodlama ise, kesrin oldu yere direkt olarak
ulasir.Sg taraf kodlamasi, basit sirekli kesirlere gérgaloolarak yorumlanabilir
[14].

Ustel gosterim kullanilarak kodlama zincirleri ibestirilebilir. L matrislerinin dizisi

icin L* ve R matrislerinin dizisi icirR* kullanilir. Orngin boylece, LLRLLRRRL

cebirindeki standart kullanimla tutarhdir. Meseld{LRLL) =f (L'R'L?) =; olup

bu 6klid algoritmasiyla kadastirildiginda;

7=1.4+3

4=1.3+1

3=3.1

ilk iki tane 1, L'R*'L? deki Usli sayilarla ayni fakat son terim 1 farklidBir baska

ornek ise,L°R*L* = i,z—l olup f (L’°R'L*) _ 22 dir. Diger yandan
4 83 87

87=3.22+21
22=1.21+1
21211

1 0 1 k ..
olur. L* :(k J ve R* :£0 1] yardimiyla hesaplamalar gosterilebilir. Oklid

algoritmasi, son terimi hari¢ gér tstelleri verir.

% = [3121 olupf(L*R*...L*) = [a, ,a,,...,a, + 1] olur.



60

Agacin sgindaki 1 den buyuk olan kesirlerin kodlanmasi Rodgar. Bu nedenle
f(R™L%...L*) =[a, ,a,,...,8, +1]
yazilir. Kodlamanin son harfinin 6nemi yoktur.

Agac Uzerinde Kkesirlerin surekli kesir gosterimi veéer8-Brocot kodlamasi
arasindaki bantinin giizel sonuclari vardir. Ogie; agacin ayni satirindaki
[, ,a,,...,8, +1] kesirleri katsayilarla ayni toplama sahip ola, +a, +--- +a,.

Bu toplam, satir sayisindan bir fazladir.

= [113] , 5-1=4. satirda bulunwg—;' = [312] ve 25-1=24. satirindadir.

~N A

Stern-Brocot gacmda% veg kesirleri harig, her kesir, kendisinin hemen aan

sg ve sol elemanlara sahiptir. Biim noktasindaki kesrin surekli kesrinin bilinmesi,
bu s& ve sol elemanlarin sirekli kesirlerinin bilinmaskolaylastirir. Bunun igin,

asagidaki sesitli ge dikkat edilmelidir:
[ .a,,...,.a, +1 = [a,,a,,...,,1].

Her sonlu surekli kesir, iki gosterime sahiptir.nSerimi 1'den biyuk olan sirekli

kesir verilsin; [a, ,a,,...,a,] , a, >1. Bu kesir
A .,a,,...,a,] ve [a ,a,,...,a, —1]1]
biciminde yazilabilir. Her iki gosterimde, son tag 1 eklenirse
A ,a,,...,a, +1] ve [a,,a,,...,a, —12]

olur. Bu kesirler[a, ,a,,...,a,] surekli kesrinin trtinleridir. Orrgn;

;: [113] = [1121] kesrinin UrUnIeri;g = [114] ve1—72 = [11.22] olur.
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Stern-Brocot gacindaki her kesrin iki elemani vardir. Bu kesirleneydanlari
verilen kesir olan kesirlerdir. Bu kesirler de budilir. Bunlardan biri verilen kesrin
Ust kismindaki satirda, gbri biraz daha uzakta yeghaistir. Birincisinin gosterimi,
kesrin son durumundan 1 cikarilarak elde edilirgdbi ise, son katsaylyr ihmal

ederek bulunur. Mesela,

1—72 = [112,2] kesri, [11,21] = [113] :; ve [112] :g kesirlerinin medyanidir.
5_ : _4 1 .
9 [L14] kesri, [113] =3 ve [11,] =5 nin medyanidir.

Uzak olan kesir hakkindgagidaki sitlikler verilebilir:
P

a, ,a,,...,.a]=[a,a,,..,a —11] var olsun. k ve k+1 yer datirsin ve
a.,, =1 yazilsin.

Pra _ P TP
Owea Ok Y0k

yazilabilir. Burada

P _ [a,.,a,,...,a, —1] VGM:

[ .a,,...,a,]
Ak k-1 ’ -

dir.

Asagidaki Stern-Brocot gacl, sayilarin farkl yazgiari kullanilarak gosterilngtir
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!
4
12 0
7 5
19 1 16 1
1C 11 9 6
Sekil 3.7.1
[1,1,3]
[1,1,2,2] [1,1,4]
[1,1,9] [1,1,1,1,2] [1,1,B,2 [1,1,5]
Sekil 3.7.2

3.8. Raney Sayilari Ve Stern —Brocot Sayilari Arasdaki iliski

Onerme 3.8.1.Ikili agactaki bir digim; p Raney sayisina ve-  Stern-Brocot
q Q

<

saylisina sahip olsun.

: " r
ncift, a,,a, 20 vea, > 0 olmak lUzere;- sayisl
<

<



r -—
g—<ao A dy)

surekli kesir agilimina sahiptir ancak ve ancak

=(a, 81, 8)

oo

surekli kesir agilimina sahiptir.
Ispat: W = R*L*R% .. .L*:R* bir digiim olsun. Onerme 3.5.1 ile

SBW) =f(W) =(a,.,a,...,a,)
yazilir.

W =R*L* _|*R* den énerme 3.1.3 tekrar kullanilarak

Ra(W) =f (W) =(a, ,a,,,.--,a)

yazilir.

(W) = 1—72 =(01121) veRa(W)= %1 =(1211) ornegine dikkat edilmelidir.
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BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

R =((1) 11j ve L =G fj olmak tzere a = [a,;a,,a,,...] bigimindeki bir strekli

kesir acilimi R*L*R*L®* ... biciminde R ve L matrislerinin zincirleme c¢arpimi

biciminde yazilir. a =[a0 A, 4, +1] biciminde yazilmy sonlu bir sirekli kesir

icin R*L*R?% ... L*R* carpimi kullanilir. Orngin;

a=+2 =[1,2,2,2,...] RL’R?L2...

a :2 - [113] = 112 +1] = R'L'R?

biciminde yazilir.

a =[a,;a ,a,,...] biciminde sirekli kesir agilimi bilinen bax irrasyonel sayisi igin

=" D sayisinin siireki kesir agilimi bulunabilir. Anagdziim iginM = (a b)
b cd

seklinde tanimlanan matrisin cifte dengeli olmasreg@. Ayrica dongturiculer

_(1 0 (1 1) . L
bqunurkenL—(1 1), R—(O 1) Ozel matrisleri kullanilir.

M matrisinin c¢ifte dengeli olmagh durumlarda da ¢6zim icin genel problem, cifte

dengeli duruma indirgenir. Bunun i¢in adim adimléglemler yapilir.

Surekli kesirleri L ve R matrislerinin zincirlemarpimi biciminde goésterilmesi, bir

karakterin 0 ve 1 sayilanyla kodlanmasina skee gelir. Buna 0Ornek olarak,

hakkinda bilgi sahibi oldtumuz bazi sayillarin agihmlari  verilebilir:
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n=[37151,292..] = RL'R®LIR?Z...
e=[ 21211411--] = RARARIL'RI...

V2=[122222,..] = RIL?R2LR?L...

Bir surekli kesrin acilimi gaclarla da g(‘jsterilebilir% olarak alinan kokten itibaren

sg dalda R matrisi, sol dalda da L matrisi kullaralar bir g&acin dgumlerini
kesirlerle etiketlemek mumkindir. Raney ve SteraeBt aaclari buna iyi birer

ornektir.

Raney veya Stern-Brocogacindan alinan kesigac tzerindeki yollar takip edilerek

R ve L matrisleri ile yazilabilir.
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