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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI
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alb : a bolmez b
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atb : a ilgili degil b
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N
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OZET

Anabhtar kelimeler: Kareler toplam, Pisagor tigliileri, Tek tiirlii par¢alanmali bolge.

Bu tezde bazi1 Diophant denklemleri incelenmistir. Birinci boliimde bazi asal
sayilarin, iki saymin karelerinin toplami biciminde yazilabilecegi gosterildi. Ayrica
bu boliimde her n dogal sayisimin dort tamsaymin kareleri toplami bigiminde
yazilabilecegi gosterildi. Ikinci boliimde de pisagor ticlilleri incelenmis ve bazi
denklemlerin ¢oziimlerinin olmadig1 gosterilmistir. Uciincii bslimde ise x* +3° = 2°
denkleminin ¢6ziimiiniin olmadig gosterilmigtir. Son olarak dordiincii béliimde tek
tiirlii parcalanmali bolgeler ele almarak bazi Diophant denklemlerinin ¢dziimleri
incelenmisgtir.
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DIOPHANT EQUATIONS

SUMMARY

Key Words: Sum of squares, Pytheporian triples, Unique factorization domain.

In this thesis, we investigated some Diophant equations. In the first chapter, it is
shown that the primes of the form 4n+1, is a sums of two squares. Moreover it is
shown that every natural number is a sum of four squares. Second chapter is devoted
to the Pythegorion triples. In this chapter it is shown that some Diophant equations
has not got a solution. In the thirth chapter, the equation x’+ 3’ =z>, is considered
and it shown that is no solution to this equation. Lastly, in the fourth chapter by
considering the unique factorization domain, solutions of Diophant equations are
investigated.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Giivercin Yuvasi Ilkesi ve Bazi Uygulamalar

Lemma 1.1.1(Giivercin yuvasi ilkesi): Eger » elemanh bir kiime alt kiimelerinin
m tanesinin birlesimine esit ve #»>m ise en az bir alt kiime birden fazla elemana

sahiptir.

Sonug 1.1.2: x,,...,x, tamsayilar ve n>m olsun. Bu taktirde, x, = x;(modm) olacak

bicimde i=#j vardir.

Lemmal.1.3 (Thue’nin Lemmasy): #>2 dogal sayisi bir tam kare olmasm. Bu

durumda a bir tamsay1 olmak iizere (a,n)=1 ise ax= y(modn) olacak bigimde

0 <|x] <+/n ve O<]y| <n sartlarim saglayan x ve y tamsayilari vardir.

ispat: k=[] olsun. \n tamsayr olmadigindan , [n]<<n<[Vn]+1 dir.yani
k<~/n<k+1 olur. Dolayisiyla (k+1)">n olur. 0<|x|<n,0<|y|<Vn olmak iizere
ax,+y, tamsaylarmm sayist (k+1)° dir ve (k+1)’>n dir. O halde,
a+y =ax,+y, (modn)  olan  (%,x,)#(y,y,) vadr. Bu durumda

a(x—x,)=y,-y (modn) olur. x=x—x,,y=y,-y alrsak, ar=y(modn)
bulunur. Burada,

|x| = [xl —-x2| <k,

| =lp-»|<k



oldugundan

0<|x <n,0<|y|<vn
elde edilir.

x=0 ise a0= y(mod n) olur ve n|y elde edilir. Buise n< | y| olmasim gerektirir.
Ancak | yl <+/n oldugundan ¢eligki elde edilir. Dolayisiyla x#0 dir. y=0 ise
axEO(modn) olur. (a,n)=1 oldugundan n|x dir. x# 0 oldugundan nSle olur.

Fakat bu ]xl < +/n ile gelisir. Dolayisiyla y =0 dir. Boylece,

O<lx|<\/;, O<fy’<\/;

bulunur.

Teorem 1.1.4: p>2 ve p asal say1 olsun. Bu taktirde p=1(mod4) tir <

p|x*+1 olacak bigimde bir x tam sayisi vardir [5].

Teorem 1.1.5: p>2 ve p asal say1 olmak lizere p=a’+b* olacak bigimde a ve

b tam sayilar vardir <> p=1(mod 4) tir.

ispat: (<) p=1(mod4) olsun. O zaman (a, p)=1 olmak iizere a’ =-1 (mod p)
olan bir a tamsayis1 vardwr. (a,p)=1 ise Lemma 1.1.3 e gbre a x, =y, (mod p)
olacak bigimde 0<|x,|<yp ve  0<|y|</p sartm saglayan x,, y, tam
sayilari vardir. @’x? =y (modp) ve a’=-1(modp) oldugundan x;+y; =0
(modp) dir. x2+y?=kpolsun. 0<|x|<p ve 0<|y|<y/p oldugundan

x2 +y2 <2pdir. kp =x} +y; <2pise k=1dir. Dolayisiyla p = x; +y; bulunur.




(=) p=d*+b* olan a ve b tamsayilan mevcut olsun. p tek oldugundan a ve b

nin ikisi aym anda tek veya aym anda ¢ift olamaz. a tamsayisi tek, b tamsayisi cift

olsun. Bu durumda,
a’ =1(mod4), b* =0(mod 4)
bicimindedir. O zaman,
a’ +b* =1 (mod4)
olur. Bu durumda,
p=1(mod4)

elde edilir.

Onerme 1.1.6 : m ve n iki sayimin kareleri toplam: bigiminde ise mn de iki saymin

kareleri toplami bigimindedir.

ispat: a,b,c,d tamsayilar olmak tizere m=a*>+b*,n=c’+d” ise
mn=(a*+b*)(c* +d*)=(ac—bd)’ +(ad +bc)’

olur. Yani mn de iki saymin kareleri toplami bigimindedir.

Onerme 1.1.7: p>2 birasal say1 ve p=3(mod4) olsun. Efer p|a’+b* ise

pla ve pl|b dir[S].

Teorem 1.1.8: n=a’+b* olacak bigcimde a ve b tamsayilan vardir <> »r nin
asal ¢arpanlarna aynligindaki asal sayilardan 4k +3 bigiminde olanlarin (eger varsa)

tissii ¢ifttir.




Ispat: (:>:) n nin iissii tek olan 4k+3 bigiminde bir p asal ¢arpami olsun. Yani
(p,m)=1 olmak iizere n= p*"'m olsun. Dolayisiyla p|a*+b* dir. Yani p|a ve
p|b dir. O zaman a=p'k,b=p't, (k,p) =(t,p) =1 olacak bicimdek ve ¢

tamsayilari vardir. 7 <s olsun.
P4 b= pzrkz +p2st2 _ p2r (kz +p23—2rt2) — er (kz +(ps'rt)2)

dir. Boylece p*” In olur. Dolayisiyla 2r<2/+1 dir. 2r ¢ift ve 2/+1 tek

oldugundan 2r <2/+1 bulunur. Su halde,
n=p"*'m=p” (k2 +(ps”’t)2)
ise
P m =k +( ps"t)2

elde edilir. Boylece, 2/+1-2r>0 ise p| k2+( p"st)z dir. Dolayisiyla p|k ve

plpt olur. p|k bir geligkidir. Clinkii ( p,k):l dir.

2

(<::) n=2* qlp‘qu ...qsﬂ‘p]

2a,

P 2% ye q,.-=-1(mod4), 1<i<s ve

D%
p;=3 (mod4),1$j£k olsun. 2 Ve ¢,,9,,,,5,,9, asal sayilar iki saymn kareleri
toplam1 bigiminde yazilabildiginden, 2",q1ﬁ‘,qu,...,qf’ lerde iki saymin kareleri
toplami bigiminde yazlabilir. Dolayisiyla, 2*gfig?..q" de iki saymm kareleri

toplami bigimin de yazilabilir.

)

2°qPql..q" =a’+b} olsun. Bu taktirde, x = p{"p;*...p;* olmak iizere
n=2qlq}..ql p*..p*
2 2 (-4} - 2 . 2 2 2
=(a; +5) (P1 -Dp ) =(a; +b))x

= a?x® +b2x* = (ax) +(bx)’




bulunur. a =a,x,b=>5bx alnirsa,
n=a +b’

olur.

Onermel.1.9: p>2 bir asal say1 ise kp = x*+y* + z° +w* olacak bigimde k< p

tamsayisi vardir.

Ispat: Once x*+3)*+1=0(modp) ve 0<x<p/2 ve 0<y<p/2 olacak
P

bigimde x ve y tamsayilarinin var oldugunu gosterelim.

2 2
S= {02912:'"9(!?1') } veE T= {—1"027—1"123-.-,_1-‘(———pz-l) }

olsun. S nin herhangi iki elemam1 p modiiliine gére birbirine konguru degildir.

Cinkii x* =3* (mod p) ise p|x*—y*, yani p|x—y veya p|x+y dir.

0<x<p/2 ve 0<y<p/2 oldugundan bu miimkiin degildir. Benzer bicimde T

nin herhangi iki elemam p modiiliine gére birbirine konguru olamaz.

SUT nin p+1 tane eleman icerdigini gérmek kolaydir. Dolayisiyla SUT de farkl

iki elemamin p ye boliimiinden kalan aymdir. Boylece Lemma 1.1.1 e gore x vey
2 2 p-1 p-1 . .
tamsayilant x’ =-1-* (modp), 0<x< v 0<y< Tolacak bigimde

vardir. Boylece, x’+y’+1=0(modp) bulunur. Buradan x*+)’+1+ 0> =kp

olacak bigimde bir £ tamsayisinin oldugu goriiliir.
1\
2+’ +1 <2(-1-’i2—~) +1< p’

oldugundan, k < p dir.




Onerme 1.1.10: m tekise —(mz_l),—(m;1]+l,...,——1,0,1,...,ﬂ~2——1 tamsayilan

m modiiliine gore bir tam kalanlar sistemidir.

Ispat : Bu sayilar ardigk m tane tamsayi oldugundan bunlarin m modiiline
gore bir tam kalanlar sistemi olugturdugunu gérmek kolaydar.

Teorem 1.1.11: Her p asal sayis1 icin p=x*>+3)*+2z"+w* olacak bigimde

x,¥,z,w tamsayilan vardir.

fspat: 2=1"+1+0*+0" oldugundan 2 i¢in teorem dogrudur. p>2 icin
inceleyelim. Yani p nin tek asal say1 oldugunu kabul edelim.

Onerme 1.1.9 a gore x*+3*+z°+w’ =kp olacak bigimde x,y,z,w ve k

tamsayilar vardir.
S={keN|k<p ve kp=x"+y*+2* +w*, x,y,z,we L}

olsun. S nin en kigik elemam m olsun. Dolayisiyla m<p ve
mp=x*+y*+z°+w" olacak bigimde x,y,z,w tam sayilan vardw. m=1
oldugunu gosterirsek ispat biter. Bunun igin m >1 oldugunu kabul edelim. Simdi m
nin ¢ift oldugunu varsayalim. Bu durumda, x,y,z,w tamsayilarinn hepsi ¢ifttir
veya hepsi tektir ya da ikisi tek ikisi ¢ifttir. Tiim bu durumda bu sayilar yeniden
diizenlenerek, x= y(mod 2) , zzw(mod 2) oldugu kabul edilebilir. Bu durumda,

X—y x+y z—w z+w
24 . Y , _— tamsayilaridir ve

2 2 2
2 2 2 2
(x—yj +(x+y) +(z-—w) +(z+w)
2 2 2 2




olur. Bu durum m nin en kiigiik olmas1 ile gelisir. Simdi de m nin tek oldugunu

kabul edelim. Onerme 1.1.10 u kullanumsak a=x(modm),b=y(modm),
c Ez(modm),d Ew(modm) ve _—_in_z <ab,c,d < —’;l olacak bicimde a,b,c,d
tamsayilarmin bulundugunu goriiriiz. Buradan, |
@ +b*+c* +d> =x> +y* + 2> +w* (modm)
elde edilir. Boylece
a*+b*+c’+d* =km

olacak bicimde bir £ tamsayisimn var oldugu goriiliir ve
m 2
0<a®>+b*+c*+d* < 4(5-]

dir. Sonu¢ olarak 0<k<m bulunur. Egerk=0 ise a=b=c=d=0 dir ve
dolayisiyla x=y=z=w=0 (modm) olur. Bu ise x2+y2+zz+w250(modm2)

oldugunu gosterir.

Buradan m*|mp oldugu gorilir. Bu bir celiskidir. Cilinkii 1<m<p dir.
Dolayisiyla k& >0 olur. Ayrica,

(x2+y2+z2+w2) (az+b2+c2 +d2) = mp.km=m’kp
dir. Diger yandan,
ax+by+cz+dw=x>+y* +z° +w’ =0 (mod m)

bx—~ay——dz~cw=:=yz——xy+wz—-zwzO(modm)




cx-—dy-—az+bwszx-—wy—xz+yWEO(modm)
dx+cy~bz—awzwx+zy-yz—xw=—=0(modm)
olur. Sonug olarak,
X=(ax+by+cz+a’w)/m,
Y=(bx—ay+dz—cw)/m,
Z=(cx—dy—az+bw)/m,
>W=(dx+cy—-bz——zw)/m
ise X,Y,Z,W Ilar birer tamsayidir.

Boylece X?+Y*+Z?+W?=m’kp/m* =kp elde edilir. 0<k<m oldugundan bu
bir celigkidir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanhstir. Yani m=1 dir. Bu ise,

p=x*+y*+z*+w olacak bigimde x,y,z,w tamsayilarinn oldugunu gosterir.

Onerme 1.1.12: Eger m ve n pozitif tamsayilar ve m sayist ile » sayis1 dort
saymin kareleri toplami1 bi¢iminde ise mn de dort saymn kareleri toplam

bicimindedir. Daha genel olarak m,,m,,...,m, tam sayilar dort tam saymmn kareleri
toplamu biciminde yazilabilirse mm,...m, de dort tam saymmn kareleri toplami

bi¢iminde yazilabilir.

fspat: m=a"+b*+*+d*, n=x"+y"+22+w’ ve ab,cd, x,y,z,t ler

tamsayilar olsun. O zaman,
mn =(a2+b2+cz+a’2).(x2-l-y2+z2 +t2)

=(ax-l—by+cz+a't)2 + (ay——bx—~ct—dz)2 +




(az—bz‘——cx—a’y)2 + (at—bz~cy—-abc)2

olﬁr. Burada,
ax+by+cz+dt=u,
ay—-bx—ct—dz=v,
az—bt—cx—dy=k,
at—bz—cy—dx=1
aliirsa ,
mn =u® +v* +k* + 1
olur.

Ornek 1.1.13: 7=22+1+1*+1” ve 10=3>+1"+0"+0* ise
70=7.10= (22 +1 +1*+1?) (3 +1* +0* + 0?)
= (3.3+1.1+1.0+1.0)" + (2.1-1.3-1.0-1.0)’
+(2.0-1.0-1.3+1.1)° + (2.0+1.0-1.1-1.3)°

=72+ 12 +22 + 4

olarak yazabilecegimizi goriiriiz.

Teorem 1.1.14: Her n pozitif tamsayis: i¢inz = a® +b” +¢” +d* olacak bigimde
a,b,c,d tamsayilart vardir. Yani her tamsay1 dort tam karenin toplami biciminde

yazilabilir.
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Ispat: 1=1>+0%+0%+0* oldupundan 1 in dért tam karenin toplamu bigiminde
yazilabilecegi agiktir. »>1 kabul edelim. » sayis1 n= p,p,...p, olacak bicimde asal
carpanlarna ayrilsimn. 1<i<r icin her bir p, dort tam kare toplami olarak ifade

edilebilir. Onerme 1.1.12 ye gore n tamsayis: dort tam sayinin kareleri toplami

bi¢ciminde yazilabilir.

Teorem 1.1.15: 4" (8m+7) bigimindeki bir tamsay1 ii¢ saymun kareleri toplami

bi¢iminde yazilamaz.

fspat: n=0 icin 4°(8m+7) =8m+7 olur. 8m+7 ii¢ saymmn kareleri toplami
bigiminde  yazilamaz. Cinkii, a*= 0,1,4(m0d 8) dir.  Dolayisiyla,
a+b*+c* =0,1,2,3,4,5,6 (mod8) olur. Ancak, 8m+7=7(mod8) oldugundan
8m+7 =a’ +b>+c* olmasi miimkiin degildir. 4" (8m+7) bigiminde olup ig

sayin kareleri toplami bigiminde yazilan sayilar oldugunu kabul edelim.

S= {ne N [m tamsayisi, 4" (8m+7) sayist ii¢ saymun kareleri toplami olarak

yazilacak bi¢imde vardir } olsun.

S0 ve ScN dir. § nin en kiigik elemam k& olsun. Bu durumda,
4* (8m, +7)=a’+b* +c* olan m; vardir. Burada a,b,c tamsayilarmdan her biri gift

olmahlidir. Ciinkii, @ tek, b tek, ¢ tek olursa,
a* =1 (mod4), »* =1 (mod4), ¢*=1 (mod4)
ise
a* +b* +c* =3 (mod 4)
bulunur ve ¢eliski elde edilir. a tek, b ¢ift, ¢ ¢ift olsun.

a* =1 (mod4), »* =0 (mod4), ¢* =0 (mod4)
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ise
a*+b*+c* =1 (mod4)
olur ve celiski elde edilir. a tek, b tek, ¢ gift olsun.
a*=1 (mod4), »* =1 (mod4), ¢*=0 (mod4)
ise
a*+b* +c” =2 (mod4)

olur ve celiski elde edilir. Su halde a,b,c  lerin hepsi c¢ift olmalidir.
a=2a,b=2b,c=2c olarak alirsak,

4 8m+T)=a’ +b] +c}

elde ederiz. (k- 1) € S olur. k—1<koldugundan £ nm en kiiciik olmasi ile geligir.




BOLUM 2. PiSAGOR UCLULERI

Tamm 2.1.1: x* +y* = z* denklemini saglayan bir (x,y,z) pozitif tamsay: iigliisiine
bir pisagor iicliisii denir. x# 0,y # 0,z # 0 olmak iizere eger (x, ¥, z) tamsay: tiglisi

x*> +y* = z* denklemini sagliyorsa, o zaman bu denklemi (Ix vz

2

) tamsay {igliisii

2

de saglar.
Eger (x, ¥, z) =1 ise, o zaman bu iigliiye primitif pisagor ticliisii denir.

Primitif pisagor tigliilerinin en gok bilinen dmekleri; (3,4,5) ve (5,12,13) tiir. Daha

az bilinen 6rnegi ise (12,35,37) dir.

(x, y,z) herhangi bir pisagor igliisii olsun ve d =(x, y,z) alallm. Bu durumda

x=dx,y=dy,z=dz ve (xl,yl,zl)=1 olur. Ayrica

elde edilir. Kisaca, her pisagor tigliisii bir primitif pisagor ii¢liisiine doniistiiriilebilir.

Lemma 2.1.2: (x,y,z) bir primitif pisagor tgliisii ise x ve y den biri tek digeri

cifttir.

ispat: x ve y nin her ikisinin de ¢ift oldugunu kabul edelim. O zaman2 | x* + 3’

olur. Bu durumda 2|z* dir. Buradan da, 2|z bulunur. Dolayisiyla, (x, y,z)22

sonucu elde edilir. Bu ise (x,y,z)=1 oldugundan geliskidir. Simdi de, x ve y nin
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her ikisinin de tek oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla x* = l(mod 4) ve
Y= l(mod 4) olur. Bu ise

22 =x"+y* =1+1=2(mod 4)
oldugunu gosterir. Bu olamaz. Ciinkii herhangi bir @ tamsayst i¢in a” =1(mod4)

veya a* = O(mod 4) tiir. Bundan dolayr x ve y den biri tek digeri gifttir.

Bir primitif pisagor iigliisii olarak verilen (x, y,z) tamsayilarindan biri ¢ift ve diger
ikisi tektir.

(x, v, z) bir primitif pisagor iigliisii oldugunda,

(%) =(2)=(x2)=1

oldugunu gosterelim. (x, y) =d>1 olsun. O zaman p|d olan bir p asal sayisi

vardir. d|x ve d|y oldugundan, p|x vep|y dir. Dolaysiyla, p|x*+3*olur.

Buradan da p|z* olur. Yani p|z bulunur. Bu ise (x, v, z) =] olmas: ile gelisir. O

halde d =1 dir. Aym sekilde ( y,z) = (x, z) =1 oldugu kolayca goriiliir.

Biitiin sayilar1 asal say1 olan hi¢bir primitif pisagor ii¢liisii yoktur.

Onerme 2.1.3: (x, y,z) bir pisagor ticliisii olsun. O zaman, (x, y,z)= (dxl,dyl,dzl)

olacak bigimde bir d > 0 tamsayis: ve primitif bir (xl, Vi zl) pisagor ticliisii vardir.

Onerme 2.1.4: (a,b) =1, a >0, b > 0 tamsayilar olmak iizere ab=x’ ise a=u’,

b=v* olan u ve v tamsayilari vardur.

Genel olarak, ab=x" ise, a=u" ve b=v" olacak bicimde u ve v tamsayilan

vardir.




14

Ispat: a>0, b> 0 olmak tizere ab = x*olsun. (x, a) = u,(x, b) =y alalim.
uv =(x,a)(x,b)=(x,ab) = (x,xz) =x

oldugundan #*v* =x* dir. Yani

olur. (a,v) = (b, u) =1oldugundan,
(a,vz) =(b,u2) =1

dir. Bu durumda ab=u*v* ve (a,v2)=1' oldugundan a|z® dir. Aym bicimde,
u’|ab ve (b,u2)=1 oldugundan #*|a dir. a|u’ve u’|a oldugundan a=u> elde

edilir. ab=u*v* ve a=u? ise b=v? dir.

Onerme 2.1.5 : a>0,b>0,(a,b)=1 ve ab=2x* olsun. Bu durumda

a=2u*b=v* veya a=u’,b=2v* olacak bicimde u ve v tamsayilan vardir

[5] -

Teorem 2.1.6: x>0,y>0,z>0 olmak tiizere (x, y,z) bir primitif pisagor
tcliisidir < s>t,(s,t)==1ve s ile t den biri tek digeri ¢ift olmak iizere,

x=2st,y=5"—1,z=5"+t*olacak bicimde s, tamsayilar1 vardur.

Ispat:( =) x> +)* =2* ve (x,y,z)=1 ise, x ve y tamsayilanindan biri tek digeri
cift ve z tektir. x incift, y ve z nin tek oldugunu kabul edelim. x>+ )* = z* ise

x*=z"—) yani x*=(z-y)(z+y) olarak yazabiliriz. Burada (z—y) ve (z+y)

cifttir. O zaman 2y ve z42~y

5 birer tamsayidir. x* = (z - y)(z + y)
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z+

denklemini, (5)2=( 2= }Z* Y olarak yazalm. Simdi de, (2=2,2F2)=1
2 2 2 2 2

oldugunu gosterelim. (z—?:y ) E—g—l) = d > 1ise p|d olacak bicimde bir p
z—y z+y . z—y z+y

asal vardir. d|—— ve d| oldugundan p| ve p|—= olur.

2 2 2 2
z—y z+y . z—y , L z+Yy . .

pl 5 ve p| 5 oldugundan p| 5 + — yani p |z bulunur. Yine,
zZ—y z+y o z—y z+y . o

rl 3 ve p] 5 oldugundan , p]——2~—+-—2—— yani ply eldeedilir. ply

ve plz ise p|z’—y’olur ve buradan da p|x” bulunur. Buise, p|x demektir.
(x, v, z)=1 oldugundan p|x, ply, plz olmasi imkansizdir. Dolayisiyla,

“Ymy, Z4Y ek, (13) =1 ve(x/2)’ =uv ol

(Z=Y ZEYy o gir.
2 "2

Onerme 2.1.4 e gore, u=t*, v=s"olan f,stamsayilarn vardir. (u,v)=1 ise

z—y _ Z+y=S2

tZ
2

ise,

(tz,sz) =1 dir. Dolayisiyla, (z,5) =1 olur.

z=t*+5*,y=5"—1,x=2st

bulunur. (x, y,z) =1 oldugundan s ve ¢ nin biri ¢ift, digeri tektir. Ayrica,

v >u oldugundan, s>t dir.
(=)x=2st,y=5"—1,z=5"+1,5>1,(s,1)=1 ve 5 ile ¢ denbiri tek digeri ¢ift
olsun. x>+ y* = z* oldugunu gosterelim:
¥+ = (2st)2 +(s2 —1 )2
=45 +5" 25 +1*
=st+200+1 = (s2 +t2-) =z
olur. Simdi de (x, ¥, z)=1 oldugunu gosterelim. Bunun igin p|x, p|y, ve p| z

olacak bicimde bir p asal sayisinin olmadigimi gosterelim. Aksini kabul edip
celiski elde edelim. p|x, p|y, ve p| z olacak bicimde bir p asal sayisi
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bulunsun. p|x ise p|2st dir. p =2 olsun. p|y oldugundan 2ly yani 2|s* ¢

olur. s ve t den bir tek digeri ¢ift oldugundan s°—#* tektir. Dolayisiyla

2|s* —t* bir geliskidir. O zaman p >2 olmahdir. p| 2st ve p/2 oldugundan
p|st dir. Bu durumda p|s veya pl|t dir. p|s olsun. O zaman p|s® olur.
p|s* ve ply oldugundan p|s®—¢* dir. Yani - p|s2—~(s2—t2) ise p|£
dolaysiyla p|¢ olur. Bu ise (s,#)=1 olmasma aykiridir. Benzer bigimde p|t ise

p|s bulunur. Yine geligki elde edilir. Dolayisiyla (x, v, z) =1 dir.

Sonmu¢ 2.1.7: k& bir pozitif tamsayr1 ve s ile + Teorem 2.1.6 daki sartlan
sagliyorsa, pisagor ficliilerinin tiimii; xzk(sz-—tz), y=2kst,z=k(s2+t2) olarak
verilir.

s ve ! nin kiigiik degerlerinden olugan bazi primitif pisagor ficlilerinin listesi

agagidaki tabloda verilmistir.

t< S,(z‘,s) =1, s ve ¢ den biri tek digeri ¢ift olacak bigimdeki s= 2, 3, 4 degerleri

i¢in liste yapilmistir.
x y z
s ! 2st s*—F st +t
2 1 4 3 5
3 2 12 5 14
4 1 8 15 17
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Ornek2.1.8: Hipoteniisii ve dik kenarlarindan biri arasmdaki fark, pozitif bir %

tamsayisi olan ve kenarlar primitif pisagor ti¢liilerinden olusan dik licgenlerin kenar
uzunluklarint bulunuz.

Coziim: k yi1 tek veya ¢ift alarak iki durumda inceleyelim.

Durum 1: k tek olsun. Dik kenar uzunluklarindan biri tek ve digeri ¢ift oldugundan
x tek ve y ¢ift kabul edilebilir. O halde y ve z (hipoteniis) & dan farkl

olmalidir. Teorem 2.1.6 ya gore u* +v* =2uv+k yani (u —v)2 =k dir. Dolayisiyla

k bir tamkare olmahdir. g bir pozitif tamsay1 olmak fizere k=g* alalim. u>v
oldugundan u =v+g dur. O zaman, v,g >0 ve v ile g dan biri tek, digeri ¢ift
olmak iizere,

x=q(2v+q),y=2v(v+q)
ve
z=2v"+2gv+q°
olarak bulunur.
Eger g=1 ise k=1 ve x=2v+1,y=2v(v+1),z=2v2+2v+1 dir. Buradan da,

(3,4,5);(5,12,13);(7,24,25);(9,40,41), ... tgliileri elde edilir.

Durum 2 : k cift olsun. z tek oldugundan z ve x ile y den tek olam k£ dan
farkls olmalidir. Teorem 2.1.6 ya gore, u? +v> =u> —v*+k ise 2v* =k olur. Yani
efer bir ¢oziim varsa, q bir tamsayr olmak {izere k=2¢” olmalidir. v=g ve u
keyfi alindiginda, u>q ve u ile g dan biri tek, digeri ¢ift olmalidir. Buradan da,
x=u’—q*,y=2uq ve z=u'+q* elde edilir Ozellikle, k=2 igin

x=u’-1,y=2u,z=u’+1 olur
Burada u ciftve »>2 dir. w pozitif bir tamsay olmak tizere # = 2w alirsak,

x=4w’ -1,y =4w ve z=4w" +1
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olur. Buise (3,4,5),(15,8,17),(35,12,37),(63,16,65) , ... iigliilerini verir.

Ornek 2.1.9: Aritmetik olarak artan tiim (x, v, z) pisagor ticlilerini bulunuz.

Coziim: k£ ortak fark olmak iizere x ve k tamsayilan, (x—k)2 +x° =(x+k)2

olacak bigimde var olsun. (x - k)2 +x° = (x + k)2 ise,

% =2xk+ Kk +x* =x*+2xk + k*

olur ve x*=4xk bulunur. Dolayisiyla x=0 veya x=4k dir. x#0 oldugundan
x =4k olmalidir.

Dolayisiyla,
x—k=4k—k=3k,x=4k,x +4k =5k

oldugundan bu tgliller (3k, 4k,5k) bi¢iminde bulunurlar. Primitif ticlii ise sadece

(3,4,5) tir.

Ornek 2.1.10: Kenarlarindan biri bir tamkare olan tiim primitif pisagor tiliilerini

bulunuz.

Coziim: 3 durumda inceleyelim:

' 2
1. Durum: Hipoteniis bir tamkare olsun. Yani x*+)* = (zz) =z" olsun. Teorem

2.1.6 ya gbre u>v olmak iizere u ile v den biri tek, digeri ¢ift olmak tizere
Z=ut+v}, x=u’—v*, y=2uv dir. u cift ve v tek olursa u=2mn,

v=m’—n’ dir. Budurumda (m,n)=1, m>n m ve nden bir tek, digeri cift

os 2 2
olmak iizere, x=u"—v* =(2mn) —(m2 -n2) =4m’n® —m* +2m*n* —n' =
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——(m4 —6m*n” + n“) olur. Eger u tek ve v ciftolursa u=m’—n*, v=2mn dir.
Boylece x=u’-v'= (m2 —n’ )2 —(2mn)2 =m*—6m’n’ +n' ve
y=2uy= 4mn(m2 —-nz) olur. O halde
Dolayisiyla her iki durumuda g6z oniine alirsak ,

x= lm4 —6m*n® +n4l,

y=2uv= 2.2mn(m2 —nz) = 4mn(m2 ~n2),
2 =ut+v = (2mn)2 + (m2 —n’ )2 =4m*n* +m' - 2m*n® +n' = (m2 +n )2
oldugundan ,
z=m’+n

elde edilir.
Buise, (7,24,25);(119,120,169), ... tgliilerini verir.

2. Durum: Dik kenarlardan tek olam bir tamkare olsun. Yani
x2)2+ ¥ =x"+y*=2z" olsun. Teorem 2.1.6 ya gore, u>v olmak iizere

x*=u*—v* yani x* +v* =4* dir. x tek oldugundan, u tek ve v ¢ift olmalidir. O

zaman (m,n) =1,m>n>0 ve m ve n den biri tek, digeri ¢ift olmak iizere,

x=m2—n2, v=2mn ve u=m’+n’
olur. Yani,

x=m*-n*,

y=2uv:2(m2+n2)2mn=4mn(m2+n2),
2 2
z=u2+v2=(m2+n2) +(2mn) =m" +2m*n* +n* +4m’n* =m" +6m*n’® +n'

bulunur. Bu ise, (9,40,41),(25,312,313) tigliilerini verir.
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3. Durum: Dik kenarlardan ¢ift olam bir tamkare olsun. Teorem 2.1.6 ya gbre
y* =2uv dir. Simdi (u,v) =1 ve u ile v den biri ¢ift olsun. y ¢ift oldugundan,
w  bir tamsay1 olmak iizere y=2w alabiliriz. Buradan da, uv =2w" olur. Onerme
2.1.5 ten, (m, 2n) =1 veya (n, 2m) =1 olmak fizere u=m*> ve v=2n* veya

u=2m" ve v=n’ elde edilir. Dolayistyla, (m,2n)=1 oldugunda,

x=uz—vz=(2m2)2 ~(n2)2=4m4—n4 veya x=uz—vz=m2——(2nz)2=m4—4n4

oldupundan, m veya n olnasi durumu degistirmediginden dolayi,

x=f4m4~n4l,

¥ =2uv=2(2m*)n* =4m’n’ veya y'=2uv=2m’ (2r?)=4m’n’ oldugundan,
y=2mn,
2= +v? =(2m2) +(n?) =n' +4m" veya z=u+v’ =(2?) +(m?) =4n’ +m*
oldugundan,
z=n"+4m'

bulunur. Buise (3,4,5),(77,36,85) , ... licliilerini verir.

Teorem 2.1.11: (x, y,z) bir pisagor li¢lisi ise, r = (xy)/ (x+ y+z) her zaman bir

tamsayidir.

Ispat: Uygunolan k,s,r tamsayilan icin,
x=2kst,y= k(s2 -—tz),z = k(s2 +t2)

oldugunu biliyoruz. O halde,
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2 2 2
I T . i MY o WM
x+y+z  kQst+s—1 +5 +1?) s+t

dir. Yani r bir tamsayidur.

Teorem 2.1.12: x*+3y*=2z* denklemini saglayan x>0,y >0,z>0 tamsayilan

yoktur.

Ispat: x*+3y*=2z" denklemini saglayan x>0,y >0,z>Otamsayilan varsa,
(x,y,z)=d almrsa x=da,y=db,z=dc olarak yazlabilir. d* (a4 +b* ) =d*c* ise
d*(a* +b*)=c* dir. Buradan da d*|¢’ yani d|c olur. a*+b* =(c/d)’, cld
bir tamsayidir. (a,b,c) =1 ise (a,b,c /d ) =1 dir. Su halde genelligi bozmadan

x*+y'=2" ve(x,y,z)=1 olan x>0,y>0,z>0 tamsayilarmn oldugunu kabul

edebiliriz.

S={zlx4+y4 =z* ve (x,y,z)=1 olan x>0,y >0,z>0 vardir }

olsun. S #J dir. S ©N oldugundan S nin bir en kiigiik elemam vardir. Bunu =z
ile gosterelim. Yani,x'+y* =2 ise (x2 )2 +( ¥ )2 =z ve (xz, yz,z) olup
(xz, yz,z) bir primitif pisagor tigliistidiir. Teorem 2.1.6 ya gore,a > b,(a,b) =1, a
ile b den biri tek, digeri ¢ift olmak tizere,

x’=a*-b*,y* =2ab,z=a* +b*
dir. x*=a*~-b* ise x**+b’*=a’ ve (x,b,a)=1 dir. Yani, (x,b,a) bir primitif
pisagor iicliisii olur. Dolaysiyla, a tek ve b ¢ift olmalidir. Buradan da,
¢>d>0,(c,d)=1, ¢ ve d den biri tek, digeri ¢ift olmak iizere,

x=c?—-d*,b=2cd,a=c*+d*
bigiminde yazilabilir. Buradan,

y* =2ab= Z(ZCd)(62 +d2) = 4cd(c2 +d2)

yani
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(y/2)2 =cd(02 +d2)
elde edilir. Burada »* cift oldugundan y ¢ift ve dolayisiyla y/2 bir tamsayidir.
Diger yandan, (c,d)=1 oldugundan (cd - +d 2) =1 dir. Dolayisiyla
cd=r*,c>+d*=w" olan r>0 ve w>0 tamsaylan vardir. (c,d)=1
oldupundan c=u’,d=v* olan u ve v tamsayilan vardir. Boylece
(u2 )2 + (v2 )2 =w? olur. Yani, u* +v* =w? dir. Dolayisiyla, z=a"+b* oldugundan

a <z olur ve wsw?=c*+d*=a<a’<z dir. Yani w<z bulunur. Bu isez

nin tamimina aykiridir.

Sonug 2.1.13: x* +3* =z* olacak bigimde x ve y tamsayilari yoktur.

ispat: Eger (x,,¥,,2,) tegliisii x*+y*=2z* iin bir pozitif ¢oziimii ise (xo, Vo> zoz)
iicliisii de x*+y*=2z> denklemini saglar ve bu Teorem 2.1.12 ile celigir. Yani

x*+y* =z* olacak bicimde x ve y tamsayilan yoktur.

Teorem 2.1.14: x* —y* = z* denklemini saglayan x >0,y >0,z >0 tamsayilar

yoktur.

Ispat: x*—y*=2" nin x,y,,2, gibi bir ¢6ziimiiniin oldugunu ve ayrica x, mn en
kii¢iik oldugunu kabul edelim.

(xp7,)=d >1 ise x,=dx,,y, =dy, olacak bigimde x,y tamsayilan
vardir. d* (xl4 - yf) =z, ise d’|z, di. Yani z,=d’z olan bir z >0 vard.
Buradan x!—3* =z’ bulunur. Bu durumda O<x, <x, olan (x,,),,z) bir ¢dziim

oldu. Bu bir geliskidir. O halde (x,,y,)=1 dir.
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¥, tek olsun. x*—y'=2z7? ise z’ +( Vo )2 = (xo2 )2 olarak yazarsak, (zo, yoz,xoz)
bir primitif pisagor iigliisii olur. Teorem 2.1.6 ya gére s>¢>0,(s,/)=1 olmak

lizere z, =2st,y," =5 —1*,x,” =5 +1° olur. Boylece,
st - =(S2 +12)(52 —t2)=x02y02

olur. O zaman s,t,x,,y, tamsayllan x*—y*=z" nin pozitif ¢oziimiidiir.
O<s< \/;2—:1‘? =x, oldugundan ¢eliski elde edilir. y, ¢ift olsun. O zaman, s ¢ift
ve ttek olmak lizere
V. =2st,zy =5 —1,x =5 +1
olacak bi¢imde s>0,#>0 tamsayilan vardir.

y,> =2st ve genelligi bozmadan s yi ¢ift, ¢ yi tek kabul edebiliriz. Bu durumda

(2s,t) =1 olur. Onerme 2.1.5 ten 2s ve ¢ nin ikisi de pozitif tamsayilarin karesi

olmalidir. w,v tamsayilar olmak iizere 2s=w’,f=v> olsun. Dolayisiyla w gifitir.
w=2u alsak, s=2u" elde edilir. x,> =5+ =4u* +v* tiir ve (2u2,v2,x0) bir

primitif pisagor tiglistidiir. Teorem 2.1.6 dan a>b>0 ve (a,b) =1 olmak tizere
2u* =2ab,v* =a* -b*,x, =a’ + b

olur.

u*=ab oldugu icin a ve b birer tam karedir. ¢ ve d tamsayilar olmak
izerea=c?,b=d* alalm. v’ =a*-b*=c*—d* yazarsak, x*-y*=2" nin yeni

¢oziimleri elde edilir.
O<c<+Ja<d* +b* =x,

oldugundan bu bir geliskidir. Yani, x* —y* =2z denkleminin tamsayilarda ¢6ziimii

yoktur.
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Teorem 2.1.15: x>0,y >0,z>0 ve (x, y,z) bir pisagor ticlisii ise (1/ 2)xy hicbir

zaman bir tamkareye esit olamaz.

Ispat: x>0,y>0,z>0, (x, ¥, z) bir pisagor {igliisii ise (1/ Z)xy bir tamkare olsun.

Yani u bir tamsay1 olmak iizere (1/2)xy =u’ olsun. O zaman 2xy = 4u” dir.

P+y =2 ye 2xp=4u’ eklenirse (x+y) =z'+4u* elde edilir. Yine

x*+y* =z* den 2xy=4u’ gikarlirsa (x— y)2 = z? — 4 elde edilir. Elde edilen bu

iki denklemi garptifimizda
(x+y) (x=y) =(2* +4u*)(2* - 4*)
yani
(x*?) =2* ~16u* = 2* ~(2u)’

bulunur. Bu ise Teorem 2.1.13 ile geligir. Yani (1 / 2)xy bir tamkareye esit olamaz.

Ornek 2.1.16: x,y,z sifirdan farkli tamsayilar ve x*+y* =2z olsun. O zaman

x*=y* ve 22 =x" tiir.
Coziim: Verilen denklemin her iki tarafinin karesini alirsak,
4z* = (x4 +y* )2 = (x4 -y )2 +4x*y*

olur ve buradan da ,

elde edilir. Bu durumda  x* +y* =22* oldugundan x ve y ninikisi de tek veya

4 4

ikisi de cifttir. Dolayisiyla x*—3y*  ifadesi de ¢ift olur. O halde x ;y bir
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tamsayidir. Teorem 2.1.16 ya gore x* = y* olmalidir. Boylece x*=3* olur. Yani,

72 =x* tiir.

Ornek 2.1.17: x,y,z sifirdan farkli tamsayilar ve 2x*+2y* =2 ise  x* =37,

7% = 4x* tiir.

Coziim: 2x* +2y* = z* denkleminin her iki tarafim1 8 ile garparsak,
(2x)4 + (2y)4 = 2(2z)2

bulunur. Ornek 2.1.17 ye gore, (2x)2 =(2y)2 ve (22)2 :(29«:)4 tir. Yani x* = y?

ve z? =4x* elde edilir.

Teorem 2.1.18: (x,y,z)=1oldupunda x*+2y*=z" nin pozitif tamsayilardaki

¢ozimleri, u,v>0 ve (u,2v)=1lolmak ilizere, x= |u2 -2, y=2uv ve

z=u*+2v* dir.

Ispat: (x,y,z)=1 ise x tek, dolayisiyla z tek olmahdir. Dolayisiyla
x _=.1(mod4) , 2 El(mod4) ve 2y°= O(mod4) bulunur. Yani y cifttir. w
bir tamsayr olmak iizere y=2w olsun. O zaman, x*+8w’=z> yani

8w =z"—-x" olur. z tekve x tek oldufundan z+x ve z-x ler cifitir.

Z—X

Dolayisiyla, ve ler tamsayilardir. 8w’ =z°>~x> ve boylece

2w2=(z—?:x)(z42-x) olur. Ayrica, burada (z;x’z;x)zl dir. Aksini kabul
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edelim. (z-;x , z;x) =d >1 olsun. Budurumda p|d olacak sekilde bir p asal

sayist vardir. d lf—? ve d |£_;_x_ oldugundan pliz—%-JE ve p|%{ dir.

z+x+z——x ani plz ve lz+3c_z——x
) 2 > ¥ p p 5

Buradan da p| den p|x bulunur.

plz ve pl|x olduguigin p|z*—x’yani p|2y° dir. z ve x tek
oldugundan p de tektir.

p tek ve p|2y* ise p|y’ vedolayisiyla pl|y dir. Buise (x, y,z):lolmas1

ile geligir. Yani (z—;x , z;x) =1 dir. Onerme 2.1.5 e gbore u,v Dbirer

tamsayr olmak iizere X e Z ; Yoo veya = X2 ve

z;x =v* olmalidir. Burada (u,2v) =1 veya (Zu,v) =1 dir. Bu durumda,

A, N ZEX_ alirsak, EYX_ZTX_ oy yani x=u>-2v* ve
2 2 2 2

Z;x 27X 242y yani z=u?+2v* olur. Aynca2y’ =z>—x* oldugundan

2y° =(u2 + 20 )2 —(u2 -2 )2 =(u2 + 20+’ -—2v2) .(u2 +20% —u? +2v2) yani

2y* =21 4v* elde edilir. Bu durumda y=2uv bulunur. z ; ¥ =022 ; Xy

Z+Xx Z—X 9 2 . 2 2 zZ+XxX zZ—X 2 9 .

alirsak, ———=2u"—-v" yani x=2u"-v’, =2u"+v° yani
2 2 2

z=2u* +v* bulunur.  Ayrica, 2y* =z* —x oldugundan,

2y = (2u2 +v? )2 -(2u2 —vz) = (2u2 +v? —2u% +* )(Zu2 4% +2u% —v* ) =2v* 4u*v’
yani  y*=4u’»*  elde edilir. Bu durumda  y=2wv  bulunur. Yani

u,v>0,(x,2v)=1 i¢in x*+2y* =z’ denkleminin gdziimleri,

x=}uz—2v2 , y=2uv ve z=u*+2v"

bigimindedir.
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Teorem 2.1.19: x*+y* =2z nin aralarinda asal pozitif tamsayilardaki ¢oziimii;

(u,v) =1 ve u ile v den biri tek digeri ¢ift tamsayilar olmak iizere,
x=u? =V +2uv, y=l? —v* 2w, z=u’+v’

bi¢imindedir.

ispat: x,y,z aralaninda asal oldugundan modiil 4’e gdre kongruanslan goz Sniine
aldigmizda z nin ¢ift olamayacagim goririiz. x ¢ift, y cift ise x* =0(mod4),
»*=0(mod4) olur. Buradan da x*+y’ =0(mod4)oldugundan 27 =0(mod 4)
bulunur. Yani z* =0(mod4)ve z cift olur. Buise (x,y,z)=1 olmasi ile gelisir.
x ¢ift, y tek (y ift, x tek) ise x'= O(mod4) , V= 1(mod 4) tiir.

X+ =0+1=1(mod4) olur. 22> =1(mod4) olamiyacag icin geliski elde edilir.

x tek ve y tek ise x° El(mod4) , ¥V El(mod4) tir. O zaman
¥+t = 2(mod4) yani 2z° = 2(mod4) olur. Dolayisiyla, z tektir. O halde x

tek, y tek ve z tektir. Ozaman x+y ve x-—y gift olur. Dolayisiyla *ty

2 2
ve x—2—y ler tamsayilardir. x* +3* =2z" ise (x;—y] +(x;y) =2z* olur.

Eper x=y iseozaman x=y=z=1 bir primitif ¢6ztimdiir. Teorem 2.1.6 ya gore

u>v, (u,v) =1 ve u ile v den biri tek digeri ¢ift olmak tizere

X+ x—
Y o=, 2y =2uv ve z=u’+v*

veya

X+ X
B4 =2uv,-—§—Ji=uz——v2 ve z=u’+Vv

dir.




x~|—y:u2_ 2, =) —ouw , z=u"+V
2
olsun.
Y L XY iow
2 2
yani
x=u’ —v* +2uv
bulunur.
XY XY 2 ouy
2 2
yani
y=u* v —2uv
olur.
VY ow, FY =22, 2= 0
2 2 2
olsun.
Y LY uvr -y
2
yani
x=u" -V’ +2uv
bulunur.
P A b A N R
2 2

yani y=—u’+v*+2uv olur. Her iki durumu da g6zéniine alirsak,

x=u2 vV +2uv, y=—v* 2w, z=u"+v’

28
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olarak bulunur.

Teorem 2.1.20: x*—4y" =+z* denkleminin sifirdan farkli tamsayilarda ¢Oziimii

yoktur.

fspat: x*—4y* =2 denklemini goz Sniine almak yeterlidir. Clinkii, efer  x,y,z

2

sifirdan farkli tamsayilart x*—4y* =—-z*> olacak bigimde varsa, o zaman

4x* —(2y)4 = ——(22)2 olur. Boylece (2y)4 —4x" = (22)2 olur ve (2y,x,2z) tgliisii
x*—4y* =z denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Simdi, eger x,y,z pozitif tamsayilari

2 2 2
x* —4y* =z* mevcutolsun. d=(x,y,z) olarak alnrsa (—:1—] ——4(—2) = (;’Z;)

ve (2,%;—,;%) =1 oldugunu gérmek kolaydir. Su halde genellifi bozmadan
(x,y,z)=1 kabul edebiliriz. Eger x'-4y* =7 ise 4y'+7=x", yani
2, 2 2\? ST 2\? < . . . .
(Zy) +z° = (x ) olur. Simdi (Zy, Z,X ) =1 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
pl2y,plz,p|x* olanbir p asal sayisimn meveut oldufunu kabul edelim. Eger
p>2 ise ply,plz,plx olur. Buise (x,y,z)=1 olmasm aykindir. p=2

ise 2|z,2|x* olur. Dolayisiyla z ve x gifttir. z=2a,x=2b olsun. Boylece
x'—4y* =z  oldugu kullamilirsa  16b*-4y* =44’ elde edilir. Bu ise
4b*~y* =a* oldugunu gosterir. Bu durumda y ¢ift olmahidir. Eger y tekse
yt= 1(mod 4) oldugundan a* =-y*(mod 4) , a’* =-1(mod 4), yani
a’ z3(mod4) olur. Bu olamaz. y ¢ift ise bu durum (x, y,z)=1 olmasina
aykindir. Su halde (Zyz,z,xz) =1 olur. Boylece x*=a’+b, 2y’ =2ab,
z=a*—b* olacak bigimde aralarinda asal @ ve b tamsayilan vardir. y*=ab

oldupundan a=c?,b=d* olur. Boylece x*=c*+d" elde edilir. Buise Sonug

2.1.13 e gore olamaz.
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Teorem 2.1.21: 4x* —1=3y"* denkleminin tamsayilarda sadece (il,il) ¢oziimleri

vardir.

Ispat : Eger x,y tamsayilart (2x2 +1,2x? —-1) =1 olmak {izere
3y* =4x" —1=(2x"+1)(2x*~1)  olacak bigimde varsa, 2x*—1%0(mod3)
oldugundan

2x* +1=3a*, 2x* -1="b"

olan a,b tamsayilari vardir. 2x* —1=>»" denklemi 2x* =b*+1olarak yazilirsa
Ormek 2.1.16 ya gore b*=1ve x*=b" elde edilir. b’ =1 ise b=+*1 dir.
Boylece x=x1 olur.Buradan da 4x*—1=3y"oldugundan y=+1 bulunur. Yani,
4x* —1=3y" denkleminin ¢oziimleri sadece (+ 1, 1) dir.

Onerme 2.1.22: a,b,r,x pozitif tam sayilar ve (a,b):l, ab=rx" olsun. Bu

durunda a=se",b=1" ve st=r olacak bi¢imde s,t,e,f tamsayilari vardir

isp.at: s = (a,r),t = (b,r) olsun. st= (a,r)(b,r) = (ab,r) =r  olur. Ayrica

a=su,b=1tv ise
ab = stuv =ruv =rx"

bulunur. uv=x" olup (u,v)——-l oldugundan u=e",v=f" olan e ve f

vardir. Béylece
a=su=se",b=tv=tf"

elde edilir.
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Teorem 2.1.23: En az iki kenar1 tam kare olan bir primitif pisagor ti¢liisii yoktur.

ispat: x'+y'=2z" ve x’+y*=z' olmak iizere iki durumu goz niine alalm.
Teorem 2.1.12 ye gore x*+y*'=2z" yi saglayan x>0,y>0,z>0 tamsayilan
yoktur. Yine Teorem 2.1.14 e goére z'-y*=x" yisaglayan x>0,y>0,2>0
tamsayilan yoktur.

Sonug 2.1.24: Bir pisagor tgliisiinde  dik kenarlardan biri ve hipoteniis, bir bagka

pisagor tigliisiinde x ve y olacak bigimde pisagor ficliileri yoktur.

fspat: Aksini kabul edelim. x*+)’=z" ve x’+z*=u’ denklemlerinin

¢6ziimleri meveut olsun. O zaman x* —z*> =—) ve x’+z’ =u"oldugundan
(xz _Zz)(xz +Zz) =x*—z* =——y2u2

yani x* +(uy)2 =z* diir. Buise Teorem 2.1.23 ile gelisir.

Teorem 2.1.25: x>u olmak iizere x>+ y* =u*+v* denkleminin tamsayilardaki
¢Ozlimii, x= (ms+nr)/2,u =(ms—~nr)/2,v =(ns+mr)/2,y =(ns—-mr)/2 olarak

verilir. Burada m ve n ninikisidetekise » ve s yaaym anda tektir ya da

ayn1 anda ¢ifttir.

Ispat: 5= (x+u,y+v) olsun. O zaman (m,n) =1 olmak lizere, x+u=ms ve
y+v=ns olarak yazabiliriz. Eger x*+)* =u>+v’ denklemini x*-u’=v*-)’

olarak yazarsak, (x —u) m= (v - y) n oldugunu goriiriz. Bundan da (m, n) =1
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oldugundan n|x—u ve m|v—y olur. O halde x—-u’v-y
n o m

birer tam sayidur.

(x-—u)m=(v—~y)n esitligi ru_ vy

olarak yazilursa, x-—u=nr ve
m

v—y=mr olacak bigimde bir 7 tamsayisiun varlif1 goriiliir. Bu durumda,
X+U=ms,y+v=mns, X—U=nr,v—y=mr
oldugundan

x=(ms+nr)/2,u=(ms——nr)/2,

v=(ns+mr)/2,y=(ns——mr)/2

elde edilir. Eger m ve n nin ikisi de tek ise o zaman 2|mr+ns oldugundan

r+s=0 (mod 2) dir. Yani, » ve s yaaym anda tektir yada aym anda cifttir.




BOLUM 3. KUP DENKLEMLERI

Onerme 3.1.1: S= {az +3b% |a,beZ}, k sifirdan farkli bir tamsay1 ve p bir asal

say1 olmak fiizere, p=c*+3d*eS, pk=a>+3b*eS ise o zaman
+3bd\  .(ad—bc)

plac+3bd,p|ad—bc ve kz(ac ] +3(a C) , veya
p p

2 2
plac—-3bd,p|ad +bc ve k=(ac~3bd) +3(ad+bc) yani keS dir.
p p

(@ +3b*)(c” +3d)

Ispat: k=a>+3b yi k=
(c2 +3d” )2

olarak yazabiliriz.

Buradan ,

e (a-+/3bi)(a—3bi)(c +3di)(c —~/3di)
(c* +34%) —

[(a +~/3bi)(c— ﬁdi)] [(a —3bi)c + \/'3'di)]
(02 +3d? )2

) [(ac +3bd)—~/3(ad - bc)i] [(ac +3bd)+/3(ad — bc)i]
(c2 +3d? )2

_ [(ac +3bd)* +3(ad - bc)z]
(02 +3d? )2

veya




34

[(a +3bi)(c+ JEdi)] [(a —\3bi)(c— ﬁdf)]
(c2 +3d? )2

oldugu kullanilirsa

. [ (ac—3bd)* +3(ad +bc) |
(P43

elde edilir. Fakat,

(ac +3bd)(ac —3bd)

= a’c® —9b*d?

=d?*(c* +3d*)-3(a* +3b*)d"
=(a* -3d*)(c* +3d?%)

olur. ¢*>+3d”=p bir asal oldugundan p|ac+3bd veya plac-3bd dir. Bu

ac+3bd
P

durumda p|ac+3bd alimrsa

bir tamsay1 olur. Ayrica, k£ bir tamsay1

(ad —bc)
p

(a

2
oldugundan 3( ) de bir tamsayidir. Dolayisiyla, (ad ~bc) bir tamsay1
p

olur. Bu durumda,

ac+3bd
u —
P

2

ad —bc
p

olmak fizere, k=u”+3v* biciminde bulunur. Yani ke S dir. Benzer bigimde,
[ (ac—3bd)” +3(ad +bc)’ |

eger plac—-3bd ise k=
(c2+3a’2)2

oldugu kullanilarak istenen

elde edilir.
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Onerme 3.1.2: p bir asal say1 olsun. p=x"+3y" olacak bigimde x ve y

tamsayilari vardir <> p=3 veya p=1(mod3) tiir.

ispat: p=1(mod3) ise (-3/p)=(-1/p)3/ p) oldugunu kullanalim.

Bu durumda,

3-1 p-1

(-3/p)=(-1/p) (-D? > (p/3)
=(-1/p) (D" (p/3)
= (_1)(p—1)/2 (_1)(1)—1)/2 =1

elde edilir. Dolayisiyla x* =-3 (mod p) kongriiansimn bir ¢dziimii vardir. Bu ise
pla olmak iizere a>+3=0 (mod p) olacak bicimde bir ¢ tamsayismm mevcut
oldugunu gosterir. O halde Lemma 1.1.3 e gore 0 <|x|< \/;7 ve 0< y|<\/; olmak
lizere ay=x (mod p) olacak bigimde x ve y tamsayilant vardu. Buradan
a*y’ =x* (mod p) yazilabilir. a*+3=0 (mod p) oldugundan

x*+3y* =0 (mod p) elde edilir.

0<x*<p ve 0<y’<p oldugundan 0<x’+3y’<p+3p=4p bulunur.
p|x*+3y* oldugundan x> +3y” = pk olacak bigimde k dogal sayis1 vardir ve k
dogal sayist 1, 2, 3 degerlerini alabilir. k=1 ise x*+3y* =p olur. k=2 ise x ve
y tamsayilarmin ikisi de ¢ifttir veya ikisi de tektir. Her iki durumda da 4{2p elde
edilir. Bu ise miimkiin degildir. £=3 ise x*+3y” =3p olacagindan 3|x olur.
x=3z olsun. Bu durumda 3p=x*+3y*=92>+3y*=3(*+32"), yani

p=y*+32" elde edilir.
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(<) p=3ise p=0’+3.1" dir. p>3 ve p=1(mod3) olsun. p=x"+3y" ise
3f/x dir. Budurumda 3|x*~1 yani x’=1(mod3) tir. Ayrica p=x’(mod3)

oldugundan p= l(mod 3) bulunur.

Lemma 3.1.3: #,v#0, (u,v)=1 olmak iizere m=u’+3v" olsun. Eger p bir

tek asal say1ve p|m ise a,b#0,(a,b)=1 olmak fizere p=a’ +3b* bigimindedir.

spat: p=3 ise 3=0"+3.1" oldugundan 3=c’+3d" bigimindedir. p#3 olsun.
p|m oldupundan  p v dir. p|v ise p|u’+3v* oldugundan p|u’ +3v* -3v?
yani p|u® olup p|u bulunur ve bu hipotezle yani (u,v)=1 olmasi ile gelisir.

w, =1(mod p)olacak bigimde bir v alam. Boylece p|u*+3v* ise
u? =-3v*(mod p) olup w’v =-3v"v(modp) yami (uv)*=-3(w )2 (mod p)

bulunur. Bu ise @)’ =-3 (mod p) oldugunu gosterir. O halde
(uv,)> =-3(mod p) oldugundan (:—3—) =1 yani p=1(mod3)olur. Onerme 3.1.2
p

ye gore p=a’ +3b* olacak bigimde a,b tamsayilan vardir.

Onerme 3.1.4: p bir asal sayi olsun. a>0,620, ¢=0,d 20 olmak lizere
p=a*+3b* =c*+3d*

ise a=c ve b=d dir.

ispat: k=1 icin Onerme 3.1.1 i uygulayalim.

a>0,b>0,c>0,d >0 icin p=a®+3b* =c*+3d” olsun. O zaman,
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(ac+3bd)2 (aa’-—bcj2
1= +3
p p

Béylece p=ac+3bd ve ad =bc olur. Dolayistyla,

olur.

pd = acd +3bd* = bc* +3bd* =b(c* +3d*) =bp

bulunur. Yani b=d olur. O halde ad =bc oldugundan a=c dir.

Onerme 3.1.5: m=3 veya u,v#0,(x,v)=1 olmak iizere m =u* +3v* olsun. Eger
m tek ve p,,p,,...,p, ler asallar ve e, =1 olmak iizere m=I}pf’ ise 0 zaman

i=1,2,..n i¢in a,b tamsaylam, p,=a’+3b> ve wu+v3i= I(a; +b, 3y

olacak bigimde vardir [4].

Onerme 3.1.6: s tek, (#,v)=1 olmak iizere 5° =u”+3v* olan (u,v,s) fgliilerinin
tiimiiniin kiimesini E ile gosterelim. (f,w)=1 ve t#w (mod2) olan (t, w)
ikililerinin  tiimiiniin ~ kiimesini F ile gosterelim. O  zaman,

u=t(> —9w*),v =3w(t* —w?),s =t* +3w* olmak iizere;
®:.F->E
D (¢, w)=(u,v,s)

olarak verilen @ fonksiyonu 6rtendir.

Ispat: Ilk olarak u*+3v* =5’ oldugunu gosterelim;
u? +3v2 =2 - 9w*)? +303w(* —w?))’

= (" —182w* +81w") + 27w (¢ — 202w* + w')
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15 18 w? + 81w + 27t*w? — 548w +27w°
= © +9r'w? + 272w + 27wt = ( +3w?)’ =5
bulunur.

t ve w dan biri tek digeri ¢ift oldugundan s tektir. Simdi, (#,v)=1 oldugunu
gosterelim. Bunun igin once (> -9w’,* —w’)=1 oldufunu gdstermeliyiz.
p|? —9w* ve p|t*—w* olacak bicimde bir p asal sayisi bulunsun. Su halde ¢
ve w dan bir tek digeri ¢ift oldugundan p tektir. p|*—-9w* ve p|f—w’
oldugundan p|-*+9w’ +9t* ~9w” yani p| 8 olur. Bu durumda p tek
oldupundan p|f* yani p|t dir. p|t ve p|f—w’ den p|—(F-w))+r
bulunur. Boylece p|w” yani p|w elde edilir. Buise (f,w)=1 olmas ile gelisir.
O halde, (> —9w?*,t* —w*) =1 dir. Simdi de, (#,v)=1 olmadigim kabul edelim. Bu
taktirde, g|u ve g¢|v olacak bicimde bir g asali vardir. # ve v den biri tek
digeri ¢ift oldugundan g asal sayist da tek olur. u =#(s* —9w*) oldugundan g¢|u
ise gq|t veya q|t’—9w* dir. |t olsun. g|¢ ve (f,w)=1 oldugundan q|w
dur. Dolaysiyla g |2 —9w* dir. ¢|f*—w* oldugundan g |9 —9w’ -(t2 ——9w2) ,

yani ¢|8” olur. g tek oldugundan g|#* elde edilir. g —w?

oldugu
kullanilirsa g |w” bulunur. Buise (f,w)=1 olmasma aykiidir. Eger g=3 ise
3|lu ve 3|v olur. 3| ve 3/w oldugundan 3|s elde edilir. Fakat 3P |s dir.
Bununla beraber kolay bir hesaplamayla, 3]s, s° =u’+3v* oldugu kullanilirsa
3%|s elde edilir. Buise 3*)s olmaswna aykindr. Dolayisiyla (u,v)=1 dir.

Boylece @ (¢,w)=(u,v,s)€ E olur. Tersine (u,v,s)€ E verildiginde p,,p,,...,p,
ler farkl asallar ve e;,e,,....e, =1 olmak iizere s° = I:I1 p; olsun. Béylece her i i¢in

e, =3¢ olur. Onerme 3.1.5 ten i=1,2, ..., n igin p,=a’+3b] olacak bigimde

a,,b, tamsayilar vardir. Bu durumda,

u+v-/3i= IiIl(a,. +b, NEOY




dir. ¢, w tamsayilari,
(g, +b3)% =t+w3i
olarak tanimlansin. Boylece,

u+v\3i = (t + w30y’

olur. Ayrica,
u+v3i = (t + w30)°
=1 +3w3i —9w* 33w}
dir. Buradan,
u=>-9w* =t(* -9w?),
v=3w(t’ —w")
bulunur. Sonug olarak u+ v/3i nin eslenigini alirsak,
u—vJ3i = (t —w+/3i)’
elde edilir. Buradan da,
s =u* +3v" = (> +3w’)’

yani s =¢*+3w’olur. t,w tamsayilarindan biri tek digeri ¢ift ve (,w) =1
oldugundan,

O(t,w)=(u,v,s)

olur. Buise Onermenin ispatim tamamlar.
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Onerme 3.1.7: a,beZ ve (a,b)=1 olmak iizere ab=c® olsun. O zaman

a=u’,b=v" olacak bicimde u ve v tamsayilar vardir.

Ispat: (a,c)=u,,(b,c)=v, olsun.
i =(a,¢)’ =(a’,c*)=(a’,ab) =|a| (a*,D) = |a|
olur. Ciinkii (g, b)) =1 oldugundan (@*,b)=1 dir. Ayrica,
v, = (b,c)’ =(0°,¢%) = (B,ab) =b| (b*,@)=p|
olur. Ciinkii (5%,a)= 1 dir. O halde |a|=1 ise a=7Fu; =(Fu) dir. Fu =u

dersek, a=1’ olur. Ibi =V ise b=Fv =(Fv)’ diir. Fv, =v dersek, b= v’ olur.

Teorem 3.1.8: ¥’ +3°+2° =0 olacak bigimde x,y,z tamsayilan varsa,

x=y=z=0 d.

ispat: Sifirdan farkli ve aralarinda asal x,y,z tamsayilan, x’+y’+z' =0
denklemini saglasin. Bu durumda (x, y) =1 oldugunu gérmek kolaydir. O zaman
2=a" olacak bicimde bir aecZ olmadif i¢in x,y,z farkli olmalidir. Bu
x,y,z tamsayilarindan biri ¢ift, diger ikisi tek olmalidir. x ve y yi tek, z yide
Gift alalm. Yukardaki sartlan saplayan tiim ¢oziimlerin i¢inden x,y,z yi |2/ en
kiiciik olacak bigimde segelim. x+y ve x-y cift oldugundan 2a=x+y,
2b=x—y olacak bicimde a ve b tamsayilari vardir. Buradan, x=a+b,
y=a-b bulunur. Dolayistyla, a,b#0, (a,b) =1 ve a ile b den birinin tek,
digerinin gift oldugunu gosterelim. a,b aym anda tek veya aym anda ¢ift olunca x
ve y cift olur. Buise olamaz. (a,b)=d olsun. d|a ve d|b oldugundan, d|a+b
ve dla—b bulunur. Yani dlx ve d{y olur. Ancak (x,y,z)=1 oldugu i¢in bu
durum (x, y) =1  olmas: ile gelisir. Eger a=0 ise x=-y olur. O zaman
P+ +22=0 yani —y*+)’+2°=0 boylece z°=0 bulunur. O halde z=0
olur. Buise x,,z lerin sifirdan farkl olmasi ile gelisir. Eger =0 ise x=y olur.

O zaman x*+3* +2° =0 yani x*+x*+2z°=0 boylece 2x’ =—z° bulunur. Ancak
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2=a olacak bigimde bir aeZ olmadig1 i¢in bu miimkiin degildir.
x*+3°+2° =0 denklemi —z*=x’+3’ olarak yazilir, x ve y nin degerleri yerine

konulursa,
—P=x+y = (a+b)3 Alb(a—b)3 = 2a(a2 +3b2)

elde edilir. Su halde z ¢ift ve a ile b den biri tek, digeri ¢ift oldugundan
a* +3b* de tek, dolayistyla z cift oldugundan 8} z> yani 8]2 a olur. Bu durumda
a cift ve b tek olur. (Za,a2 +3b2)=d olsun. a* +3b* tek oldugundan d tektir.
Eger d|2a ise d|a di. O halde d|a® elde edilir. Bu durumda d|a’® ise d|3d*
bulunur. d|a*+36> ve d|a® oldugundan d|a’+3b’—-a’ yani d|3b’ olur.
Boylece, d|34” ve d|3p® ise di(3a2,3b2) yani d|3(a2,b2) bulunur. (a,5)=1

oldugundan (az,bz):l dir. Dolayistyla, d|3 olur. Yani d ya 1 ya da 3 tiir.

1. Durum: (iZa,a2 +3b2) =1 olsun. O zaman 3faq dr. -2’ =2a.(a2 +3b2)
oldugundan 2a ve a®+3b* birer kiiptiir. Dolayisiyla s tek ve 3/ s olmak iizere
2a=r,
a’+3b* =5
olacak bicimde r ve s tamsayillari vardue. s tek ve (a,b) =1 olmak tizere
s =a*+3h* ise, o zaman Onerme 3.1.6 ya gbre wu,veZ  tamsayilan
a= u(u2 —9v2), b= ?>v(u2 ——vz) ve s=u*+3v* olacak bi¢iminde vardir. Burada
b tek oldugundan v tek, a ¢ift oldugundan u gifttir. ##0 ve 3fu dur
Eger 3|u ise 3|s yani 3|s’® olur. Buradan da 3|4’ yani 3|a bulunur. Bu ise
olamaz. u =0 ise a=0 olur. Béylece x=—y yani z=0 bulunur. Bu ise olamaz.
Onerme 3.1.6 ya gore (u, v) =1 dir (u,v) =1, v tek, u cift oldugundan
2u,u+3v,u—3v sayilan aralarinda asaldir. Dolayisiyla, 7 =2a =2u(u—3v)(u +3v)

ve 2u,u+3v,u~—3v aralarinda asal oldugundan bunlar birer kiiptiir. [,m,n=0 ve

aralarinda asal sayilar olmak {iizere,
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2u=-n,
u—-3v=0_,
u+3v=m’

olsun. Boylece n ¢ift ve I* +m® +n* =0 sonucuna varlr.. $imdi |z| > || oldugunu

gosterelim. Gergekten, u”>—9v* =Pm’#0 ve b tek oldugundan b#0 dir. Bu
durumda, }z3l =’2¢1!(a2 +3b2)l ={n3 (u2 ~9v2)(a2 +3b2)I 23]743 >ln3‘ olur. Yani

lz| > {n| bulunur. Buise z nin en kii¢iik olmasi ile gelisir.

2. Durum: (2a, a® +3b* ) =3 olsun.3|2a ise a=3c olacak bigimde bir ceZ
vardir ve a ¢ift oldugundan ¢ de cifttir. Ayrica (a,b) =1 oldugundan 3 /b dir.
O zaman, -z’ = 2a(a2 + 3b2) = 6(3(962 +3p? ) =18¢c (302 + bz) olur.  Burada
(18¢,3¢*+b*)=1 dir. O halde, ¢ gift ve b tek oldufundan 3c’+5 tek,
313c*+b* ve (b,c)=1dir. -2’ = 18c(302 +b2) ve (1 8c,3c? +b2) =1 oldugundan,

s tekve 3Ir olmak iizere,

18c=r3,
3¢* +b* =5

olacak bicimde r ve s tamsayilari vardu. veZ ve b= u(u2 —-9y? ),c = 3v(u2 —vz)
olmak iizere s=u’+3v*dir. Boylece, b tek oldupundan u tek ve v gift,
U# 0,(u,v) =1 olur.  Ayrica, 2v,u+v,u—v aralarinda asaldirlar.
r’=18c= 54v(u + v) (u - v) den (r /3)3 = 2v(u + v) (u - v) bulunur. Burada

2v,u+v,u—v aralarinda asal olduklarindan birer kiiptiirler. /,m,n#0 ve n ¢ift

olmak iizere,
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U—v=-m
olacak bigimde I,m,n tamsayilari vardir. O zamanl®+m®+n*=0 olur. Simdi
|z| > || oldugunu gosterelim:
[z|3 = 18{01(302 +b° ) = 54}17(712 —? )‘(362 +b2) = 27|n‘3 [u2 —~v2‘(3c2 +b2) > ;n|3 ve

W v =-Im #0,

302+b2121 oldugundan |z|>|n| bulunur. Bu ise yine |z| nin

en kiigiik olmasi ile gelisir. Suhalde x°+3°+2° =0 olacak bicimde sifirdan farkli
X,y,z tamsayilari yoktur.




BOLUM 4. KUADRATIK CiSIMLER

4.1. Kuadratik Cisimler ve Kuadratik Tamsayilar

Tanmm 4.1.1: d tamkare olmayan sabit bir rasyonel say1 olsun. a,b keyfi rasyonel

sayilar olmak tizere a+b\Jd bicimindeki sayilarin kiimesini Q(\/_c? ) ile
gosterelim. O zaman, Q(\/g ) ye kuadratik cisim denir. Eger d >0 ise, Q(\/Zi— ) ye

reel kuadratik cisim, eger d <0 ise Q(\/Zz’— ) ye kompleks (sanal) kuadratik cisim

denir.
Q(\/g) ={a+b\/c7, a ve b rasyonel sayilardir } .

d<0 ise a+b\/—c}=a+b\/—di dir.

Teorem 4.1.2: a+b\/3=c+e\[c? dire a=c¢ ve b=e dir.

Ayrica, a+bJd=0dr © a=b=0 di

Ispat: (=:) d>0 ve a+bJd =c+eld olsun. O zaman,
(a—-c)+(b—e)\/§=0

olur. Buradanda, a—c=0 ve b—e=0 oldugu goriiliir.
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c —c
rasyonel ve

—€

ve Jd irrasyonel oldugundan, Z

—€

b—e+0 olsun. JE=Z~

Jd irrasyonel oldugundan bu olamaz. O halde b—e=0 dir. Yani b=e

bulunur.
Ayni zamanda, a—c=0 dan a=c olur.

(<::) a=c ve b=e olsun. O zaman a-c=0 ve b—e=0 du.
(a-c)+(b—e)\/3=0

ise
a+b«/§ =c+e\/—c?

bulunur.

d <0 ise benzer ispat yapilir.

Teorem 4.1.3: « ve f Q(\/E ) nin elemanlart ise;

a+p,a-pB,af ve [#0 oldugunda % lar da Q(\/c_z’—) nin elemanlaridir.

fspat: a,b,c,ccQ olmakiizere, a=a+bJd ve f=c+eld olsun.
a+,8=(a+c)+(b+e)ﬁ,
a-f=(a—c)+(b-e)Vd,
aff = (ac+bed)+(ae+bc)d

ler Q(\/J) nin elemanlandir. Ciinkii, a+c,b+e,a—c,b—e,ac+bed,ae+bc lerin

hepsi rasyoneldir. B#0 ise ¢ ve e nin ikisi de sifirdan farklidir. Dolayisiyla,

c—ed #0 dir. Yani,




46

c? ——e2d=(c+e\/g)(c~e\/3)¢0

olur. O halde

o _(a+bJd)c—eJd) _ ac—bed, bc—ae
B (c+eJd)c—edd) —(cz _32d)+(cz__ezd)\[d_'

de Q(\/?a7 ) nin elemanidir.

Tamm 4.1.4: a=a+b/d olsun. & =a—bJd ye «a nin eslenigi denir.

Teorem 4.1.5: ¢ ve Q(\/E ) nin iki eleman ise,

@) =a, (@+f)=a+p.(a-p)=a-p.(af)=ap

dir. B#0 ise f#0 dirve

dir. Ayrica a=a dir <> « bir rasyonel sayidir.

ispat: aza—}—b\/g, ﬂ:c%—e\/?a7 olsun.

@) =(a+bJd)=(a=bJd)=a+bJd =,

>

@+B)=((a+c)+b+eNd)=(a+c)-(b+eNNd =a+J

@=B)=((a-)+B-eWd)=(a—c)-(b—eWd =a- 5,

aff = ((ac +bed)+ (ae+ bc)\/E) = (ac+bed)—(ae+ bc)\/_d_ =af
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olarak bulunur. Eger =0 ise ¢20 ve e#0 dir. O zaman B_=c—e\/2¢0
olur. Dolayisiyla,

1 _ 1
(BB) c*-éd

bir rasyonel sayidir. O zaman,

prE iR

olur.

(<::) Eger a =a+ 0Jd rasyonel say1i ise & =a— 0Jd = o dur.

(:}:) Eger a=0a isea-+bvJd =a—bd dir. Teorem 4.1.2 ye gére, b =—b dir.

Yani =0 ve a=a dir. Dolayisiyla, o bir rasyonel sayidir.

Tanmm 4.1.6: «, Q(\/—d— ) de bir irrasyonel say: olsun. a,b,c ler tamsayilar ve
a >0 olmak iizere, (a,b,c)=1 olsun. Bu durumda o, ax®+bx+c=0 denklemini
sagliyorsa bu denkleme o mn tamimlayic: denklemi denir.

34417

Ornegin,
STy

sayisl 8x% +12x—4=0,-10x> +15x+5=0,—2x" +3x+1

34+417
4

denklemlerini saglar. iin tammmlayic1 denklemi 2x* —3x-1=0 dir.

Tamm 4.1.7: Eger a € Q(\/ZZ_ ) ise, @ nnnormu N(a)=a& olarak tammlamr.

Teorem 4.1.8: =a ise N(a) =qa* dir. Eger a ,Q(\/E) nin elemani ise N(a)

rasyoneldir. N(a)=0 dr < a=0 dir. Eger d<0 ise N(@)>0 dir. Eger S
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da Q(\/Z) nin elemant ise N(@B)=N(a)N(B) dir.f#0 ise N(%) N xg;;

dir.

ispat: @ =a bir rasyonel say1ise @ =a dur. O zaman, N(a)=aa=ad* olur. Eger

a=a+bVd ise, N(a)=aa =(a+bJd)(a—bJd)=a’~b’d=a" +(~d)b’ dir

d<0 ise (-d)z0 olur. a>20,6>>0 ve (—d)=0 olduBundan, N(x)=0 bir
rasyonel sayidir. N(a) rasyonel say1 ise Teorem 4.1.5 e gre N (0) = 00=0.0=0

dir. @#0 ise @#0 dir. Dolayisiyla N(a)=ca#0 olur. Yani N(a)=0 dur

© a=0 dir. N(ap)=(ap)(aB)=aBap=(aa)(BB)=N(a)N(B) dr. B0

ise

olur.

Tanm 4.1.9: aeQ(x/—c? ) olsun. ¢€Z veya « irrasyonel iken o nmn

tammlayici denklemindeki x* nin katsayis1 1 ise, « ya bir kuadratik tamsay1

(veya kisaca tamsay1) denir.

Z. nin elemanlarina da rasyonel tamsayilar diyecegiz.

Teorem 4.1.10: Eger d #1 (mod4) ise Q(\/g ) nin tamsayilart a,b rasyonel

tamsayilar olmak iizere a+bJd bi¢imindeki sayilardir. Eger d=1 (mod 4) ise
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Q(\/Z ) nin tamsayilari a ve b rasyonel tamsayilarin ikisi de ¢ift veya ikisi

a+b\/3
2

de tek olmak iizere

bicimindeki sayilardir.

Ispat: ace Q(\/E ) ise a,b rasyonel tamsayilar olmak iizere « =a+bJd

bi¢cimindedir. O zaman a=a-bJld seklinde olur. Ayrica « mn tanimmlayici
denklemi

(x——a)(x—&) =(x—a—b\/2)(x~a+b\/g)=(x—a)2 ~(b«/2)2 =x>—2ax+a*-b*d

dir. «, Q(\/E ) de bir tamsay1 ise Tanim 4.1.6 ya gére 2a ve a’—b’d birer

tamsayi olmalidir. Bu durumda 2a=rneZ, m=2b alnusa,

4(a* -b’d)=4a" —4b’d =(n’ —m’d) € 4Z

2
bulunur. #eZ oldugundan m’deZ olur. m= —C,(r,s) =1 olsun. %d eZ
s s
ve r’d=s’k olan keZ vardim. Eger s>1 ise pl|s olanbir p asali vardir.
Boylece p’|s* olur. Yani p’|r’d bulunur. (p,7)=1 oldufundan ( pz,rz) =1
dir. O halde p*|d olur. Buise d nin karesiz olmasi ile geligir. Su halde »=1

dir. Yani mz—;::r olup m tamsayr olur. Ayrica, d karesiz tamsay1

oldugundan d # O(mod 4) tir. O halde d=1, 2,3(m0d 4) durumlarini incelemek

yeterlidir.

1. Durum: d=2,3(mod4) olsun. nmeZ igin n* —dm’ =0(mod4)
oldugundan m ve n nin her ikisi de ¢ift olmalidir. Yani 2a=2x ve 2b=2y

olan x ve y rasyonel tamsayilar1 vardir. Buradan a ve b nin rasyonel
tamsayilar oldugu goriiliir. Yani o, Q(\/g ) de bir tamsay1 ise d 52,3(mod4)

oldugunda a ve b rasyonel tamsayilar olmak iizere o =a+b\Jd olmaldr.
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2. Durum : d=1(mod4) olsun. mneZ i¢in n’—dm’ =n’—m*=0(mod4)
olur. Yani #* =m’(mod4) bulunur. Buise m ve » nin her ikisinin de tek veya
her ikisinin de ¢ift olmasin1 gerektirir. O halde o, Q(\/E ) de bir tamsay1 ise m

ve n nin her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift olmak tizere

a=a+,bf=2—;+—%2[1f=—g—+g-\/—=ﬁ§\/—z olmahdir.

Tersine d 52,3(mod4) oldufunda a ve b rasyonel tamsayilar olmak iizere

a =a+b/d nin bir tamsay1 ve d El(mod 4) oldugunda a ve b rasyonel

a+b\/E
nin

2

tamsayilarmin her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift olmak iizere o =
bir tamsay1 oldugunu gérmek kolaydir.

Sonug 4.1.11: d=1 (mod4) ise Q(\/c—z’_ ) nin bir @ elemani bir tamsayidir < a

ve b ler rasyonel tamsayilar olmak iizere

a=a+b(l+\/2)
2

olarak yazilabilir.

Ispat: (<=:) a,beZ ise

2

a+b(1+2\/c§J=(2a+b)+b«/2

olarak bulunur. 2a+b ve b sayilan aym anda ¢ift veya aym anda tek

l+\fc§

2

oldugundan a+ b( J bir tamsay1 olur.

(=:) a birtamsayi olsun. a,b€Z lerin ikisi de tek veya ikisi de ¢ift oldugundan

a—b +h [l+\/g
2 2

a=b ve b tamsayidir. O zaman, a+§\/_¢? =

J bulunur.
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Ornek 4.1.12 : Q(i), Q(\/?—,i) ve Q(\/gz') nin tamsayilarim belirleyiniz.

Coziim: i=+-1 oldupundan d=-1=3(mod4) tir. Yani, QO(i) nin

tamsayilarmin kiimesi {a+bi|a,b € Z} olarak bulunur.

3= l(mod 4) oldugundan Q(\/gz' ) nin  tamsayilarmin  kiimesi

{a+b[1+;/§i}]a,be Z} olur.

—5=3(mod 4) oldugundan Q(\/gi) nin tamsayilarimmn kiimesi {a +B/5i |a,be Z}

olarak bulunur.

Teorem 4.1.13: o ve S Q(JE) de tamsayilar ise; a+f, a-f,a f da
O(/d) de tamsayilardir.

Ispat: Teoremi d#1(mod4) ve d=1 (mod4) durumlarmm her ikisi i¢in de

ispatlayalim.
\/ZI—,d $1(mod4)ise
W o=
1+2\/E ,d = 1(m0d4)z‘se
alalim.

Teorem 4.1.10 ve Sonug 4.1.11 den Q(\/E ) de bir & sayisimn tamsay: olmasi igin

gerekli ve yeterli sart & nun,

y = (rasyonel tamsay1) + (rasyonel tamsayr) w ...(D)

bi¢iminde olmasidir. «a,f e Q(\/Zz’_ ) ise a,b,c,ecZ olmak lizere

a=a+bw, =c+ew alalim. O zaman,
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a+pf=(a+c)+(b+e)w,
a-p=(a-c)+(b-e)w
olur. Boylece a+f ve a—f nm (1) formunda oldugu goriliir. Yani o+ /8

ve a—f3 Q(\/Z ) de tamsayilardir.

s,teZ igin  w* =sw+i olarak yazabiliriz. Burada d #1 (mod 4) ise s=0,

t=d dir ved=l (m0d4) ise s=1, t=i;—1 tiir. Ayrica d=1 (m0d4)
oldugundan, ¢ bir tamsayidir.

aff = ac+(ae+bc)w+bew’
=ac+(ae+bc)w+be(sw+t)
=(ac+bet)+(ae+bc+bes)w

(1) formunda oldugundan «f da bir tamsayidir.

Teorem 4.1.14: «, Q(\/J ) de bir tamsay1 ise, o zaman N (a') bir rasyonel

tamsayidir.

Ispat: « bir tamsay ise, eslenigi olan & de bir tamsayidir. Teorem 4.1.13 ye

gore N (a) =aa carpimu da bir tamsayidir. Fakat N (a) ayrica rasyonel

oldugundan N (a) bir rasyonel tamsayidir.
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4.2. Kuadratik Cisimlerde Birimler ve Asallar

Tanmm 4.2.1: a#0 ve a,f Q(\/c? ) de tamsayilar olsun. S=ary olacak

bicimde Q(\/E ) de bir v tamsayisivarsa a,f y1boler denir ve bu durum « |
ile gosterilir. Eger o | ise s bir tamsayidir.
o

a|pB denildiginde a#0 olmak fizere a,f mn Q(\[J ) de tamsayilar

oldugunu kabul edecegiz.

Teorem 4.2.2: @¢|f ve «al|y ise 7| ve €£,96 Q(\/EZ—) de keyfl,

tamsayilar olmak iizere @ | (S 6 +y &) dur.

Ozel olarak £ = §=1 almursa

|+ 7;
6 =1, £=-1 almirsa,
|B-v;
& =0 almursa,
a|po

dir. Eger a|f ve B|y ise ozaman

aly

dir.

Ispat: Tanimdan S=al,y =an olacak bicimde A,7 tamsaylan vardir. f=al

ise ,E:EZ olur. Dolayisiyla ;l,_g oldugu goriiliir. Ayrica,
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BS +ye =ald +ane =a (A5 +n¢e) olarak bulunur. A bir tamsay1 oldugundan, A
da bir tamsayidir. Aynica, 8,7, lar da tamsayilar oldugundan Teorem 4.1.12 ye
gore A5+ns da bir tamsayidir. Tammdan ~ «|(BS+ye) olur. Eger o|f ve

Bly ise p=al ve y=pn olacak sekildle A ve 7 tamsayilan vardir. Bu

durumda y =aAn olur. Yani |y dir.

Tamm 4.2.3: Q(\/é’— ) deki bir £ tamsayismma &|1 ise bir birim denir.

Ozellikle 1 ve -1 Q(\/Zz’— ) de her zaman birimdirler.

Uyar1 : £ sayisim bir tamsayr olarak smirlandirmak gereklidir. Omegin,
N (—2—4—%\/:{) =1 dir. Fakat %_l_%i’ Q(i) de bir tamsay1 degildir. Dolayisiyla

bir birim degildir.

Teorem 4.2.4: Eger 5 ve g, ler Q(\/Zi_ ) de birimler ise, o zaman &, &¢&,,

5 /8, ler de Q(«/d) de birimlerdir.

Aynca, Q(v/d) ninbir & tamsayis bir birimdir <> N(g)=+1 dir.

Ispat: & ve &, birim olduklarindan tamsayilardir ve €0, =¢,6, =1 olacak

bicimde Q Jd) de & ve & tamsayilar1 vardir. Bu durumda g, , g &,, 6, ve
1 2 1 172 1

6, 6, tamsayilardir. Bununla beraber

(£,6,)(6,6,) = (£,6,)(g,6,) =1

oldugundan Z, ve g &, birer birimdir. Ayrica g, 6, de bir tamsay: oldugundan,
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5“(‘92 8,)=(&, 6,)(&, 6,)=(¢, & )(6, 6,)=1
E.

2

dir. Yani 2L de bir birimdir.

&,

(& :) & bir tamsayt ve N(g)=+1 olsun. £ bir tamsayiise &,-& ler de
tamsayilardir. N(s)=1 ise s£=N(g)=1 yada N(g)=-1 ise &(-)
=-N(g)=1 olur.

(=) & bir birim olsun. Bir § tamsayis & 6=1 olacak sekilde vardir. Bu
durumda, N(£)N(5)=N(e8)=N(1)=-1 olur. N(s) ve N(&) rasyonel
tamsayilar ve c¢arpmlari 1 oldugundan ya N(g)=N(5)=1 ya da

N(s) = N(é') =-1dir. Yani N(g) ==+] olarak bulunur.

Teorem 4.2.5: d <0,d#1,d#-3 ise Q(\[d— ) nin birimleri + 1 olmak iizere iki
tanedir. Ayrica Q(i) nin birimleri +1,+ J—1 olmak iizere dort tane; Q(«/gi)

nin # 1, #(-1 ++/31) /2 % (- 1 - +/3i) / 2 olmak iizere alt1 tane birimi vardir. Eger

d>0 ise Q(\/E ) sonsuz ¢oklukta birime sahiptir.

Ispat: d<0 ve d il(mod4) olsun. O zaman Q(\/g ) nin tamsayilarnn a ve

b rasyonel tamsayilar olmak tizere, y =a+ bd bigimindedir. Eger y bir birim
ise N ( }/) =1 dir. d <0 oldugunda normlar negatif olmadigindan N ( }/) =1 olur.

N(7)=d" ~bd=a* +b* (~d)
oldugunu hatirlayalim. d <2 yani -d =2 i¢in,

N(y)2a2 +2b°
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dir. Eger b#0 ise b*>>1 olur. Dolaysiyla,
N(y)za+2.122
bulunur. Bu durumda 7  bir birim degildir. O zaman y bir birim ve d<-2
ise b=0 olmaldir. N(}/) =a*=1ise a=+1 ve y=%1 dir. Boylece, d<2

ve d# l(mod 4) oldugunda Q(\/E ) pin birimlerinin sadece +1 oldugu goriiliir.

d=-1 olsun. ¥ y1 bir birim olarak kabul edersek, 1=N (}/)=a2 +b*  olur.

Buradan |al$1,b£1 ve bodylece a=zx1, b=0 veya a=0, b=+l

oldugu goriiliir. O halde Q(i) pin birimleri # 1, £+ +—1 dir. d<0ve
d El(mod4) olsun. Bu durumda Q(\[c? ) nin y tamsayilar, a ve b ler Z de

a+bx/2i"

ikisi de tek veya ikisi de ¢ift olmak fizere y = 5

bigimindedir. $u halde

N(y)zgfj——bz;—g:@ tir. d<0 ve y bir birim ise N(y)=1 oldugundan
a2+b2(—-d)==4 tir. O haldle d<-7 yani -d=7 ve b#0 icin,
a*+b* (-d)za’ +7b* 2a* +7.1>4 bulunur. Eger  b=0 ise 4=N(a)=a
oldugundan a=12 ve y=x1 dir. Budurum y mmn bir birim oldugunu gosterir.
Eger d<0,d El(mod4) ve -7<d iken d=-3 almrsa y bir birim
oldugundan @’ +3b*>=4 olur. Burada |b|22 almusa o*+3b*212 olur. Bu
miimkiin degildir. O halde Ibl <2 olmaldir. Bu taktirde b=%1 veya b=0

olabilir.

b=0 ise a=12 ve y==l1,

b=1 ise a=11 ve 7=(i1+\/§)/2,
b=-1 ise a=%1 ve 7=(i1+\/§)/2

elde edilir. Yani Q(\/'ii) nin birimleri sadece, i—l,(i1+\[3_i)/2,(i~1~\/§i)/2 dir.
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d>0 olsun. a ve b rasyonel tamsayilar olmak lizere y=a+ bJd bi¢imindeki

birimlerin sonsuz ¢oklukta oldugunu gosterelim. d El(mod 4) ve ¢ ile e aym
anda tek veya aym anda cift oldugunda (c+e\/2i- )/2 bigimindeki potansiyel

birimleri bir kenara birakalim. N(y)=1 olan sonsuz tane y biriminin oldugunu
gosterelim. N ( )/) =—1 olan birimleri dikkate almayalim. N ( 7) =1 olsun. N (}/) =1

dir < a’—db®=1 dir. Bu ise Fermat m Pell denklemidir. /d irrasyonel

oldugundan, a ve b tamsayilar oldugunda bu denklemin sonsuz tane ¢dziimii

vardir. Bunun i¢in [3] numaral kaynada bakilabilir. Dolayisiyla Q(\/g ) nin

d >0 oldugunda sonsuz tane biriminin oldugu gosterilmis olur.

Tanm 4.2.6 : &, Q(\/c_i ) de bir birim olsun. Q(\/Z ) de a ve [ tamsayilan

a = fe olacak bigimde varsa, « ya B nm ilgilisidir veya « ile g ilgilidir
denir. Bu durum o ~f ile gosterilir. Eger o« ile S ilgili degilse bu durum

a+ [ ile gosterilir.

a,f mn ilgisidir <& «/f bir birimdir.

Teorem 4.2.7: a,pf Q(\/Zl— ) de tam sayilar olsun. O zaman,
0] o, nmbirilgisidir < f,a nm birilgisidir.
() a ile g ilgilidir & «a|f ve Bla du
(i) « ile B ilgilive y|a ise y|f dir. Aynca |5 ise B0 du.
(iv) «a birasalise « nm tim ilgilileri asaldir

W) « asal degilse @ nin asal ilgilisi yoktur.
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ispat : () &  Dbir birim ise 1/5 da bir birimdir. Yani efer a=pfs ise
B= 0:(1/ 8) dur. Dolayisiyla tammmdan f da o mnn bir ilgilisidir. Aym sekilde

B, @ nmbirilgilisiise @ da A nm bir ilgilisi olur.

(i) (=:) Eger a ve p tam sayilan ilgililerse bir ¢ birimi a=pfs ve
J/] =a(l/ 8) olacak bicimde vardir. £ ve 1/£ birim olduklarmdan béliinebilirlik

tammindan B/ ve «/f tamsayilardir. Yani fla ve «|f du.

(<:)Diger taraftan «|f ve f|a isectammdan & ve & tamsayilar olmak
iizere f=ae ve a=pP5 dir. Dolayisiyla €8=(P/a) (a/B)=1 olur. Yani &

ile & birimdirler. Béylece @ ve £ mnnilgili olduklan goriiliir.

(iii)Eger @ ve B ilgili, y|a ise |f oldugundan y|pf du. Eger o ve f
ilgili, | § ise f|a oldugundan A|J duir.

(iv, v) Birimlerin biitiin ilgilileri birimler oldugu i¢in bir birimin birimden farkli
bir ilgilisi olmayacag: agiktir.

a ve f Q(\/g ) de sifirdan farkli birim olmayan ilgili tamsayilar olsun. O

zaman o ya asaldir ya da yada asal degildir. £ da aym sekildedir. Her ikisinin
de asal ya da her ikisinin de asal olmadifim gosterelim. & ve [ nin biri asal
olsun digeri asal olmasin. Fark etmedigi i¢in o asal olsunve f asal olmasm. y

ve & lar birim olmadigmda f =pSolarak yazabiliiz. ¢ ve f lar ilgili

olduklarindan, bir & birimi o = f¢ olacak bi¢gimde vardir. Yani, o= y(&‘) olur.
y bir birim olmasm. Ayrica, (58) birim olmayanin bir ilgilisi oldugundan, kendisi

de bir birim degildir. @ mmn birimden farkl iki ¢arpanini bulmamiz @ nm bir asal
say1 olmasi varsayim ile geligir. Dolayisiyla o« ve B nm her ikisi de asal

degildir.
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Tanmm 4. 2.8 : Q(\/E ) de sifirdan ve birimden farkli bir # tamsayis: sadece
ilgililerine ve birimlere boliiniiyorsa bu 7 tamsayisina Q(\/Z ) de bir asaldir denir.

Eger 7, Q(\/E ) de bir asal ise, £ bir birim oldugunda, £ # de # nin ilgilisidir

ve dolayistyla asalidir. Eger 7 =af olarak iki tamsaymin ¢arpimu bigiminde ise, ya

« yada S bir birimdir.

Burada Z nin asallarina rasyonel asal diyecegiz.

Teorem 4.2.9: Q(\/E ) de bir ¢ tamsayisimn normu bir rasyonel asal ise & bir

asaldir.

ispat: N () bir rasyonel asal oldufundan « sifir veya bir birim degildir. a ve
Q(\/E) de tamsayilar olmak iizere a = Sy olsun. O zaman N(,B) ve N(}/) lar
rasyonel tamsayilar olmak tizere N (a) =N ( yij ) N ( }/) dir. Bir rasyonel asalin
tammimndan N(f) ve N(y) dan biri bir rasyonel birimdir. Rasyonel birimler +1
‘oldugundan ya N(,B) =11 yada N(y) =1 dir. Yani £ veya y bir birimdir.

Dolayisiyla tammdan o bir asaldir.

Ornek 4.2.10 : Teorem 4.2.9 un tersinin dogru olmadigm gésteriniz.

Coziim: QO(i) yi goz onine alalm. Burada N(3)=9 dur. 3=(a+bi)(c+di)
olarak yazarsak 9=(a2+b2)(cz+d2) olur. Buradan da 3=a’+b*=c*+d"

olamayacag goriiliir. Yani a”+b”=1 veya c¢’+d” =1 olmalidir. O halde Teorem
424 egére a+bi veya c+di bir birimdir. Dolayisiyla 3, Q(i) de bir asaldir.

Fakat 3 {in normu asal degildir.
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Ornek 4.2.11: N (7) =49 un bir rasyonel asal olmamasina ragmen, 7 nin Q(\/g )

da bir asal oldugunu gosteriniz.

Coziim: 7, Q(«/g) da bir asal olmasin. O zaman Q(\/g) da ¢ ve f sayilan bir

birim olmadif1 takdirde 7=f olarak yazihr. Buradan, |N(a)22,

N(B)z2

sonucu ¢ikar. Boylece,
@IV -V @ N ()|~ (@B (1) =49

olur. IN (a)’ ve lN ( p )l pozitif rasyonel tamsayilar oldugundan,
‘N (a)t =’N (ﬂ)] =7 olmahdir. 7 nin Q(\/g) da bir asal oldugunu gdstermek igin
+7 normunun Q(\/g ) da tamsayilarinin olmadigim gostermek yeterlidir. }/,Q(\/g)

da bir tamsay1 olsun. O zaman a ve b ler Z de olmak iizere, y= a+bJ6
bigimindedir. N(y)=%7 olsun. a* —6b* =+7 olur.
@ +b* =a® —6b* =+7=0(mod7) dir. Dolayisiyla 7|a* +b* dir. Buise 7|a ve
7|b demektir. O zaman 49|a®* ve 49|b” bulunur. 49|a’—6b> olur. Bu ise,
a®*—6b* =+7 olmas ile gelisir. Sonug olarak a®—6b”> =17 denkleminin tamsay:

¢oziimleri yoktur. Boylece N (a) = 17 normunun Q(\/g ) da olan tamsayilar yoktur.

Dolayisiyla 7, Q(\[6_ ) da bir asaldir.

Tamm 4.2.12: a,f.,0 € Q(x/g ) de tamsayilar olsun. Eger a =6 iken f

veya O tamsayilarmdan biri Q(x/Zz’- ) de bir birim oluyorsa « elemanina

indirgenemezdir denir.

Teorem 4.2.13 : Q(\/E ) de sifirdan farkli, birim olmayan her bir eleman

indirgenemezdir veya indirgenemez elemanlarm garpimi bigiminde yazilabilir.
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Ispat : o indirgenemez ise ispat biter. Simdi » iizerinden tiimevarimla ispat

yapalim. »>2 olmak tizere P (n) Onermesi soyle tanimlansin; o, Q(\/c_l ) de

sifirdan farkli, birim olmayan bir eleman ve ]N (a)‘ <n ise o indirgenemez olsun

veya « , indirgenemez elemanlarin carpimi bigiminde yazilsin.

n=2 olsun. |[N(a)|<2 olur. N(a) birim olmadigmndan N(a)=2 dir. «

indirgenemez olmasin. Bu durumda o = fiy olarak yazlabilir. Oyleyse

N (a)|=|N (B)||N (7)|222=4

tiir. Bu ise olamaz. Su halde « indirgenemezdir. Yani #n=2 igin ifade dogru

olur.

Teorem # igin dogru olsun. Yani o sifirdan farkli ve birim olmayan {N (a')’ <n

sartim saglayan bir eleman ise o ya indirgenemez ya da indirgenemez elemanlarin

carpimi bi¢iminde olsun.
Simdi iddiamin (n+1) icin dogru oldugunu gosterelim. o  sifirdan farkli, birim
olmayan bir eleman ve iN (a)] <n olsun. }N (a)’ <n ise tiimevarim kabuliine gore

iddia dogrudur. O zaman #n< ]N (a)l <n+1 kabul edelim. « indirgenemez ise
ispat biter. Su halde a indirgenemez olmasin. «a =y olup
N(a)=N(B)N(r)=n+1 oldugundan lN(ﬂ)lSn ve ]N(}/)lSn olur.

Tiimevarim kabuline gére S ve y elemanlan ya indirgenemez ya da

indirgenemez elemanlarin garpimu bigimindedir. Béylece « mm indirgenemez
elemanlarin ¢garpimi bi¢iminde yazildigy goriiliir.
Ornek 4.2.14: Q(\/gi ) de 2 indirgenemezdir, ancak asal degildir.

Coziim: Ik olarak 2 nin Q(\/-S_z') de indirgenemez oldugunu gosterelim.

a,b,c,de? igin 2= (a+b\/§i)(c+dJ§i) oldugunu varsayalim. Bu denklemin
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her iki tarafinin modiiliinii alimrsa 4 =(a2 +5[)2)(c2 +5d2) elde edilir. Bu
durumda o +5b%, 4 1 bolen bir pozitif rasyonel tamsayidir ve a’+5b> =1,2
veya 4 olmalidir. Dolayisiyla (a,b)=(¥10) yada (a,)=(F2,0) dir. Yani
a+b\/5_i=$1 ya da a+b\/_5_z'=-?‘2 dir. a+b\/§i=f{‘-l ise a+b\/§i elemam

Q(JEi) nin  bir birimidir. Diger taraftan,  a+bJ/Si=F2  igin

c+d-JSi= = 2 =-T-1 elde edilir. Oyleyse c+d~/5i say1s1 Q(\/gz') de
a+b\/— S5i

bir birimdir. Sonug olarak 2, Q(ﬁi) de indirgenemezdir. Simdi de2 nin Q(\/§z‘)
asal olmadigim gosterelim. 2 | (1+\/§i)(1—\/§i) olmasina ragmen 2 | (l + \/gz) ve

2 (1 -—J§i) oldugundan 2, Q(\/gi) de asal degildir.
4.3.3 Tek Tiirlii Parcalanmal Bolgeler ve Euclid Cisimleri

Tanmm 4.3.1: Q(«/E ) asagidaki oOzellikleri sagliyorsa, Q(\/—c? ) ye tek tiirlii
parcalanmali bolge denir. o, ..., ,, B, ..., (B, asallar ve £ bir birim olmak {izere,
o ....a,= & (3,5,...0, olsun. Budurumda r=s dir ve 0":{1,2,...7'} —>{1,2,...r}
bir permiitasyon (birebir orten doniistim) olmak lizere, «; sayisi ﬁa(i) sayisi ile

ilgilidir.
Ornek 4.3.2: Q(Jﬁi) tek tiirlii pargalanmali bolge degildir.

Coziim: (l-\/l_§i) ,(1+\/Bi) € Q(\/ﬁi) nin tamsayilar icin
(1-131) (1+4131)=14=2.7 dir.  (1-413i)  asal  olmasm.
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1-13i = (a +b/13i ) (c +d-13i ) olacak  bi¢gimde  birimden  farkh
(a +b\/f?;z'),(c + d\/ﬁi) € Q(\/l—gi) nin tamsayilarn vardir. Her iki tarafin normunu
alirsak, 14=(a?+130?)(c* +13d”) olur. a*+136°=2 ve c’+13d’=7

olmalidir. Fakat iki esitligin de ¢oziimii yoktur. Oyleyse, 1-/13i asaldir. Benzer
sekilde 2 sayisiun da asal oldugu gosterilir. $Simdi 2 asal olmasin. Dolayisiyla

2= (a +b/13i ) (c +d \/1—31) olacak sekilde birimden farkl
(a + b\/ﬁi),(c + d\/I_?-ai) € Q(\[l—jl') nin tamsayilar1 vardir. Her iki tarafin normunu
alirsak, 4=(a? +13b”)(c’ +134") olur.

Dolayisiyla a® +13b*> =2 ve ¢® +13d* =2 olmaldir. Fakat iki esitligin de ¢oziimii
yoktur. Oyleyse 2 asaldir. Benzer sekilde 7 nin asal oldugu goriiliir. Sonug olarak,

2,17, 1+«/1§i s 1-—\/1—51' asal elemanlardir. Simdi 2~ 1+/13i olsun. Bu durumda

2|(1+\/1—§z') ise 1+\/-1—?;i=2(a+b\/1—3i) olur. Béylece 1=2a ve 1=2b elde

edilir. Bu ise  a,b€Z olmas: ile geligir. Dolayisiyla 2+ 1+ J13i dir. Oyleyse

Q(ini) tek tiirlii pargalanmali bslge degildir.

Teorem 4.3.3: Q(\[c? ) tek tiirlii pargalanmali bolgedir < Q(\/—c? ) de 7z bir asal,

a ile B tamsayilar olmak lizere 7 |aff ise #|a veya x|f dir [3]

Asagidaki teoremin ispat1 bir onceki teorem kullamilarak kolayca yapilabilir.

Teorem 4.3.4: Q(\/E ) tek tiirlii pargalanmali bolge, a,f,¥ Q(\/g ) nin
tamsayilari ve «| By olsun. Eger « ile S nin birimden bagka ortak boleni yoksa

aly dr[3].
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Teorem 4.3.5: Q(\/E ) tek tiirlii parcalanmali bdlgedir <> Q(\/Zi- ) nin

indirgenemez her elemani asaldir [3].

Teorem 4.3.6: Q(\/L_l; ) tek tiirlii par¢alanmali bolge olsun. «,f EQ(\/C_lS nin
tamsayilant olmak iizere @ ve f nin birimden bagka ortak boleni olmasin. Eger

n  pozitif tamsayisi icin aff =sy” esitligini saglayan bir y € Q(\/E ) tamsayisi

varsa,
n
a=gy,
n
B=¢&y,

olacak bigimde £,,z, birimleri ve 7,,7, € O(Vd) tamsayilan vardir [3].

Teorem 4.3.7: a ve b Q(«/Z ) de sifirdan farkli tamsayilar ve (a,b)sc olsun.

a|a ve a|b olacak bigimde aeQ(\/E ) tamsayis1 varsa, «|c dir. Ozel olarak,

a ve b aralanndaasalise a ve b nin Q(\/E ) de birimden bagka ortak asal

boleni yoktur.

Ispat: (a,b) =c¢ ise ar+bs=c olacak bigimde r ve s rasyonel tamsayilan

vardir. a|a ve a|b ise a|ar+bs dir. Diger bir deyisle «|c olur. Ayrica a

ve b aralarinda asal ise «|1 olacagindan « bir birim olur.

Ornek 4.3.8: Q(\/Z? i ) tek tiirlii pargalanmali bélge degildir.
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Coziim: Once Q(\/zﬁ z') de 2 nin asal oldugunu gorelim.

2

2=[a+b\/ﬁi}[c+d2\/—éﬁi):aﬂ

olsun. Buradan

4 @ +476% \ ( ¢* +47d>
4 ’ 4

olur. 2=af ise 4=N(a)N(B) dir. Eger N(@)=1 ise a birimdir. Eger

2 2
N(a)=2 ise _"__i;@,:z ve boylece o> +47b>=8 bulunur. b=0 ise

8=a’+47h* 247 veya b=0 ise a* =8 dir. Bu iki durum igin de ¢oziim yoktur.

1+\/Ei}(1-f7’i) die Fakat

2

Oyleyse 2 indirgenemezdir. Ayrica, 2|(

2,}’(1+\/ﬁi) ve 2}’(1“?71'

5 J dir. Dolayisiyla 2 asal degildir. Dolayisiyla

Teorem 4.3.5 e gore Q(\/ﬁ i ) tek tiirlii par¢alanmali bolge degildir.

Tanm 4.3.9: S+#0, a,pe Q(\/Z ) tamsayilarn i¢in, a=y8+6  ve

lN(é‘)‘ < ‘N(ﬂ)] olacak bicimde y,5¢€ Q(\/g) tamsayilar1 varsa bu Q(\/E)

kuadratik cismine bir Euclid cismi denir.

Teorem 4.3.10: Eger ¢ ve f3, Q(\[; ) de sifirdan farkli tamsayilar ve Q(\/Z )

bir Euclid cismi ise, Q(x/ZZ— ) de asagidaki ozellikleri saglayan bir & tamsayisi

vardir.
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i Sla ve §|p,
() yla ve y|B ise y|d dur.

Ayrica, bir § tamsayis1 yukaridaki iki dzellige sahiptir <> 5 ~6 dir [3]
Teorem 4.3.11: Bir kuadratik Euclid cismi tek tiirlii parcalanmali bolgedir.

ispat: @ ve p, O(Vd ) de birimlerden baska ortak boleni olmayan tamsayilar
olsun. O zaman Q(vd) de 4, ve p, tamsayilanmm a+fu, =1 olacak
bigimde mevcut oldupunu gosterelim. S ={|N(ad+pu)|: 4, ue Q(JE ) nin
tamsayilani } olarak tammlansm. Bu taktirde S nin bir en kiigiik elemant vardur.
Bu en kiigiik eleman =4, + B, olmak iizere |N (@A +pfu)| olsun. a ve €
saylarma Euclid algoritmasmu uygularsak,  |[N(6)|<|N(s)|  olmak tizere
a=ey+6 olarak yazabiliriz. Burada
s=a—ey=a—y(ah+pu)=a(l-yA)+B(~mm) oldugmdan &, O(Vd) de
bir tamsayidir. & un tanuiu ve |N(8)|<|N()| oldugu kullamlrsa |V (5)|=0

elde edilir. Boylece Teorem 4.1.13 e gore & =0 dir. Yani a =gy olur ve bu

durumda g|a dir. Benzer sekilde £|f bulunur ve dolayisiyla & bir birim

olur. g bir birim oldugundan g™ de bir birimdir. Béylece

1= =7 (ad + B) =a (74 )+ (&7 ) = ady + By, bulunur. Simdi de 7,
Q(\/Zz’_ ) de bir asal ve 7z |af ise m|a veya z|f oldugu ispatlanirsa Teorem
4.3.3 e gore Q(\/E ) nin tek tiirlii pargalanmali bolge oldugu goriiliir. 7z fa olsun.

Bu durumda 7 ve « nm birimden bagka ortak boleni yoktur. Dolayisiyla

1=7A, +ap, olacak bigimde A, ve 4, tamsayilar vardir. Son denklemin her

iki tarafim f ile carparsak S =7nfBA, +afu, olur. Boylece x|af oldufu




67

kulambirsa 7| B elde edilir. Benzer bicimde 7z} ise z|a oldugu gosterilir.

Dolayistyla Q(\/c—l; ) cismi tek tiirlii par¢alanmali bolgedir.

Onerme 4.3.12: s >0 olmak iizere T 20 bir rasyonel say1 olsun. Bu durumda bir
s

r_ el < % olacak bicimde vardir.

hy

c € Z. tamsayisi

ispat: r tamsayist s ye boliinerek r=sg+¢,0<t<s bigiminde yazilabilir. Bu

durumda L~ = q-+ L qg+1%,0<t<1  olarak yazlabilir. —Eger *< —12— ise
s s

*

S% elde edilir. Eger —é—<t*<1 ise £=q+1+t*—1 olup
s

¥ . 1
s ql | 2

~ oldugu goriiliir. Bu ise F—(q+1)
s

=’t* —-1‘<—12— oldugunu gosterir. Dolayisiyla

.
——c
s

S—% olacak bigimde bir ¢ tamsayis: vardur.

Teorem 4.3.13: Eger d =-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5 ise Q(JZ) Euclid cismidir.

Ispat: Teoremi iki adimda ispatlayalim. Birinci olarak, d ?l(mod 4) olanlar icin,
ikinci olarak d = l(mod 4) olanlar i¢in ispat yapalim. Simdi d ninya -2,-1,2 ya
da 3 oldugunu kabul edelim. b#0 olmak iizere & ve f Q(\/c? ) de tamsayilar

olsun. x ve y rasyonel olmak iizere, %= x+ y\/Zz'_ olsun. Onerme 4.3.12 ye gore

r ve s tamsaylari

|x~r{$l,
2

1
y“StSE
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olacak bigimde vardir.
y=r+s\/2,5=ﬂ[(x—r)+(y-S)\[g]

almirsa, a= ﬁ(x+ y\/— ) PBy+d5 olsun. r ve s  rasyonel tamsayilar

olduklarindan y bir tamsayidir. § =a—fy oldugundan & da bir tamsayidir.

Ayrica,
(B)|x-r) ~d(r-5)|

1N(5)’ lN(ﬁ)HN x— r)+(y S)\/__I

—rf +|-d||y—s <G)2 +3(—i—)2 =1

olur. Simdi d =3 olsun. Eger |x—r1<—;: veya |y—s|<—2— ise
2 2 1Y 1 2__
(=) ~d(y-s) Hi) +3(5) -1

olur. Eger 1x—r]:]y—s|=—;~ ve d=3 ise

dir ve ld|<3 ise

l(x —-r)2 -

(e=r) ~d(y- ‘-—-—3 i =?12— <1
dir. Dolayisiyla, ‘(xwr)z—d (y—s)zl<1 olur. Boylece,
N (8)| =V (B)|(x—r) - p)1=|V(B)

bulunur. Su halde Q(JZJ’ ) bir Euclid cismidir.

Simdide d ya -11,-7,-3 yada 5 olsun. f##0 iken o ve B lar Q(\/Zl.) de
a:/,B=x+yx/g

tamsayilar olsun. x ve y ler rasyonel sayilar olmak iizere,

olsun. Onerme 4.3.12 ye gore |2y-s[ S—;— olacak bigimde bir s rasyonel




69

tamsayist vardir. O halde

(5

y———; S% tiir. Benzer olarak bir r rasyonel tamsayisi

(1 +~/d )
icin bir tamsay1dir.

S—;— olur. Sonug 4.1.11 e gére y=r+s

s b-31)

olsun. Bu durumda,
o ='B(x+y,\/§)= By+6,6=a-Py
bir tamsayidir.

(=r-3) -a-5)

N (8)=|N(8)

dir ve

2
+|d||ly-=

SEKE)

2 2 2
al s(l) +11(-1~j <1
2l T2 4

s
X—r——
2

olur.

Yani,

N(8)|<|N(B)| dr ve Q(JE) yine bir Euclid cismidir.

Teorem 4.3.14: Q(JJ) Euclid cismidir <> d, -11,-7,-3,-2, -1, 2,3, 5,6, 7, 11, 13,

17,19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 veya 73 sayilarindan biridir [3].

Teorem 4.3.15: d <0 ise Q(\/E ) tek tiirlii pargalanmali bolgedir < d, -1,-2,-3,-

7,-19,-43,-67 veya -163 sayilarindan biridir [3]
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Teorem 4.3.16: 2<d <100 olmak iizere d nin 38 degeri i¢in Q(\/Zz’— ) tek tiirli

parcalanmali bélgedir. Bunlar 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14, 17, 19, 21, 22, 23, 29, 31, 33,
37, 38, 41, 43, 46, 47, 53, 57, 59, 61, 62, 67, 69, 71, 73, 77, 83, 86, 89, 93, 94, 97
dir. [3]

Onerme 4.3.17 : a) «, Q(\[c? ) de bir tamsay1 olsun. @ nin normu asal ise «

indirgenemezdir.

b) Q(JZ ) tek tiirlii parcalanmali bolge ve N (a) asalise o asalduwr.

Ispat : a) N (a) asal olsun. @ min indirgenemez olmadigim kabul edelim. Bu
durumda f ve y birimden farkli tamsayilar olmak iizere o =Sy bigiminde
yazilabilir. Buradan N (a) =N ( B )N ( }/) elde edilir. B ve y Dbirimden farkhi
oldugundan N(B)>1 ve N(y)>1 dir. Buise N(e&) nm asal sayi olmasi ile
celigir.

b) N (a) asal ise (a) sikkina gore  indirgenemezdir ve Teorem 4.3.5 e gore @

asal eleman olur.

Onerme 4.3.18 : a) Q(\/—c? ) tek tiirlii pargalanmali bolge, @ € Q(\/Z ) bir tamsay1,
a#0 ve  bir birim olmasimn. Bu taktirde 7|« olanbir 7z asal elemam vardir.
b) Q(\/;z" ) tek tiirlii parcalanmali bolge olsun. @ ve £ nm birimden baska ortak

boleni yoktur <> « ve [ mmnhicbir ortak asal b6leni yoktur.

Ispat:a) Teorem4.2.12den « ya indirgenemez ya da indirgenemez elemanlarm
carpimi bigimindedir. Bir tek tiirlii par¢alanmali bolgede indirgenemez her eleman
asal oldugundan ispat agiktir.

b) (=:) a ve B nm birimden bagka ortak boleni yoksa a ve S nm‘ ortak asal
boleni olmadig: agiktir.

(¢<:) a ve B nm ortak asal bdleni olmasm. $imdi & ve S mnm birimden farkli

bir y ortak bleninin meveut oldugunu kabul edelim. y birimden farkli oldugundan




71

(a) sikkina gére, @ nim bir 7 asal boleni vardir. Dolayisiyla, #| & ve z| f olur.

Bu ise hipotezle celisir.

Teorem 4.3.19 : Q(\/EZ— ) bir tek tiirlii pargalanmal1 bolge ve 7 , Q(\/E ) da bir asal

ise 7 pozitif rasyonel asallarin en az birini béler.

Ispat: =|N (n), yani 7r|lN (7[)] dir. Dolayisiyla 7 pozitif bir rasyonel sayimin
bolenidir. p =min {a eN:z|a,a> 1} olsun. Bu taktirde p bir rasyonel tamsayidir.

7| p oldugu agiktir. p nin asal say1 olmadigim kabul edelim. Bu durumda p=ab,
l<a<p, 1<b<p olacak biginde a ve b tamsaylan vardw. z|ab ve =
asal oldugundan 7|a veya #|b olur. Fakat bu durum p nin tammima
aykindir. Ciinki a ve b, p den kiigiiktiir.

Teorem 4.3.20 : Q(\/c_i— ) bir tek tiirlii parcalanmal: bolge olsun.

a) Herhangi bir p rasyonel asal1 ya Q(\/E ) nin bir asalidir ya da Q(\/E ) nin farkl
olmalar gerekmeyen 7,7, gibi iki asalinin ¢arpumdir.

b) Tiim rasyonel asallara (a) y1 uyguladigimmzda elde edilen p,7,,7, asallaninm
tamami ve bunlarin ilgilileri Q(\/E ) nin tiim asallariin kiimesini olugturur.

¢) (p,d)=1 olan bir p tek asah Q(\/g) deki iki 7,7, asallarmm (p=7,7,)
carpmmudir <> (%) =+1 dir. Ayrica, p=m7, olacak bicimde iki asal mevcutsa

m ve =, ilgili degildir. Ancak 7, ile 7, ve r, ile 7, ilgili olabilir.

d) (2,d)=1 ved= 3(mod4) ise 2, bir asalm karesinin ilgilisidir. d = 5(mod8)

ise 2, birasaldir. d = 1(m0d 8) ise 2, farkli iki asalin carpimidir.

¢) Herhangi bir p rasyonel asali d yi boliiyorsa, o zaman p, Q(\[d— ) de bir asalin

karesinin ilgilisidir.
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Ispat: a) Eger p bir rasyonel asal ise p nin Q(\/E ) de bir asal béleni vardir. Yani
B, Q(«/E) de tamsay1 ve 7, Q(\/E) nin bir asali olmak iizere p=7nf dir. Her
iki tarafin normunu alirsak, N(7z)N(B)=N(p)=p* olur. 7 bir asal oldugu igin
N(#)=¥ldir. Bu durumda N(B)=%1 veya N(B)=Fp olmald. Eger
N(B)=71 ise Teoerem 4.2.4 ¢ gore B bir birimdir. Béylece 7, p nin bir ilgilisi
olur.. O halde Teoerem 4.2.7 nin (iv) maddesine gére p, Q(\/E ) de bir asal
olmalidir. Eger N ( ,8) =Fp ise Teorem 4.2.9 a gbére [ bir asaldir. Boylece p

Q(\/E ) de p=nf olacak bigimde iki asalin carpimudr.

b) Teoerem 4.3.19 ve 4.3.20 nin (a) sikkindan dogrulugu agiktir.

c) (<::) (p,d)=1 ve (i]zﬂ olmak lizere p bir tek rasyonel asal ise,
p

x> =d(mod p) olacak bigimde bir x rasyonel tamsayisi vardir. Yani p| (x2 ~d )
dir. O halde p| (x—d)(x+d) olur. Eger p, Q(\/—J) de bir asal ise Teoerem 4.3.3’

e gbre p sayisl x—Jd veya x+Jd carpanlarindan birini boler. Dolayisiyla

—_—— veya XN Q(\/c? ) de bir tamsayi olur. Burada
p

a+b\[_=—x—i—1“ d ise a=> ve b=i—1— dir; Ancak i3 bir rasyonel tamsay1
p D p p p

olmadigimndan Teorem 4.1.10 a gore bu imkansizdir. Su halde, p sayisi Q(\/E ) de
. c i Tam " d . o
bir asal degildir. Boylece (a) ya gére (_] =+1ise 7, ve I, Q(\/E ) de iki asal
p
olmak iizere p = 7,7z, bigimindedir.

(:>) (d,p) =1 ve p bir tek rasyonel asal olsun. Ancak p, Q(\/;l_) de bir asal
olmasin. (a) min ispatindan N (nf) =N ( ﬁ) =Fp olmak iizere p=nf  biciminde

oldugunu goriiriiz. d $1(mod 4) ise a ve b rasyonel tamsayilar olmak {izere
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r=a+bJd veya d = 1(mod 4) ise a ve b rasyonel tamsayilart ayni tiirden olmak

ilizere 7 = -;—(a +bd ) olarak yazabiliriz. Eger 7 =a+ bd ise

@ -db* =N(z)=%p ... (1)
olur. Her iki tarafi 4 ile garparsak,

(2a)’ -d(2b) =F4p ... (2)
elde edilir. Yani,

(2a)2 =d (Zb)2 (mod p)

dir. Bu ise (g-]:l oldugunu goésterir. Ayrica, = ile B ve 7 ile B ilgili
p

olabilirler. p =78 ve N(x)=a’—db* oldugundan
o

IB:i—: (a+Z\/J) A -dp? =$(a—~b\/g)

olur. Boylece f=7(a—bvd ) dir. Yani 7 ve B ilgilidirler. Benzer bigimde 7

ile # nm ilgili olduklari gosterilir. Diger yandan

__(a+b\/ﬁ) _[(2a)2+d(2b)2] +8ab\/3
p- " (a-bdd) 4p 4

N

olur. Burada p/[8ab oldugundan =7#/p Q(\/Zz'— ) de bir tamsayr degildir.

Dolayisiyla bir birim degidir. Yani 7z ve S ilgili degillerdir.

d) Eger d=3 (mod 4) ise Q(xfa’— \) nin tamsayilar1 a + bJd bi¢imindedir.
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d+~Jd\(d-~Jd _od=2L " 21{(dF+/d) dir. Aksini kabul edelim.
2

2|(d¥+d) olsun. O zaman 0(Vd) de d+d =2(a+bd) olacak bigimde bir
a+bJd tamsayis1 vardir. Burada 2a=d,2b=1 olur. Bu ise miimkiin degildir.
Benzer bigimde 2] d—/d oldugu goriliir. O halde (/@) de 2 bir asal deildir.
Dolayistyla 2 sayist bir # asal ile boliinebilir. x+ y\[c? =z olsun. 7|2 ise
2=zn" olacak bicimde bir #* tamsayisi vardir. Her iki tarafin normunu alirsak
4= N(n)N(ﬂ*) olur. 7z asal oldugundan N(7)=F1 olamaz. N(z)=74 ise
N (7:*) =71 olur. Yani z" bir birim olur. O halde = ile 2 ilgilidir. Dolayisiyla 2
de bir asal olur. Celiski elde edilir. Su halde N(z)=F2 yani x*-dy’=%2 dir.

Boylece

x yx/_ x> +dy? Ja
d
x+y\/— 2 Y

ve benzer olarak,

x+y\/_ x* +dy J
d
s wd 2 "

olur. Burada X 4+dy? =x* —dy* +2dy* =2+2dy” = 2(1 + dyz) oldugundan
2| x*+dy* dir. Yani (x~—y\[c?)(x+yx/c?)—l ve (x41~yx/21'—)(x——y\/g)~I sayilarinin
her ikisi de Q(\[g ) de tamsayilardir. Béylece bu sayilar birim olmaldir. Yani

x—yJd ve x+yJd ilgilidirler. Eger d=1(mod4) ve 2, Q(\/Z ) de bir asal

degilse o zaman yukarida gdsterildigi gibi 2, x ve y tamsayilarmin ikisi de tek veya

ikisi de ¢ift olmak iizere, normu F2 olan %(x+ y\/g ) asali ile béliinebilir. O halde
L d
L -a7)=m2 yan

- =78 ...(3)
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bulunur. Eger x ve y ciftise x=2x, ve y=2y, olacak bigimde x,,y,
rasyonel tamsayilani vardir. Bu degerleri (3) de yazarsak  x,” —dy," =F2 elde

edilir. Ancak d= 1(mod 4) oldugundan
=x’-dy) =x. -y, =0,+1,-1 (mod 4)

bulunur. Bu ise miimkiin degildir. Yani (3) sadece x ve y tek oldufunda ¢oziime
sahipti. O zaman x*=y”=1(mod8) dir, x*=y*=1(mod8) ve (3) den
x*—dy* =1-d =0(mod8) olur. Bu ise d=1(mod8) olmasm gerektirir. Yani

d ES(modS) ise 2, Q(\/c_l ) de bir asaldir. Eger d sl(modS) ise
l(l-ﬁ)l(1+\/2)=l(1~d)=z-1-l‘i dirve 2 (15/d)/2
2 2 4 8

oldugundan 2 nin Q(\/E) de bir asal olmadiini goriiriiz. ( 2| (1$\/E)/2

1+Vd =2.1 (a+b\[c—z’—) olacak bi¢imde bir

2 2

olsun. O zaman Q(\/E ) de

1+/d 1
2

! =a+bJd oldugundan a=—;~, sz olur.

5 (a + b\/&7 ) tamsayis1 vardir.

a ve b ler rasyonel tamsayilar oldugundan bu imkansizdir. Yani 2 f (1$«/§ )/ 2
dir. Yani x ve y tek rasyonel sayilar oldugunda (3) iin ¢oziilebilir oldufunu

o .o 1 1 S
biliyoruz. Simdi ~2—(x+ y\/?u7 ) ve —z—(x—— y\[c; ) asallarimin Q(\[c? ) de ilgili
olmadiklarimi, yani onlarm béliimlerinin bir birim olmadigim gosterelim. Gergekten,

2 2
onlarin bolimii xTy Jd ==$x *tdy —T»-Jiy—\/g olup x ve y tek rasyonel
x— y\/—c? 8 4

tamsayilar ise x° = 1(mod 8) V' = l(mod 8) dir. Boylece x* +dy* =1+1=2 (mod 8)

x+y\/c7

olur. Yani 8 x* +dy” dir. Dolayisiyla , Q(\/E ) de bir tamsay1 degildir.
x—y\d

Dolayisiyla bir birim degildir. Sonug olarak d El(mod 8) ise (a) sikkina gore 2

sayist iki farkli asalin ¢arpimi bigimindedir.
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€) p, d nin bir rasyonel asal boleni olsun. Eger, p= ld l ise p= /d~Jd olarak
yazilabilir ve Teorem 4.2.7 ye gbre p nin Q(x/g ) de bir asalin karesinin ilgilisi
oldugu acikca goriiliir.

Eger p<|dl ise

JdJd=d=p(d/p) ..

olarak yazabiliriz. Teorem 4.1.10 a gore d karesiz oldufundan p, Q(\[c? ) de Jd
nin bir boleni degildir. Su halde p, Q(\/Zi~ ) de bir asal degildir. Yani p,

N (7[) =Fp olan bir 7 asali ile boliinebilir. (4) e gore 7, Jd nin de bir bolenidir.

O halde 7#°|d veboylece #*|p olur. Buise (a) sikkina gore ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.3.21 : Q(\/E ) bir tek tiirlii pargalanmali bolge olsun.

a) (p,2d)=l ve (ij=—1 olmak iizere p bir rasyonel asal ise p, Q(\/E) de bir
p

asaldir.

b) (p,2d)==l ve (i]=+l olmak iizere p bir rasyonel asal ise p, Q(\/E) de
p

farkl: iki asalin ¢arpimu bigimindedir.

Ispat: a) p bir rasyonel asal olmak iizere (. 2d) =1 ve (fl—) =-1 olsun. p nin
p

asal olmadigim kabul edelim. O zaman Teorem 4.3.20 nin (a) sikkina gore p =77,
olmak fizere p sayis1 iki farkli asalin garpum bigimindedir. Her iki tarafin normu
almirsa p, = N(7,)N(7,) elde edili. d#1(mod4) ise a ve b rasyonel

tamsayilar olmak Gzere p=a+bvJd seklindedir. Buradan p’=a’-db’> olur.
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Boylece a’ =db* (mod p) elde edilir. Boylece (i) =+1 bulunur. Bu ise
p

kabuliimiiz ile ¢elisir. Dolayisiyla p bir asaldir.

b) p bir rasyonel asal olmak iizere ( p.2d ) =1 ve (i) =+]1 olsun. p nin asal
P

oldugunu kabul edelim. (i] =+1 oldugundan x* Ed(mod p) ¢oziilebilirdir.
p

Buradan p]xz—d:(x—\/c?)(x+\/c7) olur. p bir asal oldugundan pl(x—\/g)

veya p]<x+x/2) olmalidir. Eger pl(x-\/c_z') ise x 1 d = olacak bicimde
p pr

bir aeQ(ﬁ ) tamsayist vardir. Eger d él(mod4) ise a ve b rasyonel

tamsayilar olmak lizere a=a+bJd bigimindedir. Bu durumda

—J—C-~—1-\[c§=a+b\[c? oldugundan a=> ve b=———1~ dir. p bir asal oldugundan

p P p p

Lo b olmasi miimkiin degildir. Eger d = 1(mod 4) ise a ve b ler aym anda tek
p

veya aym anda ¢ift olmak iizere « =—;—(a+b\/2 ) bi¢imindedir. Bu durumda

E—*l\[_=l(a+b\[c?) oldugundan —{:—;-a, ——lzéb olur. Ancak bp=-2 ve

pp 2 p p
p>2 oldugundan bu bir geligkidir. O halde Teorem 10.41 in (b) sikkina gore p,

0(~/d) de farkh il asalm garpim1 bigimindedir.

Teorem 4.3.22 : p>2 bir rasyonel asal olsun. p=x*+2 y* olacak bigimde x ve

y tamsayilan vardir < p=1,3(mod8) dir.
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Ispat : (:>:) p=x"+2y* olan x ve y tamsayilari varsa x tektir. Dolayisiyla
x El(modS) olur. Diger yandan 23° EO(mOdS) veya 237 EZ(modS) oldugu
agiktir. Buradan x +23” =1(mod8) veya x”+2y’ =3(mod8) bulunur.

(<) p=1(mod8) veya p=3(mod8) ise (——2-)=(~-1-](_2-)=(_1)£‘?(—1)%"—1

p pP)\pP

oldugundan (—g—]=1 oldugu goriiliir. Yani x’ E—Z(mod p) olan bir x
p

tamsayisi vardir. Buise p|x*+2 yani p]| (x—-\/ii)(x+\/§i) oldugunu gosterir.
Q(\/Ei) tek tiirlii pargalanmali bolgedir. Eger p, Q(\/Ei) de asal ise p| x—/2i
veya plx+\/—?:i olmalidir. Bunun olamayacagimu gérmek kolaydir. Su halde p
asal degildir. Dolayisiyla Q(\/iz’) de birim olmayan «, B tamsylan p=af
olacak bi¢imde vardir. Buradan p* =N (aﬁ ) =N (a)N ( p ) elde edilir. Bu nedenle

N(a)=p olur. Eger a=a+ b/2i almrsa p=N(a)=a*+2b" bulunur.

Ornek 4.3.23: x*> +2=y’denkleminin ¢6ziimlerinin x=5,y=3 ve x=-5,y=3

oldugunu gésteriniz.

Coziim: x*+2=)" ise
(x+\/§i)(x—\/§i)=y3

tir. Simdi x++/2i ve x—-2i nin bir ortak béleni ¥ olsun. 7|x+\/§i ve
y|x—~2i oldugundan y|24/2i olur. x*+2=3' oldugundan x tek olmahdur.
Aksine x ciftise x° +252(m0d4), yani 52(m0d4) olur. Halbuki aeZ ise
a’ =0,1,3(mod4) oldugu agiktir. Dolayisiyla x tektir. y1242i ise N(y)|8 dir.

Eger N(y)>1 ise N(y) ift olur. y|x++/2i ise N(y)|x*+2 olur. Buise N()




79

cift ve x”+2 tek oldufundan miimkiin degildir. Su halde N ( 7) =1 dir. Yani, y

birimdir. Bdoylece x++/2i ve x—-/2i nin birimden bagka ortak béleni yoktur.
Teorem 4.3.6 ya gore x++/2i=£4> olacak bigimde & birimi ve leQ(ﬁi)

vardir. Q(J’ii) nin birimleri F1 ve (1)’ =—1 oldugundan, x+ﬁi=(a+bﬁi)3

olarak yazilabilir. Buradan x-++/2i= (a +b/2i )3 =&’ +3a’b2i — 6ab® —26°[2i
elde edilir. Burada reel ve sanal kisumlan esitlersek, x= a(a2 ——6ab2) buluruz.
1 =b(3a2 —-2b2) ve a,be Z oldugundan b==*1 dir. Eger b=1 ise 3a°-2=1 dir.
Buradan a=+1 olur. Boylece x=7F5 bulunur. Burada 3’ =x’+2 oldugundan

y =3 tiir. Eger b=—1 ise 3a” ~2 =1 bulunur. Buradan da a’ =—:1),~ bulunur. Fakat

a € Z oldugundan ¢6ziim yoktur. Sonug olarak, (x, y) = ($5,3) bulunur.

Ornek 4.3.24: x* +1= 3’ denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: x*+1=)’ olsun. (x+i)(x—i) =y tir. x*= O,l(mod4) oldugundan,
x*+1=1,2(mod4) olur. Herhangi bir y tamsayist i¢in, y° =0,1,3(mod4)
oldugundan 3’ El(mod4) olmalidir. Bu ise yz—l(mod 4) oldugunu gosterir.
Dolayisiyla y tektir. Simdi 7z sayisi. x+i ve x—i nin ortak asal boleni olsun.
w|x+i ve w|x—i oldugundan 7z |2i olur. Su halde 7|2 dir. 7|2 ise 7 sayisi
asal ve 2:(1+i)(1—i) oldugundan = |1+i veya z|l—i olmaldir. Her iki
durumda da N(7)=2 oldugu gorillir. 7|x+i oldugundan N (7)|N(x+i) dir.
2|x*+1 olur. Buise 2|y’ , yani 2|y olmasim gerektirir. Bu olamaz. Su halde

x+i ve x—i nin birimden basgka ortak boéleni yoktur. Teorem 4.3.6 ya gore,
x+i=:£(c+a’i)3 olacak bigimde & birimi ve (c+di)eQ(i) vardir. Q(i) nin
birimleri ¥ 1 ve Fidir. (-1 ==1,# =—i ve (~i)’ =i oldupundan x-+i=(a+bi)

olarak yazilabilir. Buradan,
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x+i=(a+bi) = +3a* (bi)+3a(bi)’ +(bi) =(a’ -3ab®)+(3a’b -1’ )i

elde edilir. Reel ve sanal kisimlar esitlersek, x =a(a2 —3b2) ve I:b(?»a2 —bz)

olur. Ikinci esitlikten &=1 ve 3a’~-b”=1 bulunur. Fakat 3a’=2 olamaz.
Dolayistyla ¢oziim yoktur. b=~1 ve 3a> —b* =1 ise 3a’> =0 olur. Oyleyse a=0
elde edilir. Buradan, (x,y)=(0,1) bulunur.

Ornek 4.3.25: x> +11= 3’ denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim: x*+11=)" ise x gifitir. x sayisiu tek kabul edelim. Bu durumda,
x +1154(m0d8) dir. Herhangi bir y rasyonel tamsayist igin »’ $4(mod8)
oldugundan bu bir geligkidir. Su halde x ifttir. 11|x ise 11|y olur ve

11?|y° —x* bulunur. Bu ise y*~x*>=11 olmas ile geliir. Oyleyse 11)x olur.
m=1(mod4) ise Q(\d ) nin  tamsayilan a+b(}i2—\/-—ch bigimindedir.

~11=1(mod 4) tir. x ¢ift olsun. Bu durumda,

x+\/ﬁi=x—-1+2(l+\2/ﬁlJ

ve

2

x-\/1—li=x-1+(-—2)(l+\/ﬁ.}

olarak yazilabilir. Dolayisiyla, x+ Vi, x —Jllie Q(\[l_li ) nin tamsayilandir.

Buradan <x+\/ﬁi)(x—\/ﬁi) =x*+11=3" olur.

x++/117 ile x—+/11i in ortak asal boleni & olsun. Bu durumda, a[x+\/1_1i ve
| x—11i dir. Boylece o |2 Ji1i ve2 ile +11i asal oldugundan « =42 veya

o =++/11i olmahdir. Fakat x cift ve 21\[1_11' oldugundan @ =+2 olamaz.
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a =11 ise a |x dir. Buradan 11|x elde edilir. Bu ise miimkiin degildir. Bu
durumda x+11i ve x-1li tamsayilarmin birimden bagka ortak boleni yoktur.
Oyleyse Teorem 4.3.6 ya gore x++1li=e4’ olacak bigimde & birimiyle
AGQ(\[l—li) vardir. Q(x/ﬁi) in birimlei ¥1 ve (F1° =¥1 oldugundan

x+/11i=43 olur. Oyleyse,

§c+\/1—1'i= [a+ 1+\/—‘z} (2a+b;b\/_z)

——z—azb2 ; 2b)-&—( azb—}— ab? —p)W11i

15

dir. Buradan x=a’ —4b* ——ab’ +~;—a2b ve 1= (% a’b +%ab2 —-b’) elde edilir.

Ikinci esitlikten, 2= b(3a2 +3ab —2b2) bulunur. Dolayistyla 5|2 dir. Boylece
b=+l ~veya b=%2 olur. Eger b=1 ise 2=3a*+3a-2 dir. Oyleyse,
4=3a(a+1) dir. 3}/4 oldupundan bu olamaz. Eger b=-1 ise 2=-3a"+3a+2
ve boylece 0=3a (l—a) bulunur. Buradan a=0 veya a=1 dir. Buradaki
goziimler a=0 ise x=4 ve a=1 ise x=-4 tir. Eger b=2 ise

2=6a*+12a—-16 ve bdylece a’+2a-3=0 olur. Oyleyse a=-3 veya a=1
bulunur. Buradaki ¢éziimler a=-3 ise x=58 ve a=1 ise x=-58 dir. Eger

b=-2 ise 2=6a’+12a-16 ve —7=3a(2- a) olur. Fakat 3}7 oldugundan
¢coziim yoktur. Bulunan x degerleri igin tiim c¢oziimler; x=14 icin
YV =x"+11=27 ise y=3 ve x=158 icin )’=3375 ise y=15 olarak

bulunur.

Ornek 4.3.26:  x*>+49=y’ in tamsayilardaki tiim ¢6ziimlerini bulunuz.
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Coziim: x* +49 =* olacak bicimde x ve y tamsayilarimn var oldugunu kabul
edelim. x* +49 = (x+7i).(x —7i) olarak yazlabilir.

Once x+7i ve x—7i sayllarmin aralarinda asal olduklarim, yani birimden bagka
ortak bélenlerinin olmadigim gésterelim. Aksini kabul edelim. Birimden farkli bir d

elemam d|x+7i ve d|x—7i olacak bicimde bulunsun. O zaman N(d) =1 dir.

d|x+7i <(x—7i)=d|14i dir. Buradan N(d)|N(14)) yani N(d)|14* olur.
Dolayisiyla N (d) nin bir p asal ¢arpamm alirsak, p|14* bulunur. Bu durumda
p=2 veya p=7 olabilir.  Aynca d|x+Ti oldugundan,
N(d)|N(x+7i)=x"+49=y" tir. Yani p|y’ tir. Boylece y 2 veya 7 ile
boliinebilir. 2|y olsun. O zaman 8|3)° yani 8|x*+49 dur. Bu durumda x tek
olmalidir. 49=1(mod8), x’=1(mod8) ve 3’=0(mod8) ve x*+49=y

oldugundan, 1+1=0 (mod 8) bulunur. Bu bir celigkidir.

7|y olsun. x*+49 =y’ oldupundan 7|x elde edilir. 5, € Z olmak iizere x="7s

ve y=7t aliwsak s*+1=7f bulunur.

s* =—1(mod7) dir. Fakat,0* =0 (mod7), (¥1)* =1(mod7), (#2)* =4 (mod7) ve
(#3)* =9=2 (mod7) oldupundan s’ =-1(mod7) olanbir s tamsaysi yoktur.
Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla x+7i ve x—7i aralarinda asaldir.

Tek tiirlii par¢alanmali bolge tammmundan, re Q@) ve & Qfi) de bir birim olmak

iizere, x+7i=¢r’ seklindedir.

Fakat O (i) nin birimleri 1 ve Fi oldugundan, x+7i=r> olarak alabiliriz.
abeZ icin r=a+bi alrsak, x+7i=(a+bi)’=a’+3ab’bi—3ab’—b* olur.
Sanal kisimlarn esitliginden, 7 = (3a?—5%*b bulunur. Yani 5|7 dir. O zaman bF1
veya b=7F7 dir. 7=1(mod3) ve (3a’-b*)b=-b’(mod3) oldugundan,
b =-1 (mod3) tur Yani b=-1 (mod3) tir. Buradan da b#7 ve b#1
oldugu goriiliir. Eger b=-1 ise —7=3a’~-b*=3a*-1=3a" =—6=>a’ =-2 olur.

Bu ise olamaz. Eger b=—7 ise —b* =3a*> —49 ise 3a> =48 yani a4’ =16 bulunur.
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O halde a=74 olur. Dolayisiyla, x> +49=73 denkleminin ¢oziimleri sadece,
a=74 ve b=17 icin vardir. Boylece
Y =N@*)=a*+b* =(+4)' +7* =16+49=65 ve x*+49=3)"  oldugundan
x> =y -49=65-49=274625—-49=274576 yani x=7F524 bulunur. O halde
(x,y) =(¥524,65) tir.

Ornek 4.3.27 : x*+44 =)’ denkleminin tiim ¢6ziimlerini bulunuz.

Coziim: x*+44 = * denklemini saglayan x ve y tamsayilari varolsun. O zaman,

P +44= (x+2V11i)(x—24/114)

olarak yazabiliriz. x+2J11 ve x—211i sayilarmin Q( J11i ) kuadratik cisminde
aralarinda asal olduklarimi gosterelim. ( J11i ) de birimden farkli bir d tamsayisi
bu sayilarin her ikisini de bolsiin. O zaman, d | x+ 211 —(x ~2 11 ) ise d| 4113

dir. Boylece,
N(d)| N(@11i) = N(4)N(/11i) =16.11

olur. d,0(/11i) de birim olmadipindan N(d)=F1 dir. N (d) nin bir p asal

bélenini alirsak, p|16.11 olur. Yani p=2 veya p=11 dir. Aynca, d| x+211i
oldugundan

N(d)| NGx+211) = x> +44 = y*

tiir. Dolayistyla p|y® ise 2|y veya 11 |y bulunur. 2 | y oldugunu kabul edelim.
x* +44 = y* oldugundan, 2|x dir. s ve ¢ rasyonel tamsayilar olmak iizere, x =2s

ve  y=2t alwsak, s°+11=2¢ olur. Bu durumda s tektir. =~ O halde
s?=1 (mod4) ve 2 =s+11=1+3=0 (mod4)bulunur.. Sonug olarak 4|2¢

olur. Yani ¢ ¢ifttir. # bir tamsayr olmak iizere #=2y alalim. Boylece,
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s*+11=161" olur. s*=1(mod8) dir. Ciinkii s tektir. O halde
0=16u° =2 =5*+11=1+3=4 (mod 8) olur. Bu ise olamaz. 11|y olsun. Ayrica
x*+44 =y oldugundan 11| x dir. Burada 117 x* ve 117 )* tiir. Fakat 11° | 44
oldugundan bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla x+2411 ve x—2411i , Q(\/ﬁi) de
aralarinda asaldir. Q(x/ﬁi) tek tiirlii parcalanma o6zelligine sahip oldugundan,
re O(W11i) ve £, Q(/11i) de bir birim olmak tizere, x+2 /11i = £7° alinabilir,

O/117) nin birimleri 1 oldugundan =1 alabiliriz. O zaman x+21li= 7

olur. a ve b rasyonel tamsayilar olmak iizere r = a+bi alusak,
x+ 211 = (a+bi)’ = a® —33ab* - B’i+3a’b/11i

(3a® —116*)b
8

olur. Burada a+5 cifttir. Sanal kisimlarin esitliginden, 2 = bulunur.

Yani 16 =(3a”> —11*)b dir.

Durum 1: a,b ¢ift olsun. s,# rasyonel tamsayilar olmak iizere, a =2s ve b =2t
alahm. 2=[3s* ~117|¢ olur. ~1=¢’(mod3) ise r=~1(mod3) bulunur. Yani, f|2
ve t= —-1(mod3) oldugundan ¢=2 veya t=-1 dir. Eger =2 ise
2=(35s7-112>)2 yani 3s*—44=1olur. Boylece 35’ =45 yani s”=15 bulunur.

Bu ise olamaz. Eger t=-1 ise —2=23s*~11 yani 3s* =9 boylece s* =3 bulunur.

Bu ise olamaz.

Durum 2: a ve b tek olsun. O zaman b, 16 nin tek ¢arpamdir. O halde b =1
olabilir. Eger b=1 isel6=(3a’~110*)b oldugundan 16=34>~11 yani a==3
bulunur. Eger b=-1 ise -16=3a>-11 yani 3a’=-5 bulunur. Bu ise olamaz.
Dolayisiyla 16-= (3a2 —-llbz)b nin ¢dziimleri sadece b=1 ve a=13 oldugunda

vardir. Bu ise

a+118> _ (F3)* +11.17 _
4 4

y=N(r)= 5
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olmasmi gerektirir. x *=3’-44=125-44=81 ise x=19 bulunur. Coziimler

(x,y)=(£9,5) tir.

Ornek 4.3.28: x> +4 =3’ denkleminin tiim ¢6ziimlerini bulunuz.

Coziim: x cift olsun. O halde y de cift olur. y* =0(mod8) dir. x=0(mod4)
veya x= 2(m0d4) olabilir. Eger x EO(m0d4) ise, 0 zaman x°+4= 4(mod8)
olur. Bu »’=4(mod8) olmasm gerektirir. Halbuki »’=0(mod8) dir. X tek

olmak iizere x=2X ve y=2Y olsun. O zaman, 4X>+4=8Y" bulunur.

Dolayistyla, X?+1=2Y’olur. Bu denklemi,
(X +i) (X -i)=27° =(1+i)(1-i)Y°
olarak yazabiliriz.

X?+1=2(mod4) ve Y’ iin tek olduguna dikkat edelim. Boylece

s DX i) :(HX+1—Xi)(l+X_l—Xl.)=(1+X)2 _(1—){)2

A+ -9) 2 2 2 2 2 2
olur. IZX =a, ! -ZX =b diyelim. X tek oldugundan @ ve b rasyonel
tamsayilardir. Bu durumda Y’ =g +b* olur. Burada a+b=1,  oldugundan

(a,b)=1 dir. Simdi de a+bi ve a—bi nin aralarinda asal oldugunu gosterelim.
Birimden farkli bir d tamsayismun d|a+bi ve d|a—bi olacak bicimde var
oldugunu kabul edelim. O zaman, d|a+bi+a—bi den d|2a ve d|a-+bi—a+bi

den d|2bi bulunur. (a,b) =1 oldugundan, d|2 olup d nin normu ¢ift olmalhdir.
N(a+bi)=a*+b* =Y’ ve Y° tek oldugundan d|a+bi olamaz. O halde a+bi

ve a—bi aralarmda asal ve Q(i) tek tiirlii par¢alanmali bdlge oldugundan, bu

sayilar birer kiiptiir.
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a+bi=(s+ti) =5* =35> +(35t—1)i

alirsak,
a=s5-3st* ve b=3st—1
bulunur.
a+b=s"-3st* +35% 1 ve at+b=1
oldugundan,

1=5>-3st* +3s% 1 = (s—t)(52 +4st+t2)
olur.Yani, s5,t € Z olmak tizere s—t=+1 ve s*+4st+1> =+1 dir.

(s —t)2 -(s2 +4st+t2) =—6st olup s—t==%1, s +4st+1* =+1 oldupu dikkate

alimrsa -6st=0 veya —6st=2 oldugu goriiliir. —6sf=2 olamayacagindan
—6st =0 dir. Dolayisiyla s=0 veya =0 olmaldir. Béylece a=1, b=0 veya
a=0, b=1 bulunur. Bu durumda X =1 olur. Z deki ¢oziimler x ¢ift oldugunda

sadece y=42,x=2 dir. x tek olsun. ’ =(x+2i)(x——2i) yazalim. d|x+2i ve
d|x—2i ise d|x+2i—(x—2i) yani d|4i olur. Boylece N(d) cift olur.. Fakat
X tek oldugundan X +2i nin normu tektir. Dolayistyla dfx+2i olur. Yani

x+2i ve x—2i aralarinda asaldir. O zaman x+2i bir kiiptiir.
x+2i =(q~l—rz’)3 =q’ -3qr’ +(3q2r—r3)i
alalm. 2=3¢’r—r° ise 7|2 ve r=%1,r=%2 olur. Boylece (g,7) nin miimkiin

degerleri sadece (l,l),(——l,l),(l,-2),(-1,—2) olarak elde edilir. Buradan x==+11

bulunur. 3’ =x*+4 oldugundan y=>5 tir. Sonug olarak, (x, y) = (il 1,5) bulunur.




BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Diophant denklemlerinin ¢dziimiim sayilar teorisinin 6nemli konularindan biridir.
x*+3® =2 denkleminin ¢ziimiiniin olmadifim gostermek oldukga zordur. Ancak
tek tiirlii pargalanmali bolgeler kullamilarak bazi Diophant denklemleri kolayca

coziilebilir. Cebirsel sayilar teorisinin Diophant denklemlerinin ¢oziimiinde de
onemli rol oynayacag aciktir. Bu tez, daha ileri seviyede Diophant denklemlerinin
coziimleri ile ilgilenmek isteyenler igin bir baglangigc gorevi gorebilir. Bu konuyla
detayh bir sekilde ilgilenmek isteyenlere [4] numarali kaynak tavsiye edilebilir.
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