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ONSOZ

Gelecekte insan nifusunun ne olacanerji kaynaklarinin kag yil daha yetgicgibi
konular, her gecen gun daha fazla 6nem kazanmakt&h konularla ilgili
tahminlerin yapilmasinda, daha once elde edilegil&itlen ve fark denklemlerinden

yararlanilir.

Bu calsmada, elde edilen bilgiler yardimiyla 6nceki yasdaraki bilgilerin tahmin
edilmesinde kullanilan ve bircok uygulama alaninolaneer Fark Denklemleri

Uzerinde durulmgtur.
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OZET

Anahtar kelimeler: Fark denklemi, ¢6zim fonksiyodizj, tretici fonksiyon

Bu calsmada Samuel Goldberg’in “Introduction to Differerteguations” adl kitabi
temel alinmgtir. Burada lineer fark denklemlerinin ve ¢oziumani bazi 6zellikleri
incelenerek ¢gtli alanlardaki uygulamalari vurgulansgtir.

Birinci bolumde, kesikli bazi muhtemel ghrler alabilen problemlerin fark
denklemlerini iceren matematiksel metotlar ortaggdugu anlatiimaktadir.

Ikinci bolumde, fark fonksiyonu) operatoriiniin bazi 6zellikleri, fark ve diferansiye
arasindaki benzerlikler gosterilgtir.

Ucuincii bolim, birinci mertebeden fark denklemlerigdzimlerini, bunlarin varhk
ve tekligini, bu c¢o6zimlerin diziler yardimiyla go6steriminievdavrarglarini

icermektedir. Ayrica diferansiyel denklemlere fardlenklemleri yardimiyla
yaklasimlar yapiimstir.

Dordunctd bolumin konusu homojen ve homojen olmagahit katsayili fark
denklemleridir. Burada ¢6zimlerin limit durumundavcanglar da ayrintili olarak
incelenmgtir. Ayrica n. mertebeden genel durumun yani saitskatsayili lineer
diferansiyel denklemlerle ikileri ortaya koyulmutur.

Besinci bélimde ise bir fark denkleminin denge ve kalig tanimlanmg, balangic
kosullarina nesekilde b&li oldugu 6rneklenmitir. Birinci mertebeden denklemler
ile drimcek &1 donguleri arasindaki gkiler tanimlanmg ve ikinci mertebeden bir
sinir-dgger problemi tanimlanarak bunugilké@r olmayan ¢ézimleri arangtir. Son
olarak bu bolimde, uretici fonksiyon kavrami veele ¢aitli problemler tzerine ne
sekilde uygulandii gésterilmitir.

Vil



DIFFERENCE EQUATIONS

SUMMARY

Key Words: Difference Equation, Solution Functi®&equence, Generating Function

This research is based on the book named “Intramtutd Difference Equations” by
Samuel Goldberg.

In this study, properties of the linear differereguations and their solutions are
investigated. Various applications in differentigdimes are emphasized.

In the first section it is illustrated that, profme that can take a discrete set of
possible values often lead to mathematical moaeislving difference equations.

In the second, difference function, some propedietheA operator and similarities
between difference and differential are presented.

The third section includes solutions of the firstler difference equations, their
existence and uniqueness, presentation of thes#is® by series and also their
limiting behaviour. Additionally, some approximai® have been made to the
differential equations by difference equations.

The topic of the fourth section is homogeneous aod-homogeneous difference
equations with constant coefficient. In this pdhaviours of the solutions in the
limiting case are detailed. In addition to the gahease of order n, the relationships
with the linear differential equations with congtaoefficients are displayed.

In the fifth section, equilibrium and stability afdifference equation is defined and
the way they depend on the initial conditions is\gked. Relationships between the
first-order equations and the cobweb cycles arediuiced, a second-order boundary-
value problem is defined and its non-trivial sadas are searched. Finally, | this
section the generating function is defined andpigliaation on different problems is
pointed out.

viii



BOLUM 1. GIRIS

Sadece kesikli degrler kimesinde dgsen bazi dgiskenlere sahip problemler
genellikle fark denklemlerini iceren matematik mbeide ifade edilir. Orngin
ekonomide bdyle bir dgsken zamandir. Gelir, tasarruf, tiketim gibi onemli
ekonomik nicelik dgerleri genellikle, belli, dizgin zaman araliklamantulunur.
Veriler, aylik, yilik veya nifus sayiminda olglu gibi 10 yilik periyotlarla
toplanarak elde edilir. Tum niceliklerin her bimyygulandgl zaman periyodu
itibariyle tarihlidir. Béylece t=0 ile gosterilelgitek bir bglangic zamaninda ve daha
sonraki periyodun sonu t=1 zamaninda ulusal gelifghsedilebilir. Ekonomistler,
bu kesikli zaman araliklari Gzerinde periyot ariaignen ulusal gelir davragmi ve
diger ekonomik dgiskenleri inceler. Bu caymanin ileriki kisimlarinda, icetin

onemli bir kismini fark denklemleri ajturacaktir [1].

Ikinci bir 6rnek olarak, sozli kelimegienme modeli goz 6nline alinabilir. Bu
modele gore, bir kelime listesi yuksek sesle byiyl okunur; daha sonra ski
hatirladgl kelimeleri bir k&ida yazar. Buslem, kelimelerin sirasi ggstirilerek
tekrarlanir ve her seferinde, hatirlanan kelimaledorani hesaplanir. Bu oran,
yeterince buyuk, kararl bir gere ulgana kadar busieme devam edilir. Psikoloji,
bu ardsik degerlerin 6zellikleriyle ilgilenir. Bu durumda kesiktlesisken deneme

sayisidir ve yine fark denklemi yararl bir mateiks| aractir.

Sosyolojik aratirmalarda belirli bir gruba, bir secimden 6ncekiagda bir aylik
periyotlarla ayni sorular sorulur. Béylece 1. oytawe daha sonra sirasiyla 2., 3., ...
oylama sonuclar elde edilir ve oylama sayisinmftinksiyonu olarak bir kinin
verdigi cevaplar incelenir. Ornekte ifade edfidigibi 1'den 6’ya kadar tam sayi
deserleri alan bu kesikli dgskenin varlgl, béyle bir verinin incelenmesi icin bir fark

denklemleri modelinin kullanilmasina olanak verir.



Fark denklemlerini iceren matematiksel analizleexe§g duyan bu tir aciklayici
ornekler c@altilabilir. Sosyal ve davragbilimleri literattirinde fark denklemleri yer
almaktadir. Bu tip denklemlerin matematiksel taariggelistirmeden 6nce daha
ayrintili bir iki 6érnek vermek yerinde olur. Buradairgulanmak istenen nokta,
matematiksel ayrintilara girmeksizin, bir fark diEmkinin sosyal bilimlerdeki

problemlerle ilgili olarak nasil ortaya ¢ikageir.

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, seklinde devam eden; papatyalarin
ciceklerindeki yaprak sayilarinda, ayciceklerindeie c¢am kozalaklarindaki
spirallerin sayilarinda, bir saptaki yapraklarimakinginda ve daha bircok yerde
karsilasilan Fibonacci sayilari bka bir 6rnek olarak alinabiliflk olarak, Leonardo
Fibonacci'nin “Liber Abaci” adli kitabindaki “taan problemi’nin ¢6zUmu olarak
ortaya cikan; ilk ikisi 1'e, bundan sonraki sayaher biri de kendinden 6nceki iki
sayinin toplaminasé olan bu sayilar da fark denklemi yardimiyla mabilir. Bu

sayllar k ile gosterilirse,

k=1 ise 1
F=<k=2 ise 1
k>2 ise E,+ k.,

seklinde bir fark denklemiyle ifade edilebilirler][2

Herhangi bir canli tirinin gelecekteki durumuylar §lire sonra sayilarinin ne
olacal, neslinin tukenip tikenmeyegegibi) ilgili tahminler yapilirken; bu tirin
onceki mevcudu ve bunun glgimine neden olan beslenme, Ureme, 6lum gibi

faktorler g6z 6nune alingindan yine fark denklemlerinden yararlanilir.



BOLUM 2. TEMEL BiLGILER

2.1. Fark Fonksiyonu

Tanim 2.1: h, herhangi bir sabit; x, hsi¢ aralikli b&imsiz bir dgisken ve vy, x
bagimsiz dgiskeninin bir fonksiyonu olmak tzere,

Ay(x)=y(x+h)-y(x) (2.1)
biciminde ifade edile\y(x) fonksiyonuna y’nin birinci farkidenir.

A semboli, y fonksiyonu Uzerindgam yaparak yeni biy fonksiyonunu treten bir
fark operatorudir. h sayisina, fark ataldenir; x'deki dgisimi ifade eder ve

genellikleAx ile gdsterilir. Bu, (2.1)'de y(x) =x alinarakagidaki gibi gosterilir:

Ay(x) =Ax =(x+h)-x
Ax=h

Ornekler:
Asagida h=1 alinarak géli fonksiyonlarinAy(1) veAy(2) farklari bulunmstur:
1) y(x)=3x-2

Ay@)=yd+D)-y@)=y(2)» ydF 4 E 3

Ay(2)=y(2+1)-y(2)= y(3)» y(2= + & :

y(x)=3x-2 fonksiyonunun h=1 icid\y(x) farki her zaman 3’e sdtir ve bu

! Genellikle ileri farka [ y(x + h) — y(x)] birinci farklenir veAy semboliiyle gésterilir. Fakat bu sabit
degildir. Ornegin ekonomide geri farka [y(x) — y(x — h)] birinci fadenir veOy ile gosterilir.



asagidaki gibi gosterilebilir:
Ay(x)=y(x+1)-y(x)=[3(x+1)-2]-[3x-2]=3
2) y(x)=x*+1

Ay(D)=y(2)-y@1)=5-2=3

Ay(2)=y(3)- y(2)=10- 5= ¢

Bu ornekte de h=1 icidy(x) farkinin her zaman 2x + 1’esie oldugu ssagidaki
gibi gosterilebilir:

By(x)=y(x+1)=y(x) = [(x + 1F +1]=[x" +1]=2x+1
3) y(x)=2
AyD)=y(2)-yd)=4-2= 2
Ay(2)=y(3)- y(2)= 8- 4= 4
Bu fonksiyon icin de h=1 alingindaAy(x) her zaman 2e ssit olur.

Ay(x)=y(x+1)—y(x)=2"1-2* =2*(2-1) =2

Tanim 2.2:y, bir fonksiyon ve onun birinci farkly olmak Gzere; y’'nin birinci

farkinin farkiA%y ile gosterilir ve buna y'nin ikinci farki denir.
A%y=A(Dy) (2.2)

Benzer bicimde y'nin ikinci farkinin farkina, y'nitictincti farki denir vé’y ile

gosterilir A3y =A(A%Y) ).
Genel olarak, y'nin (n—1). farkinin farkina, y’nin farki denir veA"y ile gosterilir.

A"y=A(A""Yy) n=2, 3,4, .. (2.3)



Tanim 2.1 ve Tanim 2.2 yardimiyMy(x) ve A%y(x) farklari aagidaki gibi bulunur:

A%y (x)=A[Ay(X)]=Aly(x+h)-y(X)]
=[y(x+2h)-y(x+h)]-[y(x+h)=y(x)]
A%y(x)=y(x+2h)=2y(x+h) +y(x)
A%y (x)=A[A%Y ()] = A[y(x +2h) -2y (x+h) +y(x)]
=[y(x+3h)-2y(x+2h)+y(x+h)]-[y(x+2h)-2y(x+h)+y(x)]
A%y(x)=y(x+3h)=3y(x+2h) +y(x+h)-y(x)
Sonug 2.1:y(x) fonksiyonunun n. mertebeden farki (aZnjn binom acilimina

benzer bicimdeA"y(x) = Z(—l)k (n n kj y[x + (n—=k)h] formaltyle bulunur.
k=0 -

Tanim 2.3: Herhangi bir y fonksiyonuna uygulagdnda, y'ye 6zde olan bir
fonksiyon ureten operatore birim operatdr denil gemboli ile gosterilir. Bu y’'nin
tanim kimesindeki herhangi bir x icigagidaki gibi gosterilir:

ly (x) =y(x) (2.4)
A°, birim operator gibi tanimlanir, yani

Ny=1ly (2.5)
'dir ve (2.3)'teki ifade n=1 icin de dpudur. Ay =A'y = A(A%Y) = A(ly) = Ay].

| birim operatdrt dé\ operatdri gibi bir fonksiyona birden ¢ok kez uyandbilir ve

n=2, 3, 4, ... icinly(x) = 1y(x) olur. Matematiksel tiimevarimla bu isgathbilir.
Ornek:

y(x) =x? fonksiyonunun birinci, ikinci ve ticlincii farksagidaki gibi bulunur:



Ay(x) = Ax® = (x +h)? = x?
=x?+2xh+ h* = X

=2xh+ I

A%y(x) = A Ay(x)] = A(2xh +h?)
=[2(x +h)h+ I ]- [2xh+ F?]
= 21’

N’y (x) = A[A%Y(x)] = A2h?)
=2h - 2iF
=0

Goruldiga gibi y(x), ikinci dereceden bir fonksiyonkexy(x) birinci dereceden bir
fonksiyon veA?y(x) sabit bir fonksiyondurA®y(x) ise sabit ve sifir fonksiyonudur.

Burada y(x)'in dordiinct ve daha yuksek farklaridansifir olacgn aciktir.

Sonug 2.2:A operatdru bir fonksiyona uygulaginda fonksiyonunun derecesi bir
azalir. n. dereceden bir fonksiyonun n. farki kabite, (n+1). ve daha yiksek

farklari ise 6zdgolarak sifira gt olur.

Bu sonu¢ Tablo 2.1 ile daha iyi 6zetlenebilir.

Tablo 2.1.Polinomlarin dereceleriyle farklari arasindalgkili

y(x) Ay(x) A%y(x) Ay(x) A'y(x)
1 0 0 0 0
X h 0 0 0
X 2xh+H 2h? 0 0
x* | 3x°h+3xHP+h®| 6xh?+6h° 6h° 0




2.2. A Operat6rinin Bazi Ozellikleri

Basit fonksiyonlarin farklari rahatlikla bulunabgd halde, bu fonksiyonlarin
birlesimi olan fonksiyonlarin farklari bu kadar kolay bnhmayabilir. Bu durumda
verilen fonksiyonun farkiA operatorinin 6zellikleri yardimiyla bulunur. ¢ gab

y(x) bir fonksiyon olmak Uzere; bu 6zelliklerderzidar sunlardir [3]:

1) Sabitin farki: Bir sabitin farki sifirdir.

Ac=c-cC

Ac=0 (2.6)

2) Bir sabitle bir fonksiyonun ¢arpiminin farki:

Alcy(x)] =cy(x +h)—cy(x)
= cly(x+h)-y(x)]
Alcy(x)] =cAly(x)] (2.7)

3) Dazllma 6zellgi:

ALy (X) +Y,(X)] =[y {x +h) +y {x +h)] -y {X) +y {X)]
= [yl(x + h) - Y1(X)] +[y 2(X +h) -y 2(X)]
Ay, (X) +y,(X)] =4y {X)] +4y {x)] (2.8)

Bu kural yardimiyla n. farksagidaki gibi bulunur.

A"y (x) =A"AY(x)]=A"y(x+h)—y(x)] =A™y (x + h) -A" "y (x)
4) Lineerlik 6zellgi:

Alcy () +CLy,(X)] =[cy (x +h)+ cy ,(x+ h)]-[cy (X)+ ¢y AX)]

= C1[y1(x + h) - y1(x)] + Cz[y 2(X + h) - yz(x)]
Alc,y;(X) +¢,y,(X)] = cAly (X)] +¢ Aly {x)] (2.9)



5) iki fonksiyonun carpiminin farki:

A[yl(x)yz(x)] :yl(x +h)y 2(X + h) - yl(X)y z(X)
= yl(x + h)yz(X+ h)_ yl(x)yZ(X+ h)+ yl(x)yZ(X+ h)_ yl(x)yZ(X)
=[y,(x +h) =y, (X)]y o(x +h) +y,(X)[y {x +h) =y (x)]

Ay, (X)y ,(x)] =4y {X)]y {x +h) +y (x) Ay {x)] (2.10)

6) iki fonksiyonun bélimunun farki:

A{yl(x)} _ Ya(x+h) _ yi(x)
Y2(X) | Y (x+h) y,(x)

_ Y. (x+h)y,(X)— y,(X)y,(x+h)

Yo (X +h)y,(x)
_ Yi(x+h)y, (X) ~ ¥, (X)y,(X) + Y1 (X)y ,(X) ~ Y (X)Y {x+ )
Y2 (X +h)y,(x)
_ Y. ()ly (x +h) —y, ()] —y (X)ly {x +h) —y {x)]
Yo (X +h)y,(x)

A{ yl(x)} _ Aly,(9ly £x) =y () Ay {x)]
Y (x) Y2(x +h)y,(x)

(2.11)

7) Kuvvet fonksiyonunun farki:

Ack =™ - ¢
Ac* =c (d'-1) (2.12)

8) Sinus ve kosinus fonksiyonlarinin farklari:

Asin x=sin(x+ h)} sinx

L (x+h—xj {x+h+xj
=2sin co
2 2

Asinx= Zsing co{ )&gj (2.13)




Acosx= cos(¥ hy)y cosx

. (x+h—xj 'r(X+h+ xj
=-2sin Si
2 2

Acosx:—ZSing sirE ﬁgj (2.14)

Tanim 2.4: x’teki degeri agagidaki gibi verilen fonksiyona, n. mertebeden faktér

fonksiyonu denir.

xM=x(x=h)(x=2h)...[x—=(n=1)h] n=1,23, ... (2.15)
Ornek:

xM=x (x+h)P=x+h

x@=x(x-h) (x+h)@=(x+h)x

x®=x(x=h)(x=2h) (x+h)®=(x+h)x(x=h)

n. mertebeden bir faktoriyel fonksiyonunda n taragpan vardir. Buna gaen

farkini bulmak ¢ok kolaydir.

Ax™ = (x + h)(n) —xM
=(x+h)x(x=h)...[x= (n—= 2)h} x(x= h)(x= 2h)...[* (= Dh
=x"M{(x +h) =[x ~(n -Dh]}

=nhx"™?

Bu fark X"~V icerdiginden ve n=1 icin ¥’ tanimlanmadyndan n>1 igin

dogrudur, fakat X*’=x veAx =h oldusu icin faktoriyel fonksiyonunun tanimi
x(©=1 (2.16)
alinarak genietilebilir ve faktoriyel fonksiyonunun farkisagidaki gibi yazilabilir.

AxM=nhx" n=1,2, 3, .. (2.17)
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Tanim 2.5:1lk n pozitif tam sayinin carpimi n! ile gosterilie “n faktoriyel” diye

okunur.

n!=12B3BMn- 1) (2.18)

Sifirin faktoriyeli 1'e aittir.

0l=1 (2.19)

Buna gore faktoriyel fonksiyonunun n. mertebedekifa

A"xM=nth" n=0,1,2, ... (2.20)

seklinde yazilabilir.

2.3. Belirsiz Toplam: A™ Operatérii

Tanim 2.6:y, birinci farki Y olan bir fonksiyonsa, y fonksigana Y fonksiyonunun

bir belirsiz toplami denir vA™Y ile gdsterilir.

Ay(x)=Y(x) = ATY (X)) =y(x) (2.21)

Bir fonksiyonun belirsiz toplamini bulmak farkinulmak kadar kolay dgldir.
Ornesin, y(x)=x fonksiyonunun birinci farki Ax=h’dir ve y(x)=x+2
fonksiyonunun birinci farki déx =h’dir. Bu durumda h’nin belirsiz toplami hem x
hem de x+2 olur. Genel olarak, herhangi bir ¢ satih, A(x+c)=h old@gundan
A*h=x+c’dir. Fakat bu sonu¢ tam olarakao desildir. p, h periyotlu herhangi

bir fonksiyon olmak tzere, p’'nin tanim kiimesindeytin x’ler igin

Ap(x)=p(x+h)—-p(x)=0 (p(x+h)=p(x)) (2.22)

olur. Buradan
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Ax+p(X)]=Ax+Ap(X)=h+0=h
ve
A th=x+p(x) (2.23)

bulunur. O halde (2.23), h periyotlu herhangi bifgmksiyonu icin dgrudur ve
bdylece h sabit fonksiyonunun belirsiz toplami @larak ifade edilny olur.

Sonug 2.3:Periyodu fark ara@ina it olan periyodik bir fonksiyonun birinci farki

sifirdir.
Ornek:
h=2micin y(x) =sinx fonksiyonunun birinci farki sifird(Asinx =0).

Asin x=sin(x+ 2t)- sin X

=sin X.cos Zt+ cos X.sintP— sin
\_V_J T
1

=sin X—sin X
=0

Sonug 2.4:Periyodu fark arafina eit olan periyodik bir fonksiyon p, Y
fonksiyonunun herhangi bir belirsiz toplami y olmidere, Y'nin bgka bir belirsiz

toplami da y + p’dir.

AtY=y+p (2.24)

Ispat:

A(y+p)=Ay+Ap

=Y +0
=Y
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Teorem 2.1:Y fonksiyonunun herhangi iki belirsiz toplami ye y ise bunlarin

farki (y1—y2), h periyotlu bir fonksiyondur.
Ispat:
y1—Y2, h periyotlu bir fonksiyonsa birinci farki sifisit olmalidir.

Ay, —y,) =8y, -4y,

=Y -Y (hipotezden

=0
Teorem 2.2:Y; ve Y, fonksiyonlarinin belirsiz toplamlari sirasiylawe y ise, g ve
C; keyfi sabitler olmak Uzere 1&1+cpY, fonksiyonunun belirsiz toplami
Ciy1+Cayo'dir.
ATHC1Y1+CY2)= cry1+Caya (2.25)

Ispat:

A(cy;, +C,Y,)=cAy,+ CAY,
=¢ Y, +C,Y,

Buna goreM™ operatorii dé operatoril gibi lineer bir operatordiir:

A_l(C]_Y]_ +CY 2) = Y1t Cy2

A_l(C]_Y]_ +CY 2) = C]_A_lY 1+ CzA_le
2.4. Fark ve Diferansiyel Arasindaki Benzerlik

Verilen bir y fonksiyonunun x derinde

mYX+)=y(x) _ . AY(X)

-0 h rlpo h

li
h



13

limiti varsa buna y’nin tirevi denir. Bu tlrev Dy(#e gosterilir:

yX+h) -y _ ;i BY(X) (2.26)
h h-0 h .

Dy(x) =lim
D’ye diferansiyel operatori denir ve bir fonksiyomggulandginda bu fonksiyonun
tirevini Gretir. Ay(x)]/h sayisi, y'nin grafiinde x ve x+h noktalarini bigéren

dogrunun gimidir. Dy(x), x'deki tezet dgrusunun gimidir.

Bir fonksiyonun ard arda diferansiyelinin alinma®, operatérinin ard arda
uygulanmasiyla gosterilir. y’'nin ikinci tlrevi (&ifansiyeli) y’nin birinci tlrevinin
tirevi olarak (D(Dy)) tanimlanir ve % biciminde gosterilir. Benzer bicimde y’nin
tclincl tirevi ikinci tirevinin tirevi olarak (D) tanimlanir ve By ile gdsterilir.

y'nin n. turevi de By ile gosterilir.

y bir fonksiyon olmak lzere Dy=Y ise y'ye Y'nin ik fonksiyonu denir. Fark
operatdriniin tersinilb™ ile gosterilmesi gibi, diferansiyelin tersi de™Dile
gosterilirse y=D'Y olur. Fakat bu genellikle yEY seklinde gdsterilir ve y'ye

Y’nin belirsiz integrali denir.

Bir Y fonksiyonunun belirsiz integrali ¢ herhangi babit olmak tizeréY =y + c'dir.
Buna gore y'nin diferansiyeli Y ise y+ c’nin difersigeli de Y’dir, yani Dy=Y ise
D(y+c)=y’dir.

Fark hesabiyla diferansiyel hesap arasinda gucli danzerlik vardir. Bu

benzerliklerden bazilari Tablo 2.2'de veritm.

Tablo 2.2'de verilen diferansiyel hesapla ilgilineglar, bunlara kadik gelen fark

hesaplari ve limitin bazi temel 6zellikleri yardyia bulunabilir.
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Tablo 2.2.Fark hesabiyla diferansiyel hesap arasindagki ili

Fark Hesaplari

Diferansiyel Hesaplar

1.Ay(x)=y(x+h)-y(x)

1. Dy(x)—llm y( )

2.A"y=A(A"Yy) n=1,23, ..

2.D"y= D(D”‘ly) n=1,2,3, ...

3. A(cy)=cAy

3. D(cy)=cDy

4.A(C1y1+C2y2)= C1Ay:1+C2AY>

4, D(Cly1+ Czyz) = C1Dy1+ C2Dy2

5.y, n.dereceden bir polinomAgy bir
sabit ve daha yiksek mertebeden
farklar sifirdir.

5.y, n.dereceden bir polinomsayDoir
sabit ve daha yuksek mertebeden

tUrevleri sifirdir.

6.AxM=nhx("")

6.Dx"=nx""!

7. Alu(X)v(X)] = Au(X)v(X) + u(x + h)Av(x)

7. D[u(X)v(x)] = Du(x)v(x) + u(x)Dv(x)

8. A{U(X)} _ Au(x)v(x)~ u(x)Av(x)
v(x)

Du(x)v(x)— u(x)Dv(x)
v(x)?

8. D{U(X)} =
v(x)

V(X +h)v(x)
9.Ay=Y iseA™Y =y+p’dir. Burada p

9. Dy=Y ise|]Y =y+c’dir. Burada c

h periyotlu bir fonksiyondur. bir sabittir.
Ornek:
(7") ssagidaki gibi bulunabilir:
Dlu(x)v(x)] = u%w
_ Ihim Au(x)v(x)+:(x+hﬁ V(X)
=lm| A“( ) vx)+u(x +h)AV(X)}
=|hiﬁ0_A“h( )v(x)}nm[u(xm) "rfx)}
= I'LO_AUT(X)}ILrﬂnOv(x) +Iihr110u(x+h) 'LE“{AVT(X)}

Du(x)v(x)+ u(x)Dv(x)



BOLUM 3. FARK DENKLEMLER 1

3.1. Temel Tanimlar

Tanim 3.1: S kiimesindeki her x d@eri icin tanimli bir y fonksiyonunu ve onuky,
A?y,... farklarindan en az birini iceren denkleme, Smk8i lzerinde bir fark

denklemi denir.

Fark denklemi, S kiimesi tzerinde bir fonksiyonitbugonksiyonun farklarini iceren
bir bazintidir. Bu bginti alinan fonksiyona gére gau ya da yank olac&indan,
bagintiyir dgsru yapan fonksiyonu bulmak 6nemlidir. Cebirde bienklemin
¢6zUmUnU bulmak icin g#li metotlar vardir. Fark denklemleri teorisinde denzer

sekilde fark denklemini dgru yapan fonksiyon bulunmaya galacaktir.
Ornek:

Batin x degerleri icin tanimli y fonksiyonunu ve bu fonksiyandarklarini iceren
asagldaki denklemler S reel sayl kimesi Uzerinde fagkkiemleridir. (Burada S,

batin reel sayilarin ofturdusu kimeden farklh bir kiimedir.)

1)  Ay(x)+3y(x)=0
2)  A%y(x)+20y(x)+y(x)=0
3)  A’y(x)—xy(x)=2x+7

2) y(x)A3y(x)=§
5)  [Ay(0)]?-[y(x)]?=—1

Bir fark denkleminin hangi sayl kimesi Uzerinde itdlandgl 6nemlidir. Fark

denklemleri genellikle pozitif tam sayilar kimesenthnimlanir; fakat bu zorunlu
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degsildir. Bu sekilde tanimlanan bir fark denklemind®gy(x), A%y(x), A%y(X), ...
farklart h pozitif bir tamsayr olmak uzere, ynin+h, x+2h, x+3h,
tamsayilarindaki deerlerini kapsayagandan fark denklemi anlamli olur. Bu
nedenle 1-5 denklemleri pozitif tamsayilar kimeserindeki fark denklemleri
olarak digunulebilir. Ancak, fark denklemlerine bakilarak #kmin reel sayilar,
pozitif tamsayilar ya da bka bir kiime tGzerinde tanimh olgu séylenemez. Bunun
acikca verilmesi gerekir. Tanim 3.1'de ofdugibi bir S kiimesi Uzerinde bir fark
denkleminin tanimlanabilmesi icin denklemle verilgfix), Ay(x), A%(X),
degerleri arasindaki @antinin ve S ile gosterilen bu gatilarin tanimlandy

kiimenin verilmesi gerekir.

Pratikte fark denklemleriyle callirken tanim kimesi olarak,oda baslayan ait
aralikh xp+h, x+2h, x%+3h, ... dgerlerinin olygturdusu sonlu ya da sonsuz
kiime alinir. Genelfi bozmadan bundan sonraki fark denklemlerinin takimmesi
olarak; negatif olmayan, daha kullginioldugu icin genellikle x=0’la balayan ve
h=1 alinarak elde edilen, agtk pozitif tamsayilardan ofan sinirli ya da sinirsiz

kime alinacaktir.

Ornek:

1900’den bglanarak 10 yillik araliklarla 1900, 1910, 1920, .llayinda bir Glkenin
nidfusunu gosteren bir fonksiyon verilsin. Bu foksiun tanim kimesi 1, 2, 3, ...

ardsik tamsayilarindan o$abilir mi?

Bu tarihlerden her birinden 1890 c¢ikargohda 10, 20, 30, ... sayilari; bu sayilarin
her biri 10’a bélundgiinde de istenilen 1, 2, 3, ... apth tamsayilari bulunur.

Fark denklemlerinin tanim kimesinin anéh tamsayilardan okugunu ispatlamak
icin verilen fonksiyonun herhangi bir sayiyla slayan h eit aralikh x’lerin

kiimesinde oldgu farz edilsin, yani x deerleri

X0, Xot+h, X+2h, ... (3.1)
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olsun (x ve h tamsay! olmak zorunda&itle Bu durumda x’e bgi

_X_(X0+ah)
h

k (a, herhangi bir tamsgy (3.2)

denklemiyle yeni bir k déskeni tanimlanirsa x=x oldugunda k=a, x=%+h
oldugunda k=a+1 olur ve boylece tanim kiimesinistltan (3.1)'deki x dgerleri
a, a+1l, a+2, ... arglk tamsayilarina dogir. Burada her bir k gerine kasilik,
yalniz ve yalniz bir x dgeri vardir ve bu dger (3.2)'den elde edilen

X=(xp—ah)+kh (3.3)

denklemiyle bulunur.

Bundan sonra fark argh 1'e eit, S kiimesi de argik tamsayilar kiimesi olarak
alinacak, fark denkleminde x yerine k yazilacak/\ven k’daki degeri y(k) yerine y
ile g6sterilecektir. Buna gore 1 -5 denklemlegagadaki gibi yazilabilir:

1) Ayk+3y=0
2)  A%y+20yc+yk=0
3)  Aly—ky=2k+7

4 ylAliyy=

N

5)  (Ayw)’-(y)’=-1

Bir fark denklemi busekilde yazildginda, negatif olmayan herhangi bir tamsayidan

baslayan sinirl ya da sinirsiz bir tamsayilar kimesitanimli oldgu anlgilacaktir.

Birinci ve yuksek mertebeden farklarin agihmi yard/la 1'—5' denklemleri yeniden
duzenlenereksagidaki gibi yazilabilir.

1) Y1+ 2yk=0
2")  Yk+2=0
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3 Ykr2—2¥k+1+ (1-K)W=2k+7

N

4" YeYke3—3YiYke2+ 3Yks1Yk— Yk’ =

5 (Yker—Yk) 2 +Yke=-1

Tanim 3.2: fo(k), fi(k), ..., fi—1(k), fa(k) ve g(k)'lerin her biri S kiimesi Uzerinde

k’nin bir fonksiyonu (£'nin dezil) olmak tzere;

fo(K)Ykent f1(K)Yken-1t ...+ Faoa(K)Yis 1+ Fa(K)y=g(k) (3.4)
seklinde yazilabilen fark denklemine S kiimesi Uzggifineer fark denklemi denir.

1", 2" ve 3" denklemleri lineer fark denklemderi (3.4)te n=1, §(k)=1,
f1(k)=2, ve g(k)=0 alinarak 1" denklemi (3.4) forndanyazilir. Benzer bicimde
(3.4) denkleminde n=2,,tk)=1, fi(k)=0, f,(k)=0, g(k)=0 vyazilarak 2"
denklemi elde edilir. Bu denklemlerdey, ff;, ..., fi-1, fn katsayilari sabit
fonksiyonlardir. Boyle denklemlere sabit katsaylenklemler denir. 3" denklemi
lineer olmasina g@anen £(k)=1-k oldgundan sabit katsayili dedir. 4" ve 5"

denklemleri lineer olmayan denklemlerdir.

1", 2" ve 3" denklemlerinin hepsi lineer denkienolmasina rgmen 1" denklemiy
ve onun bir korsusuna (y:1), 2" denklemi sadece.y'ye, 3" denklemi yve onun iki

komsusuna (y:1 ve Y+2) bagh oldugundan birbirinden farklidir.

Tanim 3.3: S kimesi Uzerinde (3.4) biciminde yazilabilen Imebir fark
denkleminde ¢(k) ve f,(k)’nin her ikisi birden sifirdan farkliysa bu fadenklemine

S kiimesi Uzerinde n. mertebeden fark denklemi denir

Ornek:
Yk+2+SYk+1— 7Yk =2K (3.mertebeden)
Yi+2+5Yk+1=2K (2.mertebeden)

Yk+2—TYk=2K (3.mertebeden)
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Kyk+2+2Yk+1— 6y =0 (S, 0’1 icermiyorsa 2.mertebeden)
A% 3= 3 Yo+ 2%y —y=1  (4.mertebeden)

Bu denklemlerden sadece ilk ¢l sabit katsayiedinfark denklemidir. Dordinci
denklem 0'In S kimesinin elemani olmasi durumungd) (biciminde yazilirsa
fo(0)=0 olacgindan Tanim 3.3’e uymaz.

3.2. Fark Denkleminin Cozumleri

Tanim 3.4: S kimesi Uzerinde tanimli bir fark denklemini, Sriasi tizerindeki bir
0zdelige indirgeyen y fonksiyonuna, yani S kiimesi Uzerkndbér fark denklemini

her noktada dgru yapan y fonksiyonuna, bu fark denkleminin ¢ctz(aedir.

Ornek:

yi =2 fonksiyonu gagidaki fark denkleminin belirtilen sayi kiimesi Gzeté bir

¢6zUmU mudur?
Vie1—2¥=0 k=0,1,2, ... (3.5)

y =2 fonksiyonunun (3.5) denklemini @adigi yani denklemin bir ¢cozimi olgu

denklemde bu fonksiyon yerine yazilarak gosteriebi

Ye1— 2y =2 - 22" =2 12 1=

Benzer bicimde y=32%, y, =42, y,=(1/2)2* fonksiyonlarinin her birinin (3.5)

fark denklemini sgladigi gosterilebilir. Aslinda, ¢ herhangi bir sabit @kntizere;
y=c2 k=0,1,2, ... (3.6)
fonksiyonu (3.5) denkleminin ¢ézimudur. Bgagadaki gibi gosterilebilir:

Yk+1—2yk: Czk+1—2C2(: C(2k+1_2k+1) :O
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(3.6) cozuminde keyfi sabite uygun geder verilerek, y=32%, y, =42
yi=(1/2)2% ¢coztimleri elde edilebilir. Bu y fonksiyonlarindaer birine (3.5) fark
denkleminin 6zel ¢6zimi, c sabitini iceren (3.6)nikdemine de (3.5) fark
denkleminin genel ¢6zumd denir. Ancak cebirsel ®wbnlar gibi fark
denklemlerinin de ¢oziimii olmayabilir. Ofie (yi+1—Yik)?+y>=—1 denklemini

sgilayan reel dgerli bir cozim yoktur.

Ornek:

Yi+2—4Yk+1+4y=0 k=0,1,2, ... (3.7)
fark denkleminin genel ¢c6zimi, ¢e ¢ herhangi iki keyfi sabit olmak tzere
yi=2"(c1+ C2K) (3.8)
fonksiyonuyla verilir.

Bu fonksiyonun butin ;cve ¢ sabitleri icin (3.7) fark denklemini gkadig
denklemde yerine yazilarak gosterilebilir. Burader lbir g ve ¢ sabitleri icin
(3.7)'nin farkh ¢oézumleri bulunur. ger bu denklemin y=1 ve yy=6 balangic
sartlarini sglayan ¢6zumu bulunmak istenirse, 6ncelikle geneligide bu dgerler
yerine yazilir. Buradan;& 1 ve 2(G +c,) =6 elde edilir. Bu iki denklemden aian
denklem sistemi ¢ozilerek €1 ve ¢=2 bulunur. Bunlar genel ¢c6ziimde yerlerine
yazildginda balangig¢sartlarini sglayan 6zel ¢6zim

yi=25(1+2k) (3.9)
olarak bulunur. Bu ¢6zum, flangi¢sartlarini sglayan tek ¢c6zimdur.

3.3. Varlik ve Teklik Teoremi

Bazi fark denklemlerinin bircok ¢6zim olmasingmen, bazilarinin hic ¢ézimu

yoktur. Fark denklemleri siiflandirilirken her zam en az bir ¢Ozumun
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olabilecgini ve hatta bazgartlar altinda yalniz ve yalniz bir tek ¢ozimunuganu
bilmek 6nemlidir. Bu sonuclari ifade eden teorembarlik ve teklik teoremleri

olarak bilinmektedir.

fo(K)Yke2+F1(K)Yie1+ f2(K)yx=g(k) k=0,1,2, ... (3.11)

seklindeki ikinci mertebeden lineer fark denkleminge, ve y’nin katsayilarinin

kesinlikle sifir olmayaaa biliniyor.

fo(k)£0, f(K)20 k=0,1,2, ... (3.12)

k=0 icin (3.11),

fo(0)y2+f1(0)y1+f2(0)yo=9(0)

olur. Burada ¥, y1 ve y deserlerinden herhangi birinin bilinmesi gir ikisinin
bulunmasina yetmez. Fakat bu gdderden herhangi ikisi bilinirse Ucglncu
bulunabilir. Orngin y; ve y ardsik degerleri biliniyorsa y bulunabilir. k=0 igin

bulunan denklem dizenlenirse

fo(0)y2=9(0)-f1(0)y1—f2(0)yo

elde edilir ve (3.12)’'den dolayi her iki tara{@)’'a bolinerek y elde edilir. Artik y
ve y bilindiginden k=1 alinarak benzer bigcimdgde tek bir bicimde belirlenebilir.
Bu sekilde devam edilerek;we y baslangic dgerleriyle verilen ikinci mertebeden

(3.11) denkleminin tek ¢6zimu elde edilir.

y'nin tek ¢co6zumunun belirlenebilmesi igin ye v deserlerinin verilmesi gerekmez.
y'nin herhangi iki ardylk degerinin bilinmesi, tek ¢6zUmin belirlenmesi icin
yeterlidir. Orngin ys ve y verilmisse fark denkleminde bunlar yazilarak y, ...’'in

elde edildgi gibi ya, y3, Y2, Y1, Yoda elde edilebilir. Fark denklemi

a<k ya da &k<b (a,b negatif olmayan tam sayilar) (3.13)
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seklinde tanimlanan k gerlerinin kiimesinde verilse de y'nin aydk iki degeri
bilindiginde fark denkleminin yine tek bir ¢c6zUmu bulunBuraya kadar olan kisim

genellgtirilerek asagidaki teoremle ifade edilebilir.

Teorem 3.1:y fonksiyonunun ardik k tamsayl dgerlerinden olgan S kimesi

Uzerinde tanimlanmin. mertebeden lineer

fo(K)Ykentf1(K)Yken-1+ ...+ Frno1(K)Yk+1+Fr(k)yk=9(k) (3.14)

fark denkleminin, ardik n noktasindaki dgerleri keyfi belirlenmg ancak ve ancak

bir y ¢c6zUmu vardir.

Ispat:

Hipoteze goére S, (3.13)’tekisigsizliklerden birinin olgturdugu kimedir. y’nin
tanimlanan ilk n tane d@eri Va VYa+1, ..., Yasn-1 OlSsun. Matematiksel timevarimla
S’deki her noktada y’'nin derinin tek turlt belirlendii dolayisiyla bir tek ¢ozimun
oldugu ispatlanabilir.

(3.14) denklemi

fo(K)yk+en=0g(K) = fr(K)yk+n-1— ... = Fa_2(K) yir 1= Fa(K) yi (3.15)
seklinde dizenlenip k yerine a yazilirsa

fo(a)Ya+rn=9(a)—fi(a)Ya+n-1—...—fr_1(a) Ya+1—fa(@) Ya

elde edilir ve bu denklemin her iki taraf(d)’ya (fo(a)#0) bolinerek y., bulunur.

Bdylece verilen dgerlerle y.,nin degeri tek birsekilde belirlenmg olur.

y'nin S'deki ya+'ye (j=n) kadar olan batin gerlerinin bilindigi farz edilerek yj+1

tek turlh belirlenebilirse ispat tamamlarymolur. (3.14) fark denklemi k yerine; k
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yazilarak ve k=a+j+1—n alinarak dizenlenirse

fo(kl)Ya+j+1= g(kl)—fl(kl)Ya+j—f2(k1)Ya+j-1— ---—fn(kl)ya+j—n+1

elde edilir. Varsayimdan dolayi bu denklemig sarafindaki y dgerleri bilinir. fo, S
kimesi tzerinde hi¢bir yerde sifir oimgohdan her iki tarafi(k,)’e boltnerek yij+1
bulunur. Boylece ¥ Ya+1, ..., Yarn-1 degerleri verildiginde S’deki butin K'lar igin

y'nin tek turlt belirlendgi ispatlanmg olur.

Eger y'nin verilen n arduk deseri y,/dan deil y,’den bgliyorsa (m>a ve verilen
deserler ¥, Ym+1, .-+, Ym+n-1iS€) bundan éncekKinyi, Ym-2 ..., Ya+r1, Ya d€Serleri ve
y'nin diger batin dgerleri tek tarli belirlenebilir. Bunun ispati matatiksel

tumevarimla yapilabilir.

k=m-1 icin fark denklemi
fa(M—=1)ym-1=9(M-1)=b(M-1)ym-1+n—...—fr_s(M—-1) ym (3.16)
seklinde yazilir. Buradanyy Ym+1, -.., Ym-1+nnin verildigi farz edildiginden gitli gin

ikinci tarafi bilinir. f, hicbir yerde sifir olmagindan her iki taraf {m—-1)e

bolunerek y-1 belirlenir.

S kimesi &k<b seklinde sonlu (sinirll) ya da>k seklinde sonsuz (sinirsiz) bir
kime olsa da, y'nin argik n deserinin nasil verildginin 6énemi olmaksizin S’deki
her k deeri icin y tek birsekilde belirlenir. Boylece B#angic dgerlerini ve fark

denklemini sglayan tek bir fonksiyon bulunur.

Bu teorem ¢Ozumun nasil bulungoa desil, fark denkleminin verilensartlari

sgilayan tek bir cozumunin bulunabilgoa@ garantiledgi icin dGnemlidir.

3.4.yx+1=Ayk+B Denklemi

Dogal sayilar kimesinde tanimli birinci mertebedepéinfark denklemi
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fo(K)yk+1+f1(K)yk=9(k) k=0,1,2, ... (3.17)

seklindedir. Burada of ve f; asla sifir olmayan fonksiyonlardir vesex sabit
fonksiyonlarsa sifirdan farkh sabitlerdir. (3.1d@&nkleminin her iki tarafiqfk)'ya

bdlunerek denklem dizenlegdde

G

g(k)
Yin f.(K) +

fo(k)

elde edilir. g dedve f; gibi sabit bir fonksiyonsa denklem

Vi+1=Ay,+B k=0,1,2, ... (3.18)

biciminde yazilabilir. Burada A, B sabit vez20’dir. (Asil denklemde g 6zdelarak

sifira gitse B sifir olabilir.) Bu kisimda bu basit denklegztlecektir.

Yo degeri verilmis olsun. (3.18) denkleminde k=0 yazilarak

y1=Ayo+B, (3.19)

k=1 yazilarak ve (3.19) fark denklemi kullanilarak

y2=Ayi1+B=A(Ayo+B)+B
y2=A%yo+B(1+A) (3.20)

ve k=2 yazilarak

ys=Ay,+B=A[A%o+B(1+A)]+B
y3=A3yo+B(1+A+ A?) (3.21)

bulunur.

(3.19), (3.20) ve (3.21)'den y gerlerinin gagidaki gibi olacg tahmin edilebilir.
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yi=AKyo+B(L+A+A%+ ... +A* Y k=1,2,3, ... (3.22)

(3.22)'de parantezin icindeki ifade ilk terimi 1rtak carpani A olan geometrik

dizinin toplamidir ve

A#1l ise 1-A"
1+ A+A%+. .+ Akt = 1-A (3.23)
A=1 ise Kk
oldugundan
1-A*

. k
y = AFL Ise Ay rBo— k=0,1,2, ... (3.24)

k
A=1 ise Yy, + Bk

yazilabilir.

Teorem 3.2:Bir yo deseriyle birlikte verilen (3.18) fark denkleminin te¢6zimi

(3.24)’te verilen y fonksiyonudur.

Ispat:

(3.24)te k=0 yazildiinda y ¢O6zUmunin y olaca&l aciktir. AZ1 icin verilen

¢c6zimde k=k+1 yazilirsa

1_ Ak+l
1-A

Y = Ak+l}’0 +B

bulunur. Fark denkleminde ye y.1 yerine yazilirsa

1- AX

Ak+ly0 +B

1- AX
=A|AY +B +B 3.25
Ay, i 29

Yk Vi
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denklemi elde edilir. Bunun k=0, 1, 2, ... igcingo oldusu ssagidaki gibi gosterilir.

_ Ak _ Ak
Ak+ly0+B1 A :A(A®0+Bl ':)+B

— A K+ A(l_Ak)
=A 1yO+B{1+—1_A }

1_ Ak+l
1-A

=A“Yy,+B

Bdylece A% 1 icin ispat tamamlanmolur.

A=1 icin verilen ¢6zimde k=k + 1 yazilirsa

Yk+1=Yo+B(k+1)

bulunur ve (3.19) fark denklemi A=1y ye .1 ssitlikleriyle yeniden diizenlenirse
Yo+tB(k+1)=(yo+Bk)+B=yo+B(k+1)

Sonug 3.1y; k=0, 1, 2, ... kimesinde verilen, (3.18) fark diemkinin bir ¢c6zUmu

olsun. Bu durumda

. 1- A
" K
y ={AFL Ise CA+BI— k=0, 1,2, .. (3.26)

A=1 ise C+ Bk

olacaksekilde bir C sabiti vardir.

Ispat:

k=0 icin y’nin C sabitine gt oldugu hemen goriltr. Teorem 3.2 kullanilarak (3.26)
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formaltnan, her keyfi C sabiti icin (3.18) fark déeminin bir ¢dzUmunu, yani bitin

¢6zUmlerini verdii goraldr.
Ornekler:

1) yo=5 balangic dgeriyle verilen y.i1=2y¢+1 (k=0, 1, 2, ...) fark
denkleminin ¢6zUmunu bulun.
(3.18) denklemine gore bu denklemde A=2, B=1'din¥&4)’ten tek ¢cbzim

ok
y, =2 E5+]J3'—1_22 =6 - 1

olarak bulunur. Bu ¢6zimlepy5'ten bglanarak yazilirsa 5, 11, 23, 47, 95, 191, ...
seklinde, artan bir dizi okturur.

2) yo=3 balangi¢sartiyla verilen 2y,1—yx=4 (k=0, 1, 2, ...) fark denkleminin

¢6zUmund bulun.

Denklem (3.18)’e uygun olarak dizenlegidde W.1=(1/2)y+2 olur. Buradan
A=1/2, B=2 olarak bulunur ve ¢6zum

1 k
1) 1{2) 1)
oty
2 11 2
2

olur. Burada day Vi, Yo, ... deserleri artan bir dizi olgturur (3, 3% 32 , 3; : j

Birinci ve ikinci 6rnekte bulunan ¢ézimlerin gturdugu dizilerin her ikisi de artan
diziler olmasina rgmen aralarinda 6énemli bir fark vardikinci dizinin terimleri
surekli artarak devam edtihalde daima 4'ten kucuk olur. Birinci dizide isgimler

bir siniri olmadan artar.
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3) Yo=1 balangi¢sartiyla verilen y.;=—yx+1 (k=0, 1, 2, ...) fark denkleminin

¢6zUmund bulun.

Bu denklemde A=-1, B=1"dir ve (3.24)'ten ¢6zim

ye =(-1)" m+191%:52[1+ 1 |

olarak bulunur. k, 0 ya da cift saylysa (X£)1, tek saylysa (-¥F—1 olacgindan
¢c6zim 1, 0, 1, 0, 1, O, .seklinde sirayla dasen degerler alir. Busekildeki dizilere,
sabit salinimli dizi denir.

Bir fark denkleminin tek ¢c6ziUmuni belirlemek icinallikle yo degerinin verilmesi
gerekmez. Verilen der sadece (3.26)'daki C sabitinin belirlenmesirglaadgindan
y'nin herhangi bir dgerinin verilmesi de yeterlidir.

Ornek:

y3=9 deeriyle verilen y.1=2yx—1 (k=0, 1, 2, ...) fark denkleminin ¢6zUmunu

bulun.
(3.24)te k=3, A=2, B=-1 yazildinda
1-2°

=CP-—"-=8C-7
Ys 1-2

elde edilir. Buradan angic¢sarti kullanilarak C =2 bulunur ve ¢6zim

seklinde bulunur.
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Teorem 3.3:Sonlu ya da sonsuz tane kgdenin oluturdugu bir kimede verilen

birinci mertebeden
Yk+1=Ayk+B k=a, a+1, a+2, ... (3.27)

fark denkleminin sonsuz ¢6zumu vardigeEy bir coziimse

) ~ 1_ Ak—a
+ k-a
y, = Azl ise CA™+ Bﬁ k=a, a+l, a+2, . (3.28)

A=1 ise C+ B(k-a)

olacaksekilde bir C sabiti vardir. ger kK'nin a, a+1, a+2, ... g@erlerinin herhangi
biri icin y’nin tek ¢6zuimu varsa (3.27)'nin tekzigmi belirlenir. Ozel olarakay

belirliyse, bu durumda C =yolmak tzere, (3.27)'in tek ¢6zUmu (3.28) ile Meril
Ispat:

a=0 durumunda Sonug¢ 3.1 elde edilir. Bu durum datee ispatlangindan burada
a#0 icin ispat yapilacaktir. Oncelikle k'nin a, a+d+2, ... dgerlerini 0, 1, 2, ...
sayllarina dongitiren j=k—a bgintisiyla yeni bir j indisi ve y=ya+j=z; seklinde
yeni bir z fonksiyonu tanimlansin. Boylece (3.28kfdenklemi

Zj+1:AZj+B j=0,1, 2, ...

seklinde yazilabilir. Sonug 3.1’e gore bu fark desrkinin ¢6zimu

. o 1-A!
Z y )
z = A%l i1se CA+ 1A i=0, 1,2, .

A =1 ise C+ Bj

olacaksekilde bir C sabiti vardir. Bu ¢6zim=zyx ve j=k—a gitlikleri kullanilarak

yeniden dizenlenirse
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_ Ak-a
A#1 ise CA+p A
Y = 1-A k=a, atl, a+2, .

A=1 ise C+ B(k—- a)

elde edilir ve ispat tamamlangrolur.

3.5. Diziler

Onceki bolumde fark denklemini ayan fonksiyonlarin farkl tirlerde olabifi
goruldd. Yani bazi ydeserleri k arttikca artiyor, bazilari azaliyor, bazlise iki
deser arasinda saliniyor. Fark denklemlerinin sosydiimlerdeki problemlere
uygulanmasinda hanggartlar altinda bu davragiar gosterdii 6nemlidir.

Yo balangic dgeriyle verilen y.1=Ayx+B (k=0, 1, 2, ...) fark denkleminin
sirasiyla y, yi, Yo, ... deserlerini alan y ¢6zumu bulunmaya callacak. Tanim
kimesi ardyik 0, 1, 2, ... tamsayilarinin kiimesi olan ve bu kiimdner elemaninda
sayl dgeri alan fonksiyonlara dizi denir (Genellikle degiin tanim kiimesi pozitif
tamsayilar kiimesi olmasinagraen, uygulamada kolaylik olmasi bakimindan fark
denklemlerinin ¢ozumi olan dizilerin tanim kime8j {, 2, ...} olarak alinir) y vi,
Yo, ... Siralamasi genellikle {y sembolu ile gosterilir ve “genel terimiylan dizi”
diye okunur. Bu dizinin terimleri ¢y y1, Y, ...) reel sayilardir. Ele alinan tim fark
denklemleri arduk tam sayilar kiimesinde tanimli ofgdundan bunlarin ¢ézumleri
dizilerdir. Reel sayi dizilerinin temel teorisi yamiyla bu ¢6zim dizilerinin
davranglari hakkinda bilgi edinilebilir.

Ornekler:
Asagida bazi diziler ve bu dizilerin ilk lgeerimleri verilmitir.
1) {1} 1,1,1,1,1, ...

2) {k-1} -1,0,1,2,3, ...
3) {21 1,2, 48,16, ...
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4) {i} 1!1)1-!_11_11
k+1 2 3 4 5
k

5) 1{1) o1 8 7 15

2 2 4 8 16

1) 11 1 1
6) (__j 1! s T T s R

3 3 9 27 81

7) {(-2)% 1,-2,4,-8, 16, ...
8) {1+(-1)4 2,0,2,0,2, ...

Reel sayi dizileri incelenginde bazi 6zellikleri ortaya c¢ikar. Orgim, k'nin her
deseri icin |y|<M, yani —M<yy <M ssitsizligini salayan pozitif bir M sayisi
bulunabilir. Bu durumda {§ dizisine sinirli dizi denir. Eer boyle bir M sayisi
yoksa dizi sinirsizdir. Birinci 6rnekteki diziniritiin k degerleri igin sinirh oldgu

kolaylikla gosterilebilir:
[1]=1<1
Benzer bicimde dordiinci ve sekizinci ornektekildizde sinirhdir.

1

— L o1 #ehs2 k012

=k+1_

iki, ¢ ve yedinci 6rnekteki diziler sinirsizdir. K& 1'den bilyiik veyasé bir M
sayisl 5. ve 6. diziler i¢in bir sinirdir. Genetite@ 1/(k+ 1) olan dérdinci diziye
daha yakindan bakilirsa, dizinin terimlerinin gite kiculdigl ve sifira yaklgtigi
gorular. Terimlerin hicbirinin  gercekte sifir olmasina r@men, yeterince
ilerlendiginde terimlerin her birinin sifirdan farkinin cokig¢dk bir sayl olaca
kesindir. Altinci dizi de, terimleri sirasiyla ptkive negatif dgerler almasina
ragmen bu tirden bir dizidir yani yeterince buyuk kisayisindan sonraki terimleri

0’a cok yakindir.

Tanim 3.5: g, yeterince kuguk pozitif bir sayl olmak Uzere;Haergi bire sayisina
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karsilk, k>N icin |yk|<e olacak sekilde €a bah bir N pozitif tam sayisi

bulunabiliyorsa {y} dizisine sifir dizisi denir.

Bu tanima goree’a bagh N pozitif tam sayisinasé veya bu sayidan buyuk olan
batin K'lar icin dizinin terimlerinin mutlak gerleri €’dan kicik oluyorsa, bu dizi
sifir dizisidir. Buna géree=1/3 alindginda genel terimi 1/(1+k) olan dérdunci
dizi icin N=3 bulunur; yani bu dizinin gten sonraki buttn terimlerinin mutlak

deserleri (1/3)’ten kuguk olur.

k=3 igin |——{ <=

3

Tanim 3.5’'te belirtildgi gibi N, €'a bagh bir sayl oldgundane sayisi dgistikce N
sayis| da d&sir. Ornesin, bu dizidee=1/10 alinirsa buna kahk N=10 bulunur.
Bu dizinin €>1 igin bitin terimlerining’dan kucguk olacg acgiktir. 0<€<1

oldugunda

1

k+1

1
=— _<g¢ (k=0 oldwundan’
k+1 ( ' '

k+1>E
€

k>1—1 - Ne)>—1—:l
£ £

esitsizligini sgslayacak buatin Kk'lardan kiguk olan N sayisi bulutesdgsinden
Tanim 3.5’e gore {1/(1 +k)} dizisi bir sifir dizisid

Besinci dizi bir sifir dizisi dgildir. Butin terimleri 1’den kicuktir ve gittikge'el
yaklasir. Fakat batln terimlerinden 1 ¢ikarnlirsa eleraant-1, —1/2, —1/4, —1/8,
—1/16, ... olan yeni bir dizi elde edilir ve bu bifisdizisidir. Buna gore ger bir
dizinin elemanlari 1'e yakiayorsa bitin elemanlarindan 1 cikarilarak eldeeedil

yeni dizi bir sifir dizisi olur.
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Tanim 3.6:{yx} verilen bir dizi olmak tzere {y—L} dizisini sifir dizisi yapacak
sekilde bir L sayisi varsa L'ye {¥ dizisinin limiti denir ve dizinin y elemanlari L

limitine yaklasir ({yx} dizisi L'ye yakinsar) denir.
{y«} dizisi bir L limiti varsa bu sembolik olarak

limy, =L ya da ko oo iken yk - L

Kk - 0

seklinde gosterilir.

Limiti L olan bir {yy} dizisine yakinsak denir. ger bir dizinin limiti yoksa bu diziye

iraksak dizi denir. Sifir dizisinin limiti O olareyinsak bir dizi oldgu aciktir.

Tanim 3.6’ya gore B@nci Ornekteki dizi yakinsak ve limiti 1'dir. Dizin her
teriminden 1 cikarildginda elde edilen {—(1/2%) dizisi bir sifir dizisidir. Oyleyse
her >0 sayisi icin N oldusunda |—(1/29|<e olacak sekilde bir N sayisi

bulunabilir.
NEN ) AN
2 2 x
2'<>} 5 ¥ s
€ €

Yukaridaki gitsizlige gbre herhangi big sayisina karlik bir N sayisi bulunabilir.
Ornesin, e=1/10 alindginda 1£=10 olur ve 2>10 oldgundan N=4g=1/100
alindginda 1£=100 ve Z>100 oldgundan N =7 bulunur. Secilen herhangi bir
sayisina karlik, son gitsizligi saglayan bir N pozitif tam sayisi bulunabigiinden

bu dizinin limiti 1'dir.

Bir, dort, beg ve altinci dizilere daha yakindan bakgidda bu dizilerin her birinin
farkli ama yakinsak diziler olgu go6ralur. Birinci dizi dgismeyen terimlere

sahiptir, buttn terimleri ve limiti 1’esétir. Boyle dizilere sabit diziler denir. Dort,
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bes ve altinci diziler bu tir dizilerden gédir. Dorduncu dizi surekli kugulerek
yukaridan (sgdan) O limitine yaklair, besinci dizi surekli blylyerek sagidan
(soldan) 1 limitine yaklgr ve altinci dizinin terimleri sirayla gdserek yukaridan ve

asagldan (soldan ve gdan) O limitine yaklgir.

Tanim 3.7:a) Butun K'lar i¢in yw+1>yx ise {y} dizisine monoton (surekli) artan,
Yk+1<Yk ise monoton (surekli) azalan dizi denir. b) Linitblan ve elemanlarindan
biri L'den kiucuk dgeri L'den buyldk (veya tersi) olan {y dizisine L civarinda

daralarak salinan dizi denir.

Tanim 3.7b’ye goére daralarak salinan bir dizi yakk olmak zorundadir. Fakat
monoton bir dizi yakinsak olmak zorundagilidir. Onceki 6rneklerdeki genel terimi
y=2% olan uclncu dizi, monoton artan bir dizidir fakakinsak dgildir. Monoton
dizi sinirysa yakinsaktir; sinirsizsa aime {2} ya da {—2} seklindeyse
iraksaktir. Bu dizilerden birincisinde terimler tdite daha ¢ok buyilyerek o¢'a,

ikincisinde ise terimler daha ¢ok kigculereé-a gider.

Tanim 3.8: P pozitif bir sayl olmak tzere;=N icin {y«}>P olacaksekilde P'ye

bagl bir N pozitif tam sayisi varsa {y dizisi + co’a 1raksar denir.

{y«} dizisi +’a gidiyorsa bu k- o iken y — +oo seklinde gosterilir. Benzer bir
tanim —o’a giden diziler icin de yapilabilir. Fakat diziniaco ya da -eo’a gitmesi
icin (iraksak olmasi igin) monoton olmasi gerekmé@znesin {k+(-1) dizisi
+00’a gider fakat monoton artan gliir ({k + (-1)*} - 1,0, 3,2, 5,4, 7, ...).

Yk —» +o oldugunun ispatlanmasi icin dizide yeterince ilerlgngde (y terimi
bulundigunda) sonraki terimlerin hepsinin ¥\ icin yi'larin) P’den daha buyuk
oldugunun gosterilmesi gerekir. Orgia {2"} dizisi ve P=10 alinsin. Bu P sayisina
karsilik bulunan terim 2tir (N=4) ve bundan sonraki biitin terimler P=1Gida
buytiktir. P=100 alinirsa buna kdik N=7 bulunur ve 2den sonraki bitiin
terimler 100'den daha buyiik olur. §2dizisinin +c’a gittigini séyleyebilmek icin

herhangi bir pozitif P sayisi ve buna &bk bulunan N'nin, k=N icin 2¥>P
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ssitsizliklerini saslamasi gerekir. N=P alinginda (N’nin daha kuguk gerlerinin
de bu gitsizlikleri sgglamasina rgmen) bu gitsizlikler her zaman sganir.

Terimleri sirasiyla 1, -2, 4, -8, 16, ... ve 2, 0022, ... olan yedi ve sekizinci
dizilerin her ikisi de iraksak olmasinairaen ne +o’a ne de -o’a gider. Bunlardan
ilkinin terimleri sirayla pozitif ve negatif yondeutlak deeri artarak ilerliyor,

ikincisiyse 2 ve O dgerleri arasinda salinim yapiyor.

Tanim 3.9:{yy}, iraksak, fakat +o ya da -eo’a iraksamayan bir dizi olmak Uzere;

sinirliysa sabit salinimli, sinirsizsa géyen salinimhdir.

Simdiye kadar bulunanlar 6zetlenirse; diziler yalkya da iraksaktir. Tablo 3.1'de
goruldigu gibi her iki durumda da diziler dort farkkekilde hareket edebilir.

Tablo 3.1.Dizilerin davranglar

Yakinsak Diziler Iraksak Diziler

Y1. Sabit I1. +o0’a Iraksayan

Y2. Monoton artan sinirli [2. —oo’a Iraksayan

Y 3. Monoton azalan sinirh 13. Sabit salinimli
Y4. Daralan salinimli 14. Gegleyen salinimli

3.6. Dizi Seklindeki Cozumler

Bu bdlimde birinci mertebeden lineer

Yir1= Ay +B k=0,1,2, ... (3.29)

fark denkleminin ¢ézimlerinin olasi davrglari belirlenecektir. Verilen ydezerine

karsilik bu fark denkleminin tek ¢6zimundn
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Azl ise A +Bl_Ak
Y, = o ETTA k=0,1,2, ... (3.30)

k
A=1 ise y,+ Bk
oldugu bulunmytu (Teorem 3.2).

Verilen y degeriyle belirlenen {y} dizisi, (3.29) fark denklemine uygun olarak
belirlenen (3.30)'da tanimlanang yelemanlarindan ofur. A ve B’nin fark
denkleminden belirlendi g6z 6nine alinirsa, verileny Yaslangic sartina kagilik
bulunan bu elemanlar belirli bir reel say! dizisugburur. Bu bolimde A, B vegy
parametrelerinin deerlerine b&h olarak {ys} ¢6zum dizisinin davraslari
belirlenmeye catlacaktir.ilk olarak A=1 durumu incelenecexktir.

Teorem 3.4:{y\} dizisi yx+1=yx+B (k=0, 1, 2, ...) fark denkleminin ¢6zimi ise
bu durumda ybalangic dgeriyle birlikte verilen {y} dizisi; B=0 ise sabit, B>0
ise +co’a Iraksayan, B <0 isee’a Iraksayan bir dizidir.

Ispat:

(3.30)'dan y=yo+ Bk oldugu biliniyor.

1) B=0ise k=0, 1, 2, ... icing=yo'dir ve {yg} istenildigi gibi sabit bir dizidir.

2) B>0 ise {y} dizisinin +c’a raksadgl yani Tanim 3.8’e gore herhangi bir P
pozitif sayisi icin k2N icin y,>P olacak bicimde bir N sayisinin bulunabil&ce
gosterilmelidir. P sayisi Py, ssitsizligini sgzlayacaksekilde verilirse 0’dan buyuk
batin K'lar icin y=yo+ Bk >P aitsizligi saglanacgindan, N=1 olarak bulunur ve

k=N icin yx>P olur. BBer P>y ise \=Yyo+ Bk >P aitsizliginden
Bk>P-y, - k>% (B>0

bulunur. N tamsayisi (P «y/B’den biyuk secilirse N icin y,>P olur.
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3) B<O0 ise kN icin yx<P olacak sekilde herhangi bir P negatif sayisi
bulunabiliyorsa {y} dizisi —«’a Iraksar. Ber P, P>y, ssitsizligini saslayacak
sekilde verilirse 0'dan buydk butin K'lar icinggyo+Bk<P (B<0 ise Bk<0)
esitsizliginin sgzlanac&! aciktir. Buna gore N=1 veXN icin yx>P olur. P<y ise

Yk=Yo+Bk<P

Bk<P-y, - k>% (B<0)

elde edilir. Buna gore (P —y/B’den buyik olacakekilde secilen her N sayisindan

blyuk veya gt olan bittin K'lar icin y<P olur ve ispat tamamlanir.

(3.29) fark denklemine geri donulgiinde, bu denklemin (3.30)’'da verilenzA

durumundaki ¢6zimu

B B B B
:Ak - |+ — _—:Ak -
Y« (yo 1 Aj Yk 1-A (yo j

seklinde dizenlenehbilir.

-_B
Y= (3.31)

alinarak bu denklemsagidaki gibi yazilabilir.

Yi—y*=A (yo—y*) k=0,1,2, ... (3.32)
(3.32)'den y*, verilen y baslangi¢c dgerine agit oldugunda, A ne olursa olsun buttn
k degerleri icin \w«—y*=0 ve w=y* olacg aciktir. Fakat y¥y, ise Y, Ak’ya

bagli oldugundan {y} dizisinin davrangi da {A} dizisinin davrangina bali olur.

Asagidaki teorem bu sonuglari 0zetler.
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Teorem 3.5:{A "} dizisi, —1<A<1 ise yakinsak, ger durumlarda iraksaktir. {
dizisi a) A=0 ya da A=1 ise sabit (sirasiyla limitiya da 1), b) 0<A<1 ise
monoton azalan (limiti 0), ¢c) —1<A<0 ise yalayarak salinan (limiti 0), ¢) A=-1
ise sonlu salinan, d) A<-1 ise sonsuz salinan v&>} ise +oo’a Iraksayan bir
dizidir.

Bu teoremin ispatlanmasindgegidaki lemmada verilensésizlik yardimci olacaktir.
Lemma: x>-1 ise (1+x521+kx’dir. (k=0,1,2,...)

Ispat:

Bu lemma matematiksel timevarimla kolaylikla ispadlbilir.

k=0 igin verilen gitsizligin dogru oldusu

(1+x)° = 1+ 0X
1=1

seklinde gosterilir. k=m igin (1+X)>1+mx saitsizligi dogru oldusu kabul
edilsin. Bitsizligin her iki tarafi (1 +x) ile carpilip, diizenlegthde

(1+x)"" > (1+mx)(1+x) (x>—1 oldgundan 1 +x>0’dIr.)
(1+x)""1>1+(1+m)x+m¥

(L+x)™1>1+(1+m)x (m>0, £>0 olduygundan mx>0'dir.)

bulunur. k=m+1 icin de g#sizligin dogru oldusu gosterildginden ispat

tamamlanir.
Teoremin ispati:

a) A=0yadaA=1 ise sonugikardir. (Y1) (Bkz. Tablo 3.1)
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b) x, pozitif bir sayr olmak uzere; 0<A<1l agahda A=1/(1+x) ve
|A|=1/(1+x) yazilabilir. Buradan lemma yardimiyla

ik:(1+ X)¢ = 1+ kx> kx ya da0<‘Ak‘<|A|k <
A “

olur. Tanim 3.5’e uygun olarad> 0 verildiginde N, 1/€x)’ten blaytk herhangi bir
say! olmak tzere XN icin |A"| <¢ olur. Bu nedenle {£ bir sifir dizisidir. Ayrica
0<A<1 aralgindaki her A dgeri icin A"*=AA*<A* olacazindan bu dizinin
monoton azalan bir dizi olgu aciktir. Boylece {A} dizisinin verilen aralikta

monoton azalan, limiti sifir olan, yakinsak biridd#dugu ispatlanmy olur. (Y3)

c) —1<A<O0 aralginda da onceki maddedekine benzekilde x herhangi bir

pozitif sayl olmak tzere |A|=1/(1+x) yazilabiliruBadan da lemma yardimiyla

ik:(“ x)* = 1+ kx> kx ya da0<‘Ak‘<|A|k <i
|A| kx

bulunur ve yinee>0 icin N, 1/Ex)’ten buyldk herhangi bir tamsay! olmak tzere
k=N icin |A¥|<e olur ve bu aralikta {§'nin bir sifir dizisi oldusu bulunur.
0<A<1 aralginda dizinin terimleri sirayla pozitif ve negatiimiti de 0’dir. Yani
verilen aralikta {A} dizisi yavaslayarak salinan, dolayisiyla yakinsak dizidir. (Y4)

¢) A=-1 ise {A} dizisinin elemanlari =1, 1, —1, 1, ...’dir. Bunargddizi sabit

salinimli ve iraksaktir. (13)

d) A<-1 ise {A} dizisi sirayla pozitif ve negatif elemanlardanuglr. Pozitif
elemanlar sinirsiz olarak artarken negatif elemdalainirsiz olarak azalir ve dizi
+0 ya da —o’a Iraksamamasina gaen elemanlar gegleyen salinim yaptindan
iraksaktir. (14)

e) A>1 durumunda x>0 icin A=1+x yazilabilir. Bu dunda lemma yardimiyla
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A= (1+x)*21+kx>kx

elde edilir. Buna gore verilen herhangi bir P pbzatayisina kanlik k=P/x igin
A%>Pdir. N tamsayisi P/x'ten biyiik secilirse N icin AX> P elde edilir. Boylece
A>1 durumunda {A} dizisinin +'a iraksadgl ispatlanmy olur (1) ve teoremin

ispatl tamamlanir.

Teorem 3.5, k biyirken *%in nasil davrangs hakkinda bilgi verir; fakat
(3.32)'den elde edilen

Y =A (Y, —y*)+y* (3.33)

denklemindeki ynin davrangi hakkinda bilgi vermez. A (yo—y*) sabitiyle
carpilip y*la toplanirsa ybulunur. Bu nedenle {¥ dizisinin hareketini belirlemek
icin oncelikle bu diziyi olgturan terimlerin (¢carpim veya toplam halinde buluna
terimlerin) davramy incelenmelidir. Orngin, monoton artan {k/(k+1)} dizisinin
limiti 1'dir. Bu dizinin terimlerinin her biri 2 & carpilirsa elde edilen yeni dizi
{2k/(k+ 1)} olur. Bu dizi de yine monoton artan siimifakat limiti 2 olan bir dizidir.
Eger ilk dizinin her terimi —2 ile carpilirsa, bu sefsinirli fakat monoton azalan ve
limiti —2 olan {—2k/(k+ 1)} dizisi elde edilir. Eer dizi 0 sabitiyle ¢arpilirsa, butin
terimleri O olan sabit bir dizi elde edilir. Dizmitiirti denildginde onu sinirlandiran
davrang anlgilacaktir yani Tablo 3.1'de listelenen Y1 (sabitR ¥sinirli, monoton

artan), ..., 14 (gesleyen saliniml) turleri ankalacaktir.

Teorem 3.6:{y«} herhangi bir dizi ve ¢ herhangi bir sabit olsyy}, L limitli

yakinsak bir diziyse {oy} ve {y«+ c} dizileri de yakinsaktir ve limitleri sirasiylzl

ve L+c’dir. {yk}, Iraksak bir diziyse {cp (c #0) ve {yx+c} dizileri de raksaktir.
Ayrica {cyi} ve {y«+c} dizilerinin her ikisi de a ve b de verilen stialar dginda
ayni tiptedir. a) Herhangi bir £y dizisi icin c=0 ise {cy} sabit bir dizidir. (Butin
terimleri sifira eittir.) b) c<0 ise {y}sinirh ve monoton azalan bir dizi oldunda
{cy«} sinirh ve monoton artan; {y + ’a iraksayan bir dizi oldgunda {cy} —«’a

iIraksayan bir dizi olur. (Tersi de giaudur.)
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Ispat:

Hipoteze gore yeterince kucguk pozitif bisayisi €>0) icin

k=Ng icin |yk—L|<¢e (3.34)

olacaksekilde,e’a bagli Nisayisi vardir. Tanim 3.5 ve 3.6’ya gore

k=N; i¢in |cyk—cL|<e (3.35)
ve
k=Njicin |(yk+c)—(L+c)|<e (3.36)

olacaksekilde N> ve N; sayilari bulunabilmelidir.

(3.35) gagidaki gibi dizenlenebilir:

k=N2 icin [cyk—cL|=|c(k—L)|=]c|.|x—L|<e

Burada c=0 ise 0& bulunur ve hipotezden dolayi buttin K'lar i¢in bagcudur,
yani No=1'dir. c#0 ise hipoteze gore XN, ve |w—L|<e/|c| olacaksekilde
e/|c|'ye bah bir Ns sayisi bulunabilir. Dolayisiyla#0 ise (3.35)'i sglayacak
N2=Ny4 sayisi vardir. Boylece {¥ dizisi yakinsak ve limiti L ise {cp} dizisi de
yakinsak ve limiti cL olur.

(3.36) da sagidaki gibi duzenlenebilir:

k=Ngsicin [(yk+c)—(L+c)|=[w+c—L+c|=|%-L[<e

Bu ssitsizlik de hipoteze gore N=N; icin dasrudur, dolayisiyla {y} dizisi yakinsak
ve limiti L ise {yx+ c} dizisi de yakinsak ve limiti L + c’dir.
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Teorem 3.5’le beraber bu teoreg & ve B deerlerinin bitin olasi birkemleri icin

{yi}={A *(yo-y*) +y*} (3.38)

¢ozim dizisinin davraginin belirlenmesini gdar. Orngsin (3.29)’da A=B=1/2

yazilirsa
1 1
Vi =§yk +—2 k=0,1,2, ... (3.39)

fark denklemi elde edilir. Bu durumda

olur ve (3.33)’'ten ¢6zim
1 k
Y = (Ej (yo -1+1

olarak bulunur. Monoton azalan ve sinirli olan {21"/} dizisi Teorem 3.5’e gore
yakinsaktir ve limiti 0'dir. Teorem 3.6'ya gore; y1 ise {(1/2)} dizisiyle (yo—1)
pozitif sabitinin ¢arpimi olan {(1/2)yo—1)} dizisi de monoton azalan sifir
dizisidir. Bu dizinin 1 ile toplamindan elde ediléy}={(1/2) *(yo—1)+ 1} dizisi

de yine Teorem 3.6’ya gore monoton azalan ve lithiblan yakinsak bir dizidir.
Benzer bicimde y< 1 oldusunda elde edilen ¢6zimun yakinsak ve limitininakat
monoton artan oldiu gdsterilebilir. y=1 durumunda {) her terimi ve limiti 1’e
esit olan yakinsak bir dizidirSekil 3.1’de (3.39) fark denkleminin ¢6zimunun bu tg¢
olasi davrant yo=2, Yo=0 ve =1 balangi¢ dgerleri icin grafikle gosterilnsiir.

(k artarken ydaki degisimin daha iyi gorulebilmesi icin grafikte (k)ynoktalar: diz

cizgilerle birlestirilerek gosterilmgtir.)
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:::::1{ :::::1{_ :::::1{
o 1 2 3 4 o1 2 3 4 o 1 2 3 4

(@) yo=2 (b) =0 (c) pw=1

Sekil 3.1. yk+1:%yk+% (k=0, 1, 2, ...) fark denkleminin o=2, yo=0 ve w=1 balangic

degerleri icin ¢cozUmlerinin davraglari

Baska bir 6rnek icin A=—1 ve B=4 alinginda olgan yeni fark denklemi
Yk+1=—Ykt4 k=0,1,2, .. (3.40)
olur ve buradan

B _ 4
1-A 1-(-1)

4
=—=2
y 2

ve
yk=(=1)(yo—2)+2 (3.41)

bulunur. {(— 1)} sabit saliniml bir dizi oldgundan (y—2) ile carpiminin 2 fazlasi
da Teorem 3.6'ya goreoy 2 olmaksartiyla ayni tirde bir dizidir. Buna gére (3.41)
fark denkleminin ¢ozimuoeyn 2’den farkli deerleri icin sabit salinimh bir dizidir.
(Yo=0 icin dizi, bltin terimleri ve limiti 2 olan biizidir.) Sekil 3.2'deki grafikte
¢6zUm dizisinin y=1 baglangi¢ dgeri icin sabit salinimli oldgu gosterilmgtir.
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Sekil 3.2. yii1 ==Yyt 4 (k=0, 1, 2,...) denkleminingy1 balangi¢ dgeri icin ¢cdzUmunin davragi

Tablo 3.2, y.1=Ayx+B (k=0, 1, 2, ...) bicimindeki birinci mertebedenrka
denklemlerinin {y}={A “(yo—y*)+y*} ¢6zUm dizisinin butin A, B sabitleri ve
Yo balangic sartlar icin muhtemel davraglarini 6zetler. Bu tablodaki sonuclar
¢6zim dizisine Teorem 3.5 ve 3.6'nin uygulanmasettie edilmgtir. Ayrica bu
teoremler ¢Ozim dizisinin butin davrgarini icermediinden tablonun son (g
satirinda Teorem 3.4’Gin sonuglari da verghimi A=0 oldugunda y =B sabit dizisi
elde edildginden A=0 durumu ihmal edilrtir.

Sekil 3.3'te de, Tablo 3.2'de listelenen davkdawa ait grafikler tablodakilerle ayni
sekilde isimlendirilerek verilmtir. Her bir durumda grafik, belirtilen A, B vepy
deserlerine kagilik elde edilen ¢ozimdin tarind acikca gostermekted

Asagidaki teorem buraya kadar bulunanlari 6zetler.

Teorem 3.7:Birinci mertebeden lineer

Yk+1=Ayk+B k=0,1,2, ...

fark denkleminin (y biliniyor; A, B sabit) y*=B/(1—A) olmak lzere; tegdzimi

_[AZ1 ise A‘(y,-yY)+y*
Vi A=1 ise y,+ Bk
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olur. {y«} ¢c6zum dizisinin davragl A, B ve y'Iin bltin uygun dgerleri icin Tablo

3.2’de (veSekil 3.3'teki grafiklerde) verilmitir. Genel olarak —1<A<1 ise {y

yakinsak ve limiti y*; |A|>1 ve y£y* ise {yx} Iraksaktir.

Tablo 3.2.{y} ¢6zim dizisinin davragi

Vke1=Ayk+B k=0,1, 2, ...

Sira Hipotezler Sonuglar
A B vo | K#O {yi} dizisi
icin
(@) |A#1 Yo=y* |yk=y* |Sabit (=y*)
(b) |A>1 Yo>Y* |yk>y* |Monoton artan, +o’a Iraksayan
(c) |A>1 Yo<Y* |Yk<y* |Monoton azalan, «’a iraksayan
Monoton azalan, y* limitine
(¢) |0<A<1 Yo>y* |Yk>y*
yakinsayan
Monoton artan, y* limitine
(d) [0<A<1 Yo<y* |Yk<y*
yakinsayan
Yavaslayarak salinan, y* limitine
© |-1<A<0]  |yoty* v 4
yakinsayan
" |A= -1 Yo£Y* Sabit salinimli, iraksak
(@) |A<-1 Yo#£Y* Gengleyen salinimli, iraksak
(h) |A=1 B=0 Vw=Yo |Sabit(=y)
n |A=1 B>0 Yk>Yo | Monoton artan, o'a iraksayan
i |A=1 B<O Yk<Yo |Monoton azalan, «'a iraksayan
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—— I —— It
o1 23456 o1 23456
() (b)

— N+ ¢
01234556
(c)
x
Y

—— I —— It
o1 23456 o1 23456
(¢l (d)

(f) (g)

—— I —— 3 Ir
o1 23456 0123456
(h) (1)

Sekil 3.3. {y} ¢6zim dizisinin davrasi

:::::::1{_
012345
(1)
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3.7. Basit ve Bilgik Faiz

Bankaya yatirilan bir miktar paranin yilsonundaie foraniyla kazandirgh paraya
basit faiz denir. Basit faizde yillsonundaki paraktami yatirilan parayla faiz
oranindan kazanilan paranin toplamigigtie Anapara Y, faiz orani r, k yil sonraki
toplam para ¥ olmak tzere; basit faiz kurali sembolik olarak,

Yk+1=Yk+rYg (3.42)
seklinde agiklanabilir. Bu, dnceki bolim goz onunmdiginda birinci mertebeden
lineer fark denklemidir. Bunun tek ¢6zimug Waslangic dgeri, A=1 ve B=rY
deserleriyle birlikte Teorem 3.7'ye goregEYo+rY ok veya

Y=Yo(1+kr) k=0,1,2, ... (3.43)
seklinde bulunurlyi bilinen bu basit faiz formili k yil sonraki pama, anaparayla k
yilda kazanilan basit faizin toplami olglinu aciklar. Burada r>0, ¥ 0

oldugundan B >0’dir ve Tablo 3.2'ye gore {Ydizisi +«’a gider (iraksar).

Bilesik faizde ise her periyot sonunda anaparayla fainplami anapara olarak

alindgindan; yani
Yi=(1+41) Y (3.44)

oldugundan, bulunan miktar daha farklhidir. Ogivebir bankaya yatirilan yliranin r

faiz oraniyla k yilda sdayaca& toplam gelir
Yi=Yo(Ll+r) (3.45)
formalu ile bulunur [4].

Eger faiz bir yilhk doénemlerle dgl de yilda m kez olacakekilde aliniyorsa bu

durumda toplam gelir ¥x=Y o(1 +r/m)™* formaltyle bulunur. Bu formiil n=mk
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olacaksekilde yeniden yazilirsa
Y =Y 1+ (3.46)
m
olur ve buna kailik gelen fark denklemi de
Y, =@+ )Y, (3.47)
m

seklinde bulunur. (3.46) ve (3.47) denklemlerinde= in yazildginda (3.44) ve
(3.45) denklemlerinin elde edilegieaciktir.

(3.47) fark denkleminde belirtilen gere her donem ek bir ddemenin,)(lde
yapildg! varsayilirsa bu durumda fark denklemj=(1+r/m)Y,_1+bn_1 seklini
alir. Bu fark denklemi daha genel olarak

Yn:aYn_1+ bn_l (348)

biciminde yazilir.

Burada iki olasi durum vardir: 1) Tum K'lar icicdb, 2) tim K'lar icin h=b ve

a=1 olmasi.
1) Tum K’'lar icin by=b olmasi durumunda fark denklemi
Yhn=aYn_1tb (3.49)

olur. Teorem 3.2'den ¢6zim

n

1-a
1-a

Y, =a"Y,+b (3.50)
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seklinde bulunur ve diizenlergginde

elde edilir. Bu sonuca gore, |a|<1 ise birikim surgakinsaktir. Yakinsama

O<a<1 ise salinimsiz; —1<a<0 ise salinimhdir. fla|se birikim sireci iraksaktir.

2) Tum K'lar icin k=b ve a=1 olmasi durumunda fark denklemj=Yy,_;+Db,

¢6zUmU Y,=Yo+bn’dir. (Bkz. Teorem 3.2)
Ornekler:

1) Bir yatirnmci bankaya yillik %7 faiz tGzerindeBGDO YTL yatirmgtir. Ayrica her
yil 200 YTL de yatirmaktadir. Bu yatirimcinin 3 gonraki birikimi ne olur?

(3.50) denkleminden 5 yil sonraki birikingagidaki gibi bulunur.

Y, =15000
b, = b= 200
m=1

t=3

h=mt=3 v =a"v,+b1=% | v =(1,07f.15006 200- (1,07)
000 1-a 1- 1,07
r=0,

Y, =19018,625 YTL

Y, =aY, ,+b - Y, =1,07Y, ,+ 200

a=1+— =107
m

Y, =Y,="?

Istenilen siire sonundaki birikim miktari basic diknyazilmg asagidaki bilgisayar
programiyla hesaplanabilir:

10 input "Anaparay!i giriniz:";y0
20 input "Faiz oranini giriniz:";r

30 input "Yilhk ek 6demeyi giriniz:";b
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40 input "Yilhlk déonem sayisini giriniz:";m

50 input "Kag yil sonraki birikimi hesaplamak isirgunuz?:";t
60 n=m*t

70a=1+r/m

80yn=(a”n)*y0+b*((1—-a™n)/(1-a))

90 print t;" yil sonraki birikiminiz ";yn;" YTL olagaktir."

100 end

2) Otomobil almak isteyen bir i bankadan aylik taksitlerle 5 yilda geri 6demek
tzere, yillik %12 faiz oraniyla 30000YTLstakredisi aliyor. Bu kinin aylik geri

odemeleri ka¢ YTL olur?

Y,=30000
m=12
t=5 b=(Y,-a'Y,)——2

1-4
n=mt=12.5=60 1-1,01

_ b=[0- (1,01§° .3000
r=0,12 [0~ (1,01} Oﬂlw

a=1+ :1+_0’12 =1,01 =-667,33YTL
m 12

Y, =Yg =0

b="?

Bu kisi 30000YTL'ye kasllik aylhk 667,33 YTL taksitlerle 3 yil sonunda tem
40040,01 YTL geri 6deme yapacaktir.

Bu tir bir 6demede taksit miktarisagidaki bilgisayar programi yardimiyla

hesaplanabilir:

10 input "Alinan parayi giriniz:";y0

20 input "Faiz oranini giriniz:";r

30 input "Yilhk 6deme sayisini giriniz:";m

40 input "Odemenin kag yil devam edgioe giriniz:";t
50 n=m*t

60a=1+r/m
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70b=(0—-(@”n)*y0)*((1-a)/(1—a”n))

80 tp=b*n

90 print yO;" YTL'ye kasllik ";t;" yiIl boyunca ";abs(b);" YTL'lik taksitlele toplam®;
abs(tp);" YTL geri 6deme yapacaksiniz."

100 end

3.8. Diferansiyel Denkleme Fark Denklemiyle Yaklgim

Ikinci bolumde A sonlu fark operatoriyle D diferansiyel operatdriisanda yakin bir
iliski oldugu bulunmgtu. Bu kisimda diferansiyel denklemlerle fark demki
arasinda da bir gkinin oldusu ve diferansiyel denklemin c¢6zimunt, fark
denkleminin ¢6zimunin uygun bir limigeklinde bulmanin mumkin olgu
gosterilecektir. Burada sadece birinci mertebedait katsayili lineer diferansiyel
denklemler incelenecektir. y, bir diferansiyel demki salayan, bir a&x<b
aralgindaki x degerlerinin bir fonksiyonu olsun. Bu durumda, A vekByfi sabitler
ve A#0 olmak Uzere;

Dy(x) = % =Ay(x) +B (3.51)

yazilabilir. Varsayimdan dolay! y, x=a’da tanimtidBu nedenle (3.51) diferansiyel

denklemini ve

y(@)=Yo (y verilen bir sabit) (3.52)
baslangicsartini sglayan y fonksiyonu bulunmaya calacaktir.

Bu diferansiyel denkleme fark denklemiyle yakieak icin ilk olarak fark denklemi,
x degerlerinin farkli bir kiimesinde tanimlangnolabilecg&inden, verilen araga

yerlestirilir. Bunun i¢in n herhangi bir pozitif tamsagimak tizere a'dan b’ye kadar
olan aralik her biri
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h=2—8 (3.53)

uzunlygunda ve ¥=a, xx=a+h, x=a+2h, ..., x=a+nh=Db noktalariyla ayrilan

n esit parcaya boélindr. Bu noktalardaki ygdeleri gagidaki gibi yazilabilir.
Yk =Y (Xk) =y (Xo+kh) (3.54)

(3.54) ve ikinci bolimde belirtilen tanima gdr@y(xk):ltjrrg)(Ayk/h)’dir. Bu,

(3.51) diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa

%:Ayk+8 k=0,1,2,..,n—-1 (3.55)

elde edilir ve fark denklemi olarak
Yk+1=(1+Ah)yx+Bh k=0,1,2,...,n-1 (3.56)

seklinde yazilabilir. (3.56) birinci mertebeden gakatsayil lineer fark denklemidir
ve Teorem 3.7 yardimiyla ¢ozilebilir. Burada y*=Bh+(1—-Ah)]=—-B/A’dir ve

¢Ozim
K B) B
Y, =@+ Ah) (y0+—j—— k=0,1,2,...,n-1 (3.57)
A) A
olarak bulunur.
h- 0 vex=Xo+kh - X (3.58)

sartlari altinda bir fark denkleminin ¢6zimu difesgrel denklemin ¢6zimuine

yaklasir. Bu aagidaki gibi gosterilebilir:
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y(x) =limy,
i K B\_B
—Ilm{(1+Ah) (y°+Xj A}
= (yo +;jlim(1+Ah)" —; (3.59)

X=Xg

Burada k=(x-x%)/h oldwundan lim(1+Ah)*=lim(@1+Ah) " yazilabilir.

Esitli gin ikinci tarafinda Ah yerinee yazilirsa lim[(1+¢)*¢]**™ olur. Yaklaik
olarak 2,71828'e @t olan e saylsl,e:Iing(l+£)1’s biciminde bir limit olarak

tanimlanir. (3.58)'deki limitsartlari altinda, A bir sabit olgwndan, h- O icin

Ah=¢, 0'a yaklair. Buradanlim[(1 + £)"/5]** ™) =A™ olur ve (3.59)'dan

y(x) =limy, = (yo +%je’*‘”°) —E (3.60)

elde edilir. (3.60)'ta verilen y fonksiyonu (3.51iferansiyel denkleminin bir
¢ozumuadur ve turev alinarak<a<b aralgindaki her x i¢in (3.51)i sdadig

gosterilebilir:

dy(X) ( Bj A(X—Xg)
Ay, +— e
dx Yo A

) A(y +Eje“<*‘*°’ -B+B
dx ° A

W) _ (y0+EjeA<*'Xo>—E +B
dx A A |

y(x)

YOI ay(x) +8
dx

Bu ¢6zimuin (3.52) Bangicsartini sgladig
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B A(X—Xg) B
X)=| Yo +— €7 ——
y(x) (YO Aj A

V@)= €02y

y@)=y,

seklinde gdsterilebilir. Aslinda, (3.60)’ta veriléonksiyon diferansiyel denklemin bu

sart sglayan tek ¢ozamadar.

B =0 durumu uygulamalarda ¢ok kullangchdan édnemlidir. Bu durumda

dy(x)
dx

Dy(x) = =Ay(X) (3.61)

bulunur. Bu da x ile ilgili olarak y fonksiyonundadnlik desisimin y fonksiyonu ile
orantili old@gunu gosterir. (3.56)'dan buna kdrk gelen fark denklemi

Yk+1=(1+Ah)yk k=0,1,2,..,n-1
olur ve ¢6zim de
Yi=Yo(1+Ah)" (3.62)

olarak bulunur. Tanimlanan limgartlar altinda (3.61) diferansiyel denkleminin

¢6zUmu (3.60)'tan

y(x) =y et (3.63)
ustel fonksiyonu olarak bulunurggr y’'nin pozitif degerli oldugu varsayilirsa (ggu
uygulamalarda oldiu gibi) X, x'dan balayarak artarken y Ustel olarak buyur

(A>0) ya da Ustel olarak azalir (A<0).

Ustel ¢ozumli sirekli diferansiyel denklem yapisikidkurallarin formiilasyonuna
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sik sik rastlanir. Orggn ¢ok kullanilan (3.46)'daki ¥=Yo(1+r/m)" bilesik faiz
formull; (3.62)'de h yerine r, A yerine 1/m yazdkrelde edilir. (3.63)'te y ve x

yerine sirasiyla Y ve n yazilirsa,

n

Y(n)=Yger (3.64)

elde edilir. Dgal logaritmik fonksiyon (In) ve Ustel fonksiyon aradaki bu bginti,

(3.64) aitli giyle ya da daha allmis bicimde acikca n=m.In(Y/y) olarak yazilir.

Bu ve buna benzer drnekler sadece diferansiyel ldemé&re yaklamak icin fark
denklemlerinin kullanildgini gosterir. Bu, diferansiyel denklemlerin ntimerik
c6zimlerinde, gercek ¢ozumin elde edilmesinin Adugu durumlarda, bir arac

oldugu icin 6nemlidir.
3.9. Dinamik Sistemler

Dinamik sistemlerde gecmideserler sistemin gelecekteki gerini belirlemede
onemli rol oynar. Dgiskenlerin zamanin bir fonksiyonu olarak gigigi dinamik
sistemler ¢gunlukla birinci mertebeden diferansiyel denklendafade edilirler. Bu
gosterimde bir veya daha cok x durumgidkeni, mevcut durumu temsil ederken;
dx/dt ise her durum gekenindeki dgisme oranini gdstermektedir. Bu oran,

mevcut durum x(t) ve mevcut giru(t)'nin bir fonksiyonu olarak

dx/dt="f[x(t),u(t)] (3.65)
seklinde yazilabilir. Sistemin cigi y(t), mevcut durum ve giideserlerine bgh
oldugundan bir g fonksiyonu cinsinden; y(t)=g[x(t),u(txeklinde yazilabilir.

Birinci mertebeden diferansiyel denklemin bilgisadea numerik (yaklgk)

¢6zUmUnd bulmak icin fark denklemi;

AxIAt=f[x(t),u(t)] (3.66)
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seklinde vyazilabilir. BuradaAt kiguk zaman dgsimlerini, Ax ise bu zaman

desisimlerine bl x degisimini gbstermektedir [5].

Dinamik modeli, fark denklemlegeklinde ifade etmenin avantaji, gelecekelterin
mevcut dgerlerden hesaplanabilmesi ve bigelderin bilgisayarda algoritmik olarak
hesaplanmasinin kolay olmasidir. (3.66) fark denkléilgisayara uygun olarak
X(t+At)=x(t) +f[x(t),u(t)]At seklinde vyazilabilir. Bu denklem bilgisayar
programina aktarilarat zaman dgisimine bali yeni x(t) deserleri hesaplanabilir.
Ornezin, egik atis hareketi yapan bir cisim icin, Newton'un 2. hatedanununa gore;
2 Fx=ma, ve X Fy,=ma/dir. Hava direncinin olmagy ideal bir ortam igin,
2 Fx=0 veXFy=mg yazilabilir. (Bkz.Sekil 3.4) Bunun nedeni x ekseni boyunca
bir kuvvet etkisinin olmamasi, y ekseni boyunca @@rligindan dolayl mg

kuvvetinin etki etmesidir. Béylece
ax=0, 8=—¢

veya

d®x(t)/dt?= 0, dPy(t)/dt?*=—g

olur.

vpCoso

Sekil 3.4. Egik atis hareketi
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Numerik yontemlerle bu denklemleri ¢b6zmek igin, klemleri 1. mertebeden
diferansiyel denklemler olarak yazmak gerekir. Ydegistirmenin ilk tlrevi hizi,

hizin ilk trevi de ivmeyi verginden;

dx/dt=vy, dw/dt=0
dy/dt=vy, dv/dt=—g (3.67)

yazilabilir. Bu denklemler fark denklemi olarak

Vx t+1=V x,t
Vy t+1=Vy t—gAt
Xt+1= Xt + Vy (At

Yi+1= Y+ Vy (At

seklinde yazilabilir. Boylece ilk hiz 6?=vxyoz+vy,02) ve ats acisinin §) deserleri

kullanilarak hareketin daha sonraki hiz ve yefigtgme deerleri hesaplanabilir.

operatort yardimiyla) veya t glerleri 0, 1, 2, .. seklinde ardgik sayilar oldgundan

At=1 alinarak Teorem 3.7 yardimiyla

Vx,t+1=Vx,t - Vx,t= Vx,0
Vy’t+1:Vy’t_gAt — Vy’t:Vy’O_gt

Xt+1=Xt+Vy t=Xt+ Vx oAt - Xt=Xp+ Vot

seklinde bulunur. Wi1=yi+vy At=y+vy oAt—gtAt fark denklemi —ght
teriminden dolayr Teorem 3.7 ile ¢ozulemez. Bu fddnkleminin ¢ozimit=1
alinarak bolim 4.4 ve 5.2'de anlatilacak yontersleveya sgagidaki gibi ters

doénGumle

Y =Yt Vy,oAt - gtAt
Vi~ Y, = vy’OAt —gtAt
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At At
Ay, =v, At -gtAt- 97 + gE
B 2t+1 At
Ay, = vy’OAt - g—2 At+ gE
A (Ay,) = A"l(v At - th—+1At + gﬁtj
v 2 2
_ gt® gt
BTl TS

seklinde bulunur. Ancak diferansiyel denklem yardi@ibulunan gik atistaki disey
hareket formulu y=y0+vy,ot—(1/2)gt2 seklindedir. Surekli bir fonksiyon olan
egik atistaki disey hareket kesikli fonksiyon yardimiyla ¢ozigdinde (1/2)gt

miktarinda hata vermektedir.
Ornek:

Bir cisim yatayla 37lik aci yapacaksekilde 50m/s hizla yerden atiliyor. Bu cismin
fark denklemi ve diferansiyel denklem yardimiylduman digey eksendeki hizinin
ve hareketinin zamana @a grafigi Sekil 3.5 ve 3.6'da verilnstir. (sin37=0,6;
cos37=0,8)

---u--- : fark denklemiyle ¢c6ziim—a— : diferansiyel denklemle ¢6zim

Sekil 3.5. Egik atis hareketi yapan cismin fark denklemi ve diferanksigenkleme goére diy
eksendeki hizi
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---=--- :fark denklemiyle ¢oziim—a— : diferansiyel denklemle ¢ézim

Sekil 3.6. Egik atis hareketi yapan cismin fark denklemi ve diferankigenkleme gore digy
eksendeki hareketi

Sekil 3.6'da gosterilen digy harekette diferansiyel denklemle elde edilenigie
fark denklemi yardimiyla elde edilen ¢ozim arasknérk, Sekil 3.5'te gosterildii
gibi disey eksendeki hiz bigeninin bir periyot boyunca sabit olarak alinmasmda
kaynaklanmaktadir. Oysa hiz, diferansiyel denklegiaiimi sonucunda yine ayni
sekilde goruldigu gibi surekli olarak dgsmektedir. Aslinda hizda ajan hataSekil
3.5'te goraldigu gibi 0, 1, 2, ..., 6 zamanlarinda surekli ve kasikinksiyon
kesktigi icin burada dgil, bu hizin meydana getirgli yer desistirmede (dgey

eksendeki harekette) ortaya ¢cikmaktadir.

Onceki kisimda ve bu konunungsiieda belirtildisi gibi diferansiyel denklemlere fark
denklemleriyle yaklgmin amaci gercek c¢o6zimuin elde edilmesinin zor g@idu
durumlarda yaklgk ¢6zUmun bilgisayar ortaminda bulunabilmesidirurdia
diferansiyel denklemlerin ¢6zimundegileatis formulleri kolaylikla elde edilebilir
ve aagidaki bilgisayar programi yardimiylagi& atis hareketi yapan bir cismin

istenilen zamandaki hiz bgenleri ve koordinatlari bulunabilir:

10 input "cismin at hizini girin:";v0
20 input "atg acisini girin:";a

30 input "zamani girin:";t

40 r=(asn(1)/90)*a

50 vx =v0* cos(r)
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60 vy =v0*sin(r)— 10* t

70 x =vO* cos(r)*t

80 y=vO*sin(r)*t- (10*(t"2))/2

90 print t;" saniye sonra cismin hiz galeri (";vx;",";vy;") koordinatlari (";x;",";y;
") olacaktir."

100 end



BOLUM 4. SABIT KATSAYILI L INEER FARK DENKLEMLER 1

4.1. Bazi Temel Teoremler

Tanim 4.1: 1o, fy, f2, ..., fyve g, Knin 0, 1, 2, ... dgerlerinde tanimh fonksiyonlar

olmak uzere;

fo(K)Yien+f1(K)Yien-1t ... +fn_a(K) yie 1+ Fn(K) Y=gk (4.1)

lineer fark denklemindeyffy, fo, ..., f, katsayilarinin her biri sabit fonksiyonlarsa bu
fark denklemine sabit katsayili lineer fark denki@nir. (g keyfi bir fonksiyondur,
fakat sabit olmak zorunda gidir.) fo ve f/nin ikisi de sifirdan farkli sabitlerse bu

durumda (4.1) n. mertebeden sabit katsayil lifexdr denklemidir. Orngin

2yk+1 - yk = 6
3Viso * 2t Vi = 3 (4.2)
Yira ™Yk = k

lineer fark denklemleri sabit katsayili ve siragi¥l, 2. ve 3. mertebedendir.

(4.2)'deki Gg¢uncu denklemdey£1'dir. fp, 1'den farkli oldgunda denklem bu
katsaylya bdolunerek yazilabilir. Birinci ve ikincienklem de sirasiyla 2 ve 3'e

bolunerek bu formda yazilabilir:

1
_yk :3

Y~ 2

(4.3)

2 1 _
Yis2 +§yk+1+§yk = 3k !

Genel olarak (4.1) n. mertebedengeifirdan farklidir ve denklemy& bdltnebilir.
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Bu durumda elde edilen katsayilay=d,/fo, ax="f2/fo, ..., a=fn/fo, rk=0gk/fo
seklinde yeniden adlandirilirsa

Ykenta1Yken-1F oo+ @n_1Yk+1+ @nYk =k (4.4)

denklemi elde edilir. (f sifirdan farkli oldgundan a#0’dir.) Bu bolim boyunca
aksi acikca belirtiimedikce;aa, ..., a katsayilarinin sabit (g0), s& taraftaki r
teriminin k=0, 1, 2, ... icin tanimh keyfi bir fonkgon ve (4.4)'Un bu k dgerleri

kimesinde tanimli oldiu kabul edilecektir.

Buna gore 1., 2. ve 3. mertebeden sabit katsayelelt fark denklemleri genel olarak

Yik+1t Yk =Tk (4.5)
Yik+2taryk+1t a2y ="rk (4.6)
Yi+ztaryk+2t QYk+1tazyk="rk 4.7)

biciminde gosterilir. (4.5)'te g&=—1/2 ve =3 yazildginda (4.3)'teki ilk denklem;
(4.6yda a=2/3, a=1/3, [=3“"' yazildginda ikinci denklem; (4.7)de
ai=a,=0, a=-1, =Kk yazildginda son denklem elde edilir.

Tanim 4.2: Sgs tarafi 6zde olarak sifira @it olan

Yksnt &Yk+n-1F ... F@n_1Yk+1+ @Yk =0 (4.8)

fark denklemine, n. mertebeden sabit katsayili jemtineer fark denklemi denir.

(4.8), (4.4) homojen olmayan fark denklemineskde gelen homojen denklemdir.

Teorem 4.1:(4.8) homojen lineer fark denkleminin herhangi gkizimii ¥V ve y?

ise G ve G keyfi sabitler olmak tizere @+ C,y? de bir ¢coztimdar.
Ispat:

Burada sadece n=2 durumu ayrintili olarak ispatiakar. Y ve y?nin 2.
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mertebeden homojen lineer

Vk+2ta1Yks1t a2yk=0 (4.9)

fark denklemini sgladiginda, Gy + C,y®'nin de bu denklemi sgadig! yani
(Coyida + G )+ a(Cy i+ Gy &, QY+ G F

esitli ginin 6zdsalik oldugu gosterilmelidir.

Esitli gin sol tarafi, {) ve y?"nin degerleri bir arada olacak bicimde diizenlenirse
Cl(yfizZ + a1}/1<1+)1+ az)}kl) » G ()}é)z'*' a )95)1'*' a8 )(f) F

elde edilir. 9 ve y?'nin, (4.9)'un ¢ozumleri oldgu varsayimindan dolay her iki
parantezin icindeki toplam, dolayisiylaite gin sol tarafi, sifira gt olur. Boylece
n=2 durumu i¢in teorem ispatlangralur.

Bu ispat benzegekilde n. mertebeden (4.8) fark denklemi icin dpikabilir. Aslinda
bu, sabit katsayili olsun ya da olmasin lineer temlerin bir 6zellgidir. Ayni yolla
n tane ¢ozimiy, y@, v ...y olan homojen lineer fark denkleminingka bir
cozuminun Gy +Coy @+ Cay®+ .+ Cy("™ oldugu gosterilebilir. (Burada G

Cy, G, ...,G, keyfi sabitlerdir.)

Sonug 4.1:(4.8) homojen lineer fark denkleminin ¢dztmlerifiarhangi bir lineer

kombinasyonu da bir ¢cozumddir.

Burada asil ama¢ homojen olamayan fark denklemidgzmgk yani butlin

¢6zumlerini bulmaktir.

Teorem 4.2:Homojen (4.8) denkleminin ¢6zimi Y, homojen olmayéh4)

denkleminin bir ¢dzimu y* ise Y +y* da (4.4)'Un lgdzUmudur.
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Ispat:

Genel durum ayni yolla ispatlangwadan burada sadece n=2 durumunun ispati

yapilacaktir. Teoreme gora-¥+ & Yis1+ &Yk =0 ve Y+ ay* k1 + &Y*k = olur.
Bu denklemler taraf tarafa toplanip dizenlenirgenidien sonug bulunur.

(Yot Vi) tau(Yir 1+ Vi) H (Yt Vi) =1k

Bu teorem, homojen olmayan denklemin genel ¢6zimiriiomojen olmayan
denklemin bir 6zel ¢oézimuyle (y*) homojen denklemgenel ¢ozdamuinin (Y)

toplamina gt oldugunu gosterir.

Bu metotla birinci mertebeden sabit katsayili Imge;+ayc=r« (k=0, 1, 2, .))
fark denkleminin ¢6zimunin bulunabilmesi icin oiidel bu denkleme karik
gelen y.;+ayk=0 homojen denkleminin ¢6zimunun bulunmasi gereBi,
onceki bolumde cozilen fark denkleminin 6zel birwmudur. Bu homojen fark
denkleminin genel ¢6zimu olan Y fonksiyonunun Kidalegeri Sonug¢ 3.1'den

-—-a, b= evfl bir sabit olmak Uzere —a) Olara ulunur. Rromojen
(A= —a,, B=0) C keyfi bir sabit olmak iizere ¥ C(—a)* olarak bul Homoj

olmayan denklemin y* 6zel ¢6zimuinin bulursmoldugu farz edilirse Teorem

4.2'ye gore C(—9* +y* da homojen olmayan denklemin bir ¢6zUmdar.

Teorem 4.3:Birinci mertebeden sabit katsayili linear.y+a;yx=ri fark denklemi
goz online alinsin. a) C keyfi bir sabit olmak iz&fe= C(—a)" seklinde verilen Y
fonksiyonu ¥.+1+ayxk=0 homojen denkleminin genel ¢ozimudur. b) y* hcenoj
olmayan denklemin herhangi bir 0zel ¢6zimuyse Y +ytomojen olmayan
denklemin genel c¢c6zimudir ve y homojen olmayan léemk herhangi bir

cozuimilyse y=C(—a)*+yi* olacaksekilde bir C sabiti vardir.
Ispat:
(a), Sonuc 3.1'de ispatlangti

(b)’'yi ispatlamak icin y'nin homojen olmayan denkis herhangi bir ¢6zimu
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oldugu kabul edilsin. Teorem 4.2’ye gore Y +y* fonksiyo@usabitinin herhangi bir
deseri icin homojen olmayan denklemin bir ¢ozimudur+y* ile y'nin ayni
¢6zUmU verdii bir C deserinin var oldgu gosterilmelidir. k=0 i¢in birinci
mertebeden lineer fark denkleminin iki ¢ézimunidrdezoldusu bolim 3.3'te
gosterilmiti. Buna gore y=C(—a)’+yo* denkleminden C belirlenebilirse ispat
tamamlanmy olacaktir. Burada (=} = 1 oldusundan aranan der C = y—yo*'dir.

Ornekler:

1) Yk+1—2Yk=5 (4.10)
fark denklemi g6z 6nlne alinsin. Bunagkiak gelen homojen denklem
Yk+1—2Yk=0 (4.11)
ve bu homojen denklemin genel ¢6zimui olan Y,

Y =C2¥ (4.12)
seklinde bulunur. (4.10)’'un 6zel ¢6zumu, denklenkimei tarafi gibi sabit fonksiyon
seklinde aransin. Denklemdeg*yyerine A yazilarak homojen olmayan denklemi
saglayan A sabiti (y*) belirlenir. Buna gore A—2A =5uwlve buradany*=A=-5
bulunur. Boylece (4.10)’'un Y +y* genel ¢ozimi

yk=C2*-5 (4.13)
olarak bulunur. (4.10)’'un

yo=4 (4.14)
sartini sglayan bir 6zel ¢6zUmunu bulmak icin, (4.13)'te k¥8 y,=4 yazilarak

elde edilen denklem C icin ¢ozilglinde C=9 bulunur ve (4.10)'un (4.14artin

sgilayan 6zel ¢ozimi
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y=912¢-5
olur. Ayni sonu¢ Teorem 3.7 kullanilarak da eldaedilir.
2) Ykr1—2¥=k+1 (4.15)

fark denklemi g6z 6nlne alinsin. Bunagkiak gelen homojen denklem yine (4.11)
ve bunun genel ¢6zumu de (4.12)'dir. Fakat burddbs) denklemini gdayan sabit
bir fonksiyon bulmak imkansizdir. Clinkig*= A yazildiginda A —2A =k +1 olur
ve buradan A=—k-1 bulunur. y*, A ve B keyfi sahit@dmak Uzere y*=Ak+B
biciminde aransin. (Belirsiz katsayilar metodu akabilinen bu 6zel ¢6ziim bulma
yontemi bolim 4.4’te ele alinacaktir.) Buna gorg..y=A(k+1)+B olur ve
(4.15)’i sazslamasi gerekginden A(k+1)+B—-2(Ak+B)=k+ 1 bulunur. Terimlerin
hepsi sol tarafa atilip dizenlepiide (—A—1)k+(A—B—-1)=0 elde edilir. Bunun
O0zdslik olmasi icin parantez iclerinin O olmasi gerekBuradan A=-1, B=-2

bulunur ve y*=—k—2 olur ve (4.15) homojen olmayan denkleminangl ¢cozimu
y=C2¥—k—-2 (4.16)

olur. (S& taraftaki terim sabit olmagindan bu sonu¢ Teorem 3.7'den elde

edilemez.)

(4.15)'in (4.14) baglangic¢sartini sglayan 6zel ¢6zimuni bulmak icin (4.16)’'da k=0
ve Yo=4 yazilip bulunan denklem C igin ¢6zulur. Buradar 6 bulunur ve 6zel
cozUim y=62%—k—2 olur.

4.2. Cozumlerin Bazi

Bu kisimda ikinci mertebeden sabit katsayili homajknayan lineer

Yik+2t &aYk+1t @Yk ="rk (4.17)

fark denkleminin ¢ozimda, bu denkleme ¢«hk gelen
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Yk+2ta1Yk+1t+a2yk=0 (4.18)
homojen fark denklemi yardimiyla ataulacaktir. Orngin
Yk+2—DYk+1+6Yyk=4 (4.19)

fark denklemi goz oniine alinsin. Onceki bolimdeugld gibi (4.19)'un genel

¢6zUmunin, bu denkleme kdrk gelen
Yk+2—OY¥k+1+6Yk=0 (4.20)

homojen denklemin genel ¢ézimuyle (4.19)'un birlGZizimunin toplaminasie

olup olmadg! bulunacaktir. (4.20) homojen fark denkleminin

y® = 2% ve y@ =3¢ (4.21)
seklinde iki ¢o6zumu vardir. (Bu ¢ozumlerin nasil lméc& gelecek kisimda
verilecektir.) Teorem 4.1’e gore;@e G herhangi iki sabit olmak tzere; (4.20)’nin
genel ¢cozumi olan Y fonksiyonu,

Y =C12%+C,3" (4.22)
seklindedir. Bolum 3.3'teki varlik ve teklik teorene gore ikinci mertebeden lineer
bir denklemin arduk iki k’daki degeri keyfi belirlenmg bir tek ¢6zUmu vardir. Bu
nedenle ¢ ve G, k=0 ve k=1 alinarakgyve yi herhangi bir sayl olmak lzere
Y 0=Yo Ve Y1 =Yy ssitliklerinden belirlenebilir. (4.22)’'den

Y0=C12°+C,3%°= C1+C,, Y1=C12'+C,3'= 2C,+3C;

olur. Bu nedenle Cve G

C1+C2:yo, 2C1+3C2:y1 (423)
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denklemlerini sglamak zorundadir. Bu, bilinmeyenleri ;Cve G olan iki
bilinmeyenli bir denklem sistemidir ve ¢ozifglinde G=3yp—Yy1 ve G=y1—2Y¥o
bulunur. Béylece (4.22)'nin (4.20)’'nin genel ¢ozuwldugu ispatlanmy olur.

Homojen olmayan (4.19) denkleminin ¢ézimdi icin bmel ¢oziamin bulunmasi
gerekiyordu. Ozel ¢ozumsidli gin sas tarafindaki fonksiyona uygun olarak*y= A
(A sabit)seklinde secildiinde (4.19)'u sglayan 6zel ¢ozim gy =2 olarak bulunur.
Onceki bélimde oldgu gibi genel ¢ozim y=Y +y* toplamiyla gosteriiitide
(4.19) homojen olmayan denkleminin genel ¢ozimi Yi + Yi* = C12¢+ C,3¢+ 2

denklemin de homojen olmayan denklemin genel ¢ozatdisu ispatlanabilir. {P
ve y? fonksiyonlari farkl segilirse, érin y® = 2* ve y® =52 olursa buradan

bulunan Y, = C12* + C,52 fonksiyonu, (4.20) homojen denkleminin bir ¢ézumdii
fakat bu kez genel c¢c6zim gklir. Verilen deserler genel ctzimde vyerine

yazildginda ve Yo=Yo, Y1=Y1, alindginda
C1+5C=yp, 2C+10C =y, (4.24)

denklem sistemi elde edilir. Buradap ye y balangic dgerleri icin G ve G
bulunamaz. Aslinda burada y2y, oldugunda bu sistemi gayan sonsuz sayida
C; ve G cifti vardir. Diger taraftan, y#2yo oldugunda (4.24)'Gn ¢6zumi yoktur.
Oyleyse homojen denklemin genel ¢ozumi bulunurkeén,ve G’nin bulunup
bulunamayagani belirlediginden Y~ ve y?'nin secimi 6nemlidir. Bu fonksiyonlarin
nasil secilecgine gecmeden Once cebirsel denklem sistemleriglk dazi bilgilerin

hatirlanmasinda yarar vardir.
x ve y iki bilinmeyen; a, b, c, d, e ve f sabittémak Uzere

ax+by=e

y (4.25)
cx+dy=f
denklemlerinin her ikisini ggdayan x=x ve y=Y de&serlerinden olgan (%,Yo)

ikilisine bu denklem sisteminin ¢6zimu denir.
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Teorem 4.4:(4.25) denklem sisteminin, ancak ve ancak ad#®®lduysunda tek

¢6zUmuU vardir.

ad—bc sayisi genelliklgs@sidaki determinantla gosterilir.

a t}ad— bc
c d

Bu, (4.25) sistemindeki x ve y'nin katsayilar deterantidir. Buna goére (4.23)
sisteminin tek ¢ozimandn olgu, (4.24)'Unse tek ¢c6zUmunin olmadkatsayilar

determinantiyla da bulunabilir.
1 1 5

=10B-1P=1# C =1010-512= C
2 2 1

Teorem 4.5:y"Y ve ), (4.18) homojen fark denkleminin iki cozuimik @ G keyfi

sabitler olmak tizere Y =+ C,y® olsun. Ber

1 2
ye y®

[} (2) = y(()l)y§_2) - y(()2)y§_l) 7 O (426)
Yir Y1

ise Y, (4.18)'in genel ¢6zUmuddr.
Ispat:

Ispat (4.20)'nin ispatina benzeekilde yapilir. Teorem 4.1'e gore Y, (4.18)'in bir
¢6zUmuddr. Burada sadece vy, (4.18)'in herhangcdaiimi oldgunda, Y ve y'nin
0zde olmasindan yararlanilarak ;GQve G'nin belirlenebilecgi gosterilmelidir.
Teorem 3.1'e (varlik ve teklik teoremine) gore Y yain k=0 ve k=1'de git
olduklarini gostermek vyeterlidir. Herhangi bip we w icin Yo=Yo, Y1=VY1

oldugunda G ve G belirlenmelidir. Y,=Cy% +C,y® ve Y, =Cy" +Cy?

oldusunda G ve G, y{C,+y?C,=y, ve yC,+y?C,=y, denklemlerini
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sglamak zorundadir. Bu, {Cve G bilinmeyenleri icin bir denklem sistemidir.
Hipoteze gore €ve G'nin katsayilar determinanti sifirdan farklhidir.ofem 4.4’e
gore y ve y'in her secimi icin denklem sistemi;Gre G degerleri tek trlu

bulunacaksekilde ¢6zulebilir. Boylece ispat tamamlagrolur.

Tanim 4.3:y® ve Y2, (4.18)'in (4.26)sartinl s@layan iki ¢cozumi ise bunlarin
olusturdugu kiimeye (4.18)'in ¢oztimlerinin bir bazf*ywe y?'ye de lineer baimsiz
¢c6zumler denir.

Buna gore Teorem 4 sekilde yeniden ifade edilebilir:%) ve ¥ lineer b&imsiz
iki cozim, G ve G sabitler olmak tzere; Y=g +Coy®, (4.18)in genel
¢6zUmuddr.

Teorem 4.6:y*, (4.17)'nin bir 6zel ¢ozimii; Y ve Yy, (4.18)'in lineer bgimsiz iki
cozumil ise €ve G sabitler olmak tizere; y=@* + Coy® +y*, (4.17)'nin genel
¢6zUmudar.

Ispat:

Teorem 4.2'ye gore y, (4.17)'nin bir ¢cozimuddr. e 4.5’te Y icin bulunan

sonuclara goére

Yo'Ci+Ye'Cot ¥ =y, - YIC+YPC= yom v
Yi'Ci+yC,+y* =y, — yPC+ yYC,= y - y*

olur. Bu denklem sistemini §eayan G ve G bulunmalidir.

Hipoteze gore, § ve y¥?'nin lineer ba&imsiz olmasi, yve y'in herhangi bir secimi

icin C; ve G'nin varhgini garanti eder ve ispatlangrolur.
Ornek:

Yik+2—3Yk+1+2Yk=—1 (4.27)
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fark denklemi y* =k seklinde bir 6zel ¢6ziime sahip olglubu ¢6zim denklemde

yerine yazilarak gosterilebilir. Benzgekildey” =1 ve y(® = 2“’nin

Yk+2—3Yk+1+2Yk=0 (4.28)

homojen denkleminin lineer Bamsiz iki ¢ozimu oldgu asagidaki gibi gosterilir.

1 2
ye y@

vy

1
-, Jr2-1a0

Boylece Teorem 4.5 ve 4.6'ya gore (4.28) homojenkbEminin genel ¢6zimui

Y «=C1+C2%, (4.27)'nin genel ¢cozimii de

Y =Cy+Cy2"+k (4.29)
olarak bulunur.

(4.29)da k=0 ve k=1 yazilarak (4.27)’nin

Yo=0 ve yy=3 (4.30)

sartlarini sglayan bir ¢dzumu igin Cve G

0=C +C +C=0
G+ G N G* G C,=-2, C=¢

3=C,+2C+1 G+ 2C= 2

seklinde bulunur. Boylece (4.27) fark denklemini {€.30) balangic sartlarini

saslayan ¢cozim Y=—2+2*+k olur.

Genel olarak, her biri verilen @angic sartlarinin kiimesinde olan agdd iki y
deseriyle (y ve y olmak zorunda dgl) (4.29)’'un bu balangic¢sartlarini sglayan
¢6zUmu icin G ve G belirlenebilir.
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4.3. Homojen Denklemin Genel Cozumu
Teorem 4.5’ten dolay
Y2t @Yk+1t+a2yk=0 (4.31)

homojen denkleminin genel ¢6zimu lineegibasiz (4.26’y1 sglayan) iki ¢c6zUmun

bulunmasina indirgenebilir.
m sifirdan farkli uygun bir sabit seciginde, fark denkleminin ¢oztumlerini
yi=mX (4.32)

biciminde bulmak kolaydir. (m=0 olgunda y 6zdg olarak sifira @t olur.) Bu

deneme ¢ozimii (4.31)'de yazildiktan sonrgaudenklem ffiya boliinirse
m?+am+a=0 (4.33)
elde edilir. Bu ikinci dereceden denkleme (4.31yardimci denklemi (karakteristik
denklemi) denir. Yardimci denklemin koki olan mgele icin (4.32), (4.31) fark
denkleminin bir ¢cozumuddr.

Yardimci denklem, ikinci dereceden cebirsel birldem oldwu igin bu denklemin
sifirdan farklhh m ve m gibi iki koku vardir. ((4.31) ikinci mertebedendogu icin
a,#0’dir. Bu nedenle de kokler sifirdan farklidir.)

(4.33) yardimci denkleminin kdkleri Gic durumda mabilir:

1. Durum: Kdoklerin reel ve birbirinden farkli olmasn, mp OR; mp#msy)

Bu durumda mve m koklerine kagilk

y®P =m* vey®” =m, (4.34)
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seklinde iki tane {P ve ¥ ¢ozumii vardir. (4.26) determinanti hesaplanirsa

1 1
m_m

® @
yO yO —

o @ =m,-m#0 (Mm# m (4.35)
Yim Vi

elde edilir; yani {¥ ve y? lineer b&msiz ¢ozumlerdir. Bu nedenle Teorem 4.5'e

gore (4.31) homojen fark denkleminin genel ¢cozumu

Y =Cim*+ComyX (4.36)
olur.

Ornek:

Yk+2—3Yk+1+2Yk=0 (4.37)

homojen fark denkleminin yardimci denklemf#B8m+2=0, bu denklemin kokleri
de reel ve birbirinden farkli ;=1 ve mp=2 sayilaridir. Buna gére (4.37)’nin genel
cOzUMU Ye=C11+ C,2%= C;+C,2%dr.

2. Durum: Koklerin reel vesét olmasi (m, m; OR; my=my)

Bu durumda (4.35) determinanti O'siteolur ve YV ve Y baz olyturmazlar. (Vi

degistirmeden bir baz okturacak yeni {7 cozimii

y(kl) — kmlk (4.38)

seklinde alinsin. m=m, oldugunda (4.38)'in gercekten bir c6zim ofdu (4.31)

denkleminde yerine yazilarak gosterilebilir:

Y2, +ayd +a, = (k+ 2)m“’+ g (k Dnf*'+ 3 knf

2 2) _

Yo, ta Yt a = kmf (m?+ am+ a3 nft 2mr a (4.39)
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m; yardimci denklemin koku olgundan ilk parantezin ici 0'didkinci dereceden
cebirsel bir denklem olan yardimci denklemin kokier toplami —a'e esittir.
m; =m; oldugundan bu toplam 2idir (2m,;=—g;) ve bu nedenle (4.39)’daki ikinci
parantezin ici 0 olur. Boylece (4.39)'un 0zddarak O’'a eit, (4.38)’'in de gercekten
fark denkleminin ¢6zimi olgw bulunur. Ayrica y® =m* vey® =km*

¢bzumleri igin

1
m m

1 2
Yo Yo|_

o @~ =m, zZ0 (a# Ooldgundan m ,m# O
Yi' Y1

oldugundan bu ¢ézumler bir baz eturur. Boylece mve m kokleri sit oldugunda

(4.31)in genel ¢ozumil Y= Cim;*+ Cokm:* ya da

Y =(Cy+Cok)m;* (4.40)
olarak bulunur.

Ornek:

Vk+2—2Yk+1+Yk=0 fark denkleminin yardimci denklemi m2m+1=0, bu
denklemin kokleri de m=1 ve mpy=1dir; yani denklemin kokleri reel vesifir.
Buna gore bu fark denkleminin genel ¢6zimimC; + C,k’dir.

3. Durum: Koklerin karmgk sayi olmasi (m m, OR)

Ikinci dereceden bir denklemin Kkargia kokleri her zaman séenik oldusundan,
yardimci denklemin mve my kokleri de kompleks iseskeniktir. Bu durumda
my#my'dir ve (4.35)e gorey” =m ve y? =m,* bir baz olgturur. m ve m
kompleks ise ¥=Cim:*+C,m,* genel cozimii de komplekstir. Daha 6nce
belirtilen K’larin timinde reel sayi olang deserlerini bulmak icin @ ve G'nin
kompleks glenik olarak alinmasi gerekir. Bunu ispatlamak igmcelikle yardimci

denklemin glenik olan m=a+ib ve m=a—ib kokleri
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r=+va’+ (4.41)

cosf = a ve sifl = b -TM<O<T (4.42)
a+b NEE

olmak Uzere;

mp=r(coD+isinB)  my=r(coD—isinB) (4.43)

seklinde kutupsal formda yazilsin. Moivre teoremigire m* =r*(cosl + isink6),
my* = r*(cosk@—isinkd) olur. G, ve G de G =c(cosB +isinB), G=c(cosB—isinB)

seklinde kutupsal bigcimde yaziignda Y,
Yi= C]_m]_k + szzk
= c[cos(kO + B)+isin(kB + B)] + cr*[cos(kB + B) —isin(k + B)]
=2cfcos(l6 + B) (4.44)
olarak bulunur. Bu bir reel sayi olglu icin ispat tamamlanmplur.
C, ve G sabitlerinin yerini (4.44)'te ¢ ve B sabitleri agir. 2c, A ile gosterilirse

yardimci denklemin kékleri komplekslenik olduzunda; homojen fark denkleminin

genel ¢cozimi, A ve B keyfi sabitler olmak tzere;

Y, =Ar“cos(k9+ B) (4.45)
seklinde yazilabilir.

Ornek:

yk+2+yk=0 fark denkleminin yardimci denklemi “m1=0 (nf=-1), bu
denklemin kokleri de m=i ve my=-idir. (i=0+i, —i=0-i) Buradan r=1

bulunur. co8=0 ve si@=1 oldsundan0=T1/2 olur. Boylece (4.45)'ten genel
¢6zim Yy =Acos(ki/2 + B) bigiminde bulunur.
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Buraya kadar bulunan sonuclaegidaki teoremle 6zetlenebilir:

Teorem 4.7:a ve @ sabitler ve a&£0 olmak Uzere yi,+aiyk+1+ayx=0 fark
denkleminin nf+a;m+a=0 yardimci denkleminin kokleri mve m ise fark
denkleminin genel ¢oziimii; (1) kokler reel ve faile Y,=Cim:*+Com,*, (2)
kokler reel ve gt ise Yk:(C1+Czk)m1", (3) kokler kompleks genik, kutupsal

formu r(co® +isinB) ise Yx=Ar*cos(ko + B)dir.

4.4. Homojen Olmayan Denklemin Ozel Cozimleri

Teorem 4.6’ya gore homojen olmayan

Yk+2taaYk+1+ a2Yk =TIk (4.46)
fark denkleminin genel ¢ézumi, homojen denklemimejecoziimiyle (4.46)'nin
herhangi bir 6zel ¢ozimunin toplamidir. (4.46)'drel ¢ozimund bulmak igin bir
operatdr kullanmak ya da gigken dongimui yapmak gibi birka¢ yol bulunmasina

ragmen burada 6zel ¢6zimui bulmak icin yeterli @gludan en basit yontem olan

belirsiz katsayilar yontemi kullanilacaktir. Bu yém birkag ornekle daha iyi

aciklanabilir.
Ornekler:
1) Yis2—3Yke1+2y=3" (4.47)

fark denkleminin 6zel ¢cozimi,y=A3¥ biciminde olsun. Buna gore (4.47)yi
saglayacak sekilde bir A sabiti olmalidir. y* denklemde yerineonuldusunda,
A3? -3A3“'+ 2A3“=3'dan A=1/2 bulunur. Boylece istenilen 6zel ¢dzim
yi*=(1/2)3% olur. m’=3m+2=0 yardimci denkleminin kokleri de.ml ve
m,=2 oldygundan (4.47)'nin genel ¢ozimi, @e G keyfi sabitler olmak lzere
yi=Cy+Cp2%+ (1/2)3 seklinde bulunur.
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2) 8yk+2—6yk+1+yk=53ink7n (4.48)

fark denkleminin 6zel ¢cozimudy= Asin(k1/2) + Bcos(kv2) biciminde olsun. Buna
gore (4.48)’i sglayacaksekilde A ve B sabitleri belirlenebilmelidir. y*, d&lemde
yazildginda,

B{Asin@T s@[} (% sintk* 1)7T+ Bc:§k+21)n}

¢ Ast: Bedll|= &R
> 3 5

bulunur. Bu eitlik

_(k+Dm (kT[ T[j kTt _(k+2)m_ .(kn j_ _kmt
sin———— = sin| COS— Sin———"—=sin — +T11|=- sin—
2 2 2 2 2 2 2
(k+1)m _ {kn nj_ KTt (k+2)m _ %kT[ j_ KTt
COS———2—= CO$ — +— |=— SiA— COS———— = CO$— +TI|= COS—
2 2 2 2 2 2 2

trigonometrik 6zdgikleri kullanilarak

(- 7A+6B)smk?+( 6A—- 7B)coskE- 55ncl%T

seklinde duzenlenebilir. Buradan —7A+6B=5 ve —6A-7B=denklemleri
yardimiyla A=—-7/17 ve B=6/17 bulunur. Boylece (4:4806zel ¢bzimu

=1/17)[-7sin(kit/2)+ 6cos(k /2)
olarak bulunur.
Bu orneklere gore, belirsiz katsayllar metodundamdjen olmayan (4.46)

denkleminin 6zel ¢ozimi, denklemdeki r fonksiyoatiihde bir deneme fonksiyonu

yardimiyla belirlenir. Bu yontem, a ve b herhangi $abit ve n negatif olmayan
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herhangi bir tam sayi olmak Uzere r'nifi; sinbk, cosbk ve 'kfonksiyonlarindan biri

ya da bu fonksiyonlarin lineer bir kombinasyonuuglahda kullanilir.
Ornek:
Y+ 2—4Yi+1+ 4y =3k + 2¢ denkleminin genel ¢6zUmu nedir?

Homojen olmayan bir fark denkleminin genel ¢6zunbii, denklemin bir 6zel
¢6zimiyle homojen denklemin genel ¢6ziminin toplameit oldugundan
oncelikle bunlarin bulunmasi gerekir. Denkleminnii tarafindaki fonksiyon 3k
(birinci dereceden bir polinom) ve®@in (ustel fonksiyon) toplami olgwndan,
alinacak deneme c¢ozimi de ayni turdeki iki fonksiyo yani Ay+ Ak (birinci

dereceden bir polinom) ve #2“nin (ustel fonksiyon) toplami; yani
Vi*=Ao+Ak+Ask?2% olmalidir. 2 homojen denklemin aEm,=2 iki katli

kokuine kagilik gelen ¢ozimi oldgu icin deneme ¢ozumiis&%2¢ seklinde alinir.
Buradan denklemin 6zel ¢ozimi*y 6+ 3k+(1/8)Ke2% seklinde bulunur. Bu
denkleme kaulik gelen homojen denklemin genel ¢6ziiméi-dm+4=0 yardimci
denkleminin m=m,=2 kokleri yardimiyla ¥=(C1+C2k)2" olarak bulunur ve
boylece verilen denkleminin genel ¢cozumi=Y(Cy + Cok)2¢ + 6 + 3k + (1/8)K2" olur.

Baz! basit r fonksiyonlarina kahk kullanilacak deneme c¢ozumleri Tablo 4.1'de

verilmistir.

Tablo 4.1.Homojen olmayan fark denkleminin 6zel ¢c6zimu i@gikecek deneme ¢ézumleri

(4.46)'daki g fonksiyonu y* deneme ¢ozumi
a A&
sin bk ya da cos bk Asin bk + Bcos bk
K" Ao+ ALK+ AK?+ .. +AK"
K"a Ao+ Ak + A + ...+ AK"
a'sin bk ya da'zos bk &(Asin bk + Bcos bk)
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4.5. Cozumlerin Limit Davrani sl

Ikinci mertebeden homojen olmayan (4.46) denklemirjdzimunin nasil
bulunac& onceki kisimda verilngti; ancak fark denkleminin ¢ézimind bulmak
sosyal bilimlerde ya da gkr yerlerde yeterli d@ldir. Fark denkleminin ¢6zim,
denklemi sglayan fonksiyon ya da fonksiyonlar hakkinda bilgerdigi igin
onemlidir. (4.46)'nin genel ¢ozimindekiy @e G sabitlerinin, y fonksiyonunun
k=0 ve k=1 icin verilen y ve y balangic sartlariyla tek turlti belirlengi
gosterilmi ve bolium 3.6’da birinci mertebeden fark denklemier c6zimi olan
{yx} dizileri incelenmgti. Bu bdlimde de ¢6zum dizilerinin davrgari
incelenecektir. Aagida ikinci mertebeden fark denklemlerinden elddesddizilerin

yakinsak ya da iraksak olmasiyla ilgili 6rneklerilei stir.
Ornekler:

1) Yis2—3Yk+1+2yk=0 homojen denkleminin genel ¢ozimikC;+C,2%dIr.

Yo=0 ve y =1 baglangi¢sartlariyla bulunan 6zel gszmka—l olur. Bu ¢O6zim
terimleri 0, 1, 3, 7, 15, 31, .. olan {21} dizisi ile gosterilir. Bu dizinin +0'a

iraksayan bir dizi oldgu aciktir. Balangi¢ sartlari yy=—1 ve y=-2 olsaydi
cozum, yw=—2% {y\} ¢cozum dizisi, terimleri =1, —2, —4, —8, —16,alan, —o'a

iraksayan bir dizi olurdu. BRngic¢ sartlari yp=y; olarak verilseydi {y} dizisi,

terimleri yo, Yo, Yo, ... olan sabit, yakinsak bir dizi olurdu.

2) 2¥2+3Yie1—2%=0 fark denkleminin genel c¢ozimii,¥ Cy(1/2f+ C(—2)
seklindedir. y=1 ve y=1/2 balangi¢ sartlarn altinda bulunan 6zel ¢6zim
y« = (1/2) olur. Buradan bulunan {y dizisinin terimleri 1, 1/2, 1/4, 1/8, ...’dir. Bu
dizi, limiti O olan sinirh ve monoton azalan biizdlir. Baglangi¢sartlari y=1 ve
y1=—2 olarak verildiinde ¢ozim, y=(-2) olur. (1, -2, 4, -8, 16, =32, ...) Bu
¢c6zim gendleyen salinimli ve iraksaktir. Son olarakslaagic sartlari =2 ve
y1=—3/2 oldgunda ¢oziim, y= (1/2f + (= 2) olur (2, (1/2)-2, (1/4)—4, (1/8)-8,
(1/16)-16, ...). Bu ¢bzim dizisi {(1/%) ve {(=2)} dizilerinin toplamidir.ikinci

dizi, birinciye goére belirleyici oldgu icin toplam genieyen salinimli olur.
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3) Yk+2t+Yyk=0 fark denkleminin genel ¢ozimiuy ¥ Acos(kv2 +B)'dir. yo=1 ve

y1=0 balangic¢sartlariyla bulunan 6zel ¢6ziim, 3 coskv2'dir; fakat

k=0, 4, 8, 12, ...ise

cos%"= k= 2. 6, 10, 14, ... ise-

k=1 3,5, 7,9, ...ise

oldugundan {y} ¢6zum dizisi; 1, 0, -1, 0, 1, 0, —1, 0, seklinde sabit salinimh ve
iraksak bir dizi olur.

4) Ay.o+Yy=0 fark denkleminin genel c¢oziimi ¥A(1/2)cos(kv2 + B)dir.
baslangicsartlari yy=1 ve y =0 olarak verildginde bulunan 6zel ¢6zum terimleri 1,
0,—1/4, 0, 1/16, 0, —1/64, 0, 1/256, ... olay1/2fcoskv2'dir. Bu dizi de dnceki
ornekte oldgu gibi salimimhdir; fakat (1/8) carpani daralan salinim meydana

getirdiginden ¢o6zum dizisi yakinsaktir.

Bu orneklere gore: 1) C6zum dizisi yakinsaksa safitnoton artan sinirli, monoton
azalan sinirh veya daralan salinimli; iraksakganaf+w’a), azalan (<o’a), sabit
salinimli ya da geglieyen salinimlidir. 2) C6zum dizisinin davrarfark denklemine
ve balangi¢ sartlarina bghdir. 3) Yardimci denklemin kdkleri ¢ozumin limit

davrangini belirlemede 6nemli bir etkendir.

(4.31) homojen fark denklemi ve Teorem 4.7’de ‘egrili¢ farkli ¢6zim gdz dninde
bulundurularak bu konu ayrintili olarak incelendgek

1.Durum (Farkh reel kokler, p¥my): Yardimci denklemin mve my kdklerinden
mutlak degeri byiik olan molsun (Jm|> |my|). Bu durumda {@m:* + C;m,*} ¢6ziim
dizisinin limit davrangi, C,#0 olmaksartiyla {C;m;*} dizisininki gibidir.

Cimy* + Comx¥ = m[C1 + Co(mo/my)¥] esitli ginde kaeli parantezin ici —1 < pim; <1

oldugundan k- « iken G’e yaklasir (bkz. Teorem 3.5 ve 3.6) ve
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Cl mlk - Cl

K~ o iken — == -
m
1t 2mz C1+C2(mzj

B
G

olur. Gm*nin (C;m*+Comy¥Y'ya orani 1'e yaklgtigl icin limit davranglari

aynidir.

Buradan G#0 oldusunda, {Gm;} dizisini incelemenin yeterli oldgu goriiliir.
Teorem 3.5 ve 3.6'da detayh olarak gosterilen chlama gore dizi; 1) [ai<1 ise
yakinsak, 2) |n}>1 ise iraksak, 3) —1<yw 0 ise daralan salinimli, 4);®—1 ise

genkleyen salinimlidir.

C.=0 oldusunda ¢ozim dizisi {gn,*} olur. Buna gore homojen denklem k=0'da
Coye, k=1'de Gmyye ssit olur. Meydana gelen bu durum dengic sartlarina
baghdir. (Yukaridaki 1. 6rnek)

2.Durum (Eit reel kokler, m =my): Bu durumda ¢ozim dizisi {(G Cok)m.<ydir
ve |m|>1 oldigunda G ve G'nin en az biri sifirdan farkliysa, jir= 1 oldigunda G
sifirdan farkliysa iraksaktir. jj<1 oldygunda {km/} dizisi, dolayisiyla ¢6zim
dizisi, 0’a yakinsar. Onceki durumda ofgugibi m; negatifse dizi salinimhdir.

3.Durum (Kompleks genik kokler; m=a+ib, m=a-ib): Bu durumda ¢6zim
dizisi, A#0 olmak Uzere; {Afcos(ko + B)}'dir. cos(kb+B) fonksiyonu —1 ile +1
arasinda dgerler alan periyodik bir fonksiyondur. Periyodurd@), genligi 1'dir.

{cos(kB + B)} dizisi sabit salinimli bir dizidir. Bu dizgiusalinim ¢dzim dizisindeki
r* carpaninin 1'egt, 1'den kiiciik ya da 1'den biyiik olmasina gérdtsaaralan ya

da gengleyen salinim olur.

{cos%n}: 1,0-1010- 10, ..

k
(EJ cos™=10-% ol o-1 o
2 2 4 16 64
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{(2)k cosk?n}: 1,0,- 4, 0,16, 0r 64, 0,

Bu orneklerde de goril@ia gibi ¢ozum dizisi 0<r<1 ise O'a yakinsazt ise

Iraksar; fakat kosinis fonksiyonundan dolayi henaa salinimlidir.

Yukarida sozu edilen ozellikler, homojen denklemiziim dizisini karakterize eden
temel Ozelliklerdir. @ ve G sabitlerinin birinin ya da ikisinin 0 olmasina ve
baslangicsartlarina gore kullagsiz ¢oztmler bulunabilir. Ayrica homojen olmayan
fark denkleminin 6zel ¢6zimi 1raksak, homojen demkh genel ¢6ziUmi yakinsak
olabilecginden homojen olmayan fark denklemleriyle gaiak zordur. Orngn,
8yks2— 6Yk+1+ k=0 homojen denkleminin genel ¢ozumi2YCy(1/2)+ Cy(1/4)
yakinsaktir. Fakat homojen olmayan 8y 6y:1+yk=2 denkleminin genel
cozUmiU y=Yy+221 iraksaktir. Homojen olmayan denklemlere ve qbzii
dizilerine bolim 5.1'de donulecektir. Homojen desrklerin olasi davragiarindaki
¢cokluga rggmen, her durumda bangic dgerleri ne olursa olsun 0’a yakinsayacak
bir dizi elde edilebilir. Buraya kadar bulunan solawla ispati homojen denklemler

icin dolayli olarak zaten yapilagagidaki teorem bolim 5.1°'de gerekli olacaktir.

Ilk olarak m ve mp reel sayl oldgunda p=max (|m|,|m|); kompleks genik
oldugunda modidilleri r olmak Uzeme=r olacaksekilde p sayisi tanimlansirkinci

mertebeden denklemin yardimci denkleminin kéklUednalyacgindanp > 0’dir.
Teorem 4.8:yx+2+ a&yk+1+ @Yk =0 ikinci mertebeden homojen fark denkleminin
yardimci denkleminin kokleri mve m olmak Uzerep =max (jm|,|ny|) olsun. {\}
¢6zUm dizisinin, butiingyve y baglangigsartlari icin yakinsak ve limitinin O olmasi
icin gerek ve yetegartp <1 olmasidir.

4.6. n. Mertebeden Genel Durum

Sabit katsayili n. mertebeden lineer

Yien+ @Yken—1F . F S1Yker + EYk = Ik (4.48)



83

fark denklemi 6nceden incelenen n=2 durumuna piikatgsterir. ispatlari ikinci
mertebeden denklemlerinkine benzekilde yapildgl icin burada genel sonuglar
ispatlanmadan verilecektir.

Yien+ @1Yken-1+ ...+ Sh-1Yke1 + Yk =0 (4.49)
homojen fark denkleminin yardimci denklemi n. dedsn

m"+am™+ ... +a,ym +a,=0 (4.50)

cebirsel denklemidir ve mmy, ..., m, seklinde n tane koku vardir. Bu kokler reel ya

da kompleks, farkli ya da katli (tekrarli) olahilir

Cozumlerin bir bazi @gidaki determinanti (Casorati determinantini) serdarkl

yapan n tane$), v, ..., y" céziimlerinden okan bir kiimedir.
ye  ve Y
M @ (n)

Yio Y1 Y1

(3] (2) (n)
yn—l yn—l yn—

A, B, C keyfi sabitler olmak uzere; lineer msiz Yy, y@, ..., ¥V céziimleri

asagidaki gibi elde edilebilir.
1) Reel ve farkli olan her m kokii icin ¢oziim, lainé keyfi sabit iceren, @“dir.

2) Reel ve p kath m koki icin ¢oézim, p tane keyabit iceren,
(Cy+ Cok + Cak? + ...+ CkPHmPdir.

3) Moduli r, genki 6 olan her bir farkli kompleksskenik kok cifti icin ¢ozim, iki
tane keyfi sabit iceren, Agos(l6 + B)'dir.

4) p katli kompleks genik bir kok cifti icin ¢bzim, 2p tane keyfi sabieren,
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r*[A1cos(l® + By) + Akcos(l0 + By) + ...+ Apkp‘lcos(le + Bp)ldir.

Bu yolla elde edilen ¢ozimlerin toplamiyla n tamg/fk sabit iceren (4.49) homojen
denkleminin genel ¢6zimud bulunur. Bu Teorem 4.54v&nin genellgtiriimis
seklidir.

Bolum 4.4'tekine paralel olarak, (4.48) denklemiizel ¢cozumi belirsiz katsayilar
metodu kullanilarak bulunabilir. Teorem 4.6, n. tabeden durum igin geghetilirse
(4.48) denkleminin genel ¢6zumu, homojen denklegenel ¢c6zimiyle homojen
olmayan denklemin bir 6zel ¢cozimuinin toplamigiaaur. Teorem 3.1'e gore genel
¢bzimdeki n tane keyfi sabit, n tang yi, ..., Y1 balangic sartiyla bulunarak,
(4.48)’in bu balangigsartlarini sglayan tek ¢ozumu bulunur.

Bolum 3.5teki gibi ¢ozamlerin limit davrag, balangic sartlarina ve yardimci
denklemin koklerine kgidir. Cok iyi (genel ¢dozimdeki sabitlerden biripa da
birkacini yok eden) Béangi¢ dgerleri icin yardimci denklemin koklerinden mutlak
belirlenir. Bu en bluyuk mutlak g@er p ile gosterilirse, Teorem 4.8’deki gilpi<1
oldugunda tanimlanan kkangic sartlarindan b@amsiz olarak homojen denklemin
¢6zUmU O’'a yakinsap>1 ise ¢ozum dizisi raksak olur. Negatif ya da kbeks
kokler ¢coziime daima bir salinim katar, bu durumdzigntin limit davragi p’nun

1'den kicik ya da buylk olmasina gore daralan ygedaleyen salinimli olur.

Genellikle (4.50) yardimci denkleminin kdkleri ¢caor hesaplanir. Bu durumda
gercek degerleri bilinmeden bu koklerin yapisini ve buyUklini belirleyecek
alternatif analiz yontemleri kullanilir. Bélum 5dE bu metotlarin bazilarindan

bahsedilecek.
Ornekler:
1) Ucglinct mertebedeny.y—9yk+2+ 261 — 24y =3 fark denkleminin yardimci

denklemi mi—9nf+26m—24=0'dir. Bu denklem (m—2)(m—3)(m—4) séklinde
carpanlara ayrilarak kokleri 2, 3 ve 4 olarak bulurBuradan homojen denklemin



85

genel ¢cozimii Y= C;2+ C,3"+ C34* olur. Homojen olmayan fark denkleminin 6zel
¢6zUmU sabit bir y*=C deneme c¢6zimiu yardimiyla C+26C—-24C=3'ten
C=-1/2 olarak bulunur. Bdylece homojen olmayan teEmikn genel c¢6zimi
yi = C12¢+ C,3“+ Cz4— 1/2 seklinde bulunur. Bglangic sartlar yy=y,=y,=—1/2
olarak alinirsa ¢ C,, Cs sabitlerinin Gg¢u de sifir olur. Ber batin durumlarda
¢6zUm dizisi, belirleyici terimin katsayisinin pozya da negatif olmasina gorext+

ya da —o’a Iraksar.

2) Yw1=1,35Y;—-0,35Y.;3 fark denklemi Yis—1,35Y.3+0,35Y;=0 seklinde
yazilabilir. Buradan yardimci denklem*m1,35n1+0,35=0 olur. Bu denklemin
koklerinden birinin 1 oldgu kolayca gorulebilir. Yardimci denklem m—1 carpeni
bolunirse (m—1)[fh0,35(nf+m +1)] =0 bulunur. Burada kéli parantezin icinin

m =1 i¢in negatif, m =2 i¢in pozitif oldiu, dolayisiyla 1 ve 2 arasinda bir kokun var
oldugu bulunur. Bir ondalik basamak yurutulerek kleme devam edilirse kéli
parantezin icinin 1,1’de de pozitif olgu, yani kokin 1 ile 1,1 arasinda ofdu
bulunur. Bu yolla kok, istenen gauluk derecesinde bulunur. (Kok yakila olarak
1,025tir.)

Descartes'ingaret kuralinagére yardimci denklemin sadece iki reel kokii wavel

bunlar m=1 ve m=1,025'ir.

Yardimci denklem dordinci dereceden bir denklenugolddan, denklemin dort
tane koku vardir. Bunlardan sadece ikisi reel s&duguna gore dier ikisi kompleks
eslenik olmak zorundadir. Kg&li parantezin ici m-1,025’e bdlunirse

m’+0,675m+0,342 bulunur. Bu denklem yardimiylaslerik kokler
ms=0,34+i\/0,23 ve my=0,34-i,/0, 23 olur. (my'nin degeri yaklaik olarak 1,025

alindgindan, bulunan bu sonuglar da yakta sonuclardir.) (4.41) kullanilarak

koklerin modulil r=0,6 olarak bulunur.

2 Descartes'in saret kuralina gore c'ler sabit ve#0 olmak Ulzere f(x):(pl-clx+ch2+...+q1x”
seklinde n. dereceden bir polinom olan f(x) fonksiyo saretlerinin dgisiminden fazla pozitif koke,
f(—x)deki isaretlerinin dgisiminden fazla da negatif koke sahip olamaz. Q@ime
f(m)=m"-1,35n1+0,35'te iki kez jaret dgistigi icin f(m)'nin en fazla iki pozitif koki vardir.
f(—m)=m'+1,35n7+0,35'te karetler hic dgismedii icin f(m)'nin negatif koki yoktur.
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Boylece verilen denklemin genel ¢ézimi=\C;+ Cy(1,025)+ A(0,6)cos(b+ B)
seklinde bulunur. £0 ise G(1,025) terimi belirleyici terimdir ve {¥} iraksaktir.
Kosinus terimi belirleyici terime t@h olarak salinim meydana getirir. Fakat secilen
baslangic dgerinde G=0 ise belirleyici terim €olur ve Y daralan salinim yaparak

C, limitine yakinsar.
4.7. Sabit Katsayili Lineer Diferansiyel Denklemler

Fark denklemleri teorisinde belirtilenlerin tamami mertebeden sabit katsayili

diferansiyel denklemler icin de gecerlidir. Bu kaaan =2 icin gosterilecektir.

Ikinci mertebeden sabit katsayili lineer diferansdenklemler

d? d
d_x)2/+a1d_z(/+ ay= r(x) (4.51)

biciminde gosterilir. Burada y ve r fonksiyonlarc a<b aralgindaki x reel sayilari
icin tanimh fonksiyonlar; &0 olmaksartiyla a ve a sabitlerlerdir. Bu araliktaki bir
noktada y ve y’nin birinci tlrevinin geri verilmis olsun. Varlik ve teklik teoremine
gore bu iki balangi¢sartini sglayan (4.51)'in yalniz ve yalniz bir ¢6zimu vardir.

(4.51)'in genel ¢ozumd,

910 Wiay=c (4.52)
homojen denkleminin genel ¢ézimiyle (4.51)'in hediabir 6zel ¢6zUminin
toplamidir. Y9 ve ¥, a<x<b aralginda lineer baimsiz iki ¢6ziim olmak tzere
homojen denklemin genel ¢ozimiiy® +Cy® seklindedir. Lineer bamsiz
¢ozuimler sifirdan farkli bir determinant yardimiyl@Vronskian) tanimlanir.
Asagidaki teoremde bu lineer pansiz ¢dzumlerin nasil olaga Teorem 4.7

yardimiyla ispat yapilmadan verilgtir.

Teorem 4.9: &, & sabit ve a#0 olmak lzere (4.52) denkleminin?fa;m+a=0
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yardimci denkleminin kokleri pve my olsun. Bu durumda (4.52)’nin genel ¢ézimd;

my ve m reel ve farkl iseC.€™* + C,€%"; my, m, reel ve git ise (C, + C,x)&™";

myve mp a+ ib seklinde kompleks genik ise Ae®™ cos(bx+ B)dir.

Homojen olmayan diferansiyel denklemin genel ¢oziii sekilde elde edilen
homojen denklemin genel ¢O6zimiyle homojen olmayamnki@min bir Ozel
cozumunun toplamidir. Ozel ¢6zim burada da belits@sayllar metoduyla

bulunabilir.

n. mertebeden sabit katsayill lineer fark denkleimiie de n=2 durumunda bulunan

sonuclar genellgirilerek benzegekilde elde edilir.

Diferansiyel denklemlerle fark denklemleri arasikidau benzerlik, daha 6nce de
bolim 2.4 ve 3.8'de diferansiyel operatoriyle faperatorii arasinda ele alirgtni



BOLUM 5. DENGE VE KARARLILIK

5.1. Denge ve Kararlilik
Bolum 3.5'te gosterildii gibi sabit katsayili lineer fark denkleminin ¢@ainin

tabiati, yani limitinin davrasi, verilen balangi¢sartlarina ve yardimci denklemin

koklerine bghdir. Yine de ikinci mertebeden homojen

Yks2 + @Yis1+ &Yk =0 (5.1)

denkleminin ¢6zumu, Teorem 4.8’deki gerek ve ygtata gore y ve y; balangic

sartlarindan baimsiz olarak 0’a yakinsayabilir. Bart
m’+am+a=0 (5.2)

yardimci denklemin her iki kékinin mutlak ggeinin 1'den kicgik olmasini

gerektirmektedir. Teorem 4.8 fark denkleminin khhan icin 6nemli bir sonugtur.
Sgs taraftaki terimi sabit olarak kabul edigginden r ile gosterilen homojen olmayan

Yir2+ @rYicrs + Y =T (5.3)

fark denklemi g6z 6nlne alinsingét (5.3)'Un ¢6zUmU sabit bir fonksiyonsa y'nin
bu deerine denge deri denir. (5.3)te y=y* konularak, y*+ay*+azy*=r
denkleminden bu dger bulunur. Ber 1 +a+a&#0 ise y'nin denge deri

r

y*:1+a1+a2

(5.4)
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olarak bulunur. Bdyle bir denge gh=i (y*) icin (5.3)’Un herhangi bir y ¢6zUmunin
ardsik iki degeri y*'a esit oldugunda y’nin bu terimleri izleyen ger butin dgerleri
de y*a ssit olacaktir. Buna gore (5.3)'texwe w1, y*'a esit olarak alinirsa y.» de

y*'a esit olur.

(5.3)'Un her ¢cozumi verilengywe y balangic sartlarindan bgamsiz olarak y*'a

yakinsiyorsa, yani

limy, =y* (bltiny, vey 'lerigin (5.5)

k - o0

ise fark denkleminin kararli olgw bu dgere, denge deri denir. Denge
noktasindaki bir désim, dikkate alinan farkl #angic kagullarina sahip yeni bir
¢6zim olacaktir. Bu ggsimle denge noktasina yakinsayan gelerinin bir dizisi

olarak, alternatif bir kararli denge tanimlanabilir

(5.3)un y ¢Ozumunun y* denge gerinden sapmasi yeni bir z fonksiyonuyla

tanimlansin, yani

zk=yk—y* (5.6)

olsun. y, (5.3)’Un bir ¢ozimu olgundan

Zi,taz,+taz= Wt ay,tayry @ & a)y
=Yt Yty —r
=0

bulunur. Buna gore z, (5.1) homojen denkleminin ¢gizimuddr. z, y’nin denge
deserinden sapmasi olarak tanimlaghiddan, her g ve z balangic dgeri icin O’'a
yakinsar. z, (5.1)'in bir ¢6zUmiU olgundan Teorem 4.8'e goOresagidaki sonucg

ispatlanmadan verilebilir.

Teorem 5.1:(5.4)'teki y*'In denge dgeri olmasi icin gerek ve yetgart nyve m

(5.2) yardimci denkleminin kokleri @@= max(|m|,|m|) olmak Gzerg <1 olmasidir.
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Teoremden dolayp’nun 1 den kicuk olabilmesi icin yardimci denklerkida ve a
sabitlerinde hangi kisitlamalarin yapilgoa bilmek 6nem kazanmaktadiikinci
dereceden denklemin kokleri formuluyle (5.2) ninki&k,

“atVa- 43 (5.7)

2

olarak bulunur. Karekok icindeki, yardimci denklendiskriminanti olan &—4a
ifadesinin pozitif garetli, sifir ve negatifsaretli olmasina gére yardimci denklemin
myve mp kokleri sirasiyla reel ve farkli, reel vgiteya da kompleksgenik olur.

p<1 kabul edilip, ave & Uzerinde ne tur kisittamalar yapilgcé®elirlenerekp <1
icin gereksartlar elde edilebilir. Reel ve kompleks kdkler alrdurumlari ayri ayri

incelenecektir.

1.Durum (Reel Kokler)p<1 oldusunda her iki kok —1 ile 1 arasindadir. Bu nedenle

(5.7)den —-2<-a+.a’-4a<2 ve -—2<—-a-.a@-4a<2 bulunur.

Esitsizliklerin her tarafi aile toplanirsa

—2+a<.a’-4a,<2+a (5.8)
—2+a<-,a’-4a<2+a (5.9)

elde edilir.

Kdklerin toplami —g@ her iki kokin —1 ile 1 arasinda olgluvarsayimindan dolayi
—2<-3<2 buradan da —2+&0 ve 2+a>0 eitsizlikleri bulunur. Buna gbre
(5.8)'deki ilk, (5.9)'daki ikinci sitsizlik a; ve g'ye basli olmaksizin her zaman
dogru olur. (5.8)’deki ikinci eitsizligin  karesi alinarak  bulunan

& —4a < 4 da+ Assitsizliginden
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1+a+a > ( (5.10)

(5.9)'daki birinci aitsizligin karesi alindiinda bulunan (-2+a Y > & - 43

esitsizliginden de

1-a+a>C (5.11)
elde edilir.

2.Durum (Kompleks Henik Kokler): iki kok my=a+bi ve m=a—bi ise carpimlari
mumy=& + b?dir ve bu (4.41)'e gére’dir. r<1 oldusu kabul edilirse = mm,<1
olur. (5.2)'nin koklerinin carpimiye esit oldugundan a<1 ya da

1-a,>0 (5.12)
olmak zorundadir.

(5.10), (5.11) ve (5.12), yardimci denklemin kokiar mutlak deerlerinin 1'den
kicuk olmasi icin gereksartlardir. Bu eitsizlikler kullanilarak yukaridaki

hesaplamalardakislem basamaklar ters cevrilerek her durunpkl sonucuna

varildigl, yani busartlarin p<1 olmasi igin yetegartlar oldigu gdsterilebilir.

Teorem 5.2:m?+am+a&=0 denkleminin her iki kokiiniin mutlak grinin 1 den

kucuk olmasi icin gerek ve yetgartlar

l+a+a>C( l-a+a>C 1-a,>0 (5.13)

olmasidir.

Teorem 5.1'e gore (5.13)’teki Ugitsizlik, y* denge dgerinin kararlilgi icin gerek
ve yetersartlardir.
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Ornek:
Y, —0@+B)Y,, +afy, =1 (5.14)

fark denklemine Hansen-Samuelson fark denklemird&oirada Y, t periyodundaki

ulusal gelir,a ve 3 sirasiyla marjinal tiketim ve ilggéimidir.

oa>0 ve B>0 olsun. Bu durumda Y* (5.14)'Un sabit bir c¢ozumge
Y*-al +PY* +apr* = ’dir ve buradan ulusal gelirin dengegdei

Y =1i azl (5.15)
—a

olarak bulunur. (5.13) kararhlgart! (5.14) fark denklemine uygulagthda
1-a(1+B)+ap>0 1+a(1+B)+aB>0 1-ap>0

olur. Bunlardan ikincisx ve 3 pozitif oldusu igin otomatik olarak sdanir. Birinci

ve Ucuncu gtsizlikler dizenlenerek tekrar yazilirsa
a<lveaf<l (5.16)

olur. Bu iki sart Y* gelirinin kararli bir denge @eri olmasi igin gerek ve yeter
sarttir. Marjinal tiketim ve onun ilgigdimiyle ¢carpiminin sonucunun her ikisinin de
1'den kicuk olmak zorundadir. Bu s¢dlar sa&lanirsa gelir dizisinin dgerleri

tanimlanan bdangicsartlarindan bgamsiz olarak Y*'a yakinsar.

Kokler kompleks sayilarsa bu yakinsama salinimlir.oBunun igin & - 43,

diskriminanti negatif olmalidir. Bu durumd&(1 +p)*—4ap <0, yani

a< B _ (5.17)
1+pB)
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olur. (5.17) sglaniyorsa yardimci denklemin kokleri kompleks, ak&idirde reeldir.
Birinci ve n. mertebeden (n>2) fark denklemlerindenge dgerinin tanimi ve
uygulamasi aynidir. Genel olarak, tim kokleri mtdeserce 1’den kiguk olan
(4.50)deki n. dereceden polinorgeklindeki yardimci denklem icin kallar

bilinmektedir. Buradaki kararllik i¢cin gerek vetgesart n =2 durumundaki gibidir.

(5.3) fark denkleminde gaaraf sabitten farkli alinirsa homojen olmayan

yk+2 + a:l.yk+1+ azyk = r.k (518)

fark denkleminin y* 6zel ¢ozimu, k'ya Pl bir fonksiyon olacaktir. Y, homojen
denklemin genel ¢6zimi olmak uzere; (5.18)'in gegiimiy, =Y, +y,* 'dir.

Yardimci denklemin koklerinin tamaminin mutlakgdderi 1'den kicukse {¥}
dizisinin O’a yakinsayaga bulunmytu. Bu durumda c¢c6zimin kalan pargasina
hareketli kararlilik denir. Y'deki azalmanin etkislarak, y ¢6zimi k arttikca y*
denge fonksiyonuna yakla.

Ornek:

Ulusal gelir y, tiketim C ve yatirim i olmak Gzex@gidaki varsayimlar yapilsin.

1) Batin n donemleri icin ulusal gelir tiketimletiyanin toplamina gttir, yani
Yn=Cn+iydir.

2) Herhangi bir dénemdeki tiketim, kendisinden é&nda dénemdeki ulusal gelirin

lineer fonksiyonudur. ¢ ¢; ve K birer sabit olmak Uzere;,€ c1yn1+ Coyn—o+ K'dir.

3) Her dénemde yatirim h sabiti kadar artar; yanHi,+ h ya daj+1=io+ nh’dir.

Bu baintilar birlestirilerek y,=cC1yn-1+ Cyn2+ K+ipg+nh seklinde ulusal gelir
fonksiyonu igin bir fark denklemi bulunur. Bu deski A =k + i+ 2h olmak Utzere;

Yn+2—CYn+1—CYn=Nh+ A (5.19)
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seklinde yazilabilir.

c1=1/2 ve ¢=1/4 6zel durumu géz 6nine alinirsa denklem
1 1
-=Y..——Y,=nh+A 5.20
yn+2 2yn+1 4yn ( )

seklini alir. Bunun yardimci denklemi F (1/2)m—(1/4)=0'dir ve Kkatsayilari
(5.13)0 s&lar. Bu nedenle r1n:(1+\/§)/4 ve m_:(l—\/g)/4 olmak uzere;

homojen denklemin y=Cim;"+ C,m," ¢ozimi O’a yakinsar.

Homojen olmayan (5.20) denkleminin bir ¢6zimi Isedirkatsayilar metoduyla
bulunabilir. y*=a+pn seklinde alinan deneme c¢6zimu (5.20)'de yagitdla
B=4h vea=4(A—-6h) bulunur. Buradan (5.20)'nin,yY,+yy* seklindeki genel
¢6zUmuU bulunur. n artarken,Y> 0 olduzundan, ulusal gelir artarak y* fonksiyonuna
(denge dgerine) vyaklair. Boylece ulusal gelir (3) varsayimindaki yatirim

fonksiyonuna gére zamanla lineer olarak artar.

5.2. Birinci Mertebeden Denklemler ve Oriimcek Agi Devreleri

Sabit katsayili olmayan, mertebesi birden buylkdmfark denklemlerinin ¢ézimi
icin genel bir metot olmamasinagraen a ve r, verilen k gerleri icin tanimli olan
fonksiyonlar olmak tzere birinci mertebeden lineer

Yia — Y = I k=0,12,.. (5.21)

fark denklemin ¢6zUmunin mamkun oflunu gosterilecektir.

Bunun igin butln k dgerlerindea, # Ooldugunu kabul edilsin. Bélim 3.3'teki varlik

ve teklik teoremine gore (5.21)'in verilen byy degeri igin tek ¢ozumdi vardir.

Yir "8 Y =0 (5.22)
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homojen denklemindely, =a,y,, ¥, =a,y,= a,a VY, Y;=a,Y,= 8,8 a& Y bulunur

ve genel olarak,@r y (5.22)’nin bir ¢ozimd ise

Yo =C, Y. =C(a,a4a... &, k=0,1,2,.. (5.23)

olur. y, keyfi oldusu igin yerine C sabiti yazilabilir. Bu sabitin hbir segiminde

homojen denklemin 6zel bir ¢gézimu bulunur.

Terimlerin toplaminin  kisaca> semboliyle g0sterildi gibi carpimi da []

semboluyle gosterilir.

Ornekler:
1)1.2.3= - ] Z)EEEEE)EIf‘rZ 4—j 3) a,aa..3= - a
” 2345 Llj1 H
Bu sembolle (5.23),
k-1
yO=C' ykzcua] k=112)3)" (5.24)
J:

seklinde yazilabilir.

Homojen olmayan denklemin bir ¢ozimu y ile gossamive y,

Y = UV, (5.25)

seklinde belirlenebilen u ve v fonksiyonlarinin ¢anp olsun. Bu durumda

Yir Y = U Vi~ & U
= uk+1(vk +AVk)_a1< U Ve
= Vk(uk+1 - ak u>< )+ l'{<+1A \4<
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olur. Bu hesaplamalarda u ve v fonksiyonlari,

uk+1_akuk = C (526)
ve
U Ay = 1 (5.27)

olacaksekilde secilirse y gercekten homojen olmayan (5@dnkleminin ¢ézumu

olur. u fonksiyonu (5.26) homojen denkleminin bidzgmi oldgundan C'nin
herhangi bir dgeri icin

k-1
u, =C, U, :CI_Ol 3 k=12,3,.. (5.28)
J:

bir ¢6zim olur. Batin j deerleri igin a#0 oldusundan C£0 segildginde batun K'lar
icin w#0 olacak sekilde bir u ¢6zimui elde edilir. Bu durumda (5.2%)1'e
bolunerekAvy =/ uk+1 elde edilir. Buradagrve w1 bilindigi igin, v’nin birinci farki
bilinen bir fonksiyon ve v, bu fonksiyonun belirsibplamidir. Bolim 2.3'teki

gosterimle, ¢ bir sabit olmak Uzerg;fenksiyonu

v, =At e e (5.29)

uk+1
seklinde bulunur.

Ozet olarak; G0 olmak iizere (5.28)le verilen u, (5.22) homojeankleminin
sifirdan farkh bir c6ziUmudur. Keyfi bir ¢ sabitiigeren (5.29)'daki belirsiz toplamla
bulunan v ile unun carpimi, (5.21) birinci mertdle@ homojen olmayan fark
denkleminin bir ¢6zumu olur. Bu (5.21)'in genel gazidur, bir y ¢6zimu verilirse,

bu balangicsarti kullanilarak c dgeri belirlenebilir.
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Ornekler:

1) A ve B sabit olmak Uzereey=Ayx+B (k=1, 2, 3, ...) fark denklemine bu
yontem uygulansin. Buraday=aA, r=B'dir. (5.28)de C=1 secilg@inde

k-1 K
u, = _|'(|)A:A olur.
]:

k

L1 |A#1 ise i(lj

A% 1) = 1-AlA
A=1 ise k

ve A™Y(B/AY™) = (B/IA)A[(1/A)¥] oldugundan (5.29)'dan

B k
Azl ise —(—j +C
Vk: 1_A

A =1 ise Bk+c

bulunur ve ¢6zum

A%l ise cA+
Y =WV = 1-A
A=1 ise Bk+c

olur. Bu ¢6zum bdlim 3.4’te bulunan sonugcla aynidir

2) Yk+1— (k+ 1)y = (k + 1)! fark denklemi icin homojen denklemin gegékzimu

k-1

u, = U (+1)=1.2.3.k= k
J:

bicimindedir. Bu durumda (5.29)'dan

_pa (k¥

V, +c=A"1+c=k+c
(K+1)!
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bulunur. Buradan ¢ozum ¥ k!(k + 2) olur.

Yo=2 baglangig¢sarti igin y=c=2 (0!'=1) ve aranan ¢ozum) = k!(k +2) olur.

Ekonomi bilimindeki “6riimcek @&” diye bilinen olgu, birinci mertebeden basit fark
denklemlerinin uygulanabilege mikemmel 6rnekler verir. Bu, bir dénem onceki
fiyata goOre ureticilerin kararlarinin alwrdusu dgsrusal bir arz talep modelidir.
Ornegin ciftciler, arazilerine ekecekleri tiriine o yiliiyatlarini temel alarak karar
verirler. Fiyatlar ylksekse, fiyat dizeyinin sirgiogé tahmin ederek bu bitkiye
yonelirler. Ertesi sene, Uriin hasat edilerekssggrlerine getirildginde, arz talebi
astigl icin fiyatlar diger ve ciftciler bu Grint ekmeyi birakir ya da azalonraki
urun hasadinda, arz talebin altinda kalir, fiyatlgiar ve ciftciler bu Griini daha gok
ekmeye karar verir. Daha sonraki yil yine arz tagsger, fiyatlar dger, ciftciler bu

artnd ekmeyi birakir ve bu olay akilde devam eder.

Burada matematiksel olarak, t=0, 1, 2, ... i¢cini@danan su U¢ fonksiyon
incelenecektir. $t periyodundaki arz miktari; (Pt periyodundaki talep miktari,; p

her bir t periyodundaki birim fiyat. Buna gorgagudaki varsayimlar yapilsin:

1) Fiyat-talep bgintisi satina alma zamanindaki fiyatla belirlenaleg miktarini
belirtir; yani O =f(p;) olacaksekilde bir f fonksiyonu vardir.

2) Fiyat-arz @risi herhangi bir periyottaki arz ve bir 6nceki @dmdeki fiyat

arasindaki ikkiyi gosterir, yani §1=g(p) olacaksekilde bir g fonksiyonu vardir.

3) Arz ve talep miktarininsé oldugu fiyat saty fiyatini belirler; yani p S=D;

denkleminin ¢6zumu gibi belirlenir.

f ve g fonksiyonlari biliniyorsa ¢an verildigi farz edilerek (2)'den § (3)'ten Dy
hesaplanabilir. Buradan (1)’'deki talep fiyagrisinden p'i elde edilir. Bu glem p/’'le
baslanarak tekrarlanginda p elde edilir ve busekilde devam edilerek {p=po, p1
P2, ... fiyat dizisi elde edilir. Bu dizinin salinimdlavrang! incelenecektir.



99

f ve g lineer fonksiyonlar ve bunlarin beligititalep-fiyat ve arz-fiyat grileri
dogrular olsun. Bu durumda (1) ve (2)’deki denklemler

D, =-myp, + b, my>0,b,> 0 (5.30)
S =mp+ b m, >0,b,> 0 (5.31)

seklinde yazilabilir. Burada —grve ky talep @risinin €gimi ve egrinin D eksenini
kestgi deger, my ve hy arz erisine kasllik olan sabitlerdir. Arz grisinin &imi
pozitif oldugunda talep grisinin egimi negatif olur. Fiyattaki 1 birim agfj talepte rg
birim azalmaya, arzda yirim artsa neden olur. O fiyatinda, talep ve stok sirasiyla
by ve k/dir.

(3) hipotezine gore fiyat, talep ve arzgitlenmesiyle belirlenir. t+1 dénemi icin bu

S.. =Dy, (5.32)

seklindedir. O halde gx+bs=—mypu1+by ssitiginden A=-m/myg ve

B = (bg—bs)/my olmak lzere

P.. = Ap,+B (5.33)

elde edilir.

Birinci mertebeden (5.33) fark denklemi bélim 3edihicelenmiti. A negatif oldgu
icin Teorem 3.7'ye gore {p dizisi her zaman sicramalidir. §p —1<A<O0 ise
daralan salinimli, yakinsak ve limiti p*=B/(1—A);7A-1 ise sabit salinimli; A<-1
ise gengleyen salinimh bir dizidir. Arz ve talepgelerinin egiminin orani olan A,

fiyat dizisinin davrargini belirler.

Bu davramga “6rimcek &1” denmesinin nedeni grafikle agikca gorul§ekil 4.1
—1<A<0, A=-1 ve A<-1 durumlarini Ozetlery jle balanip digey olarak

ilerlenerek arz dgrusundan § daha sonra yatay olarak ilerlenerek£®; oldugu
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icin) Dy, buradan da fiyat ekseni Uzerindeki Ipelirlenir. S, p’in Ustindeki arz
dogrusundan, Bde yine $den talep d@rusuna yatay ilerlenerek bulunur BS;)
ve bu glemler busekilde devam eder. Arz ve talepd@lolarinin ara kesiti p* denge
fiyatini belirler. Sekil 4.1'de (a), drimcek @nin denge noktasina g gittigini,
yani fiyatin dgismesine rgmen p*a yakinsagini; (b), 6rimcek ginin durmadan
tekrar eden bir kare ol@unu, yani fiyatin iki dger arasinda sabit salinim yaitu;
(c), érimcek ginin arakesit noktasindan uzaglgini, yani fiyatin p* denge noktasi
etrafinda genleyen salinim yaparak p*dan uzafti@ini gosterir. p*, bu ¢

durumun sadece ilkinde kararhdir.

Dt) S+1 Dtl S+1 Dt) S+1
'y Dt s Dt S+1 FY S+
/&1 \DI
RN P Co el i
R PP P R R %) (2 BPh PR M R
(a) (b) (©)

Sekil 5.1. Oriimcek & devreleri

Burada lineerlik kabull yapilmazsa, fiyat belirledeekullanilan fark denklemi lineer
olmayacaktir. Boyle problemler acik ¢6zimin buluagatg& zor problemlerdir.
Burada lineer olmayan fark denklemlerinden bahsseljecektir.

5.3. Karakteristik Denklemin Coézamleri

o bir sabit, N pozitif bir tamsayi olmak tizere, kirN tane dgeri igin tanimli ikinci

mertebeden

yk+2_(2_a)yk+1+yk=0 k:0!1)2)"'1N_ : (5.34)

homojen fark denklemi g6z dniine alinarak
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Yo =0 Vi =0 (5.35)

sinir sartlarini ve (5.34)’4 gdayan tim c¢ozumlerin arangisinir dger problemi
tanimlansin. Coézumlerden biri, batin kgdderi icin 6zde olarak sifir olan bir
fonksiyon yardimiyla verilebilir. Bunasgar ¢6zum denir. Buradssiidr ¢cozimden
farkli ¢cozUmler varsa onlar bulunmaya egdééicaktir. y'nin ardyik iki degeri

verilmediginden boélim 2.3'teki teklik teoremi burada uygularee.
(5.34)’Gn yardimci denklemi
m? - (2-a)m+ 1= C, (5.36)

bu denklemin kokleri (mve np)

m,, :%[(2—0()1«/0( @4 (5.37)

seklindedir. Burada yardimci denklemin diskriminami pozitif (reel ve farkh
kokler), sifir (reel ve @t kokler) ya da negatif (kompleksslenik kokler) olmasi
seklinde G¢ durum vardia(a —4) diskriminanti, 0« <4 oldysunda negatifa =0
ya daa=4 oldyunda sifir,a’nin diger bitin dgerlerinde pozitiftir. 0<tt<4

oldugu varsayilirsa, mve m kékleri kompleks geniktir ve

r(cosB+ ising) (5.38)
seklinde gosterilir. Koklerin carpime roldusundan r'nin dgeri bulunabilir. ikinci
dereceden (5.36) denkleminin koklerinin carpimi &fi¢ oldugundan f=1 ve r=1
olur. Teorem 4.7’e gbre y ¢cozimd, A ve B sabitlenak tzere;

y, =Acos(k0+ B) (5.39)

biciminde yazilabilir ve buradan (5.35) sigartlarini sglayacaksekilde sabitler
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bulunabilir. yy=0 sartindany, = AcosB= 0 olur. Asikar ¢oziimden farkli ¢oztmler

argstinlldigindan A#0 alinarak B 372 bulunur ve y=Acos(l0 + 172) ya da

Y, =—Asin ko (5.40)

olur. (5.35)'teki ikinci sinirsartina gorey,,, =-Asin(N+1)0=0'dir. Yine A#0

alindginda, bu denklemi ggayan® deserinin var oldgu goéraliur. Her n tam sayisi
icin sinnrt=0 olacgindan;0, (N+ 1P =nrmtya dab=n1v/(N + 1) ssitli gini sgzlayacak

ihmal edilir. Ezer

_onm
" N+1

n=12,.,N (5.41)

ile 8, tanimlanirsap’nin bu N degerinden her biri, (5.40)'d8 =06, yazilarak elde
edilen gikar olmayan bir ¢6zumu belirler. A=—1 alinarak lm#n ¢6zime ©

denilirse,

yl((“) = Sinlil]—T-:I-(l n=12,...,N (5.42)

olur. (5.40)'taki A keyfi sabit oldgundan; ¥nin herhangi bir sabitle carpimi da
yine sinir dger probleminin bir ¢bzimu olacaktir. Ayrica sinimnKsiyonunun
periyodik olmasindan dolayn = N+1, N+ 2, N+ 3, .. yazildginda farkl ¢céztimler
elde edilmez. Orngn, n=N+1 alindginda bulunan ¢dzim, n=0 aligchda
bulunan ¢dézumle ayni olur. n=N+2 i¢in bulunan ¢6zdm n=1 igin bulunan

¢6zimle aynidir.

. (N+Drk

sin———
N+1

_ (N+2)mk _ ( TK j K

sin-———— = sin

+ k| =% sin——
N+1 N+1 N+1

= sinttk= C
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(5.41)deki her bir 8 degeri, (5.36) yardimci denkleminin kompleksslemik
koklerinin genlgine kagilik gelir. Bu sekildeki her bir glenik kok cifti, a sabitinin
0zel bir degeriyle belirlenir. r=1 oldgu icin (5.38)'de verilen koklerin toplami
2co9® olur. (5.36)'nin koklerinin toplami da 2 oldugundana ve 6 arasinda
2—a=2co®d (0=2(L—co$)) seklinde bir bainti bulunur. (1—cd)/2=sirf(6/2)
trigonometrik 6zdgiginden a=4sirf(6/2) ya daoaynin, a’nin =86, deserine

karsilik geldigi varsayilarak

nTt
2(N+1)

a, =4sir n=12,..,N (5.43)

yazilabilir. Boylecen, (5.43)’teki dgerlerden birini aldiinda; (5.35) sinigartlariyla
verilen (5.34) fark denkleminin belirgii sinir dger probleminin gikar olmayan

cozumleri bulunura = ay, icin bu, (5.42)'de verilen céztiimuine karlik gelir.

Sinir deger probleminin gikdr olmayan c¢ozumlerini var edem deserlerine
problemin karakteristik dgerleri, bunlara karlik gelen ¢ézimlere de karakteristik

fonksiyon denir.

Buraya kadar bulunanlar 0x< 4 kabultyle bulundua’nin bu deer aralgi disinda
olmasi durumunda sinir ger probleminin gikar olmayan ¢6zUmunin olmag
daha sonra gosterilecektBimdiye kadar yapilan varsayimlarin sonuclaagedaki

teoremle 6zetlenebilir.

Teorem 5.3:yp=0 ve w:1=0 sinir sartlariyla verilen yi,—(2—-0)yk+1+yc=0
(k=0, 1, 2, ..., N=1) fark denklemiy,=4sir{nT[2(N+1)]} (n=1, 2, ..., N)
seklinde verilena’nin N tane karakteristik drini belirler. a=ayye karsilik

i = sin[nmik/(N + 1)] seklinde ¥ karakteristik fonksiyonu vardir.

Bu sinir dger probleminin N tane karakteristik ge¥inin tek turlu oldgunu
ispatlamak icin a, O0<a<4 aralginin dsinda oldgunda bunlardan Bbka

karakteristik dger bulunamayaca gosterilmelidir.
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o #0 ya daa#4 ise Teorem 4.7'ye gore (5.36)'nin kokleri reelfaekli oldugundan
(5.34)'0in ¢ozUMi y= Cim;“+ Cmdir. (5.35) sinirsartlarinin ilkkinden G=—C;

bulunur vey, =C,(m* - m)) olur.Ikinci sinirsartina goére

Yna = C1(mlNJrl - m2N+1 )= 0 (5-44)

olmahdir. Parantez icinin sifirgieolmasi icin m ve ny’nin mutlak deggerlerinin it
olmasi gereklidir (yeterli d#l). mim,=1 oldygundan bu ancak kdklerin reel
degerlerinin m=m,=1 ya da m=mp=—1 olmasi durumunda ganir. Fakata #0
ve a #4 farz edildgi icin m; ve mp reel ve git olmamalidir. Buradan parantez icginin
sifir olamayacg ve (5.44)’Un ancak 0 olduysunda sglanacg goralur. Boylece
0 <0 ya daa >4 oldyunda sinir dger probleminin tek ¢ozimisi&ar ¢ozium olur.
a=0 ya daa=4 ise 0 zaman p¥ mp, ¢6ziim dey, = (C,+C,k)m/ olur. Benzer
sekilde (5.35) sinigartlarinin sadece Gre G’nin 0 oldugunda sglanaca gorultr
ve bu durumda y yines&ar ¢ozum olur. Boylece Teorem 5.3’te verilen mldr
tamamlanmy olur. Burada incelenen problem fark denklemlern igarakteristik

deser problemlerinin bazi 6nemli yanlarini aciklamaik iverilen basit bir 6rnektir.
5.4. Uretici Fonksiyonlar

Dizi adi verilen belirli fonksiyonlarin incelenmesicin gelitirilen retici
fonksiyonlar metodu analizin glcli metotlari ardswihir. Daha dnce goérulda gibi
bir fark denkleminin ¢ozumu k gerlerinin (0, 1, 2, ...) kimesi Uzerinde tanimh bi
dizidir. Bu yuzden fark denklemlerinin ¢ozumlerimceleme ve bulmada Uretici

fonksiyonlari kullanmak ¢ok yararhdir.

Tanim 5.1: y,, y,, ¥,, ... bir reel sayi dizisiyse, s noktasindagldeser

Y(S)= Y, +Y,S+ V,S+ .+ y &+ .. (5.45)

serisiyle verilen Y fonksiyonu {} dizisinin tretici fonksiyonudur. (Y, sifiri icere

bir reel say! araginda tanimhdir.)
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Ornekler:

a) Y(s)=1/(1-s) fonksiyonu 1, 1, 1, ... sabit dizis Uretici fonksiyonudur. 1,
(1--s)’ye bélundginde

Y (5.46)
1-s

bulunur ve (5.45)'tery, =1, y, =1, y, =1, ... olur.
b) (5.46) (1-s)'ye bolundiiinde

1

sy =1+2s+ 33+ .+ (k 15+ . (5.47)

elde edilir. Buradan {k+1} dizisinin (1, 2, 3, ..retici fonksiyonu 1/(1—$)olarak
bulunur. (5.47), s ile carpilarak s*iss’+ ... serisi elde edilir ve boylece 0, 1, 2,...

ya da {k} dizisinin Gretici fonksiyonu s/(1 —%splarak bulunur.

c) A sifirdan farkli bir sabit olmak tzere ¥A dizisinin tretici fonksiyonu
Y(s)=1+As+&s+ .. .+A*s‘+ ... seklinde ortak carpani As olan sonsuz bir
geometrik seridir. |s|<1/|A| ise bu oranin mutlagedi 1’den daha kucuktir ve

sonsuz geometrik dizinin toplam formalinden Y(s)&HAs) bulunur.

nn
d) Binom teoremine gor¢A +Bs)" =Z(ij”"‘B"s" 'dir. Buradan n herhangi bir

k=0

pozitif tam sayl olmak Uzere (A+Bs)genel terimi k=0, 1, 2, ... icin

n
Y = (ij”"‘B" ve k>niginy, =0olan {yq} dizisinin Uretici fonksiyonudur.

Tablo 5.1 bu hesaplamalari 6zetler. Bu tablodan keimtaraftaki dizinin Uretici

fonksiyonu, hem de gaaraftaki tretici fonksiyonu veren dizi bulunabhili
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Tablo 5.1.Bazi dizilere ait tretici fonksiyonlar

Sira {w} Dizisinin genel terimi Y(s) Uretici fonksiyonu
(1) 1 1
1-s
() k S
(1-sy
2s
3) k(k+1) =
(1-sy
(4) AK 1
1-As
n n-kp k
A"B* k=0,1,2,...r
(5) k (A +Bs)"
0 k> n

Diziden Uretici fonksiyona dogim yapilarak Uretici fonksiyonun hesaplanmasi
akillica bir stir. Bu dongim sonucu Tablo 5.1 soldangsadgru okunur. (Kagi
tarafa gitmek, yani verilen uretici fonksiyondanadagilik gelen diziye gitmek, ters
doénum yapmak olarak bilinir.)

Uretici fonksiyon déngiimiiniin temel 6zelli onun darusallgidir. {yMYin tretici
fonksiyonu Y;, {yk(z)}’nin Uretici fonksiyonu Y; ise, G ve ¢ herhangi birer keyfi
sabit olmak tzere {§™ + ¢,y ®} dizisinin Uretici fonksiyonu ¢Y1 + oY 2'dir.

Yi(s) =y +y s+ y, U+ L+ y O S+ |

Y,(S) =y & +yPs+ y, P8+ L+ y @+

Serilerin ilki ¢, ikincisi ¢ ile carpilip toplanirsa (serilerin terim terimermgdip
toplanmasi genellikle gou olmadgl halde kuvvet serilerinde bu uygulanabilir.)

c1Y1+ Y2 'nin {c 1y + ey} dizisinin dretici fonksiyonu oldgu bulunur.

Y1+ Y 2= (Cryo™ + Cayo®) + (s + coyi®)s + (@D + coya?)s + ..
+ (@ + ey @)s+ .
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Bdylece uretici fonksiyonlarin lineegiiispatlanmg olur.

Fark denklemlerinin incelenmesi icgin dretici fonksnlari uygulamadan 6nce bir
baska sonuca dikkat edilmelidir. {ydizisinin Gretici fonksiyonu biliniyorsa, {y:1},
{Yk+2}, ... dizilerinin Uretici fonksiyonlari da kolaylikl bulunabilir. (5.45)ten

baslanirsa {y.1} dizisinin Gretici fonksiyonu

T Yoy by sryg ot bt (5.48)

seklinde bulunur. Benzer bicimde {y} dizisinin tretici fonksiyonu da

Y(S) Yo~ VS
2

- SV, HYSTYS o Y, St

olarak bulunur. Tablo 5.1'in devami nitghdeki bu sonuclar Tablo 5.2'de

verilmistir.

Tablo 5.2.Diziler ile Uretici fonksiyon arasindaki gki

Satir Dizinin genel terimi Uretici fonksiyon
(6) Vi Y(s)
Y(s)-
(7) M("'l M
S
Y(S)-Y,— V.S
(8) yk+2 ( ) )2/0 yl
S
_ _ _ _ -1
(9) Yicn Y(S)~ Y, ylf o7 Yoo S
S
(10) Y, + Gy, C,Y,(S)+ €, Y, (S)

Fark denklemlerinin ¢6zimunde dretici fonksiyomakullaniimasinin iki nedeni
vardir: Ilki ¢6zum dizisinin dretici fonksiyonunun kendi gimiinden daha kolay
elde edilmesi, ikincisi ise Uretici fonksiyon bitliginde ¢ozum dizisinin kolaylikla
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hesaplanabilir olmasi (yukarida bahsedilen tersiugiénle), hatta bu hesaplama
midmkuin dgilse Uretici fonksiyon yardimiyla ¢6zimin 6nemli ebiklerinin

belirlenebilmesidir.
Bu soylenenler A ve B sabitler olmak Uzere, birmertebeden

yk+l:Ayk+B k:O11!21" (549)

fark denklemine Uretici fonksiyon tekitiuygulanarak sayisal olarak goésterilebilig. y

verildiginde (Teorem 3.7’den)

__B
Y (5.50)

olmak Uzere (5.49)'un tek ¢6zUmu

A#lise A‘(y,—y)+y*
Ye =9, .. B =y +y (5.51)
A=lise y,+ Bk
olarak bulunur. {y}'nin dretici fonksiyonu Y ile gdsterilirse, Tabl&.2'nin (7)
satirindan {y.1}'in Uretici fonksiyonu, Tablo 5.2’nin (10) ve Tabl5.1'in (1)
satirindan {Ay+B} dizisinin Uretici fonksiyonu bulunarak (5.49Ydiici fonksiyon

yardimiyla yazilir:

Y(S) Yo
2
{Ay, +B} -AY(s) +B E-lli
-S

{yk+]} - -
= Y =AY tB - w:AY(S)"'BGl}_S

Bu ssitlik dizenlendginde (5.49) fark denkleminin tretici fonksiyonu

V)= oo
1-As (1-s)(x As

(5.52)
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seklinde bulunur ve buradan ters degimnle {y} dizisi elde edilir. (5.52)'nin sa
tarafindaki y/(1 — As) terimine kanlik gelen dizi Tablo 5.1'in (4) satirindan &}
olarak bulunur. Bs/[(1-s)(1—As)] terimine kdik gelen dizi de basit kesirlere

ayirma metodu, yar ve 3 belirli sabitler olmak Uzere

S _a . B
1-s)1-As) s T A

(5.53)

Ozdsligi kullanilarak bulunur. Ktlik dizenlendginde

s _a(l- As+B (- s)
(1-s)1- As)  (E s)E As)

olur. Her iki tarafin paylariningg olmasi gerekgiinden s=¢ +3) + (—aA—3)s elde
edilir. s'nin batln dgerleri icin bu aitli gin dogru olmasi icina ve 3, a+B=0 ve
—Aa—-B=1 seitliklerini saglamak zorundadir. Birinci denklemdgh=—a, ikinci
denklemdem(1—A) =1 bulunur ve A:1 olmak Uzerex=1/(1-A),B=-1/(1-A)
olur. (5.53) bu gtlikler yardimiyla dizenlendinde

s _ 1 ( 1 1J (A #1)
1-s)1-As) A ks t A

elde edilir. Bu durumda (5.52) uretici fonksiyonu

Y(s)= Yo | B ( t 1 J (A#£1)
1-As 1- All-s I As

ya da (5.50) kullanilip terimler dizenlenirse

1
1-s

Y(©)= (o~ ¥) s Y

seklinde yazilabilir. Uretici fonksiyon tablolarin(@10), (4) ve (1) satirlarinda gan
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sola dgru gidilirse y, =(y,-Yy)A“+y* elde edilir. Bu, A#1 durumunda
(5.51)in ¢o6zumudir.iddiayr tamamlamak icin A=1 alinginda (5.52) Uretici
fonksiyonu Y(s)=y/(1—s)+Bs/(1—<) Tablo 5.1'in ilk iki satirndan da ¢dzim

Y« =Y, * Bk olarak bulunur ve tekrar (5.51) elde edilir.

Asagidaki 6rnek dretici fonksiyonlar metodunun ikinci ertebeden fark

denklemlerinin ¢6zimune uygulanmasiyla ilgilidir.

Ornek:

Y, =2 ve y, =1 sartlariyla verileny, ., -2y,., +y, = 2 fark denkleminden uretici

fonksiyon tablolarinin (8), (7), (6) ve (4) satrrlaullanilarak

Y(s)—22— 5_2 Y(s)y 2+ Y(s)= 1
S S 1- 2¢<

esitli gi elde edilir. Her iki taraf%ile carpilip, terimler diizenlenginde

2 3 $
(1-sY (1-sf (@ s) @& 2s

Y(s)=

bulunur. Son terim basit kesirlere ayrilirsa

2

S _a B LY
(1-sY(1-2s) +s & 3% @ 2s)
_O(l-s)(I- 2syB (& 2syy @ $)
- (1- sy (1~ 2s)

_(a+B+y)+ (=30 - 2B-2y)s+ (Zi+y)$
(1-sY (1- 2s)

olur. Burada paylar 6zdelduzundana, 3 ve y, ayni anda lineer olam+ 3 +y=0,

—-30-2-2y=0, 2 +y=1 sitliklerinden a =0, B=-1 ve Y=1 olarak bulunur ve
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uretici fonksiyon Y(s)=1/(1-8)-3s/(1—-s)+1/(1-2s) olur. Uretici fonksiyon
tablolarindan da ¢oziim ¥ (k + 1) — 3k + =1 — 2k + % olarak bulunur.

Genel olarak dretici fonksiyonlar metodunun ana lanat sgagidaki gibidir:
(1) Balangigsartiyla gartlariyla) beraber ¢ozimu fydizisi olan bir fark denklemi
verilir. (2) Uretici fonksiyon dongiimii fark denklemine uygulanarak,  Jyctzim
dizisinin daha kolay ¢ozilebilen, cebirsel bir diemk olan Y Uretici fonksiyonu
bulunur. (3)istenilen {y} ¢6zimiini elde etmek icin Y’ye ters dawiin yapilr.
Fark denklemleri teorisi, 6zellikle sabit katsaydenklemler icin Uretici fonksiyon
teknigi kullanilarak geltirilebilir. Tabi bu Tablo 5.1 ve 5.2’de on satirdaetlenen

dizi ciftleri ve onlar hakkinda daha getir bilgi gerektirir.

Diger donigumler, mesela Laplace, Dirichlet ve Laurent sadade denklemlerinin
incelenmesi ve ¢ozumleri igin kullanilmaz, ayni zenda diferansiyel, integral ve
diger fonksiyonel denklemlerin ¢6zimi ve incelenmesnde de kullanilabilir.
Uretici fonksiyon metoduna geri donilirse bu metodilasilik teorisinde de cok

yararli oldigu birkag soruyla gdsterilebilir.

Her bir denemenin sonucunun kesin olarak istenang(S) ya da istenmeyen sonug
(F) olarak siniflandirilabilegg bir deney goz 6nine alinsin. Opie yazi tura
atisinda tura istenen sonug, yazi istenmeyen sonud; tdbirentindeki kguda sg@a
donme S, sola dénme F; bir oylamada verilen “evedVabi S, dier cevaplar
(“hayir”, bilmiyorum”, ... ) F ile gosterilebiliristenen sonucun olma olagilp ile

gosterilirse0< p< 1 ve istenen sonucun olmama olagiy =1 — p’dir.

Her bir denemenin derinden bgimsiz oldgu bir deneyin n kez tekrar edifglifarz
edilirse her bir denemenin sonucu S ya da F @ladan, deneyin sonuclari S ve
F’nin bir dizisini meydana getirir. Ug kez yazi @uatildginda sonug tura, yazi,
turaysa bu SFS ile gosterilebilir. Deney n kez @eladildginde istenen sonucun elde
edilme sayisi X ile gosterilsin. X'e rasgelegdg&en denir. X, n kez tekrar edilen bir
deneyde istenen sonucun elde edilme sayisini gos@d,2, ... , n sayilarindan
herhangi biridir. n kez tekrarlanan bir deneydensh sonucun k kez elde edilme

olasilgl y, , ile gosterilsin,
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yk,n = P(x = k) k = 0!1) 2)"'1 r (5.54)

Burada P( ), parantez icindeki olayin olma olgsml gosterir. Elbette n deneme
yapildginda 0, 1, 2, ..., n’nin elde edilegiekesin oldgundan, n denemeden elde
edilen X’in her bir dgeri icin

D Vin =YontYintYont ot Y= 1 (5.55)
k=0
olur? (5.54)'le tanimlanangp, Yin ..., Yoo sayilari, 1 olasignin (kesin olasifiin)

Xin (n+1) tane farkli dgerine d&limidir. Bu nedenle y'ye X'in olasilik gaimi
denir. n parametresi sabitle belirlegideaman, k dgerlerinin (0, 1, 2, ...) kiimesi
icin y tanimlanmyg olur. Burada y'yi bulabilmek icin y'nin gadigi bir fark

denklemi bulunarak tretici fonksiyonlar yardimija denklem ¢dzulecektir.

Deneydeki (n+1) denemede istenen sonucun (k + 1ekkzedilmesi ancak iki yolla
muamkunddr. 1) n tekrar sonunda istenen sonucg (ke )elde edilir, sonraki (n+1).
denemede istenen sonug elde edilmez. 2) n tekramsla istenen sonug k kez elde
edilir, sonraki (n+1). denemede de istenen sondeg edilir. (1) olayinin olma
olasilgl ilk n denemede istenen sonucun (k+1) kez elddmediolasilgl ile
(n+1).’de istenen sonucun olmama olgsmin carpimidif* yani qy.1  dir. Benzer

sekilde (2)’'nin olma olasifi pyk ,'dir. Buradan

Yirrnet = QWY ern T PYkn k=0,12,...r n=0,12,.. (5.56)

elde edilir®

k=-1 oldigunda yukaridaki iddia bozulur. Bu istenen sonuaut 1) denemede 0
kez elde edilmesi anlamina gelir ki bu da ancaénish sonucun n denemede O kez
elde edilmesi ve sonraki (n+1). denemede isteneru@m elde edilmemesiyle

% Olasilg) 1 olan olaya kesin olay denir.
* Birbirinden bgimsiz iki olayin olma olasgi, bu olaylarin olma olasiliklari carpimingiter.
® ki ayrik olayin olma olasg bu olaylarin olma olasiliklari toplaminsitér.
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(olmamasiyla) mumkun olur. Buradan
y0,n+1= qyo,n n= O) 11 2) e (5.57)

fark denklemi elde edilir. Herhangi bir deneydesmsgn sonucun 0 kez elde edilmesi
sadece imkansiZzolayda miimkiin oldiundan bglangicsartlari

Yoo=1, %0=0 k>0 (5.58)
seklinde yazilabilir.

(5.56), y icin kismf fark denklemidir(5.58) balangicsartlariyla verilen (5.57) fark
denklemi ¢ozilerek X’'in olasilik g@imi olan y bulunabilir.

Yikn N’NiN keyfi ama sabit bir tamsayi olglw g6z 6ntine alindinda {y .} dizisinin

Yn(S) = Yo+ YirS +¥orS + .. HYinS + ... (5.59)

seklinde tanimlanabilir. Her bir n deri icin tek bir Gretici fonksiyon vardir ve bu

fonksiyon, Tablo 5.2'nin (7) satiri yardimiyla (6)Fark denkleminden

Y (s)- Y (s)-
n+1( ) yo,n+1:q n( ) yo,n+ pYn (s) n=0,1,2,...
S

S

seklinde elde edilir. Bu denklem diizenlegidde

Y n+1(S) = (g + pS)Y(S) + (Yo.n+1— qQYo,n) n=0,1,2, ...

® Olasilgl 0 olan olaya imkansiz olay denir.
"'z, x ve y'nin negatif olmayan biitiin gkleri icin (x,y) noktalarinda tanimli iki daskenli bir
fonksiyon olsun. z'nin (j,k)'deki dgri 7, seklinde gosterilir. Bu fonksiyonun x gigkenine gore

birinci kismf farki %zjyk =2, ~ 2, Y degiskenine gdre birinci kismi farki d%zjyk =Zn "~ 2y

seklinde gosterilirikinci kismi farki ise,%(%z), Al(A2 2), Azﬂl 2), A2 Az Z) seklinde dort tanedir.
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olur ve (5.57)'den busglik

Y n+1(S) = (q + pS) ¥(S) n=0,1,2, ... (5.60)
biciminde yazilabilir. Bu, Uretici fonksiyonun lbmgi mertebeden fark denklemidir.
(5.58)'den Yo(S) =Yoo+ Y15+ +...=wo=1 elde edilir ve bu béangicsartina
bagh (5.60)'1n ¢6zUmU Teorem 3.7'den (A=q+ps, B=0)

Yn(s)=(q+ps) n=0,1,2, ... (5.61)

seklinde bulunur. (5.61) dretici fonksiyonuna teréntim uygulanarak {y

dizisiyle verilen olasilik dalimi hesaplanir. Tablo 5.1’in (5) satirindan
n
Yin =P(X= k)=(kJ g™ k=0,1,2,...,n (5.62)

elde edilir, fakat k>n isexy=0'dir.

(5.62)’'de belirtilen olasiliklar binom olasilik gi&amini (n ve p parametreli) tanimlar
ve bu olasilik daihmina sahip bir tesadifi gigkene binom dalimi denir. Ozet
olarak, bir deneydeki n Bansiz denemede istenen olayin olmasi (p) ve istenen
olayin olmamasi (q=1-pyeklinde sadece iki sonu¢ varsa buna binorgildal
denir ve bu durumda istenen sonucun k kez olmal@aé.62) ile verilir.

Ornekler:

1) Bir zar dort kez atilginda zarin iki kez 1 ya da 2 gelme olagihedir?

Bir zar atildginda herhangi bir afia 1 ya da 2 gelme olagili1l/3’ttr. D6rt bgimsiz
atista istenen olayin iki kez olma olagilesagidaki gibi bulunur:

—px=2)=(* (1)2(_2j2__!@94__8
Y2a=PAZ9%15013)\3) “2210 9 27
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2) 10 fare arasinda yapilan birskida, ilk denemede sekizgadong ve iki sola
donis gozlemleniyor. Her bir farenin a ya da sola doguolasilginin sit ve

birbirinden b&msiz oldgu varsayilirsa en az 8 fareningaadonme olasg kactir?

Deneyin sonugclari istenen olayin olmasgésdong), istenen olayin olmamasi (sola
donis) olarak ikiye ayrilsinistenen olayin olma olagili1/2'dir. Deney birbirinden
bagimsiz olarak on kez tekrar edighide s@a donig sayisi binom dalimindan
(n=0, p=1/2) bulunabilir. En az sekizgsadonigin olmasi 8, 9 ya da 10 &

donstn olmasidir ve olasgi asagidaki gibi hesaplanir:

e

- + 10 + 1 _ 56=O,054687ED 0,05
1024 1024 1024 1024

Bu tUr hesaplamalar, bazi denge problemlerinin bielnese (5.62) binom olasilik
dagilmlarinin daha gesitablolari mevcuttur. Binom @diminin bazi o6zellikleri
(5.61) uretici fonksiyonundan direkt olarak eldelaullir. Burada bu 6zelliklerden

sadece biri verilecektir.

Gelisigtzel bir X deiskeninin E(X) dgerine, X'in ortalama dgeri, beklenen dgeri
ya da matematiksel beklenengde denir ve gagidaki gibi tanimlanir: X; g p1, P
... olasiliklariyla beraber verilen sirasiylg xi, X, ... deserleri olarak farz edilsin.

Bu durumda

E(X) = Zxkpk (5.63)

olur ve bu butin X dgerleri Gzerindeki dalimin toplamidir. (Bu tanim kesikli
tesadufi dgiskenlere uygulanir, yani bu gerler sonlu ya da sonsuz bir dizi
bicimindedir.) Kisacasi E(X), X d¢erlerinin airhkli ortalamasidir, her biri bu

olaylarin olma olasignin grlidir. Ornesin bir rasgele dgskenin sadece 1 ve 3
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degerlerinin (iki dezerinin) olduysu kabul edilsin ve her birinin olasili1/2 olsun. Bu
durumda E(X) = I[{11/2) + 3(11/2) = 2 olur.

X binom d&ilimi oldugunda (n ve p parametreleriyle) E(X)=np aidu(5.61)
uUretici fonksiyonu kullanilarak ispatlanabilir. @ama dger tanimindan k, O’dan

n’ye kadar dgismek tzere X, y, olasilgina sahip k dger aldgindan
E(X) =Y _ky,., (5.64)
k=0

olur. Bu toplamin np’ye @t oldugu ispatlanmak isteniyor. (5.59)'daki,(6) Uretici
fonksiyonunun s'ye gore turevipYs)=yint+2y S+ ...+ k}knsk‘l+ ...'dir ve burada
s yerine 1 yazilgznda (5.64) toplami elde edilir.,Y1)’in degeri bulund@gunda X’in
ortalama dgeri olan E(X) de bulunur. (5.61)e gore, ) =n(q + ps) ‘p'dir ve iddia
edildigi gibi E(X)=Y'(1)=n(q+pJp=np olur (p+q=1).

Ornekler:

1) 10 farenin bulundiu bir labirentteki baamsiz bir kguda s@a ya da sola donme
olasilgl esit oldugundan, secilen bir noktadan gsa doénen farelerin sayisinin
E(X)=10[{1/2) = 5tir.

2) Her birinin cevabinin birbirinden pansiz oldgu farz edilen 1000 kiye sorulan
bir soruda, “evet” cevabini verenlerin olg&ill/4, “hayir” diyenlerin olasif 3/4 ise
“evet” diyenlerin sayisinin E(X)=1000/4) =250 oldgu beklenir.

Bu bolim, kelime @grenmenin matematiksel modeline Uretici fonksiyomlabir
uygulamasiyla bitirilecektir. Deney prosedigii sekildedir: Bir kisiye bir kelime
listesi verilir, sonra bu ki hatirladgl kelimeleri yazar. Busiem her seferinde

kelimelerin sirasi d@stirilerek pe pese tekrarlanir.

Onceki denemelerde k kez hatirlanan kelimenin kuohumda oldgu soylenirse, n

deneme sonunda k durumunda olan kelimenin ofaspy,, k durumdaki bir
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kelimenin tekrarlanma olasgh 1 olsun. (k=0, 1, 2, .;.n=0, 1, 2, ...) 1k, h deneme
sayisindan amsiz olarak “Listelerdeki herhangi bir kelimenigrénilme derecesi,
onceki denemelerde kac defa tekrarlgnda belirlenir’ seklinde tanimlanirty, 13,

T, ... sayllari deneydeki verilerden belirlegidicin bunlarin bilindgi farz edilerek
Pk Olasilgl belirlenebilir. ik olarak bu olasifii saslayan kismi fark denkleminin

turevi alinir.

n+1 denemede bir kelimenin k+ 1 kez hatirlanmaskiianlami vardir: 1) kelime n
denemede k+1 kez hatirlargn(n+1). denemede hatirlanamatm 2) kelime n
denemede k kez hatirlargrwe (n+1). denemede de hatirlagim Bu denemeler
istatistiksel olarak bamsiz olacaksekilde ardi ardina tekrarlanirsa bu durumda
(1)'in olasiligl bir kelimenin n denemede k+ 1 kez hatirlanma dwioum olasiig

Px+1n ile bu kelimenin sonraki denemelerde hatirlanmaiaailigl olan (1 —.+1)’nin

carpimidir. Benzegekilde (2)'nin olasilgl p«, vet’nin ¢carpimina gttir. Buradan
Pr+1.n+1= (L =Tks1)Prr1.n+ TkPkon k=0,1,2,... n=0,1,2, .. (5.65)
bulunur. Bu eitlik pon+1’e uygulanamaz, cunkid bir kelime n+1 denemede hig
hatirlanmamgsa bu, kelimenin n denemede ve (n+1). denemeddamaimadg
anlamina gelir. Bu durumda

Po.n+1= (1 —To)Po,n n=0,1,2, ... (5.66)

olur. ilk denemeden o6nce kelimelerin hatirlanamagacg6z Oniine alinarak

baslangicsartlari

Poo=1  Po=0 k=1,2,3, ... (5.67)

seklinde yazilabilir.

(5.65), genetekli (5.56) olan ¢6zimu oldukca zor bir kismi fadnklemidir.

k sabit oldgunda genel terimig, olan Ro, Px1, Pc2, ... dizisinin Uretici fonksiyonu
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RS)=Y R, 8 (5.68)

olarak tanimlanirsa Tablo 5.2’'nin  (7) satin yard#a (5.66)'dan
[Po(S) — p.ol/s = (1 —10)Po(s) bulunur ve dizenlenginde (5.67) bglangic¢sartindan

1
PO s 5 (5.69)

elde edilir. Benzer bir doguimle k'nin 0, 1, 2, ... deerleri icin (5.65)ten
[Pi+1(S) — 1.0/ = (1 =Tk 1) Pu+1(S) +TkPx(s) bulunur ve (5.67) kullanilarak bsittik

ST,

R, (S)=——t—
k+1() 1_8(1__[_k+1)

R (s k=0,1,2, ... (5.70)

seklinde yazilabilir.

(5.70) denklemi birinci mertebeden homojen bir fagnklemidir ve bolim 5.2'de

4.22'yi cozmek icin kullanilan metotla ¢ozilebilBuradan
P. (s) P(k_l % k=1,2,3 (5.71)
S)=R G| ——— =123, ... :
“ ° Dl_s(l_Tj+1)

bulunur ve herhangi bir k geri icin (5.69)'daki B(s) ile {pxn} dizisinin Uretici
fonksiyonu R belirlenebilir. Bdylece g, olasiliklarini bulma problemi (5.69) ve
(5.71)deki Uretici fonksiyonlara ters d&iiim uygulamaya indirgengniolur. k=0
icin Tablo 5.1'in (4) satirindan (5.69)’un tersi

Pon= (1 -To)" n=0,1,2, .. (5.72)

seklinde elde edilir. (5.71)'de k=1 yazilirsa
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1,5
P (s)= ) (5.73)
sl s )]
bulunur ve kismi kesir metoduyla buradan
T 1 1
P (s)= —2 - T1#T 5.74
1(5) T,-T,|1-s(-1,) I s(tT, J #To (574)

bulunur.t; # 10 oldugu icin Uretici fonksiyon tablolarinin (4) ve (1tglarindan

To

Py = [@-1) - @-1,)] (5.75)

1 0
bulunur. k'nin 2, 3, 4, ... derleri icin p » olasiliklari da benzeekilde bulunabilir.

Genellikle Uretici fonksiyondan goudan bilgi edinilebildiinden acik c¢c6zimu
bulmak gerekmez. Bu noktayl aciklamak icin, kelimek defa hatirlanip daha
sonraki denemelerde hi¢ hatirlanmama olasin arandil varsayilsin. Bir
kelimenin n denemede k defa hatirlanip daha soargéekrar hatirlanma olasili

pnti’dir. n herhangi bir tamsayi gerini alabilecginden g, = i P T toplami
n=0

olusturulursa, bir kelimenin k defa hatirlanip daharsotekrar hatirlanma ihtimali

bulunabilir.t,, n'ye ba&h olmadgindan

T[k :Tkzpk,n (576)
n=0

yazilabilir. (5.76)'daki toplam s=1 icin (5.68)dganimlanan P uretici
fonksiyonudur. Buradan

m=1R ) (5-77)

olur ve 1 olasilgl igin sadece R1)'i hesaplamak yeterlidirto#0 farz edilirse
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(5.69)'dan B(1) =1k, ve buradan dap=1oPy(1) =1 elde edilirtp#0, 11 #0, T2 £0,
... farz edilerek (4.71)'den benzgzkilde

k-1 . k-1 T
P@O=R(@ ;:i L:igrﬂgr_lﬁ_ ﬁgrk_-l:_l
T

2--.
0 1-(Q-T) Told Ty To T T, Ty Ty T, k

bulunur. (5.77)'dekrx (k=0, 1, 2, ...) gesiolasiliklarinin hepsi pozitif oldiwundan
k=1 k=0,1,2, ... (5.78)
bulunur, yani ard arda deneme yagidda k kez hatirlandiktan sonra (k+1). kez
hatirlanma olasign 1'dir. Limit durumunda ise sonlu sayida hatirlanralasilg
O’'dir. k defa hatirlanma olayr deneme sayisi soretarken yine sonlu kaliyorsa
bunun olasifil sifira gidecektir.

5.5. Lineer Olmayan Denklemler

Nonlineer denklemler lineer denklemlerden ¢cok d&hssiktir ve ¢ozumleri daha

farklidir. Burada sadece

Yo =PY, (1—y—k”j (5.79)

lojistik denklemi incelenecektir. Bu denklem=uy, /K ssitli gi yardimiyla
Un+1=PUn(1—Wy) (5.80)

seklinde yazilabilir. Burada pozitif bir sayidir. (5.80) denkleminin denge vesabit

¢6zUmUunun bulunabilmesi iginy = u, alinarak (5.80)'de yerine yazilir. Buradan

Un=PUn(1—W)
Un = PUn— Uy’ (5.81)
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elde edilir. Bu denklemin denge ¢ozumleri

Un=0, Lh:pT_l (5.82)

'dir [6].

Bu denge c6zumlerin verilen gangic sartlari altinda kararli olup olmagini
bulmak icin (5.80) denklemine lineer bir denklengéklagilacaktir. =0 civarindaki
denge ¢oziimlerinde i u’e gore cok kiiciik olagandan bu terim ihmal edilebilir.
Bu durumda (5.80) denklemi

Un+1= PUn (5.83)

seklinde lineer bir denkleme dégiir. Bu denklem sifira yeterince yakin bj igin
(5.80) denklemine iyi bir yakiamdir. n sonsuza giderker’ia sifira gitmesip|<1
olmasi durumunda mumkundir e pozitif bir sayl oldgundan 0 <1 olmak
zorundadir. p'nun bu dgerlerinin kiimesinde =0 denge ¢Ozumu civarinda
nonlineer (5.80) denklemi, lineer (5.83) denklemasmptotik olarak yakkar ve

(5.80) denkleminin ¢ozumi de (5.83) denklemininigiidne benzer.

Eger u,=(p—1)/p denge ¢Ozumi goz 6nune alinirsagok kucuk olmak tzere, bu

¢6zUmun konpulugu

Un= p;l +Vn (5.84)

seklinde yazilabilir. (5.84) denklemi (5.80) denkliewte yerine yazilirsa
Vn+]_: (2 —p)Vn—an2 (585)

bulunur. v cok kiiciik oldgundan yine ¥ terimi ihmal edilebilir. Buradan
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Vn+1= (2 —P)Vn (5.86)

lineer denklemi elde edilir ve burada da n songyidarken y'nin sifira gitmesi igin
|2—p| <1, yani 1 <3 olmalidir. Bdylece y=(p—1)jp’nun belirtilen p dezerleri

kimesinde asimptotik olarak dengede @ladbulunur.

Sekil 5.2'de (5.80) denkleminingy 0,2 balangi¢ dgeriyle p’nun 0,5; 0,9; 1,8; 2,7
ve 3,6 dgerleri icin ¢ozumleri grafikle gosterilgtir. Sekil 5.3'te de (5.80)
denkleminin yine aynp deserleri ve y=0,7 balangi¢c dgeri icin ¢6zUmu grafik

olarak verilmitir.

——p=0,5
——p=0,9
—4—p=1,8
—>—p=2,7
——p=3,6

Sekil 5.2. yo=0,2 balangi¢ dgeri vep'nun 0,5; 0,9; 1,8; 2,7 ve 3,6 gkerleri icin lojistik denklemin
cozamleri

1Y
0,8 —— p:O,S
0,6 —=—n=0,9
—h— p:1’8
0,4~ —>—p=2,7
0,2 ——p=3,6
0 ‘ ‘ T * + *> * *> - - n
0 1 2 3 4 5 7 10

Sekil 5.3. yo=0,7 balangic dgeri vep’nun 0,5; 0,9; 1,8; 2,7 ve 3,6 gerleri icin lojistik denklemin
¢ozamleri
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Sekil 5.2 ve 5.3'te de gorilgii gibi p’nun (0,1) aralgindaki deerleri icin lojistik
denklemin ¢ézimleri O denge @i civarindap’nun (1,3) arakkindaki degerleri igin
de P—-1)/p denge dgeri civarinda kararlidip'nun 3'ten buyuk dgerinde ise ynin

kararl olmadgl yine sekillerde gorilmektedir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calsmada ceitli alanlarda ortaya cikan problemlerin modellesiedineer fark
denklemlerine nasil uyarlarigi ve de bunlarin ¢ézim yontemleri Uzerinde
durulmwtur. Bununla birlikte sosyal bilimler, davrarbilimleri veya iktisat alaninda
olusturulan problemlerin birggu lineer olmayan fark denklemleriyle karakterize
edilmektedir. Her ne kadar bu tip problemler dahamgik ¢cdzimleri gerektirseler
de, bu cakmanin devami nitelinde bdéyle problemler de ele alinabilir. Gen
populasyonunu karakterize eden denklemler bunlaxekoverilebilir. Ayrica kaotik
yapilar, lineer olmayan fark denklemleri icin bifation teorisi veya atraktorler bir

diger calgma konusu olabilir.
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