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ONSOZ

Diferansiyel denklemin pratik uygulamadaki 6nemi bilinmektedir. Son yillarda
teknolojinin gelismesine paralel olarak diferansiyel denklemler baz1 kisitlarla - ki bu
kisitlarin ¢cogu cebirsel kisitlardir, ortaya ¢ikmaktadir. Bu cebirsel kisitlamalar altinda

diferansiyel denklemlerin ¢oziimii son yillarda 6nemini artirarak ortaya ¢ikmaktadir.

Bu calisma, bu tiir problemleri ele alarak sayisal ¢oziimlemeler gelistirmeyi
amaglamaktadir. Ortaya konulan modellerde cebirsel ve diferansiyel bilinmeyenler
birlikte ¢oziim gerektirmektedir. Bunun icin cebirsel denklemler, diferansiyeli
alinarak diferansiyel denkleme eklenmektedir. Bu diferansiyelleme yeni problemler
ortaya c¢ikarmaktadir. Bu ortaya ¢ikan problemler, denklem modellerinin yapisina
bagl olarak c¢esitlilik arz etmektedir. Dolayisiyla biitiin cebirsel diferansiyel

denklemleri ¢6zen genel bir metot gelistirilememektedir.

Bu calismada, bugiine kadar bu konu ile ilgili yapilan ¢alismalar verilecektir ve bazi

problemlerin bilgisayar programlari ile ¢oziimleri yapilarak grafikleri ¢izilecektir

Tiirkiye’de heniiz yeni yeni giindeme gelen bu konuda derli toplu bir kaynak olmasi

dilegiyle.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

ODE : Adi Diferansiyel Denklem(Ordinary Differential Equation)
DAE : Diferansiyel Cebirsel Denklem (Differential Algebraic
Equation)

BDF : Geri Fark Formiil (Backward Differential Formula)
MOL : Dogrular Metodu (Method Of Lines)
U, : Diigiim Potansiyeli
U, : Dal Potansiyeli
I, : Daldaki Akim

ul : 1=0 dan m’ye kadar i’lerin toplam1

m : 1=0 dan m’ye kadar i’lerin ¢arpimi1

i=0
\% : Geri fark
Ax : x’lerin degisimi

: Cok kiiciik

Fm : F fonksiyonunun n’inci mertebeden tiirevi
||y|| : y’nin normu
A" : A matrisinin transpozesi (devrigi)
P(1) : Interpolasyon polinomu
(a;) : 1 satirlik j stitunluk matris elemanlari
1 : Birim matris
ar : f fonksiyonunun t degiskenine gore tiirevi

dt
af : f fonksiyonunun t degiskenine gore kismi tiirevi

ot
M : M matrisinin tersi

Vi



SEKILLER LISTESI

Sekil 1.1. Basit SarKag.........ccociuiiiiieiiiie e 2
Sekil 3.1. Bir fonksiyon ve ondan daha az diizgiin tlirevi.........c..ccccuvenneee.. 16
Sekil 3.2. Basit bir elektrik devresi..........cooovvieviveeeeeiiiiieeeeiieee e 25
Sekil 4.1. Interpolasyon polinomu ve ¢, deki tiirevinin hesabi............ 44

Vii



TABLOLAR LIiSTESI

Sekil 4.1. Geri fark tabloSu............ooii i, 45
Sekil 4.2. 6. mertebeye kadar BDF metodlari i¢in katsayilar..................... 48

viii



OZET

Anahtar kelimeler: Diferansiyel denklem, cebirsel denklem, cebirsel diferansiyel
denklem

Diferansiyel denklemler miihendislikte ve pozitif bilimlerde standart hale gelmis
modelleme malzemesidir.

Diferansiyel denklemler cebirsel kisitlarla donatilinca Cebirsel diferansiyel
Denklemler ortaya ¢ikmaktadir. Bunlarin beraberce ¢éziimlenmesi cesitli zorluklari
da beraberinde getirmektedir. Bu ¢alismada bu zorluklar1 ve gareleri verilecektir.

Cogunlukla cebirsel degiskenler de diferansiyel denkleme dahil edilir ve tiim
bilinmeyenleri iceren diferansiyel denklem sistemleri ¢oziiliir. Bu tiirevleme isi
sayisal c¢Ozlimlemede cesitli giicliikler olusturmaktadir. Bir baska problem de
denklemlere yeni giren cebirsel degiskenlere uyumlu bir baslangi¢ kosulu vermektir.

Bu calismada ilk once diferansiyel cebirsel denklemin tanimi, daha sonra diferansiyel
cebirsel denklemlerin yapisi, son olarak da ¢okg¢a kullanilan bazi sayisal yontemler
verilmistir.

Her DAE problemini ¢6zen sayisal bir yontem yoktur. Problem nevi sahsina
miinhasir olarak bazi 6zel yapilar sergilemektedir. Bu nedenle bu ¢alismada agirlikli
olarak BDF-Geri fark diferansiyel formiilii ( Bu ingilizce “Backward Differantial
Formula”nin kisaltmasidir) kullanilarak sayisal ¢oziimlemeler yapilacaktir. Bunun
yaninda bu problemlerle ilgili bu zamana kadar kullanilan ¢6ziim yontemleri
kullanilacaktir. Ayrica bazi problemlerin bilgisayar programlariyla ¢o6ziimleri
yapilarak grafikleri ¢izilecektir.

ix



DIFFERENTIAL ALGEBRAIC EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Differential equation, algebraic equation, differential algebraic equation

Differential equations are the modelling material that being standart in engineering
and positive science.

Differential equations, with combining algebraic conditions are lead to Differential
Algebraic Equations (DAE). To solve them together cause various difficulties. In this
discussion we give these difficulties and solutions.

We include these algebraic variables to differential equation mostly and solve all
unknowns’ differential equations system. This differentiation work produce several
difficulties in numerical solutions. Another problem is to give an initial condition
coherent with new differential variables that join equation.

In this discussion, we give first the definition of differential equation then structure
of DAE and last some usefull numerical methods.

There is no numerical method can solve every DAE. Most of problems have unique
and spesific structures. Therefore, in this study we explain BDF (Backward
Differential Formula) and make some numeric practises.



BOLUM 1. GIRIS

Bir baglangi¢ deger problemi

Vv'=f(ty) 0<t<b

¥(0)=c
formundadir.

Bir sinir deger problemi

y'=fy)
g((0), y(b))=0

formundadir.
Diferansiyel denklemler
V=fty)
formunda ise agik
Jt.y,y)=0

formunda ise kapali form olarak isimlendirilir.



Son denklemde % jakobiyen matrisi uygun bir bdlgede arglimanlarina gore tekil degil ise
y

bu kosul altinda j' , t ve y cinsinden ¢oziilebilir. Bazen ODE’ler yalniz bagina degil de

asagidaki sekilde cebirsel kisitlarla beraber ortaya ¢ikmaktadir.

x'=f(t,x,z2)
0 = g(t,x,z)

Burada diferansiyel degisken x(z) , z(t) cebirsel degiskenleriyle baglantilidirlar. Coztimler

cebirsel denklemin saglanmasim1i da gerektirmektedir. Yukaridaki sisteme yari-agik

diferansiyel cebirsel denklem denir. Bu denklemler y = (xJ vektorii tantmlanarak yeni bir
z

ODE sistemine doniistiiriilebilir. Ama artik jakobiyen matris

oftyy) (1L 0
oy’ 0 0
olup tekildir.

Ornek : (Basit Sarkag)

Sekil 1.1. Basit sarkag



Sekildeki basit sarkacin hareketi (x,x,) kartezyen koordinatlari cinsinden asagidaki sekilde

verilir:

!

!
X, =-—zx

"
X, =724, —8

Burada z(#), Lagrange carpanidir. Sarkacin ¢ubugu sabit birim uzunluga sahipse hareket

2 2
x +x;, =1

sartin1 saglamak zorundadir.

Bu I.mertebeden sisteme cevrildiginde =X, Z,=X,» Z;=Xx, z,=x, yen degiskenler

olmak tlzere

Zp =y
!
z, =z,
[
Z; =g
!
2, =578

cebirsel diferansiyel denklemler takimi elde edilir. Ayn1 problemde

x, =sin@, x,=-cosf

degisken dontisiimii yapilip z yok edilirse

0" = —gsinf

elde edilir. Buradag, Sekil 1.1.°de dikey eksenden ayrilma agisidir. §(0) ve ¢'(0) baslangig

pozisyonu ve hiz gostergeleri verilirse bu bir baslangic deger problemi olur.



Not: Bir kapali ODE ile DAE arasindaki temel fark sadece tekil olmayan jakobiyen degildir.

Ayrica DAE’lerin ¢6ziimii i¢in uygun baslangi¢ kosullar1 verilmelidir.

Asagidaki basit 0rnege bakilirsa

xX=z— x=1(t,x,2)
0=x-t > 0=g(tx,2)

¢Ozim

xt)=t,z =1

olup hicbir baslangi¢ ve sinir kosuluna ihtiya¢ yoktur.

x(0)=c

diye bir baslangi¢ kosulu verilirse DAE uygun olmayan bir baslangi¢c kosuluna sahip olmus

olabilir. Zaruri olarak burada c=0 olmak zorundadir.

Not edilmesi gereken bir dnemli nokta da uyumlu baglangi¢ kosullar1 verilmis olsa bile
DAE’ler i¢in genel bir varlik ve teklik problemleri yoktur. Lineer olmayan denklemler keyfi

sayida ¢0ziim de verebilirler.



BOLUM 2. CEBIRSEL DIiFERANSIYEL DENKLEM NEDIR ?

1. mertebeden ODE denklemleri

F(t, y(0),y' () =0 2.1)

formunda kapal1 olarak tanimlanir. Burada F ve y vektor degerli fonksiyonlardir. Bu

kapal1 form diferansiyel denklem bazi kosullarda agik ya da normal,

Y'(6) =15, y(0) (22)

formunda yazilabilir. Cogunlukla (2.2) ile ilgili teoremler ve sayisal teknikler
gelistirilir. (2.2) onemli olmaya devam ederken, direkt (2.1) ile ¢alismak bazen

avantaj saglayabilir.

Bu durum yontem se¢imini ve uygulamalari etkileyecektir. Bir diferansiyel-cebirsel
denklem sisteminde degiskenlerin cebirsel kisitlar1 vardir. Bu sartlar asagidaki (2.3b)

sisteminde agikca ortaya cikar.

F(xX',x,y,t)=0 (2.3a)

G(x, y,t)=0 (2.3b)

Burada F ’nin x’e gore jakobiyeni tekil degildir. Ilerideki konularda jakobiyenin her

zaman tekil oldugu varsayilacak.

(2.1) formunda ODE denklemlerini direkt gz 6niine almanin ¢esitli sebepleri vardir.

Oncelikle, fiziksel problemler modellendiginde model genellikle, degiskenleri ve



tiirevlerinin bazilarinin koleksiyonunu tasvir eden bir DAE seklini alir. Bu baglanti,
bir modelleme veya simiilasyon programindan otomatik olarak iretilebilir.
Degiskenlerin genellikle fiziksel anlami vardir. Modeli (2.2)’ye c¢evirmek daha az
anlamli degiskenler {iretebilir. Parametre degerlerini degistirmek, degiskenler
arasindaki ilgiyi degistirebilir ve farkli boyutlardaki ¢6ziim manifoldlarina dayanan
farkl1 modeller gerektirebilir. Eger orijinal DAE direkt ¢oziilebilirse, bilim adamlari
ve mihendislerin, modelleme degisiklikleri ve parametrelerin etkisinin
gozlemlenmelerini kolaylastiracaktir. Bu ayrica ara yiiz modelleme ve dizayn
yazilimciligini da kolaylastiracaktir. Formu degistirmek, miimkiin olsa bile uygun

sistem yapisindan faydalanilmasi engellenebilir.

DAEFE’lere ilgi son zamanlarda giderek artmaktadir. DAE’ler 6nceleri tekil, agik
olmayan, diferansiyel-cebirsel, yar1 hal, genellestirilmis durum uzayi, kanonik
olmayan, sartl, indirgenmis diizen modeli ve standart olmayan sistemler olarak
adlandirildi. 1960’larda ve 1970’lerin basinda lineer sabit katsayili ve bazi lineer
olmayan sistemlerin analitik teorisi caligildi. Bu caligma, koordinat degisikligi,
indirgeme ve diferansiyellemeye dayaniyordu. DAE’nin kesin siniflar i¢in ilk pratik
niimerik metotlar, geri fark formiilleriydi (BDF). 1970’lerin sonunda bilimsel ve
matematik literatiirinde DAE’lere olan ilgide bir artis yasandi. Yeni ve daha

giivenilir programlar yapildi.

2.1. Baz1 Temel DAE Ornekleri

DAEF’lerin siniflandirilmasinda, analizinde ve sayisal ¢oziimlerinde yapisal formlar
cesitli kolayliklar saglamaktadir. Bu nedenle DAE’lerin miimkiin oldugu kadar
cesitli yapisal varsayimlar altinda goz oniline alinmalari tercih edilir. Bu yaklasim
daha ¢ok direkt problem formiilasyonuyla ilgilidir. Bir¢ok uygulamada DAE’ler
dogrulanmasi daha kolay olan basit yapisal formlar sergilerler. Yeni algoritmalar ve
sonuglar tiiretmede bu ¢ok faydalidir. Yapisal siiflandirma, bu bdliimde baslayacak

ve bir sonraki boliimde detayli olarak devam edecektir.



En basit yapisal formda sabit katsayili lineer DAE’ler asagidaki formdadir:

Ax'()+ Bx(t) = £ (1) (2.4)

Burada 4 ve B reel veya kompleks degerli kare matrisler ve ¢ reel bir degiskendir.
Gosterim kolayligr icin genellikle vektorler reel kabul edilecektir. Fakat sonucglar
kompleks durumdakiyle de aynidir. (2.4)’iin genel analitik ve niimerik davranisi daha
kolay anlasilir olmasina ragmen kontrol teorisi literatiiriinde ve matris yapisinin
hesaplanmasindaki problemlerde hala (2.4)’tin uygulamalariyla ilgili cesitli

arastirmalar yapiliyor.

Uygulamalarin ¢ogu hem lineer sabit katsayili hem de lineer olmayan ve lineer

zaman degiskenli

A@)X' (1) + B()x(t) = f(1) (2.5)

seklindedirler.

Burada A(?) her ¢ icin tekildir. Bu da genel DAE’leri sabit katsayili DAE’lerden
ayiran davraniglarin ¢ogunu gosterir. Lineer olmayan sistemler i¢in uygun goriilen
bazi metodlar olmasina ragmen tam ve kati bir ispat sadece lineer zaman degiskenli

sistemler i¢in mevcuttur. Bu yiizden (2.5) genel DAE’leri anlama agisindan 6nemli

bir DAE sinifidir.

(2.2) sistemi tamamen agik olmayan lineer zaman degiskenli DAE’dir. Onemli bir

0zel durum yar1 agik lineer DAE’dir.

X'(1)+ B, (1)x,(1)+ B, (t)x,(t) = £,(t)
B, (1)x,(2) + By, (1)x,(¢) = f,(1)



Genel(veya tam kapali) lineer olmayan DAE

F(t, y(1),y'(1)) =0 (2.6)

formundadir. Eger tlirevinde lineerlik varsa bu halde lineer olarak kapali DAE diye

isimlendirilir. (2.6)’nin 6zel bir durumu yar1 agik lineer olmayan DAE’dir.

X (6) = £ (0, x,(0),0)
0= f,(x, (), x,(0),2)

Uygulamaya bagli olarak, bazen bu sistem

F(x'(2),x(1), y(1),6) =0
G(x(2), y(1),1) =0

yart agik sistem olarak adlandirilacak. Burada F, tekil degildir. Birgok varyasyonel

problemler yar1 agik sistemlere doniisiir. Boylece sistemler bazi niimerik algoritmalar
tarafindan kullanilabilen 6zelliklere sahiptir. Bununla birlikte, tam kapali lineer sabit
katsayili DAE bir sabit koordinat degisimi ile yari-agik lineer DAE’ye

doniistiiriilebildiginden bu 1ki durum ayr1 ayr1 degerlendirilmeli.

2.2. Uygulamalar

Bu boliimde DAE’lerin siklikla ortaya c¢iktigi bazi problem simiflart tanitilacaktir.
Uygulamalarda gruplama, denklem tiplerinden ¢ok bunlarin nasil tiirevlenecegine
bagl olarak yapilir. Bu ¢aligmanin kalan kisminin tamaminda, ana kavramlarin
ilgisini gostermek amaciyla bu problemlere referans verilecektir. DAE’lerin sayisal

cOzlimlerini igeren bazi 6zel uygulamalar Bliim 4’te detayli olarak verilecektir.



2.2.1. Varyasyonel problemler

Varyasyonel problemler ¢ogunlukla DAE’lere doniisen problemlerdir. Ornegin,
konumun x, hizin u, kinetik enerjinin 7(x,u), dis kuvvet f(x,u,t) ve sart @(x)=0 ise

bir sartlhi mekanik sistemde, Euler-Lagrange formiilasyonu

!

X =U
d 0 or .
L9 ey =Ly fru )+ GTA
T e
0=>(x)

ile verilir. Burada G = o® /ox ve A Lagrange carpanidir.

Bu sistem asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

2
Z fu':g(x,u,t)+GTﬁ (2.7a)

u
x'=u (2.7b)
0=®(x) (2.7¢)

u, x ve A bilinmeyen degiskenlerine bagli bu DAE sistemi tiirevlerde lineerdir. Eger
0°T /ou® pozitif tanimh bir matrisse (2.7a)’min (9°T /ou?)™" ile ¢arpimi (2.7)’1 yar1

acik DAE’ye doniistiirtir.

Varyasyonel problemlere Ornek olarak daha oOnce verilen, L uzunlugundaki bir
sarkacin hareketi g6z Oniine alinsin. g yergekimi ivmesi, A ¢ubuktaki kuvvet ve (x,y)

kiitlesi son derece kii¢iik topun koordinatlar1 olmak iizere, asagidaki DAE elde edilir:

x"=Ax
Y'=4y-g
0=x"+y*-I
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Robot bilimdeki bir ¢ok problem varyasyonel yaklasimdan yararlanilarak bir DAE
olarak formiilize edilebilir. Bir 6rnek olarak, kolunu ylizeydeki temas noktasin
hareket ettiren bir robot ele alinirsa birlesik koordinatlar kullanarak, bu nesnenin

hareketi asagidaki DAE ile gosterilebilir.

M(x)x"+G(x,x")=u+B"(x)A
0=®(x)
Burada

B=®(x), xeR", AeR"

dir. M kiitle matrisi, G robotun santrifriij ve kiitlesel etkileri, u birlesme yerindeki
kontrol vektorii, ¢ temas yiizeyi ve B 4 temas kuvvet vektoriidiir. Bu sistem standart

x' = v yer degistirmesi ile tlirevleri lineer olan bir DAE’ye doniistiiriilebilir.

DAE’nin diger uygulamalar1 optimal kontrol problemlerini igeren sartli varyasyonel

problemlerden dogar. Bu problemlerde
¥ = f(xu,0) 2.8)

ile verilen bir denklem ve

J[x,u] = Jj‘ g(x,u,s)ds 2.9

ile verilen bir maliyet fonksiyonelidir. Burada problem u’yu, (2.9) maliyetini, (2.8)
sarttyla ve belirlenmis i¢ ve sinir degerleriyle en kiiciik yapacak sekilde se¢mektir.
(2.8) ve (2.9) i¢in varyasyonel denklemler, sabit zaman veya sabit bitis noktasi

problemi i¢in asagidaki yari-agik DAE sistemine doniisiir.

x'= f(x,u,t)
A= —gx(x,u,t)—ffﬂ

0=g, (x,u,t)fur/i
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Bu tip DAE’nin en ¢ok calisilan 6zel bir formu

x'= Ax+ Bu

J[x,u] :J-:leQeruTRuds (2.10)

seklindedir. Burada 4, B, 0, R matrislerdir (Q ve R pozitif tanimlidir). Bu durumda,

varyasyonel denklem lineer zaman degiskenli asagidaki yari- acik DAE sistemine

doniisiir.

x'= Ax+ Bu
A =—Qx+ A2 @2.11)
0=Ru+B"A

Baslangic ve smir degerlerine bagli olarak, bu DAE’ler siklikla smir deger

problemleridir.

2.2.2. Ag-Network modellemesi

Bu yaklasimda, once bir nicelik koleksiyonu ya da bilinenler veya bunlar arasindaki
istenen sartlarla ise baslanir. Elektrik akimlar1 siklikla bu sekilde modellenir. Akim
diigiimlere bagl kollar {izerinde bulunan bir aygit koleksiyonu olarak modellenir.
Ornegin kaynaklar, direncler, indiiktorler ve kapasitorler gibi. Bu fiziksel niceliklerin
ilgisi genellikle kollardaki akima ve diiglimlerdeki voltaja gider. Bu nicelikler
genellikle aygit kanunlari ile ilgilidir (Kirchoff akim ve voltaj kanunlar1). Bu
DAE’ler elektrik miithendisligi literatiiriinde tanimlayici veya yar1 durumlu sistemler
olarak tamimlanir. Lineer kapasitor, diren¢ ve indiiktorlii bir RLC devresinde
denklemler yar1 agik, siklikla lineer sabit katsayili olacaktir. Boylece aygitlar, diotlar
veya lineer olmayan direngler dahil edildiginde, bu denklemler lineer

olmayacaklardir. Bu sistemlerin ¢cogu tiirevleri lineer olan

Ax"+ B(x) = Du

y=F(x)



12

formunda yazilabilir. Burada A4 tekil olabilir, u giris vektorii ve y ¢ikislar veya

gozlemler vektoridiir.

Benzer bir problem onceden tanimli yol kontrolii olarak tanimlanabilir. Bu yol

kontroliinde

x'= f(x,u,t) (2.12)

ile verilen islem g6z Oniline almir. Burada x durum degiskeni ve u kontrol

degiskenidir. Burada amag yol degeri x” in 6nceden tanimli yolu izlemesidir.

0=g(t,x,z) (2.13)

Siklikla u, (2.13)’de bulunmaz.

Bu problem ve daha onceki sartli optimizasyon problemleri arasindaki iligkiyi
gostermek amaciyla, robotik bir kontrol problemi goz oniine alinsin. Eger bir temas
noktasi yiizey iizerinde hareket ediyorsa, bu durumda sart ylizey ile belirtilir. Yiizey
robottaki kuvvetleri kullanir ve problem ¢ogunlukla varyasyonel bir yaklasim gibi
modellenir. Bununla birlikte eger robot belirlenen alanda ve belirlenen gilizergahta
(2.13) serbestce hareket ediyorsa sabit objeler carpmamasindan emin olunmalidir. Bu
durumda problem cogunlukla (2.12) serbest dinamiklerini alip (2.13) sartlarim
uygulayarak modellenir. Boliim 3’de DAE’nin indeksi denen temel bir kavram
tanimlanacak. Genellikle indeks ne kadar biiyiikse problemin niimerik ¢6ziimii de o
kadar zor olmaktadir. Robot kollarinin belirlenen giizergahta hareketi simdiye kadar
goriilen en biiyilk indeksli problemleri olusturur. Yoriingesi belirli yol kontrol
problemlerinde, DAE sistemi uzayda ugan bir aract modeller (cebirsel yol sartlar
yoriingesi tarafindan belirlenir). Bu tip DAE’nin daha ayrintili bir 6rnegi, bir uzay
mekigi i¢in giivenli bir yeniden giris profilinin dizaynidir. Mekigin yeniden girisinde
hasar gérmemesini garantilemek amaciyla, gorev kisitlamalari, 1s1 sartlarim ve

mekige etkiyen kuvvetlerle hesaplanan yapisal saglamlik sartlarini icermelidir.



13

2.2.3. Model indirgeme ve tekil pertiirbe

Verilen bazi1 modellerde c¢esitli kiigiik parametreler vardir. Modeli basitlestirmek ve
birinci mertebeden yaklasimlar elde etmek i¢in bu parametre sifirlanir.

Klasik tekil pertiirbe problemi (< g <1 ile

x'= f(x,y,t,&)
ey =g(x,y,t,&) (2.14)
¢ =0 alinarak
x :f(x’y’t70) (2'15)

0 =g(x,,t,0)

yari-acik DAE elde edilir.

(2.14) denklemleri V¢ >( ic¢in aranmaktaysa da (2.15) DAE sistemi ¢oziiliir ve daha

sonra sinir tabakalar1 diizeltmeleri ¢oziimlere dahil edilir.

Genelde kiiciik parametreler birden ¢ok olabilirler ve orijinal denklemler kendileri

bile DAE olabilirler.

(2.14) tipli denklemler stiff diferansiyel denklem olarak bilinirler ve bunlarin
coziimleri diferansiyel denklem acik formda olsa bile 6zel sayisal metod se¢imini

gerektirir.

Uygun ¢oziimler ve uygun ¢oziim yontemleri i¢in ¢ok kiigiik adim uzunlugu ile

ilerlenmelidir.

Teori ve ¢oziim yontemleri agisindan DAE ile stiff denklemler arasinda biiyiik

benzerlik vardir.
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2.2.4. Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ayriklastirilmasi

Kismi tiirevli bir diferansiyel denklemin sayisal ¢ozerken ayriklagtirma yapilir. Bu
esnada DAE ler ortaya ¢ikar. Genel strateji kismi tlirevlerin yerine fark yaklagimlari
alinmasidir. MOL(Methods of lines) dogrular metodu parabolik tip denklemlerde

bagariyla kullanilan adi diferansiyel denkleme indirgeme yontemidir.

Ornek olarak

_0oy
ot oOx*

t>0, 0<x<1 bolgesinde tarif edilsin. y(z,0) , y(t 1) smir kosullar1 ve y(0,x)
baslangi¢ kosullar1 verilsin. Diizgiin ayriklasgtirma yapilarak Ax araliklarla
X, =(j+1)Ax , 1<j<1/Ax-1=N ag noktalari olusturulsun. Fark formiilleri

2
kullanilarak Z_); tiirevinin yaklasik degeri alinarak y.(t) = y(t,x,) olmak tizere
X

' y—l_zyj+yj+1 _
y(t)— / —O J 29 ,N'l
J (Ax)z
»=y(0)=0
yy—y(,1)=0

sistemi elde edilir. Son 6rnek diizgiin ag orgiilii Navier-Stokes denklemleriyle verilen

sikistirilamaz viskos akigkanlarin akisiyla ilgilidir.

Bu denklemler

% +WV)u =-Vp+ N udu (2.16a)

Vu=0 (2.16b)

dir.



15

Burada u, 2 veya 3 boyutlu uzayda hizdir. p bir skaler basingtir, y kinematik viskosite
katsayisidir. (2.16a) denklemi momentum denklemidir , (2.16b) ise sikistirilamama

kosuludur.

Zaman digindaki argiimanlar1 sonlu eleman ve sonlu farklar ile ayriklastirarak U(z) ve
P@) , utx) , p(tx)in ilgili bolgelerdeki yaklasikliklar1 olmak iizere asagidaki

denkleme doniisiirler.

MU'+(K+NU)U+CP= f(U,P)

C'U=0

Bu DAE sisteminde M matrisi, sonlu fark ayriklastirilmasi kullanilmissa 6zdeslik
matrisidir ve sonug yar1 acik DAE’dir veya sonlu elemanlar kullanilmigsa simetrik
pozitif tanimhidir. Bu durumda DAE ,ps! ile carpilarak yar1 acik hale
dontistiirtilebilir. Fakat ilk DAE’nin fazla sifirli formu kaybolur. Vv operatoriiniin

ayriklastirtlmas1 C’dir ve f'kuvvetleri sinir kosullarinda ortaya cikar.



BOLUM 3. CEBIiRSEL DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
YAPISI

Bu bolimiin ilk kisminda DAE’lerin yapisi ¢alisilacak. Bdyle sistemlerin
matematiksel yapisi ve bazi temel analitik transformasyonlar-doniisiimler géz oniine
almacaktir. Niimerik yaklasimlar ayriklastirma bir sonraki bdliimde tartisilacak.
Bunun sebebi DAE teorisinin Adi diferansiyel denklem teorisine goére yeni
gelismesidir. Bunun bir sonucu olarak DAE teorisinde iyi sonuglar az bulunuyor.
Daha o6nemlisi yapiyr anlamak, iyi niimerik algoritmalar iiretmek ve bu alanda

ilerlemek icin gereklidir.

DAE’ler ve ODE’ler arasindaki benzerligi ve farki anlamak i¢in t’nin [0,b] araliginda

Y(@t)=z(t) , 0<t<b
b I — — 15T
I i
J i ey
| |
i —y = W—r— 11
(@) y(t) (b) z(t)=y'(1)

Sekil 3.1. Bir fonksiyon ve ondan daha az diizgiin tiirevi
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seklinde tanimlanan y(t) ve z(t) fonksiyonlarint géz Oniine alinsin ve bu
fonksiyonlardan birini digerinden {iiretilmeye calisilsin. z’yi, y’den olusturmak i¢in
y(t) tiiretilmelidir. z’den, y’yi olusturmak i¢in z(t) integre edilmelidir. (Bu y(0)
degerinin verilmesi gibi bir yan sart gerektiren bir islemdir.) Bu tiirev almanin
integrasyondan daha basit ve dogrudan bir islem oldugunu gosterir. Diger taraftan
y(t)’nin z(t)’den daha diizgiin bir fonksiyon olduguna dikkat edilmeli. Mesela z(t)
siirli ve sicramal siireksizlige sahipse y(t) bir kez diferansiyellenebilir. Bdylece
diferansiyel bir diizglinlestirmeme islemi iken integrasyon bir diizgilinlestirme

islemidir. Diferansiyel islemi asagidaki anlamda stabil de degildir.
y(t)’ye &coswt gibi kiigiik bir degisiklik verilirse,
|0 1 vew> ‘8’1‘

olmak iizere z(t), | we | biiyiik degeri miktarinca degismeye tabi olur.

Bununla birlikte analitik olarak tiirev almak ¢ok basittir. Diferansiyel denklemin

¢cOziimii integrasyon islemiyle yapilir. Lineer
V'=Ay+q®)

sisteminin ¢Oziimiinde y(¢) 'nin diizglinliigli ¢(¢) 'nin diizginliigiinden fazladir.
Diger taraftan DAE diferansiyel ve integrasyon islemlerini igerir. 3.1 probleminde
oldugu gibi DAE lerin bir sinifi biitiin ODE leri igerir. Fakat bu ayrica diferansiyel ve
integrasyon islemlerinin kompleks bir sekilde oldugu problemler de igerir. Bunlarin

etkisi niimerik islemi karmasiklastirir.
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3.1. indeks ve Matematiksel Yapi

Bir DAE integrasyon ve tiirev islemini i¢erdigi i¢in, verilen bir sistem i¢in analitik
diferansiyel alma islemine basvurup gereken yok etmeler yapilarak, biitiin
bilinmeyenler i¢in agik bir ODE sistemi bulunmasi timit edilebilir. Bu, problem tekil
olmadigi siirece dogrudur. Bu transformasyon i¢in gereken diferansiyel islemlerinin
sayisina DAE’nin indeksi denir. Boylece ODE’lerin indeksi O olur.

Ornek 3.1.

q(t) verilen diizgiin bir fonksiyon olsun ve y(t) i¢in asagidaki problemleri goz 6niine

alinsin.

y = q(t) icin skaler denklemi bir (asikar olarak) indeksi 1 olan DAE dir. Ciinkii y i¢in
bir ODE elde etmek i¢in bir diferansiyel islemi gerekir.

n=q@)
yzzy{

sistemi i¢in Once ilk denklemin diferansiyeli alinirsa

V=1 =4'()

elde edilir. Ve daha sonra ikinci denklemin diferansiyelinden

vy =y =4"()

bulunur. Burada indeks 2’dir. Ciinkii q(t)’nin iki defa diferansiyelinin alinmasi

gerekir.
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u=q(t)

Y =u

sistemi i¢in benzer yontem kullanilirsa y,’tin bir ODE’sini elde etmek i¢in 3

diferansiyel gereklidir. Indeks 3’tiir.

m tane ODE’nin ¢éziimiiniin belirlenmesi i¢in m tane baslangi¢ veya sinir sartinin
verilmelidir. Ornek 3.1°de basit DAE ler icin, ¢dziim sag taraftan tam olarak
belirlidir. Daha karmasik DAE sistemleri genellikle birkag ODE alt sistemi igerir.
Boylece, DAE sistemi; /, 0 ve m arasinda olmak iizere genel olarak / serbestlik

derecesine sahiptir.

Genel olarak bu zor olabilir, en azindan hemen asikar olmayabilir. DAE ¢6ziimii
belirlemek i¢in / kadar bilgi gereklidir. Genellikle biitiin baglangi¢ ¢6ziim vektorii
belirlidir. DAE’yi1 1yi tanimli kilmak icin gereken baslangi¢ ve sinir sartlari tutarh
olmalidir. Bir bagka degisle bunlar sistemin kisitlarin1 saglamalidir. Ornegin indeks-

1 sisteminin bir baglangi¢ sarti y,(0)=¢(0) denklemi saglamalidir. Indeks-2
sistemi i¢in durum biraz daha karmasiktir. Her ¢oziimiin asikar kisit y, = ¢(?)’y1
saglamas1 yetmez, ayrica ¢ozliimiin her t i¢in saglamasi1 gereken gizli bir y, =¢'(¢)

sart1 vardir. Bu yiizden tutarli baslangi¢ kosullar

1(0)=4(0) . »,(0)=4'(0)

»n=4q(1)
y2:y1’

dir. Bu indeks-1 ile yiiksek indeksliler arasinda 6nemli bir farktir. Yiiksek indeksli
DAE’ler gizli kosullar igerirler. Bu gizli yan kosullar sistemin agik¢a ortaya koydugu
yan kosullarm tiirevleridirler. indeks-2 sistemi yan kosullarin 1. tiirevlerini igeren
gizli sistemlerdir. Yiiksek indeksli sistemler yiiksek mertebeden tiireve tekabiil eden

gizli yan sartlar barindirirlar.
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Ornegin;
u'=q'(2)
¥ =4"()

index-3 sistemi

u'=q'(¢) ve y;=4"(t)
gizli sartlar1 saglamalidir.

En genel formu ile DAE

f(t,y,y)=0 3.1)

kapali formundadir. Burada % tekil olabilir. Bu jokobiyenin ranki ve yapist y(t)
y

coziimiine bagldir. Basit hallerde t’den bagimsizdir.
Yari-acik DAE veya yan kosullu ODE:

x'=f(t,x,z2) (3.2a)
0=g(t,x,z) (3.2b)

f(t,y,y")=0"1n 6zel bir halidir. 6G/0Z tekil degilse indeks-1’dir. Ciinkii (3.2b) bir
defa tiiretilerek z' prensip olarak elde edilir. Yari-agik indeks-1 DAE’lerde
diferansiyellenebilen degiskenle-x(t) ve cebirsel degisken-z(t) ayrilabilir. Cebirsel
degisken diferansiyel degiskenlerden daha diizgilindiir. Genel halde y’nin her bir
bileseni diferansiyel ve cebirsel bilesenlerin karigimini igerebilir. Niimerik ¢oziimler
bu halde daha riskli ve zordur. Yari-agik formlar bu anlamda iki ¢ift gurup

olusturabilir.
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Ote yandan indeks 1 yiikseltilirse

y'=z (3.3a)
0=71(y,2) (3.3b)

elde edilir. Yalniz bu sekilde yazmak problemi basitlestirmez. Tersine bir islemde

miimkiindiir. Mesela yari-acik indeks 2 sistemi verilsin.

w' =z yazarak indeks-1sistemi elde edilir.

Boylece (3.1) le verilen kapal1 indeks-1 sistemleri yari-agik (3.2) indeks-2 sistemleri

denktirler.

Genel olarak indeks ¢oziime de baghdir, sadece denklemin formuna bagli degildir.

Asagidaki 6rnekler bunu gostermektedir.

Ornek 3.2.

y= (ylayzay3)T

olmak tlizere

J’{:y3
0=y,(I1-y,)
0=y, +y,(1-y,)—t

DAE sistemi goz oOniline alinsin. Bu DAE sisteminde 2. denklem 2 tane ¢6ziim

vermektedir.

»,=0, y,=1.
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v, =t buiki degerden baska bir deger alamaz. y, ve y, iceren denklemler y,(0)

verilen degeri ile’ nin siirekliligini ister .
1.y, yi sifir alirsak 3. denklem y, =¢ yi verir. 1. denklem ise

2

t
N :yl(O)—i_E

bulunur ve sistemin indeksi 1 dir.
Cozim :

2

»0) =, (0>+%,o,r>f (3.4)

2. py,=1 alalim. 3. denklem y, =¢ c¢oziimini verir. 1. denklem de tiiretilerek

v, =1 elde edilir ve sistemin indeksi 2 olur.

Cozim :
y®=(@1,1)

Index-1 olanmn zittina baslangig degeri gerekmemektedir. y,’yi igeren denkleme 1.

tiirevi de alinarak;

!

=V
=0 (3.5)
0:y1y2 +y3(1_y2)_t

sistemi elde edilir.
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Simdi indeks baslangi¢ kosullarina baghdir. Eger y,(0)=0 1se indeks-1’dir.

»,(0) =1 ise index-2’dir.
Bu incelemelerden sonra index’in tanimi sOyle verilebilir:

Indeks, genel (3.5) DAE sistemi icin )’ vektdriinii y ve t cinsinden tek tiirlii

cozebilmeyi imkanl kilacak kadar minimum sayida diferansiyellenebilme sayisidir.

Yani index asagidaki tlirevlerin

F(t,,y)=0
dF ! n
E(t’y’y sy )=0
. (3.6)
d’'F
dt?

&Y,V 7Y =0

p sayisidir ki bu sistemde y’, y ve t cinsinden tek tiirlii ¢oziilebilir.

Pratikte (3.6) siteminin hesaplamalari nadiren yapilir. Fakat bu tanim DAE
sisteminin matematik yapisin1 anlamak i¢in 6nemlidir. Buna gbére de uygun niimerik

¢Ozlim segilir.

Ornek 3.3.

Elektrik sebekelerinin bilgisayar destekli tasarimi, zaman ig¢indeki davraniginin
simiilasyonunu igerir. Elektrik devresi, resistor, diyot, indiiktor, kapasitor ve
kaynaklar gibi basit elemanlardan olusur. Genis devreler genis DAE sistemlerine

doniistiiriilebilir.

Bir devre elementlerinin tipleri ve sebekenin topolojisiyle karakterize edilebilir. Her
bir element i¢in voltaj farki, elemenlarin baglantis1 ve akim arasinda bir iligki vardir.

Mesela dogrusal bir resistor ohm kanununu saglar. V= RI (V, potansiyel farki



24

I=0'" akim ve(Q yiiktiir) R, direng) ¥ =LI' (L indiktor) kapasitor. I=CU" (C
kapasitans ) Bu ikisinin lineer olmayan formlar1 da vardir. Mesela akim kontrollii

indiiktor i¢in L=L(I) veya voltaj kontrollii kapasitor icin C=C(U) “dur.

Sebeke, diigiimler ve dallardan (yonlendirilmis grafikler) olusur ve topolojisi bir A
matrisi ile gosterilebilir. A’nin (i,j) eleman 1°dir. Eger akim i. diigiim noktasindan j.
dala akarsa -1 dir. j. daldan i. diiglim noktasina akarsa 0 dir, i. diigiim noktasiyla j.

dal ayriksa . Boylece A biiyiik ve ¢ok sifirhidir.  u,,, biitiin diiglim potansiyellerinin
vektor fonksiyonu, u,, dalpotansiyelleri ve i, de daldaki akimlar olsun. Kirchoff

kanunu A4i, =0 oldugunu ve Kirchoff’un voltaj kanunu

_ YT
u,=Au,

oldugunu soyler. Buna daha once tanimlanan karakteristik eleman denklemleri

eklenerek

Dy, uy,ip,uy)=0 (3.11)
formunda ¢ok biiyiik cok sifirlt DAE elde edilir.
Baslangic deger ODE leri icin ¢oziimiin varligini, tekligini ve baslangi¢ datalarinin

stirekli bagimliligin1 teoremler garanti etmektedir. DAE ler i¢in bdyle bir garanti

yoktur. Sinir deger DAE ler de sinir deger adi denklemlerden daha karmasiktirlar.
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Ornek 3.4.

Uy

Rs 1600Q
5 T U,
v —— 4 5

T
1 3
— R

Uo
Sekil 3.2. Basit bir elektrik devresi
Lineer direng, kapasitor, voltaj kaynagi ve iki tane bipolar olmayan transistor igeren

basit bir elektrik sebekesinin semasi sekilde gosterilmistir. Direng ve kapasitor,

akimlar, voltaj iliskileri bilindigi gibidir. Transistor iligkileri lineer degildir.
u=U,-U,

ile iligkilidir.

I =fU)=ple"" —1],
I.=-alg,
I,=(a@-Dl,,

5 noktada Kirchoff kanunlarin1 uygulayarak asagidaki denklemler elde edilir.
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0=U,-U,)/R —(a-1)f(U,-U,),
CU,-U)=U,-U,)/R,+(U,-U,)/R,—afU,-U,),

0=U,~-U,)/R,— fU,~U,)~f(U,-U,),
CU,-U,)=(a~-1)f(U,~Uy)~(U,~U,)/R,,

0=U,-U,)/ R, +afU,-U,).

U, =0 (topraklama voltaj1). U, =5, U, =5sin(2000z¢), R, =200, R,=1600,
R, =100, R, =3200, R, =1600, C =40e- 6 (potansiyeller volt cinsinden, direngler

ohm cinsinden, t ise saniyedir.)

Bu indeks-1 DAE sistemidir. U,-U, degiskeni tiiretilerek yari-acik hale

getirilebilir. Fakat kapali formuyla Radau5 Kollakasyon formiilleri direkt olarak

uygulanabilir. 3 noktada Radau kollakasyonu uygulanirsa

a
My'= f(t,y)
elde edilir.
Burada M matrisi sudur:
00 0 0 O
0 C 0-C O
M={0 0 0 0 O
0 C 0-CO
0O 0 0 0 O

Uygun baslangi¢ kosullart i¢in U, (0) ve U,(0) serbesttirler. Digerleri 4 cebirsel

denklemden elde edilirler. ( 3 tanesi agiktir, 4, ise diger iki denklemi toplayarak elde
edilir. Uyumlu baslangi¢ kosulu ise

y(O) = (09 Ubyoy 09 Ub)T

olarak verilmelidir.
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3.2. Ozel DAE Formlari

(3.1) genel DAE sistemi matematiksel anlamda iyi tanimli olmayan problemler

icerebildigi gibi problemler herhangi bir dogrudan ayriklastirma yonteminde (y ve y’

niin yeniden formiile edilmeden diskritize edilen-ayriklastirilan denklemlere dayali
metodlar) basarisiz olur. Maalesef pratikte karsilasilan yiiksek indeksli problemlerin
cogu kisitlarla birlesmis ODE’lerin daha kisitlayict yapilarinin kombinasyonu olarak
ifade edilebilir. Burada cebirsel ve diferansiyel degiskenler agikca daha yiiksek
indeksli DAE’ler i¢in tanimlanmis olmakla birlikte cebirsel degiskenlerin hepsi
prensipte aynmi sayida diferansiyel islemi ile yok edilebilen Hassenberg formlari

tanitilacaktir.

Hassenberg indeks-1

x'=f(t,x,z2) (3.9q)
0=g(t,x,z) (3.90)

Burada g_ jakobiyen matris fonksiyonunun her t i¢in tekil olmadig: kabul edilmistir.

Buna ayrica yara-¢ik indeks-1 sistemi de denir. Yari-acik indeks-1 DAE’ler kapali
ODE’lerle c¢ok yakin iligkilidir. Kapali fonksiyon teoreminden prensip olarak
(3.9b)’deki z, (3.9a)’da yerine konularak x cinsinden bir ODE elde edilebilir.
Bununla birlikte teklik garanti edilemez. Cesitli sebeplerden dolayr bu uygulama

sayisal ¢oziimler i¢in tavsiye edilemez.

Hassenberg indeks-2

X'= f(t,x,z2) (3.10a)
0 =g(t,x) (3.100)

Burada g _f. jakobiyenlerinin ¢arpimi her t i¢in tekil olmayan (3.10b) kisitlarinda

cebirsel z degiskeni yoktur.
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Ornek 3.5.

Soyut indeks-2 sisteminin pratik bir Orne8i sikistirilamayan bir sivinin akis

modelinde Novier-stokes denklemleriyle ortaya cikar.

ut+uu +vu, +p, —v, +u,)=0 (3.11a)
v,tuv, +w +p —v(v, +v, ) =0 (3.11p)
ux-{-vy:() (3116‘)

Burada alt indeksler x, y kismi tiirevleri, t zamani, u ve v sirasiyla x ve y
yonlerindeki hizlari, p skaler basing ve v viskositeyi gosteriyor. (3.11a) ve (3.11b)
momentum denklemleri ve (3.11c) ise sikigtirllmazlik sartidir. 3 boyutlu problemlere
geemek kolaydir. (3.15)’in bir sonlu fark, sonlu hacim, sonlu element metotlarindan
biriyle ayriklagtirilmas1 miimkiindiir. y(¢) ve p(¢) vektorlerinin yaklagimlari (u(z,x,y),
v(t,x,y) ve p(tx,y) ye ilgili bolgede

Mu'+(K+Nu)+Cp=f (3.12a)

C'u=0 (3.12b)

denklemlerine doniisiir.

Bu DAE’de, M kiitle matrisi, simetrik ve pozitif tanimlidir. Ayriklastirmanin (3.12a)

ve (3.12b)’de olusan C matrisinin degil C'M 'C ’nin de sinurlt tersi olan tekil
olmayan matris oldugu kabul edilecek. Bu Hassenberg formunda bir indeks-2 DAE
verir. Bu DAE M ™' ile garpilarak yar1 agik yapilabilir. Fakat katsayilar matrisinin
fazla sifirlili@1 kaybolur. F kuvvet fonksiyonu sinir kosullarindan gelir. Iyi biliniyor
ki (3.11)’deki basincin hassas bir ¢oziimiinii elde etmek problemlidir. Genellikle bu
degisken farkli bir ayriklastirma metoduyla muameleye tabi tutulur. (3.11¢) zamana
gore diferansiyellenerek ve (3.11a), (3.11b) yerine konularak p’ye bagl sag tarafi u

ve v’nin fonksiyonu olan bir poisson denklemi olusur. Bu denkleme basing¢ poisson

denklemi de denir. Yukaridaki C"M ~'C matrisi uygun smir kosullarinda Laplace

operatdriiniin diskritizasyonu olarak goriilebilir ve elde edilen sistem indeks-1 dir.
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Indeks-2 degiskenlerine DAE’lerin yan kosullu optimizasyon problemleriyle yakin
ilgisi gozlemlenerek bakilabilir. Bu bakis acisindan (3.12)’deki p, Lagrange
carpaninin yerini tutar. Yiksek mertebeden DAE’ler ve sartli optimizasyon
problemleri arasindaki bu iligki tesadiif degildir. Bu DAE’lerin ¢ogu sikistirilamaz
Novier-stokes denklemleri de dahil gesitli kisitl varyasyonel problemlerde ortaya

cikar.

Ornek 3.6.
Y=y -y,
yy+ vy =QA=sin’ 0)(y, + y,)+1/2(y, - »,)° (3.17)

0= Vo= Vs _2(Sint)(yl -1)
0=y,+y;,-2(y -1y’
DAE sistemi verilsin. Bu DAE’de, A bir parametre ve »,(0)=2 ve »,(0)=1 olarak

verilsin. Bu DAE yari-agik formda degildir. Bununla birlikte kolayca sabit, tekil

olmayan asagidaki doniisiimlerle

1 1
X =W x2=5(y2+y3) s Z) :E(J’z_yz) s Zy = Yy

yari-acik forma gevirilebilir.

X =Ax,—z, (3.14a)
xy =(2A-sin’f)x, +z; (3.14b)
0=z —(sint)(x, —1) (3.14¢)
0=x,—(x, —1) (3.14d)

(3.2)’deki DAE simdi yari-agik formdadir. Fakat bu Hassenberg formunda degildir.
Ozel olarak (3.14c)’den z, = z,(x) dir. Boylece z, indeks-1 cebirsel degiskenidir.

Halbuki =z, diferansiyel islemi olmadan yok edilemez. (3.14d)’nin bir

diferansiyelinin (3.14a)’da yerine konmas: verilen baslangi¢ sartlar1 i¢in z, nin
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sonradan yok edilebildigini gosterir. Bu ylizden DAE nin indeksi-2’dir ve z, indeks-

2 cebirsel degiskenidir. Eger z, i¢in yerine koymaya devam edilirse sonu¢ DAE’si

X =Ax, —x,
x, =(2A-sin’t)x, + z; (3.15)
0 =x,—(x~1)’

dir. Bu da Hassenberg formunda bir indeks-2 DAE’dir

Hassenberg indeks-3

X’Zf(t’xayaz) (3163.)
y'=g(tx,y) (3.16b)
0=nh(t,y) (3.16¢)

Burada 3 matris fonksiyonunun ¢arpimi 4 g f. tekil degildir.

Ornek 3. 7.

Ornek 3.6.’da tanimlanan holonomik kisitli mekanik sistemler Hassenberg indeks-

3’tlir. Bu tip DAE’ler siklikla 2.mertebe ODE konusunda ¢ikar.

Siiphesiz ODE’ler Newton’un 2. hareket kanununu tanimlar. Ivme yolun 2. tiirevi
oldugundan, kisitlar iki diferansiyelin sartlh ODE’lerinin sistemine konacagim
gosteren pozisyona konulur. Hassenberg formunda DAE’nin indeksi genel durumda

oldugu gibi diferansiyel islemi ile bulunur.
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Ornek 3. 8.

Bu 6rnekte Hassenberg DAE’nin indeksinin degerini bulmak i¢in basit sarkag sistemi
incelenecek. (Ornek 2.1°den kartezyen koordinatlardaki sarkag). Pozisyon

koordinatlar icin q ve v=g¢' kullanilir. Once DAE, 1.mertebe sistemi olarak

asagidaki sekilde yazilir:

q, =V, (3.17a)
g, =V, (3.17b)
v =—-A1q, (3.17¢)
v, =-Aq,—g (3.17d)
0 =q’ +q;—1 (3.17e)

(A=A (t) bilinmeyen ve g bilinen sabit bir sayidir.)

Bu durumda pozisyon kisitlar (3.17¢) bir kez diferansiyellenerek

4.9, +9,4, =0

elde edilir. (3.17a) ve (3.17b) ‘deki ¢' ifadeleri yerine konularak

qu:qlv] +q,v, =0 (3.18)

elde edilir.

(3.17¢) ve (3.17d)’deki V' yerine yazilarak ve pozisyon(yol) sartlar1 basitlestirilerek
hiz yan kosullar1 su sekilde elde edilir:

~A—q,g+v; +vi =0 (3.19)

Bu, q ve v i¢in bir ODE elde etmek iizere (3.17¢) ve (3.17d)’de yerine konulacak

olan A ’yi1 verir. Biitiin bilinmeyenler i¢in bir diferansiyel denklem elde etmek iizere
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(3.19) bir kere daha diferansiyellenerek A icin bir ODE elde edilir. A¢ik bir ODE
sistemi elde etme siirecinde yol kisitlamalar1 3 kez diferansiyellendi. Bu yiizden bu
sistemin indeksi 3’tlir. Uygun sayisal metotlar bulmak ve insa etmek amaciyla
DAE’leri simiflandirmak i¢in indeksin kullanigh bir kavram oldugu kanitlanmustir.
Indeksi bulmak igin diferansiyel alma islemi ¢ogu zaman gerekli degildir. Ciinkii
fiziksel sistemlerin ¢ogu Hassenberg yapilarinin ya da Hassenberg yapilariin basit

kombinasyonlarinin sonucu olarak kolayca goriilebilir.

3.3. Cebirsel Diferansiyel Denklemlerin Stabilitesi

Ornek 3.2 gosteriyor ki indeks yerel bir kavramdir. Her bir ayrik gergek ¢dziim igin
farklilagir. Bundan sonra lineer DAE’lerdeki kiiglik degismeler-pertiirbeler goz
oniline alinacak ve indeksle stabilite arasindaki iliskiler incelenecek. Lineer olmayan
sistemler icin ger¢ek c¢oziimlere ait varyasyonel problemler ve bunlarin
pertiirbasyonlar1 olusturulur. Bu lineer problemlerin indeksini yerel olarak tarif

ederek lineer olmayan problemlerin yerel indeksleri tanimlanir.

Lineer problemlerdeki hedef problemin verilen datalari cinsinden ¢6ziimlere

sinirlamalar getirmektir. Ayni sinirlamalar pertlirbasyonlarda da yapilmalidir.

V'=A({t)+q), 0<t<b

Lineer ODE sistemi homojen baslangi¢ ve sinir kosullari altinda verilsin.z =¢/b

doniisiimii ile b=1 olur.

Diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi asagidaki stabilite sinirlamasi

dogrudur:

[ = max

0<¢<1

ﬂdéxﬂﬂ@%:xkn
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xX'=Ax+ Bz +q,(?)

(3.21)
0 =Cx+Dz+q,(t)

Yukaridaki yari-acik indeks-1 DAE’de 4, B, C, D, E smirh fonksiyonlardir ve D

siirli terse sahiptir.

[ #elal

Burada « stabilite sabitidir. D fonksiyonun sinirli tersinin varhigina baghdir. Indeks-

1 genel DAE i¢in
E@)y" = A(0)y+4q(0)

elde edilir. Homojen baslangi¢ ve sinir kosullari altinda E(t) fonksiyonu sdyle

parcalanabilir:
E0=so| " |
oo

Burada T ve S tekil olmayan matris fonksiyonlaridir ve sinirli kondisyon sayilarina

(o

doniisiimii yapilirsa DAE yari-acik forma indirgenir.

sahiptir. Burada

Boylece ,

[ relal

gegerli olur. Kisaca lineer indeks-1 problemleri igin
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1. Tiirev almaksizin yari-agik forma indirgenebilir. Burada cebirsel degiskenler yok
edilerek ODE elde edilir.
2. Dontistimler iyi1 sartli olmalidirlar.

3. Elde edilen ODE problemleri stabildirler.
Bu sartlarda indeks-1 DAE problemleri de stabildirler.

Yiiksek indeksli problemler i¢in denklemlerden bazilarinin diferansiyeli alinmalidir.
Indeks-p DAE igin (p-1) tane diferansiyellemeye ihtiyag vardir. Bunun sonucunda

indeks-1 sistemi elde edilir. Boylece imit edilen stabilite formu su sekildedir:

P .
<> ]a ]
j=l1

3.4. indeks Indirgemesi ve Stabilizasyonu

Bu béliimde yiiksek mertebeden ve yari-agik DAE’leri yeniden formiile etmek igin
bir teknik verilecek. Buradaki esas kavram DAE’leri degismez adi diferansiyel
denklemlere doniistiirmektir. (p+1) indeksli Hassenberg formundaki DAE, m tane adi
diferansiyel denklem ve / tane kisitlamalara sahip olsun. Cebirsel degiskenleri yok
etmek i¢in p defa diferansiyellemeye ihtiyag vardir. Burada kapali formda m

boyutunda bir ODE elde edilir.
0=g(t,x,z2)

Denklemi ve (p-/) tane tiirevi ile beraber z(t) yok edilebilir. p ve / cebirsel kosul ile
degismez bir kiime tarif edilir. Bu cebirsel kisitlamalar kullanilarak m-p/ tane
bilinmeyenli daha kiigiik bir kiime yazilabilir. Bu manifoldlar {izerinde ODE
demektir. Kisitlamalarin manifoldu p/ boyutludur. Tiim sistemin ger¢cek boyutu ise

m-pl’dir.



3.5. Genellestirilmis Koordinatlar

q=(q,,qs»e.. ,qn)T

Genellestirilmis koordinatlar1 kullanilarak ¢esitli cisimlerin hareketleri
g,(t,q()=0j=12,..m

kisitlariyla

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada
L=T-U-YAg
Lagrancian, T kinetik enerji, U potansiyel enerjidir.

Sonugta hareket denklemi:

q'=v
M(tv Q)V' = f(tv q, V) - GT (ta Q)l
0=g(,9)
olarak verilir. Burada
o2
oq

35

dir. M, pozitif tanimh kiitle matrisi, f dis kuvvet, v genellestirilmis hizdir. Sistemin

boyutu nxm dir.
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Ornek 3. 9.

Birim uzunlukta, yay sabiti &', &£>0 olan sarkag cubugu yerine yay sistemi

verilen bir problem ele alinsin.
g =1+ (-0 T+ g,
Sistemdeki potansiyel ve kinetik enerjilerin toplama,
q=(49,)"

kartezyen koordinatlar,

V= (Vlavz)r

hizlar,

r=\q +4;

yayin verilen boyu ve g yercekimi ivmesi olmak {izere

ifadesi bir ODE’dir.

Ayni sistem
A=¢g"(r-1)

tanimlayarak
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14 1 0
q =——qA-
r g

eA=r-1
seklinde bir DAE olarak yazilir. Bu DAE yari-acik indeks-1 DAE’dir.

Yay ¢ok sert oldugunda ne olur? Bu durumda yaymn hizli bir sekilde sallanmasi

beklenir.
Baslangi¢ kosullarinda
r(t)=1+0(¢)
olur ve indeks bu formiilasyondaki sart denklemini dengeleyen
A1) =0()

olmalidir. Boylece

Ornek 2.1 deki basit sarkacin denklemlerini veren yukaridaki DAE elde edilir. Bu
Hassenberg formunda bir indeks-3 DAE’dir. ODE ¢6zlimiiniin aksine DAE ¢6ziimii
yavas degisir.



BOLUM 4. CEBIRSEL DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
SAYISAL COZUM YONTEMLERI

DAE’nin sayisal ¢6ziimii i¢in iki sinif metot vardir:

1. Verilen sistemin dogrudan ayriklastirilmasi

2. Yeniden formiile ederek diskritize etme(Mesela indeks indirgeme)

Dogrudan ayriklagtirma indeks-1 sistemlerine daha uygundur. Fakat karsilasilan
DAE’lerin indeksi 1 olabildigi gibi yiiksek indeksli de olabilir. Ikiden daha fazla
indekse sahip olan DAE’Lerin sayisal ¢oziimleri i¢in indeks indirgeme metodunun
kullanilmast daha uygun olmaktadir. Ayrica yiiksek indeksli DAE’ler Hessenberg
sistemlerinin basit bilesimleri olarak ifade edilebilirler.En kotii haller asagida
verilecek Orneklerde anlatilacaktir. Dogrudan sayisal ODE yaklasimlar bazen bu
problemler ic¢in calismayabilir. Burada genellikle iki simif problem gz Oniine

alinacak.

Tam kapal1 indeks-1 DAE nin genel formu:

O:F(t,y,y’) (41)
Indeks-2 DAE , Hessenberg formu ile:

x'=f(t,x,z) (4.2aq)

0=g(tx,z2) (4.2b)

Yar1 acik indeks-2 DAE’leri , tam kapali indeks-1 DAE’lere denktirler.
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4.1. Dogrudan Ayriklastirma Metodlar:

Bu metodu anlatmak i¢in

x'=f(t,x,z2)
ez'=g(t,x,z)
0<e<l 2

tekil sisteminin regiilarizasyonu goz Oniine alinacak. 2 denkleminin yerine &=0

alinarak

x'= f(t,x,z2)
0=g(t,x,2) (4.3)

bulunur. Bu bilinen bir DAE formudur.

Eger tekil bir DAE olusmasi halinde ¢ok kati-stiff bir ODE sistemi elde edilir. Bu

halde ¢6ziim i¢in uygun bir ODE ¢6ziim sistemi se¢ilmelidir.

Regiilerize edilmis bir ODE c¢ok kati oldugu i¢in kati ODE’ler i¢in kullanilan

metotlar tercih edilir.
ODE ayriklagtirmasi katiligin diismesi halinde ¢ok kullaniglidir.

Bundan sonra BDF metodu ve Radau kollokasyon metodu verilecek. Bunlardan 6nce

basit bir metot olan Geri-fark Euler metodu verilecek.
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4.2. Geri-Fark Euler Metodu
0=F(»,)")

Yukaridaki DAE dogrudan ayriklastirma, y ve )" i¢in ¢ok adimli metotlar veya

Runge-Kutta ayriklagtirma formiilleri ile ayriklagtirilir. Mesela Geri-fark Euler

metodu kullanilirsa yukaridaki DAE su sekilde yazilabilir:

o=t B o

n

Bu genelde her bir adimda y, ayrik bilinmeyenleri i¢in lineer olmayan denklem

sistemidir.

Geri-fark EUler metodu genellikle indeksi 1 olan DAE’lerin ¢6ziimil i¢in uygundur.

Ancak yiiksek indeksli DAE’lerin ¢dziimii i¢in uygun olmayabilir.
Ornek 4.1.

1 parametresine bagl bir indeks-2 DAE

0 0 1 t t
Vet nto)_(q() @5)
1 nt 0 1+n 0
seklinde veriliyor. Bu DAE’ nin gercek ¢6ziimii sudur:
() =qO)+ntq(t) y,)=-q'()

7 ’niin normal degerlerinde problem stabildir, fakat 7 =-1 olunca ¢dziim yoktur.

Geri-fark Euler metodu 7 < —0.5 ise stabil degildir.
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u=y+nty, v=y,

olarak tanimlanirsa problem

olmak lizere

u'+v=0,u=q(@)

halini alir. Geri-fark Euler metodu ile problem

q(tn) — un—l
h

n

un =q(tn)5 Vn =

olur. u, = q(0) baslangi¢ degeri ile yola ¢ikilirsa

v, =—4'(t,)+0(h)

bulunur. (4.5)’de dogrudan Euler yazilirsa
0 0 - 1 t t
M‘i‘ 77 n yn — q( n)
1 e, h, 0 l1+7¢ 0

elde edilir.

Buradan da

u,=q,) A+myv,=(q,)=-q, )/ h

elde edilir.
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Yar1 acgik formlar doniisim yapilarak y vektorii diferansiyel ve cebirsel
degiskenlerine ayrilir. Fakat genel olarak yiiksek indeksli DAE’lerde bu ayrim
tavsiye edilmemektedir.

En basit yari-acik indeks-1 lineer olmayan DAE

x'=f(t,x,z2) (4.6a)
0=g(t,x,z) (4.6b)

formundadir. Burada g_ tekil degildir. Geri-fark Euler metodu aynen ODE’de
oldugu gibi biitiin 6zelliklerini korur(mertebe,stabillik ve yakinsama,...vb.). Kapali
fonksiyon teoreminden

z=g(t,x)
coziilebilir ise bu alinip (2.7a)’da yerine yazilirsa asagidaki ODE elde edilir.

x'=f(t,x,8(1,x)) (4.7)

Yukaridaki denkleme Geri-fark Euler metodu uygulanirsa

— 4.8
‘xn ‘xn—l — f(tn 7-x,, , Z,,) ( a)
hl’l
0=g(t,,x,,2,) (4.8D)
seklinde ayriklasir.
z ikinci denklemden tek tiirlii ¢oziiliirse
X —X
- 2] :f(tn’yn’zn) (4'9)

h

n
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olur. Bu da yukaridaki cebirsel denkleme denktir. Stiff olmayan halde Geri-fark
Euler metodu yari-agik indeks-1 DAE’ler icin 1. mertebeden hassas, stabil ve

yakinsaktir. Tam kapali indeks-1 DAE’ler i¢in yakinsaklik analizi biraz karisiktir.

Lineer olmayan

O:F(tn,y,,,—y";y”_')

n

0
kapali denkleminden Y bilinmeyenleri Newton ardisik yaklagimlar metodu n

yaklagimi ile baglayarak (v+1). adimda

-1
Py 1,9 g ¢,y e et (4.10)
h, Oy Oy h

formiiliiyle hesaplanirlar.
4.3. BDF Metodu
m adimli BDF metodu i¢in m >1 olsun. /=0, 1,........ ,n—m araliginda degissin.

u,=y(t;), j=L1+1.... ,I+m—1

olsun.
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Sekil 4.1. Interpolasyon Polinomu ve ¢ 1.m deki Tiirevini Hesab1
Burada
ul+m ~ y(th)

olsun. P(¢,) interpolasyon polinomu,

P(t)=u, ,j=Ll+1,..4m, pe]])
kosullariyla hesaplanir. Bunun tiirevi alinarak
Pt,,) = frow 118 1 = (00 1.,)
bulunur.

Lemma: r+1esit mesafeli x, = x, +/h, h>0 artis miktar1, 1=0,1,2,...., r noktalar1 ve

gy g, € R degerleri verilsin. Geri fark formiilleri vasitasiyla interpolasyon

polinomu



olarak verilir.

P(x.sh) = i(—l)k (;S]vkg, , SER

-

(=s)(=s=D...(=s—k-1)

k!

=D*

——s(s+1)...(s+k-1)

k!

ngi = Vk_lgi - Vk_lgifl

olmak tizere geri fark tablosu asagidaki sekildedir:

Tablo 4.1. Geri-fark Tablosu
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X g(x) v,

X0 8o Vg,

X 8 Vg, V2g1

X, &> Vg, Vzgz V3g2

X, =X, +1h

xr gr V!gr Vzgr Vr—lgr vrgr
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V*g, yerine

k (k
Vig = Z(—l)’( _ng_j, 0<k<v<r
=0 J
yazilirsa m adimli BDF metodu

|
z%Vkuler = hﬁ+n1

k=1
k .
olur. Burada V'u,,, yerine

k (k
_lj I+m—j
2! )(jj”

yazilirsa

m ) m k
Z[(—l)" > %[ Huum_\f =M.,

j=0 k=max(;,1) K \[J

olur. Burada

3 (E I (]

Jj=0 k=max(j,l) _]

yazilirsa bu ifade a, =1 i¢in

k
Zaiul+m—l =hBSiim
=0

seklinde yazilabilir.
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Ornegin m=2 i¢in formiil

2 oW L[k
-1y —{ ] U,
/Z;{ k=rr§j,l>k )

olur. Buradan j =0 i¢in

3
E”Hz
j=1 1i¢in
_2ul+l
j=2 igin
1
2"

bulunur. Boylece m =2 i¢in
1
5(37’%2 —4u,, +u,) = hf,,,

olur. Ayn1 yontemle 6. mertebeye kadar BDF metodu i¢in asagidaki katsayilar

tablasu elde edilir:



Tablo 4.2. 6. Mertebeye kadar BDF metodlar i¢in katsayilar
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p k ox a, Q a, a, a, o o,
1 1 1 1 -1
2 2 % 1 _i l
3 3 3
O I T T N O T ]
11 11 11 11
L I T I P I R BT T TR
25 25 25 25 25
s[5 [ e0 |1 [ 300 (300 [ 20075 | 12
137 137 | 137 137 | 137 137
6 |6 |60 | 1 | 360|450 | 400 [225 | 72 | 10
147 147 | 147 147 | 147 147 | 147

4.4. Radau Kollakasyonu ve Kapalh Runge-Kutta Metotlar

Tam kapali indeksi -1 DAE

0=f(y,y)

seklindedir. s adimli kapali Runge-Kutta Metodlar1 genel lineer olmayan DAE’lere

asagidaki sekilde uygulanir:

Ozf(ti7Yi9Ki)

1

t. =t +ch,

1=1,2,....

Yi =Y. th Zaij Kj,

=1

vey, =y,, +h) bi Ki

i=1

Burada A=(a;) matrisinin katsayilari tekil degildir.

S
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Yari agik indeks-2 DAE

0=g(t,x,z)
x'=f(t,x,z2)

seklindedir. Yukaridaki formiiller bu tip DAE’lerde

K; =1(t;,x;,2,)

X, =X, +hz a; Kj

j=1

0=g(t;,x;,2)
seklindedir. Burada cebirsel degisken z daha kolay elde edilebilir.

Bazi hallerde mertebe indirgemeyle karsilasilabilir. Asagidaki adi denklemde oldugu
gibi

ez' =-z+q(t)

£—0 0=-z+q(t)

olur. Buna da s adimli Runge-Kutta metotlar1 tekil olmayan A matrisiyle

uygulanabilir.

Bir Runge-Kutta metodu eger yerel kesme hatasinin minimumu r ise buna her bir
adimda r mertebeden olan Runge-Kutta metodu denir. s kademeli kollakasyon
metodlarinda mertebe s, kosegensel Runge-Kutta (DIRK) metodlarinda seviye

mertebesi 1°dir.
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4.5. Pratik Baz1 Zorluklar

Burada DAE’lerin ¢oziimlerinde ortaya ¢ikan bazi zorluklari verilecek.Bunlardan bir

tanesi uyumlu baslangi¢ kosullar1 kiimesinin elde edilmesidir.

Pratikte ODE ile DAE ¢ozlimlemesinde en 6nemli fark DAE sistemleri uyumlu bir

baslangig¢ sartlar kiimesiyle baglama mecburiyetindendir. DAE’de verilen kisitlar ve
miimkiin baz1 gizli kisitlar baglangi¢c noktasinda uygun olarak saglanmalidirlar. 2 tip
temel baslangi¢ problemi vardir. Bunlardan 1.’si yeterli bilgi olmamas halidir, 2.’si

ise ya fazla bilgilendirme vardir ya da dogru olmayan bilgilendirme vardir.

Asagidaki ornekle 1. durum anlasilabilir.

x' = 1(t,x,z)
0=g(tx,2)
x(0) = x,, verilsin.

Yukaridaki denklem vasitasiyla y, z olmaksizin x'(0) degeri belirlenebilir. Bu x| ile

gosterilsin. Bu bilgiler Newton iterasyonu i¢in baslangi¢ tahminlerinde kullanilabilir.

Bu DAE’yi ¢ozebilmek i¢in z, degerine de ihtiyag¢ vardir.

t=0 da z, degerini hesaplamak i¢in ve x; =f(0,x,,z,) dan x’ degerini bulmak igin

buna ihtiyag vardir.

0=g(0.x,2,)

genelde lineer olmayan denkleminden z, ¢oziiliir. Ustiine iistliik lineer olmayan bu

denklemlerin ¢éziimlerinden birden fazla ¢6zliim ¢ikarilabilir.

Buradan da anlagiliyor ki indeksi 1 olan DAE’ler bu haldedir ve cebirsel degiskenler

birbirinden ayrilamazlar. Bu halde uyumlu baslangi¢ kosullarini belirlemek daha
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zordur. Bu halde bazi bilgiler DAE sistemlerine digaridan eklenmelidir. Birkag

ornekle bu durum anlatilacaktir.

Ornek 4.2.

Yar1 agik bir indeks-1 DAE

u'= -(ukv)/2 + g, (1)
0= (uv)2-q,()

seklinde verilsin. u, belli ise

Vo= Vo —2q,(0)

olarak hesaplanir. u; de

_(uo +Vo)/2+q1(0)

olarak belirlenir.

Ayni problem u =y, +y, ve v=y, —y, doniisiimii yapilirsa asagidaki sekle doniistir:

Yi+Ys+y, = q(t)
Y, = qz(t)

Bu DAE’de y, ve y, ¢ozlimlerini ayr1 ayr1 elde edebilmek igin

y,(0) ve y,(0) degerleri keyfi olarak verilemez.

¥,(0)=q,(0)

olmalidir.
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Ayrica

v,(0)+y,(0)

da belirlenmelidir.

y,(0) 1n bilinmesi ile digerlerinin belirlenmesi miimkiin degildir. Buna mukabil

¥1(0)+y5(0) = q,(0) - y,(0)

olur. y,(0) vey, (0)’1 ayr1 ayr1 bulmak i¢in yan sart kisitinin tlirevinin hesaplanmasi

gerekir. Yani

Y5 (ty) =q5(ty)

olarak alinmalidir. Bu durum daha yiiksek indeksli problemlerde daha karisik bir hal
alabilmektedir. Yiiksek indeksli DAE’lerde esas kisitlarin yaninda gizli kisitlar da
olusabilmektedir.

Ornek 4.3.

Kartezyen koordinatlardaki basit sarkacin hareketi asagidaki DAE ile verilsin.

q =V, (a)
4=V, (b)
V,=-Aq, (c)
Vi=-\q,—-¢ (d)
0=q °+q," -1 (e)
Qv +4,v, =0 )

Burada q° lar yer koordinatlarini, v=q’ ler de hizlar1 belirlemektedir.

q(0) keyfi olarak verilemez.
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Eger q,(0) belli ise

q(0) =£y1-¢;(0)’

olur. Boylece isareti farkli 2 deger bulunur. Yan kosulun 1. tiirevinin alinmasiyla

elde edilen bu ifadede (gizli kosul) v(0) ’1n verilmesiyle belirlenir. Yani q(0) ve
v(0),(e) ve (f) kosullarini saglamalidirlar. Bunlara gore q'(0), (a) ve (b)

denklemlerinden belirlenir ve daha sonrada A(0)
A-q,gt+Vvi+ vi=0

den belirlenir.

Son olarak da v'(0), (¢) ve (d)’den bulunur.

Burada

dir.

Not : Uyumlu bir baslangi¢ degerler kiimesi ile denklem takim1 ¢6zmek i¢in graph-
teori algoritmasi kullanilarak optimum kiime elde edilmektedir. Bu miimkiin olmazsa

biitiin alternatif halleri igeren baslangi¢ kosullar1 olusturulur.
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4.6. Kotii Kosullu Iterasyon Matrisi

Bir lineer olmayan sistem Newton iterasyonlar ile ¢oziildiigiinde indeks -1 ve indeks

2 sistemleri i¢in asagidaki sekilde bir zorluk ortaya ¢ikmaktadir.

x' = f(t,x,z)
0=g(tx,2)

Bu sisteme Geri-fark Euler metodu uygulandiginda iterasyon matrisi sudur:

h 'T-fx -z
-8X 87

Bu matris ODE’de h, — 0 iterasyon matrisi birim matrise doniisiir. indeks -1 ve
Hessenberg DAE’lerde ise iterasyon matrisinin kondisyon sayisi p sistemin indeksi
ise O(h, ) dir. p=1 ise yukarida oldugu gibi O(h, ") dir. h ¢ok kiigiikse Newton
) . . . 1

iterasyonu yanlis sonug verir. Bunun iistesinden gelmek i¢in kisitlar T den

n

bagimsiz yapilir.

4.7. indeks 2 DAE ler i¢cin Hata Tahmini

Her bir adimda ¢6ziim degiskenlerinin agirlikli normlari kullanilarak hata tahminleri
yapilir. Bu tip hata tahminleri tam kapal1 indeks -1 problemleri i¢in kullanilir. Fakat

indeks -2 DAE’ler i¢in uygun degildir.

Ornek 4.4.

Y. = q(t)

Y. =Y

Indeksi 2 olan DAE verilsin. Bu DAE Geri-fark Euler’le ¢oziiliirse
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yl,n = Q(tn)

yl,n - yl,n—l — q(tn) - q(tn-l)
h h

n n

YZ,n =

olur. Kesme hatas1 2 boliinmiis farkla verilir. Buna gore cebirsel degisken y, ’deki

kesme hatasi

Tahmin = hn (hn + hn—l )[YZ,n > YZ,n—l > YZ,n—Z]

Yon " Yot You1 " Yono

=h, (h, +h_ ) h, " b,

n

qt,)—q@, ) q,)—q(,,)

— h n n—1
! h

n

q(t,.)—alt,,) qlt,,)—q(t,,)
h

n-1

h

n-1

q(t,)—q(t,) qt,.)—q(t,,)
h h

n n-1

q(t,.)—q(t,,)
h

lim Tahmin = lim
h,—0 h, —0

=q(t,) -

n-1

olur. Bu ifade sifir degildir. y, ’deki yaklasim boylelikle hatalarin birikmesine sebep

olacaktir. Bu gibi hallerde indeks indirgenmesine bagvurulabilir fakat bu da bazi

problemlerde ¢are olmamaktadir.



Ornek: 4.5. 0<t<1
x(1)=(t=2)Az+¢,(1)
(1) =(A=1)z+4q,(t)
0=(t+2)x, +(> —4)x, +7(?)

XI(O)ZI ’ xZ(O):l

l)e’ , r()=—(t>+t-2)e'

%(t):(l_/i)et s () =01+ > ;

olmak tizere DAE probleminin ¢dziimii.

Coziim: z=) kabul edilirse indeks 1’e diiser. Bu durumda gercek ¢dziim su
sekildedir:

et

2-t

Xl(t)zet ’ xz(t)zet , y()=

Metod : y =y, +ex olmak iizere 1. dereceden yaklasim yapilirsa

(W) =x,+tet = x()=l+egt
X)) =x,tet = x()=1+eyt

Y=y, +tet = y()=et

elde edilir. Burada t‘ye gore tilirev alinirsa

e, =(t—2)10e, —9¢'

x;(l):el 9
x,(t) =e, €2=9€3+(1+2_ )e'
't —
y(H=e 0=(t+2)e, + (£ —4)e> — (£ +1-2)e'

elde edilir.
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e, +20e, +9¢' —10te, =0
esitliginde
e =1+t
yazilirsa ve
e +20e;, +9+9t—10te, =0
ifadesinde t=0 alinirsa
e, +20e, +9=0

olur.
9
62 —963 —(1+t)(l+E) = 0

esitliginde ¢ =0 alinirsa

olur.
0=(t+2)e +(> —4)e’ —(t* +1-2)¢
ifadesi acilirsa

te, +2e +t'e,—de,—t' ' —t—t"+2+2t=0



elde edilir ve bu denklemde ¢ =0 alinirsa

2e,—4e,+2=0

olur. Bulunan degerler alt alta yazilirsa

58

e +20e, +9=0 e +20e,=-9

11 11
e,—9%,——=0 e,—9%¢,=—

2

2

2e,—4e,+2=0 2e —4e,=-2

olur ve buradan da

0 20)(e Il9
0 I 9le |=—
2
2 -4 0 )le 5
ifadesi elde edilir. Bu esitlikten de
1
e=| 1
_1
2

bulunur. Boylece sistemin ¢oziimii

X)) =1+t x,(6) =1+, y(t):—%

olur. Bulunan ¢dziime ¢t’, e,t” ve e,t’ eklenirse



x,(t)=1+t+et’

x,(t) =1+t+et’
0)=—L ver?
Y A
elde edilir. Bu yeni 2. ¢dziimleri teklif edilerek ¢oziime devam edilirse

(14+2¢, +40e,)t+ Q) =0
31 5 )
(—?4‘282 —18e)t" +0(t")=0

(1+2e, —4e,)t> +Q(£) =0
bulunur.

O(t*), O(¢’)ihmal edilince

0 40 -4
A= 2 -18) , B= 31 ,

2 4 0 d

- -1
el

bulunur. e=| e, | olursa
&
e =

P|W = |-

elde edilir. Buradan da ¢6ziim

59
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1
.xl(t)=1+t+5-t2

1,
xz(t)=l+t+5t

t 3,
H=——=-=t
() 573

olarak bulunur. Bu islemlere devam edilirse

s, e b2 1 L 5
r+ r+ t+ r+ t
120 720 5040 40320 362880

1, 1, 1,
x()=x@)=1+t+—t"+—t"+—1¢" +
(D) =x,(1) 2t et to,

S5 19 . T 5 109 331 5 1S5 2327, 20947
247 192 160 5760 40320 430080320 1451520 29030400

1 3,
HN=——t-=t"-
() 5173

bulunur. y'(¢) = z(¢) oldugu igin

3 5t2—£t3—lt4—109 5 331 o 155 g 2327 S 20947 o
4 8 48 32 960 5700 53760040 161280 2903040

olarak bulunur.
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4.8. Ornekler

Bu kisimda, eklerde verilen programlara gore bazi problemlerin ¢oziimleri ve

grafikleri verilecektir.

Ornek 1:

Z/(t) = z,(2)

z,(t) = 2, (1)

2(0) = =2,(0).A0)

2, () =—z,().A(1) - g

A(t)==2A(t).z,(t).2z,(t) = 3z, () = 2A(1).2,(1).z, (¢)
z,(0)=1, z,(0)=0, z(0)=0, z,(0)=1, 4(0)=1
0<t<l, g=1

Bir basit sarkacin hareketinin Program 1°e gore mathematica nin kendi komutu ile

¢Ozumu:
z11(1)={0.867345}
z12(1)={0.457701}
z13(1)={-0.033748}
z14(1)={0.058813}
AL(1)={-0.4%3103}
z11({01)={0.9959551}
z12({01)={0.005%4583}
z13(01)={-0.00585033}
z14(01)={0.98595%51}
AL(01)={0.970151}

G1={1.52019x107"}
G2={-1.58711x107"}
G3={-2.68135x107"}

Burada G, G,, G; sirastyla cebirsel kisitlardir. Coziimiin bu kisitlar1 ne kadar

sagladigi gosterilmektedir.



Asagidaki sekillerde z,(¢), z,(¢), z,(¢),z,(¢) ve A(¢) 'nin grafikleri verilmistir.

-0.05

-0.15]
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0.a

0.é

0.4

0.z

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ornek 2:

z/(1) = z,(t)

HOREAQ)

z3(1) = =2, (1)-A(0)

AOEREAORIORS

A(8) = =2200).2,(£).2,(£) = 32,(£) = 22(t) 2, (1).2, (1)
2(0)=1, 2,(0)=0, z,(0)=0, z,(0)=1, A(0)=1
0<r<1, g=1

Basit Sarkag ve cebirsel kisitlarin eklerdeki program 2’ye gore ¢oziimii ve grafigi



0.867323
0.497931

Cozim(t=1)=| -0.0337502
0.0590756

L -0.493725

Gl=-0.000185108
GZ=0.000143215

G3=0.000423175
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-0.05

—0.15}
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Ornek 3:

x{z(d—%)xl-i-(Z—t)aZ-i-ﬁ

1—
X =C g)xl—x2+(a—l)z+2e[
0=(t+2)x, +(t* —d)x, — (£’ +t—z)é'
0<t<1, =10

Bu sorunun Program 3’e gore mathematica’nin kendi komutuyla ¢6ziimiiniin grafigi:

Ornek 4:

1 3-t
X =(a—-—)x+Q2-Daz+—
= (a5 + @-az e S

1_;[)xl —x,+(a—-1)z+2¢

X, =(

0=(t+2)x, +(t* —d)x, — (£’ +t—z)é’
0<t<1, =10

Bu DAE’nin Program 4’e gore BDF metodu ile ¢6zlimiiniin grafigi:



Ornek 5:

Baslangi¢ deger probleminin Euler metodu ile ¢éziimii ve ekteki Program 5’e gore

sonuglar1

xx=0.
wx=0.
nx=0.
xx=0.
xx=0.
xx=0.
xx=0.
wx=0.
xx=0.

wx=1.

L . T 7 [ O % B o I ol

Y=Y,
y; =—siny,

T
yl(o)—E

»,0)=0

¥1=1.5708 y2=-0.1
¥l=1.5608 y2=-0.2
¥1=1,5408 y2=-0.299995
¥1=1.5108 y2=-0.39995
¥1=1.4708  y2=-0.49977
vl=1.42082 ¥2=-0.599271
v1=1.3608 y2=-0.698143
¥1=1.29108 ¥2=-0.795953
¥1=1.2114%  ¥Z=-0.892067
yl=1.12228 yZ2=-0.985651
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Ornek 6:
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V=Y,
y; =—siny,

T
yl(o)—E

»,0)=0

Baslangi¢ Deger Probleminin Runge-Kutta ile ¢6ziimii ve ekteki Program 6’ya goére

sonuglari

tt=0.
tt=0.
tt=0.
tt=0.
tt=0.
tt=0.
tt=0.
tt=0.
tt=0.

tt=1.

1 ¥l= 1.5708 y2=-0.1
Z yl= 1.5608 y2=-0.199995
3 yl= 1.5408 y2=-0.29995

4 yl= 1.5108 y2=-0.39977

5 yl= 1.47082 y2=-0,499271
6 yl= 1.4209 y2=-0.598149
7 vl= 1.36108 y2=-0.695953
& yl= 1.29149 yi--0,792083
9 yl= 1.21225 y2=-0.885725
¥l= 1.12371 y2=-0.975896



¥l teta konuam

1.5
1
0.5
T maman
3 ] -] 10
-0.5
-1
-1.5
¥Z teta his
1
0.5
T maman
z 3 [ -] 10
-0._5
-1
¥Z hisz
1
0.5
w1l konum
1.5 -1 -0.5
0.5
-1

Ornek 7:
y"'==siny()
v(0)=7x/2
Y'(0)=0

Bu DAE’nin Euler metodu ile eklerdeki Program7’ye gére mathematica’nin kendi
komutu ile ¢ozimii



xx=0.01 ¥l=1.5708 ¥2=-0.01
xx=0.02 ¥l=1.5707 ¥2=-0.02
xx=0.03  ¥l=1.5705 ¥2=-0.03
xx=0.04 yl=1.5702 ¥2=-0.04
¥x=0.05 yl=1.5698 ¥Z=-0.05
xx=0.06 yl=1.5693 ¥Z=-0.08
xx=0.07 ¥l=1.5687 ¥2=-0.07
xx=0.08 yl=1.568 ¥2=-0.08
xx=0.09 ¥l=1.5672 ¥Z=-0.0899993

xx=0.1 ¥l=1.3663 yZ=-0.0859223

Cozliimiin Grafigi:




BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Diferansiyel ve cebirsel denklemlerin kullanim alanlar1 son yillarda giderek
artmaktadir. Buna paralel olarak da diferansiyel cebirsel denklemler iizerine olan
caligmalar ve sayisal ¢0ziim yoOntemleri {izerine arastirmalar giderek artmaktadir.

Tiirkiye’de bu konu yeni yeni giindeme girmektedir.

DAE’ler ODE’lere gore daha karmasiktirlar. Ciinkii DAE’ler ¢oziiliirken baslangic
kosullarinin saglanmasinin yaninda bazi gizli kisitlarin da saglanmasi gerekmektedir.
Bu calismada diferansiyel cebirsel denklemlerin tanimi, yapisi ve bazi sayisal ¢oziim
yontenleri verildi. Ayrica sayisal ¢oziim yontemleri i¢in bazi bilgisayar programlari
kullanildi. Bu ¢6ziim yontemlerinde indeksin 6neminden bahsedildi. Yiiksek indeksli

DAE’lerin ¢6ziimiiniin daha karmasik oldugu goriildii

Bu caligmada her DAE’nin ¢6zlimii i¢in kullanilabilen bir tontem olmadig1 gorildi.
Dolayisiyla DAE konusu daha uzun yillar bilim adamlarinin ilgisini ¢ekecektir ve bu

konudaki ¢alismalar artarak devam edecektir.

Stiff-katt ODE’lerin ¢6zlimiinde nasil hassas ¢6ziim bulmak i¢in yiiksek metrtebe
yaklagimli algoritmalar kullaniliyorsa, adim uzunlugu kiigiiltiilerek hata azaltilmaya
caligiliyorsa DAE’lerin de benzer yapida oldugunu ve bunlarin ¢éziimleri i¢in de

BDF gibi, Kapali Runge-Kutta gibi metotlar tercih edilmektedir.

Coziilecek problemin yapisi, indeksi, uyumlu kosullarin verilmesi, lineer olmayan

denklemlerin ¢6ziimlere girmesi isleri iyice zorlastirmaktadir.

Yapilan programlarla ¢éziimlerde ilk adimlardan sonra hatanin arttig1 gézlenmistir.



KAYNAKLAR

[1]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

BRENAN, K., E., CAMPBELL, S., L., PETZOLD, L., R., Numerical
Solution of Initial-Value Problems in Differential-Algebraic Equations.
North-Holland, New York, 1989.

KAAJSTROM, B., RUHE, A., Metrix Pencils, Vol, 973, Springer-Verlag,
Berlin, New York, 1983.

GEAR, C., W., Numerical Initial Value Problems in Ordinary Differential
Equations, Prentice-Hall Englewood Clifffs, NJ, 1971.

GEAR, C., W., PETZOLD, L., R., ODE Methods For The Solution of
Diiferential/Algebraic Systems, SIAM Jurnal, August 1984.

PETZOLD, L., R., ASCHER, U., M., Computer Methods of Ordinary
Differential Equations and Differential Algebraic Equations, 1946.

CAMPBELL, S., L., Numerical Methods for Unstructured Higher - Index
DAEs. Ann. Numer. Math. 1:265-278, 1994.

ASCHER, U., M., CHIN, H., REICH, S., Stabilization of DAE’s and
invariant manifolds, Numer. Math.,67, 131-149, 1994.

BARRLUND, A., Constrained least squares methods for lineer time
varying DAE systems, Numer. Math., 60, 145-161, 1991.

CAMPBELL, S., L., MOORE, E., Progres on a general numerical method
for nonlineer higher index DAE’s II, Circuits Systems Signal Process., 13,
123-138, 1994.



EKLER

Bu boliimde 6rnekler kisminda verilmis olan drneklerin mathematica’da hazirlanmis

programlari verilecektir.

Program 1:

Bir basit sarkacin hareketinin mathematica’nin kendi komutu ile hazirlanmis

programi:

TS R o I P s T D T T o TP FCC i N T R g <
TN e e b e A T U™ T b R R U e o el SR T T e
P i e L T = T i S e T e LTS - i e

" P B R T TR = T sl G B A TR Ry T R R S IRE Y - o
B e T i T e 2 e e T et o ST e T TR e il
L S LA g LA L i 2 A T A A P T TR -
i R L = T L i e R S R T e e
el WS T S A ORISR T L
B B el I e A e A D T T T NP T AT R R T
A B T SR TS T T T AL o SRS o E et S Al I T T e T RS
P T s 1. o B . St T Y T W PR S 3 R Tl P R TR
£ e A SR s TS F AT s T SN 2 et e B A S T AT e T RS A e
£ L FEr e T T e T RS 2 el A S Tl e T el TS ol e
P SOt TS L= T -1’.:'_:.-".1:'_.-"_.--': Al n"-.-'.:"'__.-".' ..f'.a:e".a".r‘-"' P R P - T A
P BRI T T A e TS el mald el B 8T GBS L T e e e
R il e i U gt N s Tl o o .t sl S R Pl P . P F S o il
SR T T T = TS D mad el B i B e T T T e T S L e el L R
T P S o LA =, TP P o 8 o G TR S R I TP o O il i o
TES s T BT D el B e B SRR e T T e T A e e el 8 B B et
A o T e B e L L A T T e P e L S T e L A el
S S T o T e AR TS o e Fiei T s e o e g T e e R
T T e e T T T T T L e T A R e PR e T ot o o e T B
L R T i A e i i T A e e T e A P R s T e,
PRI o o - o o g o T T o Sl o ) L I ol ot e U
T L Cemer T AT AT nTE A Par R L B S T 3
oy ARl
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Program 2

Bir basit sarkacin ve cebirsel kisitlarinin BDF metodu ile hazirlanmis programa:

I I P R S L I TR AT GO A

STl T SO A I o Tt SR -

T A o mnn A - T T O A st =

=G TEL S i TS O, S T IR

A A e RS O A 57 TR
g 2B e o R

AT TR AT R T TR, M TR TN SR p TR e TN
SR A = TR, S SRR fEI S L - P TR TR, (S

P RRCLT S Pt o e Y L
& e - - - - & S A
R w . . A = L . . - . I
P AT - - . S W . -
A R ST e L R L e e e e R e e T e e i e e 2

P TPy s ST i ST LS AT TR L SN T S Bl L
O AP U DS o A T, Bt R s R AT L o AT
TS LEAE TS T e
U e G A ST ST T, (Rl s MR SR (AR T SN il

T BT et S LB, DS o S DS T AT LA - F
R A R R -l s B P A = e - = R
Y e S A e I S gt S N i R A S N v B
oI, o o FLEEER LA . SR LA e F e 7 SRR LS s S DS
v F AT LA s S S0 e e, & 8 LA AT e S LA e
R o A S L T L T 0T s e il o S S T A 3
L LS I LT P G R S
LTS SO SR LA Ry A e S R A

All] = ¥1;

Do[t=k+*h;

Do [
XF[[1,1]] =£1[A[v]I[I1, 111, A[vI[[2, 111, A[v]II[3, 111, ALvII[I4,6 111,
A[VIILIS, 1111+
XF[[2, 1]] =£2[A[v][I1, 111, A[v]I[[2, 111, A[v]II[3, 111, ALvI[I4, 11],
ALvlI[IS, 1111¢
XF[[3, 111 =£3[A[v]I[I1, 111, Alvl[I[2, 111, A[vI[I3, 111, ALv][I[4, 111,
A[VIILIS, 1111+
XF[[4,1]] =£4[A[v]I[I[1, 111, A[vI[[2, 111, A[v]II[3, 111, ALvI[I4,6 111,
A[VIILIS, 1111+
XF[[5, 1]]1 =£5[A[v]I[I1, 111, A[vI[[2, 111, A[v]II[3, 111, ALvI[I4, 111,
ALvlI[IS, 1111¢
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4 1 2+h
FT = A[v] - — %Xl + — X0 -
3 3

* XF';

JAK = IdentityMatrix[5] - JAK;

A[v+1l] =A[v] - Inverse [JAK] .FT
v, 1,5}

z11[[k+1, 111 =t; z12[[k+1, 1]] =t; 213[[k+1, 1]] =t; =z14[[k+1, 1]] = t;
Al[[k+1, 11] = t;
z11[[k+1, 2]1 = A[6][[1, 1]]1; z12[[k+1, 2]] =A[6][[2, 11];
z13[[k+1, 2]] = A[6][[3, 1]1]; =z14[[k+1, 2]] =A[6][[4, 11]1;
AA[[k+1, 2]] =A[6][[5, 1]]; X0 =X1; X1 =A[6]
. {k, 2, 10031;
Print["Coziim{t=1)=", ¥1 // MatrixForm]

61 =1-X1[[1, 11]1*2-%1[[2, 11]1*2; Print["61=", &1];
G2 =XL[[1, 171 *+XL[[3, 111 +XL[[2, 111 #X1[[4, 1]1]; Print["G2=", G2];
G3 =X1[[3,1]1°2+X1[[4, 111*2-X1[[5, 111 -X1[[2, 11]; Print["G3=", G3];

ListPlot[zll, PlotJoined - True]; ListPlot[zl2, PlotJoined -» True];
ListPlot[zl3, PlotJoined - True]; ListPlot[zl4d, PlotJoined - True];
ListPlot[Al, PlotJoined = True] ;

Program 3:

o= 10;

zolution =

HDSulve[{{{{xl'[t] [a- ; ft]* ¥ [t] + (2 -ty wawz[t] + -t , ¥ [0] == 1}}}

2-t
{0 - 22
t-2

2w dxt-E*24+6

"Tt] ==
2Tt [t—2+{t—2}w{t“2—4}

{;E;i::;h} . [:::]mmt], 2001 = -0.5}}]), 6, 2, 23, 12, 0, 1]

*¥1[t] -3[t] + {a- 1) wz[t]+ 2«Explt], x:[0] -- 1}}} {{{

dat4+tn2_2
(L2 _4)

dxt+4
]wxg[t]—[Ewo:+t > 4]1\'2[1:]—

] »x [E] + [

Plot [Evaluate[{x;[t], x[t]1, 2[t]} f. First[solution]], {t, 0, 1},
Plot5tyle — {RGBColor[1, 0, 0], BGBColor([0, 1, 0], RGBColor([0, O, 1]}]:
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Program 4:

1 ®[E] + (2 -t} wranz[t] 3-t,
_t]‘ﬂ' + - w " +2 t,

FE[t_, x[t] _, ¥[t] _, 2[t]] == [d— 2

Fr[t_, x[t] _, ¥[t] _, 2[t]1] == ::: w1 [t] -x[t] +{a-1)nz[t] + 2+Exp[t]:
HHIE_, x[t]_, ¥It] _, z[t]] == [2"“ . Mijltth [M »z[t] -
- - - t-2 (t-2)s{t 2-4) (t~2_4)
4 xt+d t*3-1d«t +20 t-1
[2"“1;"2-4]”[”_ (2-t)"2+(t"2_-4) ‘[m]*m““
h=0.1;

daexl - Table[0, {15}, {2}]; daex? - Table[0, {12}, {2}]; daex3 - Table[0, {12}, {2}]: daexi[[1, 11] = 0;
daex1[[1, 211 = Exp[0.1]; daexi[[2, 11] = 0.2; daexi[[2, 211 = Exp[0.2];
a=10; h=0.1; Dn[t:nnh:

1
o - 2:] 0 {(2- ) rax
hr
AALE 1= — & = -1 {a-1) :
(211 R Pt e I (2 O+ 4*=+4)
£2 0 (E-2)w(Et2o4) (24 Y

ALt ] :=AA[#] - TdentityMatrix[3];

3;:
hnt 2-=
BLt 1:i= —— » 2 Exp[t] :
=45 -1dw i 20 -1
(Z_zyizsrez 4] [E *Exw[i]
Explf-3+h] Exp[#-2wh] Expl[#-h]
2 18
BO[E ic -2y |BmlE-3+01 |, % |Explt-24n1(_ 18 IEsplz-n1|_ gy,
- 11 Exp[£-3+h] 11 Eup[£-2+h] 11 Exp[-h]
-2 =S#h -2 =2+h E=2-h

X = Inverse[A[t]].BC[t]; Print[X // MatrixForm]; daex1[[n, 1]] = t; daex1[[n, 2]] =X[[1, 11]:
daex2[[n, 111 =t: daex2[[n, 2]1] =X[[2, 1]1]; daex3[[n, 1]] =t; daex3[[n, 311 = X[[3, 111;. {n, 3, 15}]:

Li=ztPlot[daexl, PlotJoined — True]: LiztPlot [daex?, PlotJoined — True]:

Program 5:

h=0.1; ¥1 - Table[0, {10}]; xx - Table[0, {£10}]; ¥? = Table[0, {10}]; xx[[0]] = 0;
fi[x , vi, ¥2 1:= 2 £2[x , vl , ¥2 ]:= -Sin[¥1]: ¥1[[0]] = N[g]: ¥2[[0]] = 0; Bir = Table[0, {10}, {2}]:

Birr = Table[0, {10}, {21]:
Do[xx[[n+1]] =hw (n+1): ¥1[[n+1]] =¥1[[n]] + hw £1[xx[[n + 111, ¥1[[n]], ¥2[[n]1]:
¥2[[n+ 111 =¥2[[n]] + h» £2[xx[[n + 111, ¥1[[n1]1, ¥2[[n11]:
Print["xx=", xx[[n+1]], " ¥i=", ¥y1[[n+1]], " ¥2=", ¥2[[n+1]1]: Bir[[n+1, 1]] = xx[[n+ 1]]:
Bir[[n+1, 2]] =¥1[[n+ 1]1];: Birr[[n+1, 1]] =xx[[n+ 1]]; Birr[[n+ 1, 211 =¥2[[n+ 111, {n, O, 9}]:
ListPlot [Bir, PlotJoined -»> True, AxesLabel — TraditionalForm f@ {3 , Y]
ListPlot[Birr, PlotJoined -» True]:
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Program 6:

tt = Table[0, {100}]; ¥1 = Table[0, {100}]; ¥2 = Table[0, {100}]: h= 0.1; tE[[00]] = 0;: £i[x , v2 , ¥2 ]:= ¥
£2[x , vi , ¥2 1 := -Sin[y1]: Bi = Table[0, {100}, {2}]: Bim - Table[0, {100}, {2}]: Fazz - Table[0, {100}, {2}]:
m
Yi[[01] =H[5]: y2[[0]1] = 0;
Dn[tt[[n+1]] how{n+1):
kyll = hxy2[[n]]:
kyl? = h=y2[[n]];
ky13 = h=y2[[n]];
kyld = h=y2[[n]];
¥1l[[n+1]1] =¥1[[n]] + %w(kll'11+ 2+ k¥1l2 + 2w kyld + kyld):
ky?1=h«f2[tt[[n+1]1], ¥1[[n+ 111, ¥2[[n+ 1111;
ky22 = hw £2[tt[[n+1]1, ¥1[[n+ 111, ¥2[[n+ 1111;

ky23=h+£2[tt[[n+11], ¥1[[n+ 111, ¥2[[n+ 1111:
ky2d = h+ £2[tt[[n+ 111, ¥i[[n+ 111, ¥2[[n+ 111]:

¥2[[n+ 111 =¥2[[n]1] + %w(k}[21+ 2+ky22 + 24ky23 + ky24): Bi[[n+1, 1]] = tt[[n+1]]1:
Bi[[n+1, 2]1]1 =¥1[[n+1]]; Bim[[n+1, 1]] =tt[[n+1]1]; Bim[[n + 1, 2]] = ¥2[[n + 11]:
Fazz[[n+1, 111 =¥1[[n+ 11]; Fazz[[n+ 1, 211 =¥2[[n+ 111;
Print["tt=", tt[[n+1]]," ", "¥1= ", ¥y1[[n+1]], " " , "¥2=", y2[[n+1]1],
{n, 0, 99}]:

ListPlot[Bi, PlotJoined -> True, hxesLabel — {"T zaman " , "Y1 teta konum"}]:

ListPlot [Bim, PlotJoined - True, AxesLabel — {"T zaman " , "¥2 teta hiz"}]:
ListPlot[Fazz, PlotJoined -= True, fxesLabel - {"y¥1 konum " , "¥2 haz"}]:

Program 7:

h=0.01; yl=Tahle[0, {100}]; xx - Table[0, {100}]; ¥? - Table[0, {100)1; xx[[0]] = 0:
fi[x , v1 , ¥2 1:=v2: £2[x , ¥1_, ¥2 ]:=-Sin[¥1]; ¥y1[[0]] = N[;]: ¥2[[0]] = 0; Bir =Table[0, {100}, {2}]:

Birr = Table[0, {100}, {2}];
Do[xx[[n+1]] =xx[[01] + hr {n+ 1); y1[[n+ 1]] = ¥A[[n]] +h v £10x[[n+1]], ¥y1[[n]], ¥2[[n]]];
¥2[[n+1]1]1 =¥2[[n]] + ke £2[xx[[n + 111, ¥1[[n]], ¥2[[n]1]; Print["soc=", sx[[n+1]], "  ¥1=", y1[[n+1]1, "  ¥2-', ¥2[[n+1]11:
Bir[[n+1, 1]] =xx[[n+1]]; Bir[[n+1, 211 =¥1[[n+1]]; Birr[[n+1, 1]] =xx[[n+1]]; Bire[[n+1, 2]] =¥2[[n +1]], {n, O, 99}];
ListPlot[Bir, Plotdoined -= True]: ListPFlot [Birr, PlotJoined -» True];

solution= HDSul'.re[{f' '[t] = -Sin[¥[t]], ¥[0] == N[g], ¥'[0] == u}, ¥, {t, 0, 1}]: Plot[¥[x] /. solution, {x, 0, 1}]
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1988-1999 yillar1 arasinda Diizce’nin Akcakoca Ilgesinde tamamladi. Daha sonra
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Ozel Sakarya Ag¢ilim Dershanesi'nde Matematik ve Geometri Ogretmeni olarak

calist1.

Halen Ozel Pendik Birikim Dershanesi OSS subesinde Geometri Ogretmeni olarak
caligmaktadir.



