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OZET

Anahtar kelimeler: C(s,p) Dizi Uzayi, Cesaro Dizi Uzayi, Musielak-Orlicz Dizi

Uzayi, Nakano Dizi Uzayi, Kothe Dizi Uzayi, Modiil, Liksemburg Normu, Orlicz
(Amemiya) Normu, Rotund Olma, Konvekslik, Geometrik Sabitler

“Bazi1 dizi uzaylarlmn geometrik Ozellikleri” isimli bu tez ¢alismasi alti boliimden
olugmaktadir. Ilk dort bolim bu konu ile ilgili yapilan ¢aligmalarin bir kisminin

derlemesinden olugmaktadir. Besinci boliim tezin orijinal kismidir.

Birinci boliimde, sonraki béliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verildi.

Ikinci béliimde, Modiiler uzaylardan bahsedildi. Modiil kavrami, modiiler uzay
tanim1 ve modiiler yakinsaklik kavrami incelendi.

Ugiincii béliimde, bazi geometrik 6zellikleri incelenecek olan dizi uzaylari tanitildi.

Dordiincii boliimde ise, tanitilan dizi uzaylarmin sahip oldugu bazi geometrik
ozellikler teorem ve orneklerle incelendi.

Besinci bolimde ise Cesaro dizi uzaymin genellestirilmis hali olan C(s,p) dizi

uzaymin geometrik ozellikleri diger boliimlerden elde edilen sonuglar dogrultusunda
caligildi.

Son boliimde ise, elde edilen bazi genel sonuglar verilmistir.

ix



GEOMETRIC PROPERTIES OF SOME SEQUENCE SPACES

SUMMARY

Key Words: C (S, p) Sequnce Space, Cesaro Sequence Space, Musielak-Orlicz

Sequence Space, Nakano Sequence Space, Kothe Sequence Space, Modul,
Luxemburg Norm, Orlicz Norm,

This study which is entitled “Geometric Properties of Some Sequence Spaces”
contains six chapters. The first four chapters are composed of a compilation of some
studies on this subject. The fifth chapter is contained original results which related to

the geometric properties of C (s, p) sequence space.

In the first chapter, some basic definitions and theorems which are used in the
following chapters, are given.

In the second chapter, Modular spaces are introduced. The explanation of the term of
modular, definition of modular spaces and modular convergence are examined.

In the third chapter, the sequence spaces whose geometric properties will examined
are introduced.

Fourth chapter deals with the theorems and examples which are concerned with the
geometric properties of the sequence spaces.

In the fifth chapter, we obtained some general results about the geometric properties
of generalized Cesaro sequence space C (s, p).

The last chapter gives some general results which are obtained.



BOLUM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1. Temel Kavramlar ve Teoremler
Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan tanimlar ve teoremler verilecektir.
Tanimm 1.1.1. X # olmak lizere

+:XxX->X SRxX > X

(x,y)—>x+y ()L,x)—))t.x

ikili islemleri asagidaki sartlar1 saglarsa, (X, +,.) ticliisiine, R {izerinde bir lineer

uzay (vektor uzayi) denir.
VA, ueR ve V x,y, z € X igin

1) xty =y+x

2) (xt+y)tz =x+(y+z)

3) Vxe X igin x+e = e+x = x olacak sekilde bir ee X mevcuttur.

4) VxeX i¢in x+(-x) = (-x)+x olacak sekilde bir —-x € X mevcuttur.
5) lLx=x

6) /1.(x+y) =Ax+ Ay
7) (/1+,u).x =Ax+ ux

8) ﬂ.(,u.x) = (ﬂ.,u).x



Tanmim 1.1.2. Uzerinde bir norm tanimlanmis X vektdr uzayma bir normlu uzay adi

verilir. Bir X vektor uzay: iizerindeki norm ise, X iizerinde tanimli olup, bir xe X
noktasindaki degeri ||x|| ile gosterilen ve x ve y, X uzayinda keyfi vektorler ve o bir

skaler olmak iizere asagidaki 6zellikleri gercekleyen reel degerli bir fonksiyondur:

(N1) |x|=0
(N2) |x|=0 < x=0
N3) [aox] =[]

(N4) |x+y|<|x|+]y] (Usgen esitsizligi)

Taniml.1.3. Bir (X,

|) normlu uzayi, bir x, € X noktas: ve pozitif bir r sayisi
verilsin. Bu taktirde
B, (x))={xeX:|x—x|<r]
kiimesine x, merkezli r yarigapl agik yuvar,
B (x,)= {xeX:|x-x|<r]
kiimesine x, merkezli r yarigapli kapali yuvar,
S, (%) ={xeX:|x—x]=r]

kiimesine de x, merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi (kiire) denir.

Tanmm 1.1.4. X vektor uzay: iizerinde tanimh ||x||a ve ||x|| 5 normlar1 verilsin. Her

x e X icin
Al <x], < Bllx],

olacak sekilde 4>0ve B >0 sayilar1 varsa ||x||a ve ||x|| 5 normlaria denk normlar

adi verilir.



Tanim 1.1.5. Bir (X,

||) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir noktaya

yakinstyorsa, bu (X, ||) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

X bir Banach uzay1 olmak iizere,
B(X)={rex:|<1)

kiimesine X uzaymnmn kapali birim yuvari,
$(X)={xex:|y=1)

kiimesine ise, X uzayimin birim kiiresi denir.

Tamm1.1.6. X bir K say1 cismi(K =R,K =C) iizerinde tanimh bir normlu uzay

olsun. X iizerinde tanimli tiim lineer fonksiyonellerden olusan L(X,K ) Banach

uzayina X uzayinin (cebirsel) duali denir ve X' ile gosterilir.

Tamm1.1.7. X' Banach uzaymin duali olsun. X"= (X')' uzayina X uzayinin ikinci

duali denir. L (X WK ) = X" ikinci dual uzay da bir Banach uzayidir.

Tanim1.1.8. X normlu bir uzay ve X =X" ise X uzayina refleksif (veya yansimali)

bir uzay adi verilir. Refleksif uzaylara 6rnek olarak R", /, ve L, [a,b] ( p> 1)

uzaylar1 gosterilebilir. ¢, uzaymim dual uzayr /, ve [, uzaymim dual uzayr [,

oldugundan ¢, refleksif olmayan bir uzaydir.

Tamm1.1.9. X bir K say1 cismi(K =R, K= (C) tizerinde bir normlu uzay olsun. X
lizerinde tanimli tlim smurlt lineer fonksiyonellerden olusan B(X,K ) uzayma X

uzaymin siirekli duali denir ve X ile gdsterilir.

Tamm 1.1.10. Bir X vektor uzaymin bir A alt kiimesini ele alalim. Eger, x, ye A

oldugunda,

M={Z€X:Z=ax+(1—a)y,OSaS1}CA



oluyorsa, A alt kiimesi konvekstir denir.

Tamm 1.1.11. ®:R — R siirekli fonksiyonu Vu,v € R igin

sartin1 saglarsa konveks bir fonksiyon olarak tanimlanir [32].

Tanim 1.1.12. CD:]R—)[O,OO] doniisiimii agagidaki sartlart saglarsa bir Orlicz

fonksiyonu olarak adlandirilir :
1. @ fonksiyonu ¢ift fonksiyondur,

ii. @ fonksiyonu konveks fonksiyondur,
iii. @ fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur,
v. () (0) =0,

v. u— o iken ®(u)— oo dur.

Eger @ Orlicz fonksiyonu asagidaki sart1 saglarsa bir N -fonksiyonudur:

lim M

uU—>0 u

=0

®, N - fonksiyonu

lim% =0
u—0 u

sartin1 saglarsa bir N-fonksiyondur [32].

Tamm 1.1.13. Her @ Orlicz fonksiyonu igin, ‘P:]R—)[O,oo] fonksiyonu, ® nin
tiimleyen fonksiyonu olarak adlandirilir ve Vv e R i¢in

¥(v)= sup{u|v|—CD(u)}

u>0

ile tanimlidir. ¥ fonksiyonu da bir Orlicz fonksiyonudur [32].



Tammm 1.1.14. (Young Esitsizligi ) ® ve Y fonksiyonlar1 karsilikli olarak

birbirinin tiimleyeni olan N-fonksiyonlar ise, bu durumda Vx,y € R i¢in,

xy < q)(x)-i-‘P(y)
dir [32].
@ (2x)

@ (x)

saglaniyorsa, @ fonksiyonu o, sartini saglar denir (CD 652). Yani, x in yeterince

Tanim 1.1.15. Bir @ N-fonksiyonu verilsin. limsup . <oo  sart1

biiylik degerleri igin,

®(2x) < KD (x)

olacak sekilde bir K >0 sayist vardir [25].

Tamm 1.1.16. ¥, ® fonksiyonunun Young anlaminda tiimleyen fonksiyonu olmak

lizere, ¥ e J, ise, @ fonksiyonu &, sartin1 saglar denir [25].



1.2 Bir Banach Uzayinin Rotund Olma Ozelligi

Bu o6zellik 1936 yilinda James Clarkson ve Mark Krein tarafindan tanimlanip

formiillestirilmistir. Clarkson diizgiin rotund olma 6zelligi ile daha fazla ilgilenmistir.

Tamm 1.2.1. (Extremum Nokta) Bir xeS§(X)noktasi verilsin. Herhangi
vzeB (X) icin 2x=y+z= y =z esitligi saglaniyorsa xe S (X) noktasi extremum

noktadir [9].

Tamm 1.2.2. (Rotund Uzay ) Vx e S(X) noktas: B(X) in bir extremum noktas

olan X Banach uzayina rotund uzay denir [9].

Ornek 1.2.3. ¢,e, ¢, n iki standart birim vektdrii olsunlar. x, =e +e, ve

X, = e, —e, olarak tanimlansin.

=1

00

1
bl =l |55 +)

dir. Yani ne ¢, ne de /, rotund uzay degildir [35].

Tamm 1.2.4.( Diizgiin Rotund Uzay ) Herhangi £€(0,1) ve [x—y|>¢ olan

+y

herhangi x, ye S(X) i¢in, <1-6(e) olacak sekilde §(&)e(0,1) varsa X

Banach uzayma diizgiin rotund uzay denir (UR) [35].

Teorem 1.2.5. X Banach uzay:1 diizgiin rotund uzaydir (UR) < lim|x, + yn” =2

olan Vx,, y, € S(X) i¢in, lim|x, —y,| =0 saglanir [35].

Teorem 1.2.6. Her diizgiin rotund Banach uzay refleksiftir. Yani uzay refleksif bir

uzay degilse diizgilin rotund uzay da degildir [35].



Tanim 1.2.7.(Lokal Diizgiin Rotund Uzay ) lim|x, + x| =2 olan her bir x e S(X)

ve her bir x, € § (X) i¢in, lim|lx, — x|| =0 saglaniyorsa X Banach uzay1 lokal diizgiin

rotund uzay olarak adlandirilir (LUR) [35].

Tamm 1.2.8. (Kompakt Lokal Rotund Uzay ) lim

xn+x||:2 olan her bir

xeS§(X) ve her bir x, € S(X) igin, {x,:neN} kiimesi norm topolojisine gore

relatif kompakt ise X Banach uzayr kompakt lokal diizgiin rotund uzaydir (CLUR)
[35].

Tanim1.2.9. (Zayif Diizgiin Rotund Uzay ) lim|x, +y,|=2 olan Vx,,y, € S(X)

igin n— oo iken (x,—y,)—0 oluyorsa X Banach uzay: zayif diizgiin rotund uzay

(WUR) olarak adlandirilir [35].

Tammm 1.2.10. ( Zayif Lokal Diizgiin Rotund Uzay ) X Banach uzayinda
”x”:”)’”:H%(x+y)H=1 olanx# yeX igin, x (x—y)#0 olan x*eS(X*) varsa

X Banach uzay zay1f lokal diizgiin rotund uzaydir (WLUR) denir [35].

Onermel.2.11. Her lokal diizgiin rotund normlu uzay, zayif lokal diizgiin rotund
uzaydir. Her zayif diizglin rotund uzay, zayif lokal diizgiin rotund uzaydir ve bu

uzaylarda rotund uzaydir [35].

(LUR)= (WLUR)

(WUR) = (WLUR) = (R)

Tamm 1.2.12.( Kuvvetli Rotund Uzay ) X normlu uzay ve C, X uzayinin bostan
farkli konveks bir alt kiimesi olsun. t, d (O,C ) ye azalarak yaklasirken, C mtB(X)

kiimesinin capi, sifira yaklasirsa X uzayina kuvvetli rotund veya kuvvetli konveks

uzay denir. X uzay1 bu 6zellige sahipse X uzay1 K 6zelligine sahiptir denir [35].



Onerme 1.2.13. Her diizgiin rotund uzay kuvvetli rotunddur, ve her kuvvetli rotund

uzay da rotunddur [35].
(UR)=(K)=(R)

Teorem 1.2.14. Her kuvvetli rotund uzay H-6zelligine sahiptir. Yani
(K)=(H)

dir [35].
Teorem 1.2.15. H- 6zelligine sahip olan her refleksif rotund uzay kuvvetli rotunddur
[35].
(Rf) ve (R) ve (H):>(K)
Sonug 1.2.16. Her refleksif, lokal diizgiin rotund uzay kuvvetli rotunddur [35].
(Rf) ve (LUR)=(K)
Tamm 1.2.17.( Midpoint Lokal Diizgiin Rotund Uzay ) (x,) ve (y,) dizileri X

Y

uzayindaki iki dizi olsun. ||xn||—>1, —>1 ve %(xn +y,) dizisi S(X)in bazi

elemanlarina yakinsak iken,

X, =y, || — 0 oluyorsa X normlu uzayr midpoint lokal

diizglin rotund uzaydir (MLUR) denir [35].

Onerme 1.2.18. Her kuvvetli rotund ve lokal diizgiin rotund uzay, midpoint lokal
diizglin rotund uzaydir. Her midpoint lokal diizgiin rotund uzay da rotund uzaydir
[35].

(K)= (MLUR)

(LUR)= (MLUR) = (R)

Banach uzaylarinda tanimlanan bu Ozellikler arasindaki iligski, asagidaki sekilde

verilebilir:



X)
LN
(H)  (MLUR)
/ T N
(UR) — (LUR) (R)
N /
N (WLUR)
(WUR).”

Sekil 1.1 Geometrik 6zellikler

Tanmm 1.2.19.( k-Rotund Uzay ) X vektor uzay: verilsin. Eger £ >1 i¢in, S (X)

deki [x, +x, +...4 x| =k+1 olan x,x,,..,x,,, vektérleri igin {x,,...,x,,,} kiimesi

lineer bagimli ise, X uzayina k-rotund (kR) uzay denir [2].

Tamm1.2.20. X Banach uzay: verilsin. Eger S (X) deki her (xn) dizisi, biitiin
(xﬁl)),(xf)),...,(xik)) alt dizileri i¢cin n—>oo iken Hx£1)+x,(12)+...+x£k)H—>k

ozelligini saglayan bir Cauchy dizisi ise, X Banach uzay1 k-rotund uzaydir denir

[16].

Tamm 1.2.21.( Kompakt k-Rotund Uzay ) (xi(ll)),(x,(f)),...,(xik)) alt dizileri i¢in

n— oo iken “xﬁl)+x,(12)+...+x,(1k)u—>k olan S(X) deki her (x,) dizisi, relatif

kompakt bir kiime olusturuyorsa X Banach uzay1 kompakt k-rotund uzaydir (CLkR)
denir [16].

Tamm 1.2.22. .( Lokal k-Rotund Uzay ) (xs)),(x(z)),...,(x(k)) alt dizileri igin

n—oo iken Hx,(ll)er,SZ)+...+x,(1k)+xH—>k+l olan herhangi (x,)eS(X) ve

xe S (X) relatif kompakt bir kiime olusturuyorsa, herhangi k>2 i¢in X Banach

uzay1 lokal k-rotund uzay (LkR) olarak tanimlanir [16].
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1.3. Konvekslik

Tamm 1.3.1. ( Diizgiin Konveks Uzay ) Ve >0 vex, y e S(X) i¢in,

<1-90

1
- y||>g:>H5(x+ »)

olacak sekilde 6 >0 sayisi varsa X Banach uzayina diizgiin konveks uzay (UC)
denir [3].

Ornek 1.3.2. Hilbert uzaylar1 paralelkenar kuralinin bir sonucu olarak diizgiin

konveks uzaylardir. x, y € S(X) ve ||x—y|| > & ise,

o)
(5
2
g

2
dir. 6 = (Ej olarak alinirsa, bu uzaylarin diizgiin konveksligi elde edilir [37].

x+y
2

Tamm 1.3.3 .(¢ -Ayrilmus Dizi ) {xn} c X dizisi baz1 £ >0 i¢in,

sep(xn):inf{ ,n;tm}>g

xn - xm

olacak sekilde varsa bu dizi ¢ -ayrilmis dizi olarak tanimlanir [3].

Tanmim1.3.4.(Hemen Hemen (nearly) Diizgiin Konveks Uzay ) Ve>0 ve

sep(x,)> ¢ olan V(x,) cB(X) dizisi i¢in,
conv(xn)m((1—§)B(X)) #

olan 5€(0,1) sayisi varsa X Banach uzayi hemen hemen (nearly) diizgiin konveks

uzaydir (NUC) denir [3].
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Tanim 1.3.5. ( k-Hemen Hemen (nearly) Diizgiin Konveks Uzay ) k£>2 bir

tamsay1 olsun. Herhangi &£ >0, sep (xn ) > ¢ olan herhangi (x,)c B (X) dizisi ve

n,n,,..n, €N i¢in

olacak sekilde 6 >0 sayis1 varsa X Banach uzay1 k-NUC uzay olarak tanimlanir [3].

Tammm 1.3.6. ( Her Yonde Diizgiin Konveks Uzay ) x -y =a,z ve

x,+y,| =2 olacak bigimde (x,), (y,) < S(X) dizileri ve zeX—{0} eleman

verildiginde, (&,) — 0 oluyorsa, X Banach uzay: her yonde diizgiin konveks uzay

(UCED) olarak adlandirilir [35].
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1.4. BanGeometrik Ozellikler

Tamm 1.4.1. ( Drop (damla) Ozelligi ) Herhangi x¢ B(X) i¢in, x ile tanimli

”drop” (damla) kiimesi
D(x,B(X)) = conv({x} uB(X))
kiimesidir. B (X) ile ayrik olan her kapali C kiimesi i¢in bir xe C
D(x,B(X))nC={x}
olacak sekilde varsa X Banach uzay1 drop (damla(D)) 6zelligine sahiptir denir [3].
Tamm 1.4.2. (Kadec-Klee (H) Ozelligi ) Birim kiire {izerindeki her zayif yakinsak
dizi norma gore yakinsaksa X Banach uzayr Kadec-Klee (H) 6zelligine sahiptir
denir [35].

w

Tanim 1.4.3. ( Diizgiin Kadec-Klee Ozelligi ) V& >0 ve sep(x,)>¢ ve x, >x

olan S(X) deki V(x,) dizisi igin,

x| <1-0
olacak sekilde o >0 varsa X Banach uzayr diizgiin Kadec-Klee (UKK) 6zelligine
sahiptir denir [3].

Teorem 1.4.4. Her UKK Banach uzay1 (H) 6zelligine sahiptir [23].

Tamm 1.4.5. (A ve Diizgiin 2 -Ozellikleri ) ExtB(X) ile X Banach uzaymn kapali

birim yuvarinin extremum noktalarinin kiimesi gosterilsin. Her bir z € B (X) i¢in,
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ﬂ(z):sup{/i 6[0,1]:Z=2x+(1—ft)y, bazixe ExtB(X) ve ye B(X)
igin |
olsun.

Vz e B(X) i¢in A(z)#0 ise, X uzay1 A -ozelligine sahiptir denir. Ayrica;

A(X)=inf{A(z):z e S(X)}
olsun. Eger /1(X) >0 X uzay1 diizglin A -6zelligine sahip bir uzay olarak adlandirilir
[2].

Tanimladigimiz 6zelliklerin birbirlerini gerektirmeleri asagidaki sekilde ifade
edilebilir:
Rfx+tR  UKK—>H

0 0
(k+1)C «kC NUC—-D
TN
WUR «UR Rfx+UKK «Rfx
\2 PN T
WLUR<«LUR UKR— U(k+1)R
\J \J
MLUR LUKR
Il
R —kR

Sekil 1.2 Geometrik Ozellikler
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1.5. Baz1 Geometrik Sabitler

Tamm 1.5.1. X Banach uzayinin siirli bir A alt kiimesi i¢in, non-kompakt olmanin

kiime 6lgtimii
a (A) =inf {g >0:A, ¢ap1 < ¢ olan sonlu ¢okluktaki kiime ile értﬁlebilir}

dir.

Non-kompakt olmanin yuvar 6l¢iimii ise,

p (A) =inf {5 >0: A, ¢capt <¢ olan sonlu ¢okluktaki yuvarla 6rtﬁlebilir}

dir. ¢ ve S fonksiyonlar: sirasiyla X uzaymin non-kompakt olmasinin Kuratowski

Ol¢limii ve Hausdorff 6l¢iimii olarak adlandirilir [28].

Tammm 1.5.2. X uzaymin paketleme orani, Kuratowski ve Hausdorff olglimleri

kullanilarak
Y (X)=sup { B(A4)/a(A):A, X uzayinda simirli ve 6n kompakttir |}

ile tanimlanabilir. Bu ifade sabit kiime ve yuvar konsantrasyonlar: arasindaki iliskiyi

belirlemek amaciyla tanimlanmistir [38].

Tamm 1.5.3. X Banach uzaymin kapali, sinirli, konveks bir alt kiimesi A olsun. A

kiimesinin gap1

diam A= sup{”y—x” 1y E A}
xed

dir [10].
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Tamm 1.5.4. ( Banach Uzaylarinda Normal Yap1 ) X refleksif bir Banach uzay1

ve A, X uzaymnin kapali, sinirli, konveks bir alt kiimesi olsun. A kiimesindeki her bir

x elemam igin r(x,4)= sup{”x— y|:ve A} olmak {lizere A kiimesinin Chebyhsev

yarigapi,
R(A4)= min{r(x,A):x € A}

ile tanimlanir.

X uzaymin kapali, sinirli, konveks, birden fazla elemana sahip her A alt kiimesi igin
R(4)<diam(A)
sart1 saglaniyorsa, X Banach uzay1 normal yapiya sahiptir denir [28].

Tamm 1.5.5. ( Normal Yap1 Katsayis1 ) X Banach uzaymm N(X) ile gosterilen

normal yap1 katsayisi, birden fazla

eleman1 olan X uzaymin biitiin kapali, konveks A alt kiimeleri {izerinden alinan

diam ( A) /R (A) say1 kiimesinin infimum degeridir.

N(X)=inf {diam (A)/R (4):A, X uzaynin |A| >1olan bostan farkls, kapal,

konveks, smirl alt kiimesi }

olarak X uzaymin normal yap1 katsayisi tanimlanir [1].

Tamm 1.5.6. ( Stmirh Dizi Katsayis1 ) X Banach uzaymdaki siirli bir {xn}
dizisinin asimptotik ¢ap1

lim, sup{”xm —xk” cm=n,k > n}
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ile tanimlanir ve bu say1 A({xn}) ile gosterilir. X uzaymin smirl dizi katsayisi,

konveks kabugunda bulunan bazi y elemanlari i¢in

M limsup, ||xn —y|| <4

ozelligine sahip biitin M sayilarinin kiimesinin supremumudur ve BS (X) ile

gosterilir, yani

BS(X) =sup{M : Xdeki her siurh {x, } dizisi i¢in, y € conv(x,)vardir dyle

ki M limsuplfx, - || < 4({x,}) }

seklinde tanimli katsay1 ise X uzaymin sinirh dizi katsayisi olarak adlandirilir [13].

Teorem 1.5.7. Bir X Banach uzayi i¢in,
N(X)=BS(X)
dir [13].

Tamm 1.5.8. X Banach uzaymdaki smurli bir (x,) dizisi i¢in

A(x)=timfsups |17 mi = )

n—>0

4 ({xn}) = lim{inf{Hxi _fo (L j>ni# j}}

n—>0

olsun. {x,} dizisi igin 4({x,})=4({x,}) ise bu dizi asimptotik es uzaklikta olan

dizi olarak adlandirilir [14].

Tamm 1.5.9. (Zayif Yakinsak Dizi Sabiti ) X uzaymnin zayif yakinsak dizi sabiti
wcCs (X) ile gosterilir ve
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WCS(X)=

sup<k >0: herx, —;Vx icin, klimsup”xn —y|| < A({xn}) olan, y € conv({xn}) var dir

ile tanimlidur. conv({xn } ) , {x,} dizisinin elemanlarinin konveks kabugudur.

weCs (X) , N (X) ve BS (X) katsayilar1 normal yap1 ile baglantilidir 6yle ki bu ii¢

katsayidan herhangi biri 1 den biiyiik (veya hepsi 1 ile 2 arasinda ) ise uzay normal

yapiya sahiptir [28].

Tamm 1.5.10. ( Maluta Katsayis1 ) M (X) sayisi refleksif bir Banach

1
- wes(X)
uzay! i¢in Maluta katsayis1 olarak tanimlanir ve her non-refleksif Banach uzayi

igin M (X) =1 dir [27].
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1.6. Opial Ozelligi

Opial 6zelligi Banach uzaylarinin sabit nokta teorisinde 6nemli bir rol oynar.

Tamm 1.6.1. ( Opial Ozelligi ) X uzayindaki herhangi sifira zayif yakinsak {xn}
dizisi ve herhangi x e X — {O} icin,
liminf ||x,|| < liminf |}x, + x|

saglaniyorsa, X Banach uzay1 Opial 6zelligine sahiptir denir [20].

Tamim 1.6.2. ( Diizgiin Opial Ozelligi ) Herhangi ¢ >0 verildiginde ||x|| > ¢ olan

herhangi xe X ve S(X) in sifira zayif yakinsak {x, } dizisi igin » >0 sayisi

1+ r <liminf||x, + x|

n—>0

olacak sekilde varsa, X Banach uzay: diizgiin Opial 6zelligine sahiptir denir [20]
Tamim 1.6.3. ( L-Ozelligi )

p (A) =inf {g >0: A, cap1 <¢ olan sonlu ¢okluktaki yuvarla 6rti'11ebilir} ,

non-kompakt olmanin Hausdorff 6l¢iimii olmak iizere, her &£ > 0i¢in

Ale)= inf{l—inf[”x” ‘xe A]: B(A)=¢ olan A, B(X) inkapali alt
kiimesi |

tanimlansin. A fonksiyonuna non-kompakt konveksligin modiiliis fonksiyonu denir.

lirrllA(g) =1 ise, X Banach uzay1 L -6zelligine sahiptir denir.

Ve >0 igin A(g) >0 ise, X uzay1 A-diizgiin konveks uzay olarak adlandirilir [20].

Teorem 1.6.4. X Banach uzay1 L- 6zelligine sahiptir < X refleksiftir ve diizgiin
Opial 6zelligine sahiptir [20].
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1.7. Sabit Nokta Ozelligi

Tammm 1.7.1. A kiimesi, X Banach uzaymnin alt kiimesi olsun. x,ye€ 4 igin
||Ux—Uy||S||x— y|| esitsizligi saglanirsa U : A4 — X doniisiimiine genislemeyen

(nonexpansive) bir donilisiim adi verilir.

Tanmm 1.7.2. Her bos kiimeden farkli, sinirh, kapali, konveks A kiimesi ve her

genislemeyen U:4 — A4 doniisimi i¢cin U (x) =x olan x € 4 varsa X Banach uzayi

sabit nokta 6zelligine sahiptir denir [20].

Teorem 1.7.3. A kiimesi normal yapiya sahip olan refleksif bir Banach uzayinin
konveks, sinirli, kapali bir alt kiimesi olsun. U:4 —>A4 donilisiimii genislemeyen bir

doniisiim ise, U bir sabit noktaya sahiptir [20].

Teorem 1.7.4. X, duali X~ olan bir Banach uzay1 olsun. X~ L- 6zelligine sahipse, X

uzay1 da sabit nokta 6zelligine sahiptir [20].
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BOLUM 2. MODULER UZAYLAR

Tamm 2.1.1. X reel veya kompleks vektdr uzayi olsun. p: X —[0,00] fonksiyonu,
keyfi x,y € X i¢in asagidaki sartlar1 saglarsa bir pseudomodiil adini alir:
i p(0)=0
ii. p(-x)=p(x) ( X uzaymin reel olmasi durumunda ); p(e”x) =p(x)
Vt € R icin ( X uzaymin kompleks olmas1 durumunda )
iii.  plax+py)<p(x)+p(y) a.f=20a+p=1
iii yerine asagidaki sart saglanirsa , s (0,1] i¢in p pseudomodiilii s-konveks
pseudomodiil adini alir:
iv. p(ax+,8y) < asp(x)+,b”p(y) (a,f>20,a"+ " =1 igin). s=1 olmasi
durumunda ise konveks modiil adini alir. i sartinin yaninda VA >0 igin

yo, (ftx) =0= x =0 sart1 da saglanirsa p semi-modiil adini alir.

Ustelik ; p(x) =0= x =6 durumunun saglanmas1 halinde p bir modiildiir

[32].

. b P
Ornek 2.1.2. [a,b] kapali araligi iizerinde X = L” olsun. p(x)=J. ‘x(t)‘ dt,

0< p<1 i¢in, X iizerinde p-konveks modiildiir, p >1 i¢in ise X lizerinde konveks

modildiir [32].

Uyan 2.1.3. X reel sayilarin uzayr veVx € X igin p(x) >0, p(@) =0 olsun. (i1)

sartt o nun bir ¢ift fonksiyon olmas1 demektir; (iii) ise p fonksiyonunun x>0 igin

azalmayan bir fonksiyon olmast durumu ile denktir [32].
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2.2. Pseudomodiillerin Ozellikleri

i |o|<1= p(ax)<p(x)
ii. @20, Z;ai =1 = p(z:llaixi)é ;p(xi)

iii. 0<s<I igin p, s- konveks ise; «, >0, p(zn a.x.)Sz;a;p(xl.) dir

j=1 i

[32].
Tanim 2.2.1. p, X uzayinda bir pseudomodiil ise,
X, :{xeX:Eingp(/lx)zo}

uzayma modiiler uzay denir [32].

Tanmm 2.2.2. Bir X vektor uzayr lizerinde |.|:X—>[O,oo) fonksiyonu asagidaki

sartlar1 saglarsa F-pseudonorm adini alir:

i |g=0
ii. =[x, (je"y=[ (V¢eR isin) X uzaymin kompleks uzay olmas:
durumunda)
ii. |+ y|<|x+]y]

. a,—>a, xk—x|—>0 ise, akxk—ax|—>0.
Ustelik;

V. |x| =0, x =6 olmasmi gerektiriyorsa “||” F-normu adin1 alir.

X uzaymda o >0 i¢in x in azalmayan fonksiyonu |ax| olmak iizere; her F-normu

olan || (F-pseudonormu) , bir modiildiir (pseudomodiildiir).

Eger ||: X —[0,0) fonksiyonu yukaridaki (i),(ii),(iii) sartlari ve
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Vi. |ax| = |a|s |x , 0<s<1 sartin1 saglarsa

|, s-homojen pseudonorm veya kisaca

s-pseudonorm adin1 alir ve son olarak (v) sart1 da eklenirse X de bir s-normu

elde edilir. Bir s-normu genellikle || ||§ ile gosterilir. s=1 olmasi durumunda

1- norm elde edilir ve |||| ile gosterilir.

X uzayi, | F-normu (s-norm, norm) ile, d (x, y) = |x— y| olan bir metriklenebilir

vektor uzayidir [32].

Teorem 2.2.3. p X uzayinda bir pseudomodiil ise

|, =inf{u >0:p(§j£u},

fonksiyonu X & uzayinda bir F-pseudonormdur ve asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i x,x,eX, iken VA>0 i¢in p(Ax)< p(Ax,)= |xl|p <|x2|p dur.
. xeX,=>a=0 icin |ax| azalmayan bir fonksiyondur.
il [x] <1= p(x)<|x] dur[32].

p , X uzayinda semi-modiil ise,

) X uzayinda bir F- normudur. Eger p, 0<s<1

i¢in s-konveks pseudomodiil ise;

A =inf{u>0: X <1
] Pl

uS

X uzaymda bir s-pseudonormdur. Eger p bir s-konveks semi-modiil ise;

S
p’ XP

uzayinda s-homojen normdur [32].
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Teorem 2.2.4. p, X uzayinda bir pseudomodil olsun. xe X ve k=1,2,3,.... i¢in
x,€X, = k—>o iken |xk—x|p —0 sarti, VA>0 i¢cin k—>oo iken

p(/l(xk —x)) — 0 sart1 ile denktir [32].

Tamm 2.2.5. k=1,2.3,... i¢in x, € X  ise, X uzay1 lizerinde, F-pseudonormu ||p
tanimlanmig bir uzay olmak iizere (x,) bir Cauchy dizisidir < VA>0 igin
k, I - o iken p(/l(xk —x,)) — 0 dir. p, X uzaymda bir s-konveks pseudomodiil

ise | |p ile || ||p nun yerleri degistirilerek ayn1 durum saglanir [32].
Tanim 2.2.6. X uzayinda bir p pseudomodiilii

1. sagdan siireklidir demek Vx e X i¢in lim p(ﬂx) = p(x) olmasidir.
A-l"

ii.  soldan siireklidir demek Vx e X igin lim p(/lx) = p(x) olmasidir.
A1

Hem sagdan hem de soldan siirekli ise siireklidir denir [32].

Teorem 2.2.7. Eger p bir s-konveks pseudomodiil ise;

1
1+ p(k"‘x]
I =inf ——

k>0 k

<2

X , uzayinda s-pseudonormdur ve Vx e X, igin ||x||; <|lx ; tir [32].

s=1 olmasi durumunda, X  uzayinda, Luxemburg normu,

||x|| = inf{g >0: p(ij < 1}
&

Orlicz veya Amemiya normu da

I, = inf{k > 0:%(l+p(kx))}

ile tanimlanir.
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2.3. Eslenik Modiiller

p , X reel veya kompleks vektor uzayinda bir konveks pseudomodiil ve

||x||p =inf {u >0: p(gj < 1}

normu ile tanimli (Xp,

||p)n0rmlu uzayl iizerinde tanimli biitiin sinirlt lineer

fonksiyonellerin uzay1 X*p olsun [32].
Tamm 2.3.1. p nun p  eslenik modiilii, x e X; i¢cin
o (x) = sup{‘x*(x)‘—p(x): xe Xp}
formiilii ile tammhdir ve p*, X, iizerinde bir semi-modiildiir [32].

Teorem 2.3.2. p, X vektdr uzayr iizerinde bir konveks pseudomodiil ise; p°,

X; uzayinda konveks, soldan siirekli bir semi-modiildiir [32].

Bu teoremden hareketle X', uzayinda p” tarafindan iiretilen x” € X, igin

Hx” \ :inf{u >0:p (X—*]SI}
P u

normu tanimlanabilir.

Bu normun yani1 sira p fonksiyonunun, X uzayinda bir konveks semi-modiil olmasi

3
durumunda, X uzayinda

3

= sup{‘x*(x)‘ : ||x||p <l,xe Xp}

£
[+

normu da tanimlidir [32].
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Teorem 2.3.3. p, X uzaymda konveks ve soldan siirekli bir semi-modiil ise;

Vx e X; igin

* * * *
[, <, =2l
P P p*

dir [32].
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2.4. Modiiler Yakinsakhik

Tamm 2.4.1. p, X uzayinda bir pseudomodiil olsun. £ — oo iken bir A > 0 sayisi
p(/l(xk —x)) — 0 olacak sekilde varsa, X uzaymnin elemanlarmin bir (x,) dizisi

xe X, elemanmma modiler yakimsaktir ya da kisaca p - yakinsaktir denir. Bu

P
x, = x ile gosterilir [32].

2.4.2. Modiiler yakinsakhigin ozellikleri

' p ' " p " ' " p ' "
L. X, —>X Ve X, X =X, +X, —>X +X

P o

ii.  x, > x vec birsabit ise, cx, >cx

1il. p bir modiler ise , X  uzaymin elemanlarindan olusan her (x,) dizisi en
fazla bir modiiler limite sahiptir.

iv.  Norma gore yakinsaklik ve p -yakinsaklik X = uzaymda denktir < x, € X,

olmak iizere p(x,) —> 0= p(2x,)—0 dir [32].

Uyan 2.4.3. p -yakinsaklik norma gore yakinsaklifi gerektirmez. Bu durum
modiiler uzaylar teorisinin gelisiminde onemlidir, ¢iinkii X | uzayinda yalmzca

norma gore yakinsaklik olsaydi, p modiiliiniin bir vektdr uzayinda kullanilabilmesi

ancak bu uzayda bir norm tanimlamak sart1 ile miimkiin olacaktir.

Teorem 2.4.4. (x,)=X, olsun. |x,—>0 (veya denk olarak |x,[, »>0) < VA>0

igin, n—>o0 iken p(i(xn)) —0 dir [24].
Tamim 2.4.5. Herhangi ¢ > 0i¢in, K>2, a >0 sabitleri p(u) <a olan Yu e X i¢in

p(2u)SKp(u)+8
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olacak sekilde varsa p modiilii 6, sartini saglar denir.
p modiilii a >0sayisia bagli K >2 i¢in o, sartin1 saglarsa, p kuvvetli J, sartim

saglar denir ve ped; ile gosterilir [32].

Teorem 2.4.6. ped, ise, herhangi L>0 ve £>0 igin 36 >0 vardir dyle ki

p(u)<L, p(v)<& olan u, ve X igin ‘p(u+v)—p(u)‘<g olur [24].

Teorem 2.4.7.

i.  ped] ise, herhangi x e X igin,

X =1 < p(x)=1 dir.

ii. peo, ise, X, uzayndaki herhangi (x,) dizisi i¢in

x,|=0 < p(x,)>0

dir [24].
Teorem 2.4.8. ped, iken herhangi ¢ € (0,1) icin, d € (O,l) vardir dyle ki

p(x)<l-g= x| <1-6
dir .

Ispat: Farz edelim ki teorem saglanmasin. £>0 ve x, X , Vvardir Oyle ki

— 1 olsun. a, =L—l dizisi alalim. n — oo iken a, -0
X

n

p(xn)Sl—g ve %S X,

dir. L= sup{ p(2x,):ne N} olsun. ped; oldugundan K >2 sayisi vardir dyle ki
p(u)Sl olan  VueX,6  ic¢in p(2u)SKp(u)+1 dir. Vn € Nigin
yo, (2xn) <Kp (xn ) +1<K+1 olur. Boylece O0<L<wolur. peod, oldugundan

teorem (2.4.7) (i) den herhangi xeX, i¢in [x|=1 < p(x)=1 oldugundan

- p[i] _
xﬂ

D

[an] = p(x,(a,+1))=p(2a,%,+(1-a,)x,)

X




28

1<a,0(25,)+(1-a,)p(x,)

ISanL+(1—an)(l—g)

liml<lima,L+lim(1-a,)(1-¢)

n—>0 n—>0 n—>0

1<(1-¢)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla teoremin sartlar1 saglanir.

Teorem 2.4.9. peo, ise, norma gore yakinsaklik ile modiiler yakinsaklik denktir

[24].
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BOLUM 3. BAZI DiZi UZAYLARI

3.1. Musielak-Orlicz Dizi Uzaylar:

[° biitiin reel dizilerin uzayr olsun. @ =(¢l)21 Orlicz fonksiyonlariin bir dizisi

iken, Musielak-Orlicz dizi uzay1 /,,
I, = {x = (x(z'))jc=1 el’:1,(Ax)<oo baz1 >0 igin},

00

ile tammhdir ve 1, (Ax)=Y ¢ (Ax(i)), I, iizerinde konveks modiildiir. /,, hem

i=1

Luxemburg normu, hem de Amemiya (Orlicz ) normu ile Banach uzayidir.

[) ve o=t 1)

Notasyonlar1 kolaylastirmak i¢in bu uzaylar sirasiyla /, = (ld,,

olarak gosterilecektir.

0

hd,:{xel /1x :z¢l( )<oo herhangi 4 >0 1(;1n}

i=l1

uzay1 [, uzaymnin alt uzayidir.

Herhangi x €1, igin,
0(x)=sup{A>0:1,(Ax)<oo}

alinirsa, h, = {x el,: H(x) = oo} oldugu aciktir [11].
Musielak-Orlicz uzaylar1 [, ve [), VieN i¢in x<y < x(i ) < y(i), kismi

siralamasi altinda birer Banach latisidirler [16].
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Sabit bir xely noktasi igin elde edilen ||x|| :ikng%(l+lq)(kx)) deki infimumu

alinan & larin kiimesi K(x) ile gosterilsin. Hudzik ve Zbaszyniak [40] daki

makalelerinde Amemiya normu ile donatilmis /, uzayinda herhangi 7€N i¢in u — o

) (U ) .. 1 )
iken M—) o ise, xe I, igin |x|, :;(1+p® (kx)) olan bir ke R sayisimn var
u
- o . . < . . 0 ) q)(u)
oldugunu gostermislerdir. Eger Orlicz dizi uzayr [,, lim =00 sartini
U—>0 u

saglamayan bir @ Orlicz fonksiyonu tarafinda iiretilen bir uzay ise K (x) kiimesi

bos kiime olabilir. Vx € /; i¢in, @ bir N'- fonksiyonuise K (x) # & dir [15].

Teorem 3.1.1. @ :(¢5,)i1 Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi iken, Musielak-Orlicz

dizi uzay1 /[, olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

1. &, sart1 saglanir,

iii. [/, uzaymda modular yakinsaklik ve norma gore yakinsaklik denktir [32].

Tamm 3.1.2. Herhangi € (0,1) igin, >0 sayisi vardir dyle ki, VieNigin
®,(u)<1-¢ iken CI)i((1+§)u) <1 ise, ® Musielak-Orlicz fonksiyonu (*) sartini

saglar denir.

Lemma 3.1.3. Bir Musielak-Orlicz fonksiyonu ® =((Dl.), (*) sartin1 saglarsa ve

d e, ise, Ve >0 icin, I, (x) <l-¢ iken ||x||¢ <1-06 olan bir § >0 sayis1 vardir

[4].

Lemma 3.1.4. Bir Musielak-Orlicz fonksiyonu @ =(<Dl.) icin, ® €9, ve (*) sart1
saglaniyorsa, Ve&>0 i¢in o >0 sayist vardir dyle ki 7 (x) <17, (y) <1 wve

I,(x—y)<o iken ‘ICD (x)—-1, (y)‘<g olur [4].
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Lemma 3.1.5. ® fonksiyonu &, sartini saglarsa, He(O,l) sayist ve R de

iCD,.(h,.)<oo olan (h) dizisi vardir dyle ki, VieNve @ (4)<®, (u)<I

i=1

1-6
esitsizligini saglayan u >0 i¢in @, (%) < ( 5 )CDi (u) esitsizligi saglanir [4].

Lemma 3.1.6. ® €9, ise,

x|, =11, (x)=1 dir [4].

Teorem 3.1.7. x lg, ,(x # O) olsun. K (x) = ise, bu taktirde,

. 1
o, = tim (11, ()

k—6(x

dir [11].

Sonug 3.1.8. 9(x) < ve xely ise, K(x)= @ dir [11].

Sonuc¢ 3.1.9. x e 1§, ve K(x) =(J ise, bu durumda, herhangi n € N igin

dir [11].

o
Sonug¢ 3.1.10. xel) ve K(x) = ise, A= limﬂ oldugunda,

U—>0 u

o, = AR ()

olur [11].
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3.2. Nakano Dizi Uzay:

Her k € N i¢in p, > 1 olan pozitif reel sayilarin bir (pk ) dizisi verilsin.

I=1(p)={x=(x,): p(Ax) <o, baz1 1>0 igin}

Z {bo f’@“}

uzayl, p Z|xk|pk modiil fonksiyonu olmak iizere,

normuna gore bir Banach uzayidir ve bu uzay Nakano dizi uzay1 olarak adlandirilir.

0< p, <1 i¢in [ uzay: gesitli yazarlar tarafindan c¢alisgilmistir. Yukarida tanimlanan

ve Luxemburg normu adi verilen norm, Nakano tarafindan tanimlanan normdan

farklidir. Aslinda Nakano tarafindan tanimlanan x in normu

|

bi¢imindedir. Her birx €/ ve baz1 A >0 igin, Z
k=1

x|

||x||=inf{i>0 s L :

k=1 Py

|Ax,|" <oo dur. Nakano dizi

1
P

uzaylar1 Musielak-Orlicz dizi uzaylarmin 6zel bir durumudur [2].



33

3.3. Kothe Dizi Uzay1

Tamm 3.3.1. X Banach uzay1 asagidaki kosullar1 saglarsa Kothe dizi uzayr olarak

adlandirilir:

i. Vxel’ ve VieN olmak iizere |xl.| < | yl.| sartin1 saglayan y e X i¢in, xe X
ve ||x||£||y|| olur.

ii. VieN igin x(i) >0 olan bir x € X vardir [19].
Tanim 3.3.2. X Kothe dizi uzayinda herhangi x € X i¢in

im |(0,0,0,...,x(n+1),x(n+2),..)[ =0

n—>0

esitligi saglaniyorsa, X uzayi kesin siirekli norma sahiptir denir [19].

Tamm 3.3.3. ¢, :(0, 0,...,1,0, 0,...] olmak tlizere, Vx € X i¢in lim

n—»0

Zn]:x(i)el.

=[xl

ise, X Kothe dizi uzay1 A- 6zelligine sahiptir denir [8].

Tamm 3.3.4. ieN olmak {izere 0" x, (z')s‘x(i)‘ olan X uzaymdaki herhangi
x=x(i) elemam igin, |x,|—>0 saglaniyorsa x=x(i)eleman (dizisi) siral
stireklidir denir. X uzayindaki sirali siirekli elemanlarin kiimesi X, ile gosterilir.

X = X, ise X uzay1 siral stireklidir denir [8].

Tanim 3.3.5. Herhangi i € N i¢in,

0<x, (i)/‘x(i) =

a4

xl’l

ise, X Kothe dizi uzayr monoton tam uzay olarak adlandirilir. X uzay1 bu sarti

saglarsa yari-Fatou 6zelligine sahiptir de denir [19].
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3.4. Cesaro Dizi Uzay1

[° biitiin reel dizilerin uzay1 olmak iizere, 1< p <o i¢in, Cesaro dizi uzay1 (ces )

ces, = {x el :i(li‘x(i)‘jp < oo}

n=1 \ 1 =]
ile tanimlidir. Bu uzay

([ 501

n=1 \ 1 "i=1

< =

normu ile donatilmistir. Bu wuzay ilk olarak Shiuve [36] tarafindan

tanimlanmistir. Vn € N i¢in p, 21 olan pozitif sayilarin p = ( pn) dizisi tanimlansin.

) n Pn
Genellestirilmis Cesaro dizi uzay1 ces ( p) , p(x) = {Z(lZ‘X(Z )U J konveks

i

n=l1

modiil fonksiyonu ile
ces(p)= {x el’: p(ax)<o baz1 1>0igin }

olarak tanimlidir.

Biz ces( p) uzayini ||x|| =inf {g >0: p(zj < 1} seklinde olan Luxemburg normu
&£

veya ||x||O:inf {k>0:%(1+ p(kx))} olan Orlicz (veya Amemiya) normu ile

donatilmis olarak alacagiz ve bu uzaylar sirasiyla, ces( p) = (ces( p),

) veE

ces"(p)= (ces (p), 0) olarak gosterilen Banach uzaylaridir. p =(p,) sinirh ise
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dir [6].
Burada, M =supp, ve xel’ igin x|l,:(x(l),x(Z),...,x(i),0,0,...) ve

x|Nﬂ_ = (0, 0,..., x(z' + 1) s x(z' + 2) , ) gosterimleri kullanilacaktir.

Teorem 3.4.1. p fonksiyoneli ces(p) tizerinde konveks modiildiir [5].

Teorem 3.4.2. xe ces(p) icin p modiilii asagidaki 6zellikleri saglar:

i 0<a<l = a p( j<p( ) ve p(ax)<ap(x)

J2ot

ii. a2l = plax)zap(x)>p(x)

M

il. a>1:>0:p(

Q|><

[5].

Teorem 3.4.3. Herhangi x € ces(p) icin

L <1 = o)<l
i f>1 = p(x)2]] .
i =1 o p(x)=].
v, <1 & p(x)<|4].
v s e p()> .

vii O<a<lve|x|>a = p(x)>a"

—

Vii. a1,

X<a = p(x)<a" dir

[5].

Teorem 3.4.4. p modiilii ces(p) uzayinda siireklidir [6].

Teorem 3.4.5. {x,} c ces(p) olsun.

1. 11m||x ||—l = hmp( ) 1

n—>0 n—>0
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i. limp(x,)=0 = lim|x,|=0

n—>0 n—o0

[5].

Teorem 3.4.6. xe ces(p) ve {x,}cces(p) olsun. n— oo iken p(x,)—> p(x) ve

VieN igin n — o iken x, (1) —>x(i) = x, = x dir [5].
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BOLUM 4. BAZI DiZi UZAYLARININ GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Bu boliimde Musielak-Orlicz, Nakano, Cesaro dizi uzaylarinin bazi geometrik

Ozellikleri verilecektir.

4.1. Musielak-Orlicz Dizi Uzayinin Bazi Geometrik Ozellikleri

Teorem 4.1.1. x e S(lff,) noktasinin bir H-noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

® €6, veya K (x) = olmasidir [8].

Sonu¢ 4.1.2. Orlicz normu ile donatilmis olan Musielak-Orlicz dizi uzaymin H-
ozelligine (Kadec-Klee ozelligine) sahip olmasi icin gerek ve yeter sart @ €0,

olmasidir [8].

Teorem 4.1.3. Orlicz normu ile donatilmig olan Musielak-Orlicz dizi uzay1 diizgiin

Kadec —Kleee (UKK) 6zelligine sahiptir < ® € 5, dir [8].

Sonu¢ 4.1.4. Uzerinde Orlicz normu tanimlanmis olan Musielak-Orlicz dizi uzay:
hemen hemen

( nearly ) diizgiin konvekstir (NUC) < bu uzay refleksiftir [8].

Teorem 4.1.5. Musielak-Orlicz dizi uzayi lizerinde Orlicz normu tanimlanmis olsun.

Bu uzayin sabit nokta Ozelligine sahip olmasi ig¢in gerek ve yeter sart uzaymn

refleksif olmasidir [8].

Teorem 4.1.6. [, uzayr kompakt yerel diizgiin rotund uzaydir <> ® € 3, ve ¥ €4,

dir [11].
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4.2. Nakano Dizi Uzayinda Extremum Nokta, Rotund Olma, Diizgiin A -
Ozelligi, H-Ozelligi, (UC), (UKK) Ozelligi, (NUC) Ozelligi, Damla Ozelligi

(p,) pozitif ~ sayilarin sinirlt bir dizisi olsun. k>0 igin
u, ile {n ip, = 1} < k olan kiimenin eleman say1s1 (sayma 6l¢iisii) ve ing p >1
n¢

(en fazla k elemana sahip bazi sonlu F kiimeleri i¢in) olan sayilar da ve v, ile

gosterilecektir. Bu ifadeler Nakano dizi uzaymin geometrik 6zellikleri ¢alisilirken
kullanilir. Bununla birlikte agsagidaki ifadeler de konu ile ilgili 6zelliklerin ¢alisilmasi

sirasinda ihtiya¢ duyulan bazi 6zelliklerdir:

1. lglir}p(§x) = p(x)
2. p.=inf, p, ve p" =sup, p, olmak iizere

=zt =™ < p(x) <<

<t =" < p(x) <"

[98)

=1 e p(x)=1ve

x,|—=1 < p(xn)—>1 dir.

4.2.1. Extremum nokta ve rotund olma

Lemma 4.2.1.1. erxtB(l) Rt

i p(x)=1ve

ii. p, Z' desayma olgiisii iken p{k:x, #0,p, =1} <1 dir[2].

Teorem 4.2.1.2. / Nakano dizi uzaymin rotund olmasi i¢in gerek ve yeter sart en

fazla bir k icin p, =1 olmasidir [2].

Teorem 4.2.1.3. / Nakano dizi uzay1 kR uzaydir < ,u{k 1P = 1} <k dir[2].
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Uyan 4.2.1.4. / Nakano dizi uzayin rotund uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu

uzayin 1-rotund olmasidir:

R< IR

ispat: (=) x| =[x, =1ve [, + x| =2 iscx == (%)es(z) dir.

2x=x,+x, =>x, =x,,
ve boylece x; ve x, nin lineer bagimli oldugu goriiliir.

(c) ||x|| =1, z” <1 ve 2x=y+z olsun. 2 =||y+z|| S||y||+||z||£ 2

=1,

|| y|| = ||z|| =1 olur. Bdylece bazi ¢ elemanlar i¢in y=cz olur.

L=y =elll=] =1
dir ve buradan c=1 oldugu elde edilir.

Teorem 4.2.1.5. / Nakano dizi uzayr diizgiin A-6zelligine sahiptir

pulk: p, =1} <oo olur.

Teorem 4.2.1.6. / Nakano dizi uzay1 H-6zelligine sahiptir.

den
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4.2.2. Diizgiin konvekslik

p p
Lemma 4.2.2.1. K>1 ve f(p)= f; (p):(1+%j +(1—%) -2, (p=1) olsun. f

fonksiyonu [1, oo) araliginda kesin artan bir fonksiyondur.

Uyan 4.2.2.2. Yukaridaki lemmadan asagidaki ifadeler elde edilebilir:

a) 0£%<g£a ve p > p.>1 igin,
e\ e\ 1Y 1Y
(a+e) +(a—e) —2a" =a” (1+—j +(1——j -2|>a’ (1+—j +(1——j -2
a a K K

Za"f(p*)zg"f(p*) .

L 1

b) 0<a<e<Ka ve p=p.>1 icin,

a a

(e+a)’+(e—a)’ —2a" 2 ¢” Kufjp +[1—fjp —2}251’]”(;9*).

c) 0<Ka<e ve p>1 igin,

(e+a)’ +(e-a) —2a” Z(e+a)”+(g_a)zﬂ_2(%)”

Teorem 4.2.2.3. / Nakano dizi uzaymnin diizgiin konveks uzay (UC) olmasi i¢in

gerek ve yeter sart bazi &, elemanlar: i¢in 1nkf p, >1 olmasidir.
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4.2.3 Diizgiin Kadec-Klee ozelligi (UKK), hemen hemen (nearly ) diizgiin
konvekslik (NUC)

Teorem 4.2.3.1. /Nakano dizi uzay:1 diizgiin Kadec-Klee (UKK) 6zelligine sahiptir
[2].

Teorem 4.2.3.2. /Nakano dizi uzayr neredeyse diizglin konveks (NUC) uzaydir

< liminf,__ p, >1 dir.

Huff [23], X uzaymin NUC uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart X uzaymin refleksif
ve UKK ozelligine sahip olmasidir, oldugunu gostermistir. Boylece teorem 4.2.6.1 ve

teorem 4.2.7.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.2.3.3. [ Nakano dizi uzayi refleksiftir < liminf, | p, >1 dir [2].
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4.2.4. Lokal diizgiin rotund olma oézelligi (LUR), mid-point lokal diizgiin
rotundluk (MLUR)

Teorem 4.2.4.1. [ Nakano dizi uzayr diizglin k-rotund (UkR) uzaydir <

inf . p, >1dir, inf,_. p, en fazla k elemana sahip bazi sonlu F kiimeleri i¢indir [2].

Teorem 4.2.4.2. [ Nakano dizi uzaymnin lokal diizgiin rotund uzay olmasi i¢in gerek

ve yeter sart Vk i¢in p, >1 veya bazi k, elemanlar1 i¢in inf,_, p, >1 olmasidir [2].

Lemma 4.2.4.3. Her n dogal sayisi igin x, € S(/),x, € B(I) ve |x,+x,]|—>2 ise,

p, >1 olan her k i¢in x,, = x,, dir [2].

Teorem 4.2.4.4. /| Nakano dizi uzayinda zayif lokal diizgiin rotund olma ve lokal

diizgilin rotund olma denktir [2].

Teorem 4.2.4.5. / Nakano dizi uzaymin lokal diizgiin k -rotund uzay olmasi igin

gerek ve yeter sart / Nakano dizi uzaymin diizgiin k rotund veya Vrn e N i¢in p, >1

olmasidir [2].

Teorem 4.2.4.6. / uzayinin mid-point lokal diizgiin rotund uzay olmasi icin gerek ve

yeter sart en fazla bir k i¢in p, =1 olmasidir.
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4.2.5. k- Konvekslik (kC) ve zayif diizgiin rotund olma (WUR), damla (drop, D)

ozelligi

Teorem 4.2.5.1. [ Nakano dizi uzaymin k-konveks uzay olmasi i¢in gerek ve yeter

sart baz1 n, elemanlari igin inf

n#n,

, P, > 1 olmasidir [2].

Teorem 4.2.5.2. / Nakano dizi uzaymin zayif diizgiin rotund uzay olmas1 i¢in gerek

ve yeter sart / uzaymin diizgiin rotund uzay olmasidir [2].

Teorem 4.2.5.3. / Nakano dizi uzaymin D 6zelligine sahip olmasi1 igin gerek ve

yeter sart liminf, , p, >1 olmasidir [2].

Verilen bu geometrik Ozellikler Nakano dizi uzaylarinda asagidaki sekilde ifade

edilebilir:

[/ uzay1 daima H, K ve UKK o6zelliklerine sahiptir.
LUR < WLUR< g, veya v, saglanir.

LUKR <y, veya v, saglanir.

R & MLUR < URED < g saglanir.

kR < u, saglanir.

Rfx & NUC < D < v, (bazi k lar i¢in) saglanir.
UR £k C & WUR < v, saglanir.

UkR < v, saglanir.

Diizgiin A -6zelligi < y, (bazi k lar i¢in) saglanir [2].
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4.3 Cesaro Dizi Uzayinda Bazi Geometrik Ozellikler
4.3.1. Cesaro dizi uzayinda H-o6zelligi, rotund olma, k-NUC ozelligi

Teorem 4.3.1.1. ces(p) uzay1 H- 6zelligine sahiptir [5].

Sonu¢ 4.3.1.2. VkeNigin p, 21 olan p= (pk )pozitif sayilarin smirl bir dizisi i¢in

Luxemburg normu ile donatilmis olan ces(p) wuzayr rotund uzay degildir. Bunu

gormek i¢in x=(0,1,1,0,...,0,.....) ve y=(0,2,0,0,0,0,....) dizilerini alalim.

1
0 r\p
”x”:[Z(L,Z‘x(l)U Jp ve p=1 olsun. Z , 27 < i< 2™ olmak lizere
r=0 r r

1 1 1
||x||:?(0)+?(1+1)+?(0+0+0+0)+ .....

=1

1 1 1
||J’||=F(O)+?(2+O)+?(O+O+O+O)+ .....

=1

||x|| =1 ve ||y|| =1 oldugundan x,y e S(ces(p)) dir. ||x|| ->le p(x) =1 oldugundan

p(x)=p(y)=1 dir.

X, = xery olsun. 1= p(x,)<

(p(x)+p(r))<1

N | =

1 1(3 1 1
‘: F(O)+?(§+Ej+?(0+0+0+0)+ .....

X+y
2

ol =
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x+y
2

o] = ‘: 1, bu da x=y olmasi demektir. Halbuki x ve y farkl dizilerdir yani

x,noktast extremum nokta degildir. ces(p) uzaymimn birim kiiresinde extremum

nokta olmayan bir nokta buldugumuzdan bu uzay rotund degildir.

Teorem 4.3.1.3. Herhangi k> 2 icinces(p) uzay1 k-NUC uzaydir [3].
Sonuc¢ 4.3.1.4. 1 < p <o igin ces(p) uzayt NUC uzaydir [3].
Sonuc¢ 4.3.1.5. 1 < p < icin ces(p) uzay: drop (damla) 6zelligine sahiptir [3].

Sonug¢ 4.3.1.6. 1 < p <o i¢in ces(p) uzayr NUC uzay oldugundan ces(p) refleksif

uzaydir ve H- 6zelligine sahiptir [3].
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4.3.2. Cesaro uzayimnda diizgiin Kadec-Klee ozelligi

Teorem 4.3.2.1. Her bir x € ces(p), i¢in, en az bir k e R vardir 8yle ki,

0

I, = (1+ £ ()

dir [12].

Teorem 4.3.2.2. Farz edelim ki {xn}, Vk eN igin p, >1 olan ces( p)0 uzayinda

w
smirlt  bir dizi ve bazi xeces( p)0 icin x, >x olsun. k, ek (xn) ve

k, >0 = x=0 dir [12].

Teorem 4.3.2.3. Vk € N i¢cin p, >11ise ces( p) , uzay1t UKK ozelligine sahiptir [12].
Her UKK Banach uzay1 H-6zelligine sahip oldugundan, asagidaki sonuclar elde
edilir.

Sonuc 4.3.2.4. Vk € N i¢cin p, > 1 ise ces(p)0 uzay1 H -6zelligine sahiptir [12].

Sonug 4.3.2.5. Herk e N igin  liminf p, > 1 ise ces(p), uzayt NUC uzaydur [12].

Sonuc¢ 4.3.2.6. ces( p)0 uzayt NUC uzay ve UKK 0zelligine sahip oldugundan

refleksif uzaydir [12].
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4.3.3. Cesaro dizi uzayinda Opial ozelligi

Sces(p)0={x el: p(ﬂx) < oo herhangi 4 >0 igin}
ile tanimlanan uzay ces ( p) , Uzaymin alt uzayidir.

Teorem 4.3.3.1. Sces ( p) ) ces ( p) , dizi uzaymin kapali bir alt uzayidir [24].

Lemma 4.3.3.2. E kiimesi, sonlu sayidaki koordinatlari sifirdan farkli olan dizilerin
kiimesi olsun. p(x)<o ise, x ten E kiimesine olan d(x,E) uzakhigi 1 den daha

azdir [24].

Teorem 4.3.3.3. lim, , inf p; >1 ise, asagidaki iddialar dogrudur:
1. Sces(p)0=f.
. Sces ( p) )0 ces ( p) , Uzaymin biitiin sirali stirekli elemanlarinin alt uzayidir.

1. Sces ( p) , ayrlabilir uzaydir [24].

Uyan 4.3.3.4. |||| , ve ||||0 normlar1 denk oldugundan yukaridaki teoremler ces( p)
uzay1 iizerinde Luxemburg normu tanimlandiginda da gecerlidir. Bu uzay ces( p)

L

ile gosterilir [24].

Simdi ise ces( p) , Ve ces( p) , uzaylarinin diizgiin Opial 6zelligini saglamalart i¢in

gerekli olan sartlar verilecektir.

Teorem 4.3.3.5. Vj e N i¢in p, >1 ve lim, , sup p, <o ise ces(p)o uzay1 diizgiin

Opial 6zelligine sahiptir [24].

Teorem 4.3.3.6. lim,  supp, <oo ise ces( p)L uzayr diizgiin Opial Ozelligine

sahiptir [24].
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Teorem 4.3.3.7. Herhangi 1< p <o ig¢in, ces( p)uzayl diizgiin Opial 0Ozelligine

sahiptir [38].

Sonug 4.3.3.8. ces(p) uzayi L-6zelligine ve sabit nokta 6zelligine sahiptir [38].
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BOLUM 5. C(s,p) DIZI UZAYINDA BAZI GEOMETRIK
OZELLIKLER

Bu boliimde daha once verilen Cesaro dizi uzaymin genel bir hali olan C (s, p)

uzay1 tanmitilip, iizerinde tanimlanan Luxemburg veya Orlicz normlart ile birlikte

olusan Banach uzaylarinin bazi geometrik 6zellikleri verilecektir.
5.1. C(s,p) Dizi Uzayr

I° biitiin reel dizilerin uzay1 olsun. VkeN i¢in p=(p,), p, 21 olan pozitif reel

sayilarin smurlt bir dizisi olsun. C (s, p) uzayl z ile, 2" < i<2™ iizerindeki

IS

toplam alinmak ve s > 0 olmak {izere

C(s. p)z{xelo Z(%Zz x(i)‘jpr <oo}

ile tanimhidir [22]. Cesaro dizi uzayi, C (s, p) uzaymin s=0 a karsilik gelen 6zel bir
durumudur [22].

xe C(s,p) igin,

dir. C (s, p) uzayl Luxemburg normu ve Orlicz (veya Amemiya) normu ile birer

Banach uzayidir.

Teorem 5.1.1. p fonksiyonu s>0 igin C(s, p) iizerinde konveks modiildir.
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Ispat:

i.  p(x)=0 < x=0oldugunu gosterelim:

x)=fzo(§zi-s\x(i)\jpr:o o [x(i)=0 o x=0

. p(ax)=p(x), |a| =1 olan Ve« skaleri i¢in

plas)- 3 3 2o exto)| =5 Bzl
ol 3 3 Z 0|

= i(%zls‘x(l)‘j V < p(ax)=p(x), |a|p" 1
ii. 20,420 a+pf=1olsun. p(ax+py)<ap(x)+pBp(y) dir

plax+By) z[ 3 (i +ﬁy()\]p’

< Gz, ‘ax(i)‘+2%2r:is | ﬁy(i)\jp’

r=0

s{ezron£rol

(0]

plax+py)sap(x)+pp(y).



Teorem 5.1.2. xe C (s, p) icin p modiilii asagidaki 6zellikleri saglar:

ii.

1il.

Ispat:

0<a<l = aMp(ij < p(x) ve plax) < ap(x)

(24

a>1 = a'p

R | =

j > p(x)

azl = p(ax) = ap(x) = p(x)

0<a <1 olsun.

(i)

()

Jpr > aMi{%Zis

r=0 r

M=supp,, O<a<l = aMp(ij < p(x) dir.
, a

0<a<l = p(ax) < ap(x) oldugunu gdsterelim.

x| = ot [ 3T 0]

r=0

p(@X)=iGZ“

r=0

O<a<l = a =2 a”

plax)=|al” i(%Zl x(z’)‘jpr < ag(%zis

r=0 r g r

plax) < ap(x).

T

0|

51
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dir. >1 = a” < a" oldugundan

o) [ 1 X0

r=0

Dr
j < aMZ{LZi“
=\ 2" 5

]pr
bulunur. Bu durumda  p(x) < o p(ij olur.
a

. a1 = p(ax) > ap(x) > p(x)

p(ax) > ap(x) oldugunu gosterelim:

pla) =3[ 320

r=0 r

] - 3Bz

r=0

0]

0 Pr
p(ax)=|a|” ZE%ZF" ‘x(z)‘] ve a>1 = a” > a oldugundan
r=0 r

p(ax)=a”’2[%2"‘s x(l-)\]p" > azo(ziZz \x(i)\jpy

p(ax) > ap(x) (5.1.2.1)

ap(x) = p(x) oldugunu gosterelim:
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Szl < oSzl

p(x) < ap(x) (5.1.2.2)

(5.1.2.1) ve (5.1.2.2) den

plax) = ap(x), ap(x) = p(x) = plax) = ap(x) = p(x)
dir.

Teorem 5.1.3. Herhangi xe C(s, p) i¢in

i <t = p(x) < -
i 1= () 2
ii. |x|=1 < p(x)=

iv. [y<l o p(x) <||x,
v st e p(x) > ] dir

Ispat:

1. O<e< 1—||x|| olan £ >0 alalim. ¢ < 1—||x|| = ||x|| +¢& <1olur. |||| un

tantmindan A >0 sayist vardir oyle ki ||x||+g > A ve p(%) <1 dir.Teorem(5.1.2.)

(1) ve (iii) maddelerine gore

()< p[M—>} (o)) <l 2)o( X)),

olur. Bu ise p ||x|| olmasim gerektirir. Boylece (i) saglanir.
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11. ||x||>1 ge[ ” ” 1Jolsun.

L

1
> e<l-—=1< x 1- g :>1>—>0
¥ =M M)
dir.
0<;<l:>l<p( ! xJS 1 p(x)
[¥[(1-2) [I(1=2)") " [x(1-2)
1
EITsa
||x||(1—8)<p(x) olur. Buise Ve e( ” ” J i¢in p ||x|| olmasini gerektirir.
1il. ||x|| =lolsun. £ >0 i¢in A >0 vardir 6yle ki 1+&> 4> ||x|| ve

p(%j <1 dir. Teorem (5.1.2.) (ii) den, p(x)< lMp(%j <1 dir.
p(x)<AY <(1+&)"

p(x)<( 1+g [p ]$<1+g,

Ve >0 i¢in

[p()]" <1 = p(x)<1

dir. p(x) <1 ise, a€(0,1)olsun dyle ki p(x)<a" <1 dir. Teorem (5.1.2.) (i) den

p(fj < LM (x)<1, bdylece ||x|<a<1olur, bu ise bir geliskidir. Yani p(x)=1

a) a
olmalidir.
Tersine p(x)=1 olsun. |||| un tanimindan ||x||£101dugu sonucuna ulasiriz. Eger
||x||<1 ise (i) den p ||x||<101ur ki bu da kabuliimiiz ile celisir ve ||x||—1

oldugunu elde ederiz.
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iv. ||x|| <l = p < ||x|| <1 oldugundan (i) den p( )<1 dir.
(C:) p(x) <1 ise, p(x) <a" <1 olacak bigimde ae (0,1) alalim.

Teorem(5.1.2) (i) den
p[istMp(x)q = |f|<a<l = [4<ldir
a) a
v. ||x||>1 = p >||x|| >1 = p( )>1dir.
(<::) p(x)>1olsun. |x|<p(x) = 1<|x| oldugu (i) den gériliir.
Kabul edelim ki |[x|=1olsun. 1=|x| < p(x) olur. (iii) den |x|=1 < p(x)=]x]|

idi. Bu ise bir ¢eliskidir, dolayisiyla ||x|| >1olmaldir.

Teorem 5.1.4. xe C(s, p) igin

i O<a<lve|y>a = p(x)>a"

1. a>l,

X<a = p(x)<a dir

Ispat:
1. O<a<lve ||x|| >a olsun. || >1 dir. Teorem (5.1.3) (i1) den
a
s = p(£j> sl = p(£j>1 dir. 0<a <1 ise teorem
a a a a

(5.1.2)(i) den « p( j p(x) oldugundan " < p(x)olur.

. a1, x|| <a olsun. [X|<1 dir. Teorem (5.1.3.)(1) den
a

£ PN p(ijg x
a a

a

<1 = p(£j<1
(04

olur. a =1 = p(ij = p(x)<l=a"dir. @ >1 ise teorem (5.1.1) (ii) den
a
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p(x)SaMp(gj = p(x)<a”

dir.
Teorem 5.1.5. {x,} = C(s, p) olsun.

i lim|x,|=1 = limp(x,)=1

ii. limp(x,)=0 = lim|x,[=0
Ispat:

i. lim|x,[=1 olsun. £&(0,1) alahm.

n—0

Vn 2 n, icin dn, € N vardir dyle ki,

x|-l|<golur.  Vnzn,  igin
An, € N vardir dyle ki, —& <||x,|-1<¢,

Vn >n, igin In, € N vardir yle ki, 1-& <|x,| <1+¢ olur.

Teorem (5.1.4.) (i) ve (ii) den Vn>n, icin 1-¢ <|x,| = p(x,)>(1-¢)" ve

Vn 2 n, i¢in

x|<1+e = p(x,)<(1+&)"

dir. Yani ¢ € (0,1) ve Vn > n, igin

dn, eNéerki,l—g<||xn||<1+g = (1+5)M <p(xn)<(1+8)M

dir. Bu ise lim p(x, ) =1 oldugu sonucunu verir.

n<—0

ii. Farz edelim ki lim|x,|#0 olsun. £e(0,1) alahm. (x,) dizisinin

n—>0

(x,, ) alt dizisi vardir yle ki Vk N igin [x, |>& olur. Teorem (5.1.4.)

(1) den O0<e<],

x,[>& = p(xnk)>gM olur bu ise VkeN icin

lim p (xnk ) # 0 oldugunu gosterir yani lim p (xn ) # 0 dir.

n—>0 n—>0
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Teorem 5.1.6. xe C(s, p)ve {x,} = C(s,p) olsun. n—>o0 iken p(x,)—> p(x) ve

VieN i¢in n > x, (i) > x(i) = x, > x dir.

0 k Pk
Ispat: £>0 verilsin. p(x)= Z(%Zi” x(z)U <o oldugundan k, €N vardir
=1

k=1

oyle ki z , 27 <i<2"" olmak iizere

1 o) e
-1

p(x)= i[

k=ky+1

dir. n = o iken

p(xn)—i[%zk:i_s . (i)‘jpk < p(x)- kz(éz, x(i)‘jkar cl Gled

k=1
ve Vn2n, i¢in
ko

it

k=1

X, (i)—x(i)‘jpk <= (5.1.6.3)

tir.n>n, i¢in(5.1.6.1),(5.1.6.2) ve (5.1.6.3) den

(=) =311 ()]

o0
k=1

k

I

i=1

w00+ 3 (72 - 0l]

k=ky+1 i=l1
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ky k Pk
olur. (5.1.6.3) den Z(%ZZ‘ X, (i)—x(i)U <§ oldugundan
k=1 i=1

S| Z(18ekl] s 21 kol |

=ko+ i=1 k=ky+1

dir.(5.1.6.2) den

oldugundan

cter - $(15rmo] 2§ (1l |

k=1 i=1

k=ky+1

E v O I N L |
:§+2 22[%21 x(l)‘j +§2—M

1 & s
X

i=l1

olur. (5.1.6.1) den )’ [

k=ky+1

Pk
x (z)‘j < ? 2;“ oldugundan

Bu da n—o iken p(x,—x)—>0 olmasi demektir. Bir onceki teorem (ii) den

n — o iken p(xn —x)—)O = ||xn —x||—>0,yani X, = x tir.



59

5.2. C(s, p)Dizi Uzaymda H-Ozelligi, Rotund Olma Ozelligi, k-NUC Otzelligi,

Teorem 5.2.1. C (s, p) uzay1 H- 6zelligine sahiptir.

—>1 ve

Ispat: xe S(C(S,p)), (x,)c C(s,p) alalm 6yle ki n—>co iken |x,

w

x, —>x olsun. Teorem (5.1.5)(1) den “n—>oo0 iken ||xn||—>1 ise n—oo iken

p(x,)—>17oldugundan, p(x,)—>1 oldugunu elde ederiz. xeS (C(s, p))

13

oldugundan |x|—>1 dir. Teorem (5.1.3) (iii) den “|x|=1 < p(x)=1"idi. Yani

p(x)=1dir. Buda p(x,)—>1 ise n—>oo iken p(x,)—> p(x) oldugu sonucunu

w

verir. x, >x ve 7,(x)=x, ile tammh 7z, :C(s,p) >R, ikoordinat doniisimii
siirekli oldugundan bu durum VieNigin n—>o iken x,(i)—>x(i) olmasm
gerektirir. Buradan yukaridaki teoremi kullanarak n — oo iken x, - x oldugu
goriiliir. Sonug olarak C (s, p) uzayinda alian her zayif yakinsak dizi norma gore de

yakinsak oldugundan C (s, p) uzaymnin H -6zelligine sahip oldugu sdylenir.

Sonug¢ 5.2.2. Herk e N i¢in p, 21 olan p= (pk) pozitif sayilarin sinirlt bir dizisi

icin Luxemburg normu ile donatilmis olan C (s, p) uzay1 rotund uzay degildir. Bunu

gormek i¢in x=(1,0,0,...,0,.....) ve y=(0,2,3,0,0,0,....) dizilerini alalim.

L

" 2 \p,
||x|| :[Z[%Zis x(z)‘j Jp ,s=1ve (p,)=p=1lolsun. Z , 20 <i< 2
r=0 r I

olmak tzere

||x||=i0 1.1 +i1 l.0+l.0 +L2 l.0+l.0+l.0+l.0 +o.
2"\ 212 3 2°\4 5 6 7

=1
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Id[=1 ve |y|=1 oldugundan x,yeS(C(s,p)) dir. |x|->1 < p(x)=1

oldugundan p(x)=p(y)=1 dir.

1
X, = x-;y olsun. 1=p(x0)S5(P(x)+p(y))S1

o=l = 2L L L2, L3 g Lo LosLols...
2 | 2°\172) 2'(272 372 6
I | = =2 ‘ =1, bu da x=y olmasi demektir. Halbuki x ve y farkh dizilerdir yani x,
2

extremum nokta degildir. C (s, p) uzaymin birim kiiresi lizerinde extremum nokta

olmayan bir nokta buldugumuzdan bu uzay rotund degildir.

Teorem 5.2.3. peo; ise, herhangi L>0 ve £>0 igin 6>0 vardir oyle ki

p(u)<L, p(v)<6 olan u, ve C(s, p) igin ‘p(u+v)—p(u)‘<g olur [12].

Teorem 5.2.4.

i. ped, ise, herhangi x € C(s,p) icin, x|| =1 & p(x) =1 dir.

ii. peé, ise,C(s, p) uzaymdaki herhangi x, dizisi i¢in

-0 < p(x,)>0

xl’l

dir[12].
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Teorem 5.2.5. peo, iken herhangi x e C(s,p) ve ¢ € (0,1) igin, O € (0,1) vardir

dyleki p(x)<l-& = |[jx|<1-5 dur.

Ispat: Farz edelim ki teorem saglanmasm. £>0 ve x, €C (s, p) vardir dyle ki

1 L :
x,|—1 olsun. a, =——1 dizisi alalim. n — oo iken a, -0

X

n

p(x,)<l-¢ ve %S

dir. L=sup{p(2x,):neN } olsun. ped;, oldugundan K >2 sayisi vardir dyle ki
p(u)<1  olan VueC(s,p) i¢in p(2u)<Kp(u)+1 dir. VneNigin
p(2x,)<Kp(x,)+1<K+1 dir. Béylece 0<L<owolur. ped, oldugundan

yukaridaki teorem (i) den herhangi x € C (s, p) i¢in ||x|| =1 p(x) oldugundan

I:p[ i j=p( 1 xnj=p(xn(an+l))=p(2anxn+(l—an)xn)

n X

n

ISanp(an)+(l—an)p(xn)
1<a,L+(1-a,)(1-¢)

liml<lima,L+lim(1-a,)(1-¢)

n—>0 n—>0 n—>»0

1<(1-¢)
olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla teoremin sartlar1 saglanir [12].

Teorem 5.2.6. Herhangi k> 2 icin, C (s, p) uzay1 k-NUC uzaydir.

Ispat: £>0 ve sep(x,)=e olan (x,)cB(C(s,p)) alahm. VieN igin
xi‘):(o,o,,,.,xn (i),x, (i+1),....) olsun. VmeNigin (x, (m))::1 dizisi sinirlt

oldugundan, koésegen metodunu kullanarak VieNigin (x,)dizisinin (x

ny

) alt
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dizisini bulabiliriz oyle ki VmeNigin 1<m<i (x, (m)) yakmsaktr. Boylece

sep((xn,") ) > ¢ olan artan bir ¢, pozitif tamsay1 dizisi vardir. 7 <r, <...olan (rl. )?Ol
7Tt =

pozitif tamsay1 dizisi vardir dyle ki VieN igin HxJHZ%dir. Teorem (5.2.4) ten

n>0 vardir dyle ki VieNigin p(xrii)ZU olur. >0 alalim o&yle ki

a-1
l<a <liminf p, olsun. Sabit bir £ >2 tamsayis: i¢cin &, =(]]§—1)kla(77

Teorem(5.2.3) ten o0>0 vardir oyle ki p(u) <l p(v) <o  iken

2

‘p(u +v)—p(u)‘ <ég dir. “Herhangi xeC(s,p) i¢in |x|<1 = p(x)<|x

onermesinden VneN igin p(x,)<1 oldugundan, i <i,<..<j_, olan
i,=(m=12,..k —1) pozitif tamsayilar1 vardir 6yle ki p(xm"”’ ) <0 ve Vj=i_, i¢in

dir. i, =i, +1 tanimlayalim. p(xrl_") >7n oldugundan p(xrl_k g ) > 7 olur.

i

1< m <k-1i¢in t,=m ve ¢, =r, olsun. p(x,} )277,

,o(u+v)—,o(u)‘<g1 ve

=

—~
<

N—
Il

|u|p‘ (i € N) fonksiyonunun konveksliginden asagidaki 6zellik elde edilir..
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X, (m)+xt3 (m)+...+xtk (m)| '

1
mS

lms
s
m

m=1

2

1 n
m=
1 n
n
m=

i +1 n
n=i;+1

n=

l n
n

P
1%, (m)‘] +...t+

1
m

1 n
[‘2

k
Jj=3

1
n=i, k

i
+ 2
=i, +1
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X

I

= (1¢ 1 |x (m)])”
R N A A -1
ool o L

(
k

LAY R

n=1 nm:l ms
s (1 1w (m)])
+n§rl{;mz=;F & U +(k—1)¢91

)]

k

n .- m’

11 v (1]
31‘;7[11%(‘2

s |
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Teorem(5.2.5) ten,

1 B ka—l _ 1 77
k k”

b
VR
=
+
.s*k
+
Y
;‘R
IA
N |

olur. Bu daC(s,p) uzaymm k-NUC uzay oldugu sonucunu verir. k-NUC olma

NUC olmayt1 NUC olma da H -6zelligini gerektirdiginden ve refleksifligi

sagladigindan bu teoremden asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.2.7.s > 0i¢in C(s, p) uzay1 NUC uzaydur.

Sonug¢ 5.2.8. s >0i¢in C (s, p) uzayi drop (damla) 6zelligine sahiptir.

Sonu¢ 5.2.9. s >0i¢in C(s,p) uzayr NUC uzay oldugundan C(s,p) refleksif

uzaydir ve H- 6zelligine sahiptir.
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5.3 C(s, p) Dizi Uzaynda Diizgiin Kadec-Klee Ozelligi

Teorem 5.3.1. HerbirxeC(s,p)0 icin , en az bir keR vardir dyle ki

I, = (1+ p(kx)) i

L plu
Ispat: Ilk olarak u# — o iken ﬁ—”o durumunu saglayan Orlicz fonksiyonunu,
u

#(t)=1|t|" (>1) igin, fonksiyonu olarak alalim. Vx=(x(i)):eC(s,p)0 ,

VieN igin ¢(¢)=|" ve CI)=(¢§i)Zl oldugunda x =(l y —‘x U el,
n=l1

n,lz
O_HX I

dir ve @ bir N'-fonksiyon oldugundan,

[15] den k € R vardir 6yle ki

I, =[], =1+ (k) =§[l+i[§ié\x<z~>\j’”j:g“p(m))

olur.

Teorem 5.3.2. Farz edelim ki {xn}, VkeN igin p, >1 olan C(s,p)0 uzayinda

smurlh bir dizi ve bazi xe C(S,p)0 icin  x, >x olsun. £, e K(xn) ve

k, >0 = x=0 dir.

Ispat: Vn e Nigin 7>0 ve

GM {ZEN Z ‘ }
JlJ

olsun. Ilk olarak iddia ediyoruz ki V7 >0 igin ve yeterince bilyiik n ler i¢in

G

(n.n)

G

(n.m)

= dir. Boyle olmasin, genelligi bozmadan Vn e N igin ve baz1 17 >0 igin

# J olsun.
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T e

xn
n n=1 n i=1 l n
. . . (k)"
r>1 oldugunda ¢t —>o iken ~—— — oo oldugundan ||xn||0 > olur ve
t n
k, — oo iken ||x, || — oo dir, bu ise {xn} dizisinin siirlt bir dizi olmasi ile gelisir.
Yani,

R A
G(n’”) ={l € N;Z—b

j=it

xn(j)\zﬂ}=@

dir.

. G 1
G(n,q) ={l € N—z—b

152 )

X, (j)‘ﬁn} olur. n — oo iken {ieN:l_Zl:%‘xn(j)‘ —>O}
L1 J
ve bdylece tiimevarimla VieNigin n—o iken x,(i)—>0 oldugunu elde ederiz.

xngx oldugundan, VieN i¢in x"(i)—)x(i)dir. xn(i)—>0 ve xn(i)—>x(i)

oldugundan x (i ) =0 olmaldir.
Teorem 5.3.3. Vk € N igin p, > lise C(s,p), uzayr UKK ozelligine sahiptir.

Ispat: Verilen bir £>0 icin ped, = C (S, p) , uzaymda norma gore yakinsaklik

ile modiiler yakinsaklik denk oldugundan o e(O,l) vardir Oyle ki

||y||O Z% = p(y)225 dir. x, eB(C(s,p)o) verildiginde, xnlnc ve n#m igin

X, =X, ||O > ¢ olsun. Ispati tamamlamak igin ||x||0 <1-0 oldugunu gostermeliyiz.
x=0 ise teorem agiktir. x # 0 olsun. Bu durumda bir nceki teoremden &, € K (x, )
smirh dizisi vardi. Alt diziye gegerek, bazi k£ >0 icin gerekirse k, = k oldugunu

kabul edebilirizz. N  kiimesinin I sonlu alt kimesini [/ ={1,2,3,..., j},

Hx . 2||x||0—§ olacak bicimde secelim. {xn} dizisinin zayif yakinsakligi

1

x, — x koordinatsal yakinsaklig1 gerektirdiginden I kiimesi iizerinde x, — x

diizgiin yakinsaktir. Sonugta, n, € N vardir 6yle ki;
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(%, —x,)

£ .
(x -X ) <—, Vn, m>n, ki bu da,
n m o 2 0 N—J

£
25, Vn, mzn,, n#m
0

. . £ 5
olmasim gerektirir. Bu durum Vm, n>n, ve n#m igin |x > n oldugu
0

mly_,
. . - .. £
sonucunu verir bu ise sayilabilir sonsuz ¢oklukta n € N igin X, > n olmasi
nN-1 |lo

demektir ve boylece p(xn‘ )2 26 olur. Genelligi kaybetmeden sayilabilir sonsuz

N-

cokluktaki n ler degil Vn € N i¢in

X
H ”‘N—I

oldugunu kabul edebiliriz. (a,b >0,t 2 1), (a + b)t >a'+b' esitsizligini

\%

£
o 4

|pn

kullanarak &k, > 1 ger¢egi ile birlikte ve ¢ — |t fonksiyonunun

konveksliginden asagidaki esitsizlik elde edilir:

1
; ‘k—P("n%, )

X

n

1-26 2w, ], - p(x, )=

:kL(Hp(knxn))‘kLp(k”x”N—')

n n
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1-262|x|, -6

1=62 |,

olurkibuda C (S, p) , uzaymin UKK o6zelligine sahip oldugunu gosterir.

Her UKK Banach uzay1r H-6zelligine sahip oldugundan, asagidaki sonuglar elde

edilir.

Sonuc¢ 5.3.4. HerkeNicin p, >lise C (s, p) , uzayt H- 6zelligine sahiptir.
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Sonug 5.3.5. Herk € N igin, liminf p, >1ise C (s,p), uzayt NUC uzaydr.

Sonu¢ 5.3.6. C (s, p)0 uzayl NUC uzay ve UKK o6zelligine sahip oldugundan

refleksif uzaydir.
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5.4. C(s, p) Uzayinda Opial Ozelligi
C (s, p) uzayiin
SC(s,p)= {x el’: p(Ax)<oo herhangi A >0 igin|
alt uzayi verilsin. Asagidaki teoremlerde bu alt uzayin 6zellikleri incelenecektir.
Teorem 5.4.1. SC (s, p) e (S, p) , dizi uzayinin kapali bir alt uzayidir.

Ispat: SC (s, p)o uzaymnin C (s, p) , Uzaymin alt uzay: oldugunu gérmek kolaydir.
SC(s,p), nm C(s,p), da kapali oldugu gosterilmelidir. Gostermemiz gereken
VneN igin x, e SC(s,p), ve x, >xeC(s,p), ise xe SC(s,p), oldugudur.

Herhangi bir k>0 sayist alalm. |x,—x|—>0 oldugundan “(x,)c=X, olsun.

|x,|| = 0 (veya denk olarak |x,[, >0)< VA>0 igin n— o iken p(/l(xn)) —0”
teoreminden V7> 0igin p(7(x—x,)) > Oolur ve bdylece, NeN vardir yle ki

p(2k(x—xn))<l dir ve x, € SC(s, p), oldugundan p(2k(xN))<oo dur. Buradan,
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:%p(2k(x—xN)) + %p(2kxN)<oo

olur. Yani x SC(s,p)O dir.
E kiimesi, sonlu sayidaki koordinatlar1 sifirdan farkli olan dizilerin kiimesi olsun.
Asagidaki lemma SC (s, p)O=E oldugunu gostermek i¢in kullanilacak olan bir

aragtir.

Lemma 5.4.3. p(x)<o ise, x ten E kiimesine olan d(x,E) uzakhig 1 den daha

azdir.

Ispat: £>0 verilsin. VneN igin x, =(x(1),x(2),...,x(n),0,0,...) ile x,eE
tanmlansin. n—o0 iken p(x,)—> p(x) ve p(x—x,)<p(x)-p(x,) dir
p(xy)> p(x)—¢ olacak sekilde N e N segilsin. Boylece normun ||, tanimindan

d(x,E)<|x—x,|, <1+ p(x—xy) <1+ p(x)-p(xy)<l+& olur ki bu da & keyfi

oldugundan d (x, E ) <1 olmas1 anlamina gelir.

Teorem 5.4.4. lim,  inf p, >1 ise, agsagidaki iddialar dogrudur:
v. SC(s,p)O=E.
v. SC (s, p) 00 C (s, p) , Uzaywnn biitiin sirali stirekli elemanlarinin alt uzayidur.

vi. SC (s, p) , ayrilabilir uzaydir.

Ispat:
i.  Herhangi xe SC(S,p)O ve k=1 i¢cin kxe SC(s,p)0 dir. Buradan,

lemmay1 kullanarak d (loc,E ) <1 veya d (x,E ) <— oldugu elde edilir. k

1
k
keyfi oldugundan, xeE dir.Tersine, ilk teoremden SC (s,p), » C(s.p),

uzaymin kapali lineer bir alt uzayr oldugundan Ec SC(S, p)o oldugunu

gostermek i¢in VieN i¢in e € SC (S, p)0 oldugunu gostermek yeterlidir.
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lim,  infp >1=a olsun. ieN sabit ve k>0 almsin. Vj>j, icin
p;za olan j, > max{i,k} secilsin.

Buradan,

plie)-3 (43

i=1 1

P = (hda ] jp,-
el + 3 (532

J=jo+1

o pj . pj jo pj . a
-5 5 (2] s3] - £ 4] <
: =it 1\ J j=i\J =i NS
olur. Yani ¢ € SC(S,p)0 dir.

ii.  Sadece SC(S, p)o nin her elemaninin sirali siirekli bir eleman oldugunun

gosterilmesi gereklidir. Ciinkii alt uzay oldugu (i) den goriilmektedir.

xe SC(S,p)O ve ¢>0 1¢in, xe SC(s,p)0 oldugundan, Vi>i, icin

X=X,
li . N
p( <¢ olan i, e N vardir. Vi> i, igin,

&
<l+p| — |L1l+¢
. &

olur. Buda i —» « iken ¢ keyfi oldugundan Hx—x‘iHO — 0 oldugu sonucunu verir.

i

X%

&

iii.  Buiddia dogrudan (i) den elde edilir.

Uyan 5.4.5. ||||L ve ||||0 normlart denk oldugundan yukaridaki teoremler C (s, p)
uzay! iizerinde Luxemburg normu tammlandiginda da gegerlidir. C(s,p), ile bu
uzay1 gosterecegiz.

Simdi ise C (S, p) , ve C (s, p) , Uzaylarmin diizgiin Opial 6zelligini saglamalari i¢in

gerekli olan sartlar verilecektir.

Teorem 5.4.6. VjeN i¢in p,>1 ve lim,  supp, <o ise s20 igin C(s,p)0

uzay1 diizgiin Opial 6zelligine sahiptir.
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Ispat: Herhangi >0 ve ||x||028 olan xeC(s,p)O alalim. (xn), SC(S,p)0
uzayinda sifira zayif yakinsak bir dizi olsun. lim, , supp, <o oldugundan ,

“peo, ise X, uzaymda modiiler yakinsaklik ile norma gore yakinsaklik denktir.”
teoreminden x ten bagimsiz bir & e(O,%j vardir dyle ki p(gj >0 dir. Ayrica;

lim,  supp, <o oldugundan SC (s, p) ,=C (s, p) , dir. Yukaridaki teoremin (ii)

deki iddiasindaki gibi x , j, € N bulmamiz1 saglayan siral: siirekli bir eleman olsun

o 1
<_Ve —
» {]

J=Jo+1

oyle ki HX\N i

2%‘)6(1 ‘] <§ dir. Bunu,

P2

1

Ts<S [ii%‘x(iﬂ | (5.4.6.1)

olmasim gerektirir. x, >0 oldugundan VieNigin x,(i)—> 0 olur. Yani Vn>n,

icin H x5, H — olan n, € N vardir. Boylece,

)= (x+xn)‘j0 +(x+xn)m7,~0 0

> _ _
- x‘](] +xn‘N_j0 0 x‘N_./O 0 xn‘j() 0
o
>lx, +x .| —— (5.4.6.2)
‘Jo "‘N Jo |lo 2

ifadesi g6z Oniine alnsin. Vj e N igin p, >1 oldugundan, &, >0

x‘fo +x”‘N—./o 0

vardir dyle ki
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x‘jo + xn‘N—jo

ol )

n

dir. Bu, (5.4.6.2) ile birlestirilerek supp(x)Nsupp(y)=D ise p(y+z)=p(y)+p(z2)

gercegi ile birlikte g6z ontine alinirsa,

el )b

n n n

|+,

+ki plk, )_g (5.4.6.3)

= x”‘N*jo
n

1 - .
bulunur. £, ZE olmas1 durumunda diisiinmek yeterlidir, ¢iinkii diger durumda

||x+xn 022 9 >1+06 olur. 2k,>21 oldugundan ¢— |t|p fonksiyonunun
2

konveksliginden p(knx‘jo ) > 2k p(x‘jo ) elde edilir. (5.4.6.1) ve (5.4.6.3) esitsizlikleri

||x+xn 02 X
Jo [ 1 l‘x(l)‘ P )
o 2. 22‘[}';“1“ : ] 5
0 140 0
4 8 2
=1+0

olmasini gerektirir. Buda lim, _ inf ||x +Xx, || , 21+ oldugu sonucunu verir.

Teorem 5.4.7. lim,  supp <o ise 520 icinC (S, p)L uzayl diizglin Opial

ozelligine sahiptir.
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ispat: Herhangi ¢>0 ve ||x||0 >¢ olan xe C(s,p)L alalim. (xn) , SC(s,p)L
uzayinda sifira zayif yakinsak bir dizi olsun. lim,,, supp, <oo oldugundan,
“peo, ise X,

uzayinda modiiler yakinsaklik ile norma gore yakinsaklik denktir.” teoreminden x ten

bagimsiz p(x)>J olacak sekilde &€ (0,1) vardir. Ayrica, ped, oldugundan,”
ped, ise herhangi L>0 ve &£>0igin, >0 vardir dyle ki p(u)<L, p(v)<6

olan u, ve X igin

‘p(u+v)—p(u)‘ <&

dir.” teoremi de p(y)<1, p(z)<4, iken

‘p(y+z)—p(y)‘<§ (5.4.7.1)

olacak sekilde &, €(0,5) sayisimn var oldugunu gosterir. j, € N segilsin dyle ki

ipii
J=Jo+l ] i=jo+1 is

Ol < S[A5

J=iotI\ J =1

N
x(l)‘j < (5.4.7.2)

dir. Bu da asagidaki sonucu verir:

ki bu ise
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olmasimi gerektirir. Bu ve x, -0 kabuliinden ve zayif yakinsaklik koordinatsal

yakinsaklig1 gerektirdiginden, n, € N vardir 6yle ki Vn > n, i¢in

i1 1 r
e Z(JIZ; U (5.4.73)

1

<1—(1—§jM dir,
L 4

(VjeN igin p, <M olan M eN oldugunda). Boylece normdaki Uggen

W
dir. x, >0 olmasindan n, >n, vardir dyle kiVn > n, igin

x"‘jo

1

esitsizliginden X
oL

M
> (1 - %j olur, dolayistyla normun tanimindan

Pj

R0 o
S UL P Y
( (1-54

1=5/4)u | =l (1-5/4)m 1=8/4)u | =i\ i=ipt !

n )]

elde edilir. Vr >n, i¢in

1——< Z Ll%ll i)@pj

J=Jo+1

olur. Bununla birlikte herhangi n > n, icin (5.4.7.1), (5.4.7.2) ve (5.4.7.3) den;

p(x +x i(ii%x (i)+x(i)|j + i ( Zj]:lis U

j=1 i J=Jjo+1 i

Ji

141
j=1[]:z=1:l

S

\Y

X (i)+x(i)|] + i [l le l

J=io I\ J i=jp+1 1

00}

g1

J=jorI\ J i=jp+1 2

n0)] -4
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=1+é
4

bulunur. p €8, oldugundan, “ped; ise herhangi £>0 igin 6=5(&)>0 vardir
dyle ki p(x)=1+¢ iken ||x|>1+5 dir.” teoreminden sadece Sya bagl 7 sayisi

vardir dyle ki ||xn + x||L >1+7 olur.

Teorem 5.4.8. Herhangi (pr) =p, 1<p<oo ves>0 icin, C(s,p) uzay1 diizgiin

Opial 6zelligine sahiptir.

Ispat: Herhangi £ >0 i¢in &, €(0,¢) pozitif sayis1 bulunabilir dyle ki
P

1+%>(1+go)p

olur. xe X ve ||x|| > ¢ olsun. n, € N vardir dyle ki
S(1& L a) (&)Y
5 (1540 <(2)

i=n+1\ 1 i=1 [
dir. Boylece e, = (0,0,...,1, 0,...) oldugunda

00

Z x(i)e,

i=n;+1

& &

elde edilir. Ayrica,

olur dolayisiyla
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n

3&” 1G1
=333

n=l1 n i=1

(0]

dir. Herhangi sifira zayif yakinsak {xm} c SC(s,p) icin i=1,2,... i¢in x,, (z) -0

oldugundan m, € N vardir oyle ki m > m, iken

n

;xm (i)e,.

dir. Boylece, m > m, iken

£
<L
4

S (5, (1) + x(0))e + 3 (3, (1) + x(i)e)

i=1 i=n+1

X, +x||=

\
—_
=
~
~—"
~

D

+
[
—_

=
3

~
~—~—
~
X

|

v
—

=

~
~—
P
o

+
s
—~

=
3

~
~—
P
[

|

[

saglanir. Bu esitsizlik bir dnceki ifadeyle birlestirilerek,

n,

> (x())e+ 3 (x,(1)e

i=1 i=n+1

e, + 4] 2
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21+50_ﬁ:1+i
2 2

sonucu elde edilir. Bu da C (s, p) uzayinin diizgiin Opial 6zelligine sahip olmasi

anlamma gelir. C (s, p) refleksif ve diizgiin Opial 6zelligine sahip oldugundan

asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonug¢ 5.4.9. C (s, p) uzay1 L- 6zelligine sahiptir.

Sonug 5.4.10. C(s, p) uzayi refleksif, diizgiin Opial zelligine ve L- zelligine sahip

bir uzay oldugundan normal yapiya ve dolayisiyla sabit nokta 6zelligine de sahiptir.
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BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde bazi dizi uzaylarinin geometrik Ozellikleri verilmistir. Tezin orijinal
boliimiini ise, C (s, p) dizi uzaymin bazi geometrik 6zellikleri olusturmaktadir. Bu

son boliimde elde edilen temel 6zellikler sonuglar halinde verilecektir.
Sonug 6.1. C (S, p) uzay1 H- 6zelligine sahiptir.

Luxemburg normu ile donatilmis olan C (s, p) uzayi rotund uzay degildir.

Sonug 6.3. Herhangi k> 2 igin, C(s, p) uzay1 k-NUC uzaydr.

Sonug 6.4. s >0igin C(s, p) uzayt NUC uzaydr.

Sonug¢ 6.5.s >0i¢in C (s, p) uzay1 drop (damla) 6zelligine sahiptir.

Sonu¢ 6.6. Herk e Nicin p, >1 ise, C (s, p) , uzayt UKK ozelligine sahiptir.

Sonu¢ 6.7. Herk e Ni¢in p, >1 ise, C(s,p)0 uzay1 H- 6zelligine sahiptir.

Sonug¢ 6.8. Herhangi 1< p <o ves>0 i¢in, C (s, p) uzayi diizgiin Opial 6zelligine

sahiptir.

Sonug 6.9. C(s,p) uzayi L- 6zelligine sahiptir.
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Sonug 6.10. C(s, p) uzay1 refleksif, diizglin Opial 6zelligine ve L- 6zelligine sahip

bir uzay oldugundan normal yapiya ve dolayisiyla sabit nokta 6zelligine de sahiptir.

Bu uzayda gosterilen bu geometrik 6zelliklerin yani sira, Banach uzaylarinda var
olan diger geometrik 6zelliklerin de bu uzayda olup olmadigi agik bir problem olarak

arastirilabilir.
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