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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

C : Taylor seri agilimina sahip bir fonksiyonunun katsayilarinin ilk
n teriminin siirekli kesirlerle ifadesi

Cla,b] : [a,b] kapal1 araliginda tanimli siirekli fonksiyonlar kiimesi

dist(v,M) : v’niin M ’ye gore en yakin mesafesi

o =dist(f,R)) : R’ igerisinde f*’ye en yakin mesafesi

e=f-R : Hata fonksiyonu

E, (M) : v’niin M ’ye gore en yakin mesafesi

: Formal kuvvet serisi

f(x)= iakxk

f, (%) : Taylor seri agilimina sahip bir fonksiyonunun ilk n teriminin

sturekli kesirlerle ifadesi

L(P) : Lagrange enterpolasyon polinomu

oP : P polinomunun derecesi

OP<n : Derecesi n-yi gegmeyen P polinomu

P : Derecesi n-yi gegmeyen polinomlar uzay1
: Taylor polinomu

P(x)= Zakxk
k=0

P : Pade yaklagiminin pay1

P /0, : f fonksiyonunun (m,n) inci mertebeden Pade yaklagimi

0, : Pade yaklagiminin paydasi

R(x) : Rasyonel fonksiyon

R![a,b] : [a,b] kapal1 araliginda tanimli rasyonel fonksiyonlar kiimesi



R" : Pay1-n, paydasi-m dereceden olan rasyonel fonksiyonlar uzayi

R! =P (x)/Q,(x) :Payr-n, paydasi-m dereceden olan Pade yaklagimi

Ut : U’nun diki

(X, ||) : X kiimesinde tanimli normlu uzay
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OZET

Anahtar kelimeler: Rasyonel Yaklagim, Pade Yaklasimi, Siirekli Kesirler

Yaklasim teorisinde lineer olarak parametrelerin devreye girdigi problemler yaninda
parametrelerin lineer olmayacak sekilde ortaya ¢ikmasi miimkiindiir. Ornegin;

£ (x) ~sin[a(logx)”’]
yaklagimindaki parametrelerin hesaplanmasi gibi.
Bu tip problemler i¢in bir teori gelistirmek ¢ok zor olmaktadir. Cok kisith sartlar
altinda genel teoriler verilebilmektedir. Bu teoriler polinom yaklagimlarinin belirli

ozelliklerini tasimaktadirlar. Rasyonel yaklasimlar bunlara 6rnektir.

Pade yaklasgimlari da, Taylor seri yaklasim teorisini paylasarak benzer gelismeler
sergilemistir.

Varlik, teklik, karakterizasyon ve en iyi yaklagim hesabi bu calismanin konusu
olacaktir.

Pade teorisi ve siirekli kesirler konusunda Ornekler islenecektir ve uygulamalar
yapilacaktir.

ix



RATIONAL APPROXIMATION THEORY AND APPLICATIONS

SUMMARY

Key Words: Rational Approximation, Pade Approximation, Continuous Fractions

It is possible that the parameters occur as not to be linearly as much as the problems
in which parameters occur as nonlinearly. For example the parameters as in the
following approximation.

f(x) = sin[a(log x)”]

It 1s difficult to develop a theory for these problems. General theories can be given
under very limited circumstances. These Theories carry out precise properties of
polynomial approximations. Rational approximations can be given as an example for
that.

Also Pade approximations display similar developments by sharing Taylor series
approximation theory.

Existences, unicity, characterization and the best approximation computing methods
will be the subject of this study.

Firstly, examples about Pade theory and continuous fraction will be studied and
applied.



BOLUM 1. GIRIS

1.1. En Iyi Yaklasgim

Tanim 1.1. : (X,

||) normlu uzay1 verilsin. @ # M < X olsun. ve X alalim.

u" elemanma v’ye M-en iyi yaklasimi denir. Eger,

%
u eM,

u' —VH = inf”u —v|| =E, (M)
ueM

ise bu E (M) sayisina da v’nin M’ye gére en yakin mesafesi denir. u” € M ise
v’nin M de en iyi yaklasimi olarak isimlendirilir. E (M) =dist(v,M) ile de

gosterilir.

Ormek 1.1. :

X X =IR?

_ _ 2 2
M=V, =i +v2

M:{xeX:”x”ZSl}

Sekil 1.1. En Iyi Yaklagimin Varlig



Eger v=(2]) ise u" = (2/ NG ,1/ J5 ) M’ nin v’ ye en iyl yaklasimidir ve bu tek tiirli

belirlenir.

Omek 1.2.: X =cClo,1]] , M=V, =maxpt)) , M=1{":p>0
2

te[0,1]

1 1 .
v=— olsun. O zaman, =eﬂ—5 (>§), £ >0 igin v noktasinin

1
— =
2 o

1. ..
kiimeye olan uzakhigt E, (M) =5 dir. Dolayisiyla bu v’ ye en iyi yaklasimda

mevcut degildir.

Tanim 1.2. : (X,

||) normlu uzay: verilsin. &#M c X olsun. (u,)e M dizisi

v’ye M-minimize dizisi denir. Eger,

||uk —v|| — inf”u—v” =E (M), k — o igin.
ueM

Eger, bu dizi M igerisinde #~ yigilma noktasina sahip ise u#~ v’ye M’ye gore en iyi

yaklagimdir.

Teorem 1.1. : Eger, M kiimesi (X,

||) normlu uzaymnin kompakt bir alt kiimesi ise

her ve X i¢in v’ye M-en iyi yaklagimi mevcuttur.
Eger, U — X sonlu boyutlu lineer alt uzay ise yine en iyi yaklagim vardir.
1.1.1. En iyi yaklasimin tekligi

Teorem 1.1.1. : @ # M < X kesin konveks alt kiime ise, her ve X igin en fazla bir

tane v’ye M-en iyi yaklagimi vardir.

En 1y1 yaklasimin varligi, tekligi ve en iy1 yaklasimin bulunmasi metodu yaklasim

teorisinin esas konularidir.



f(u):”u—v”—)min ueMclX

optimizasyon problemi bu formda tanimlanir.
1.2. i¢ Carpim Uzaylarinda Yaklasim Teorisi
1.2.1. Lineer alt uzaylardaki en iyi yaklasim

McX,M"={yeX:{(x,y)=0,VxeM}olsun.

Teorem 1.2.1. : U c X, X vektér uzayinin bir alt vektér uzayr olsun. u €U,

ve X e en iyi yaklasimdir ancak ve ancak u” —ve U™ ise.

ispat: < u" —veU™ vekeyfibir u eU igin,

2

2 * *
||u—v|| :Hu —v+u—u‘
eUt U

2 f f N 2
% % % 5
u —VH +2{u —v,u—u )+Hu—u H
%f—/

=0

>0

>

. 2
u -

oldugundan ", vigin U da en iyi yaklagimdr.

=: u —veU?* olmasm. O zaman, weU vardir ki (u —v,p)=0 dr.

(u" —v,) <0 olsun.0 < ¢ << 1 alirsak

. 2 . P . 2
Hu +l‘l//—VH =Hu —VH +2tu —v,p) +1 ||1//||

O<t<<l i¢in 0

N 2
<[ -]

O zaman, 1~ en iyi yaklasim olamaz. 0



Teorem 1.2.2. : wu,,u,,..,u,, sonlu boyutlu Unun bir bazi olsun. O zaman,
u eU’yu u' :za ju; olarak yazabiliriz. «,..,a, asagidaki lineer denklem
j=1

sisteminden ¢oziiliir.

m

z<uj9uk>aj :<V,1/lk>2 5 k= 1,2,...,7’]’1 (121)
J=1

Ispat: weU" < (wu,)=0 k=12,.,m igin.

U
(uu) ... u,u,)
Lot o ey, |
=G
2
matrisine Gram  matrisi denir ve simetriktir. al'Ga =

b

m
Zawk
k=1

a=(q ,...,am)T e IR™ olup pozitif tanimhidir. Dolayisiyla (1.2.1) denklemine en iyi

yaklagim i¢in normal denklem ad verilir.

uy,...,u,, vektorlerine U alt uzaymnin ortonormal bazi denir. Buna gore,

" m
u = Z(v,u,)uk
k=1

en iy1 yaklasim olur.



BOLUM 2. RASYONEL YAKLASIM

2.1. Giris

Yaklasgim teorisinde lineer olarak parametrelerin kullanildigi problemlerin yani sira

parametrelerin lineer olarak ortaya ¢ikmadigi durumlarda miimkiindiir. Mesela;

f(x) = cos[a(logx)"]
yaklagimindaki parametrelerin hesaplanmasi gibi.

Bu tip problemler i¢in bir teori gelistirmek c¢ok zor durumlar olusturmaktadir. Cok
kisitl  sartlar altinda genel teoriler verilebilmektedir. Bu teoriler polinom
yaklagimlarinin belirli 6zelliklerini tasimaktadirlar. Rasyonel yaklasimlar bunlara

Ornektir.

Varlik, teklik, karakterizasyon ve en iyi yaklasim hesabi sonraki esas konularimiz

olacaktir.

Rasyonel fonksiyonlari ilk 6nce asagidaki sekilde

n
a,+ax+..+a,x

R(x)=
by+bx+..+b x"

2.1.1)



kuralim. Burada R(x)i¢inde n+m+2 bilinmeyen katsayr vardir. Pay ve paydayi
b, #0 ile bolerek n+m+1 serbestlik derecesi elde edilir. Bu ise, R(x)-leri bir alt uzay

olarak diisiiniildiiglinde yaklasim teorisi acisindan n+m dereceden bir polinomun

yaklagimini temin edilir.

R(x) asagidaki sekilde bir siirekli kesir sekline doniistiirtilebilir.

R(x)=F(x)+
B (x)

S
F(x)

Bu haldeki bir kesrin hesaplanmasi daha az islem gerektirdigi i¢in Onemlidir.

max{n, m} islemle sonug alinabilir.

2x* —4x® —2x* +12x -4

Ornek 2.1.: R(x) =
) x> =2x*—x+5

2x—4
=2x+ 3 5
x —=2x"—x+5
2
=2x+ 3 >
x =2x"—x+5
x—=2
:m%
x2 -1+
x—-2

2.2. En Iyi Yaklasgimin Varhg

Asagidaki yaklasim problemi ele alinsin. Bir fonksiyon f eC [a,b] ve bir ¢ift tamsay1

n>0,m >0 verilsinler.



P(x)=a,+ax+--+ax"
(2.2.1)
O(x)=b,+bx+---+b x"

olmak tizere R=P/Q seklinde fonksiyonlarla f ye en iyi yakin elemani belirlemeye
caligilir. Fonksiyonlarimiz R iginde sadelestirilmeyen P/Q formunda olsunlar. Sonra
R=P/Q da O’nun [a,b] tizerinde kokiinlin olmamast sart kosulsun. Boylece stirekli

fonksiyonlarin yaklagimi i¢in [a,b] iizerinde O(x)>0 kabulii seklinde genelleme de

yapilabilir. Rasyonel fonksiyonlarin kiimesi R, [a,b] :
0 P
R [a,b] = {5 :0P <n,00 <m,[a,b] de O(x) > o} (2.2.2)

ile belirtilir. Burada 00 = —oo kuraliyla 0P, P nin derecesini gosterir. Q nun daha fazla
sadelestirilemeyen haliyle oldugunu kabul edilebilir. Hemen R/ de en iyi

yaklagimlarin varligi sorusuyla géz goze gelinir. Daha Onceki teoremlerden varlig
garantileyen kiimelerin kompakt kiimeler oldugunu biliniyor. Mesela, derecesi n'yi

gecmeyen polinomlar f -ye en iyi yaklasim elbette ki

{P:0P<n,

=PI} (223)

kompakt kiimesinde bulunmaktadir. En azindan sifirla olan yaklasimin saglandig1 kadar

P - lerin f'yaklagimi saglanmalidir. Ayn1 seyler mevcut durumlarda dogru degildir.

Aslinda

{ReR):

[R= <71} (22.4)

kiimesi genel olarak kompakt degildir (Buradaki norm diizgiin normdur). Bu iddiay1

destekleyecek basit bir 6rnek rasyonel fonksiyonlarin



R.(x)= ﬁ (k=1,2,3,...) (2.2.5)

dizisiyle Verilmistir.[O, 1] araliginda ||Rk|| <1 dir. Eger onlardan yakinsak bir alt dizi

cikarmak miimkiin olsaydi, limit fonksiyonu siirekli olmak zorunda olurdu. Fakat x =0
icin R (0)=1, x>0 i¢in R, (x) >0 dir. Yani limit fonksiyon siireksizdir. Bu

yorumlara ragmen, kompaktlik varlik teoreminde 6nemli bir rol oynar.

Varlik Teoremi : feC [a,b] deki her fonksiyona R’ [a,b] den en azindan bir en iyi

yaklagim karsilik gelir.

Ispat : & =dist(f,R") olsun. R, R’

m

igerisinde ||Rk -f || — 0 olacak sekilde bir
dizi olsun.R, =P, /Q, formundadir ve OF, <n,00, <m dir. ||Qk|| =lalalim ve

O(x)>0 dir. [a,b] de ||Rk— f ||S5 +1 biitlin k£ indislerinde sagladigin1 kabul
edelim, eger bdyle degilse bunu saglayan bir alt dizi segilebilir. Sonu¢ olarak ,
R =+ <o +1+]r]=6  dir. [P =|0, R ) <[Q][R.] <6

oldugundan (F,,Q,)ifti ||P|| <fve ||Q||:101an kompakt kiimesinin i¢inde kalirlar.

2] <

P — P ve O, = O olarak yakinsasin. Bunun i¢in gerekirse bir alt dizi kullanilabilir.
||Q||:1 oldugundan Q(x,)=0 sartin1 saglayan en fazla m tane nokta olabilir ve
bunun digindaki noktalarda P(x)/Q(x) iyi tanimhidir. B,(x)/Q,(x) > P(x)/ O(x)’e
gider. |P(x)/Q(x)|< 6 olur veya |P(x)| < 6|0(x)| olur. Siireklilikten dolay1 bu biitiin
Xe [a,b] icin dogrudur. Sonug¢ olarak Q’nun sifirlar1t P’nin de sifirlar1 olur. Buna

tekabiil eden lineer ¢arpan P ve Q dan sadelestirilebilir. Bu sadelestirme islemine

sonlu defa devam edilebilir. Bu isleme O’ nun sifir1 kalmayana kadar devam edilir.

Sonugcta elde edilen elemana R diyelim. R, — R oldugundan ||R - f || =0 dir.



Eger varlik teoremi genel rasyonel fonksiyonlara

a8y (X)+--+a,g,(x) _ R()
byhy(x)+++++b, b, (x)

m-m

(2.2.6)

daki gibi genellestirilmeye calisilirsa sorunlarla karsilagacaktir. Cilinkli carpanlara

ayirma teknigi artik gecerli olmayacaktir.

Tanim 2.2.1. : g, ve h’nin biitiin fonksiyonlar: [a,b] de analitik olsun. Boylece

herhangi bir x € [a, b] noktasinda her fonksiyon x’ in komsuluklarinda Taylor agilimina

sahip olur. R kiimesi

R(x)zbihi (x) = Zaigi(x) (Z|b1| #0) (2.2.7)

formunun esitligini saglayan [a,b] de biitiin R stirekli fonksiyonlarini temsil etsin.

Teorem 2.2.1.: C [a,b] deki her fonksiyon R’de en iyi yaklasima sahiptir.

1spat : {ho,...,hm} kiimesinin lineer olarak bagimli ise R =C[a,b] olur ve teorem

aciktir. R, eR,

f—R, || — dist(f,R) olacak sekilde segelim. R’ nin tanimi
{gy»---» &, lineer gerenindeki B, fonksiyonu ve {,,...,h,} lineer gerenindeki O,

fonksiyonu i¢in RO, =F ve Q, #0 du. ||f—Rk|| — 0,

Rk|| siirlt oldugundan
||Qk ||:1 varsayimi genellenebilir. Kompakthiktan , O, -0 ve B, - P oldugu
varsayilsin. Acikca ||Q|| =1 dir. Burada O’nun [a,b] de en fazla belirli bir sayida
sonlu sifirt oldugunu ispatlayalim. [a, ,B] alt araliginda Q’nun sifirlandig1 farz
edilsin. # — ¢ 'nin maksimum oldugu varsayilsin. Q , [a,b] de sifir olmadigindan
bizim alt araligimiz [a,b] de mevcuttur. Mesela , a >a diyelim. O’nun Taylor

yaklagimi Q(x)=20k(x—a)k olsun ve bu esitlik N’nin o olan komsulugunda
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gegerli olsun. f—a maksimal oldugundan N’nin Q(x)#0 oldugu bir noktasi
vardir. ¢, katsayilari sifirlanmadigindan ¢, ’yii bunlarda ilk sifir1 olmayan1 kabul

edelim. Oyleyse
0(x)=(x-a) {c, +(x—a)[c,, +¢,,(x—a)+]} (2.2.8)

dir. Bu esitlikten biitiin x” lerin « ’ya yakin oldugu yerlerde fakat « ’dan farkli oldugu

yerlerde Q(x)#0 dir. B koseli parantez icinin iist sinir1 olsun. x, N’de degismektedir.

Eger, 0< |x - a|B <lc,| ve xeNise Q(x)#0 dir. Boylece (a,f)icinde bazi

noktalarda Q(x) # 0 olmasiyla celigki olusur. Farz edelim ki Q , [a,b] de sonsuz sayida

sifirt sahip. Kompaklikta sifirlarin bir yakinsak dizisi vardir; z, — z oldugu sekilde O

hi¢bir aralikta sifirlanmadigi i¢cin Q’nun Taylor serisi tanimlanmis degildir. «

noktastyla ilerledigimizde Q , z,’da sifirlanmaz. Q(x)#0oldugu x noktasinda
R(x)=P(x)/Q(x)  seklinde tamimlamr ve R  siireklidir. Dahasi  bu
nedenle R(x) =lim R, (x) |R(x) -f (x)| <6 oldugundandir. Q(z)=0 oldugu herhangi
bir z noktasinda Taylor serisi,

0(x)=Y ¢, (x=2)" ve P(x)= D d, (x—2)",c,d, #0 (2.2.9)

kv k>u

seklinde yazilir. |R(x)| biitiin z’nin yakinindaki x-ler i¢in fakat z’den farkli & + || f || olan
durumlarda x>v sonucuna varilir. Béylece P(x)/Q(x) béliimii z komsulugunda
d,(x=2)"+d,, (x- )

R(x)=—=
¢, +c¢

(2.2.10)

2
a(x—=2)+c, ,(x—2) +--

daki gibi yazilir. Acik¢a R, z’de siireklidir ve R’ nin elemanidir. Q(x)# 0 oldugunda

|R(x)— f(x)|<S oldugunda R siireklidir. Bu esitsizlik ~Q(x)=0 noktalarinda

gegerlidir. Bu ylizden ||R - f || <o dir.
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Sonu¢ olarak en iyi yaklasimin varligi rasyonel trigonometrik fonksiyonlar icin,

asagidaki formda ifadesini bulan ve ¢okga kullanilan haliyle verilsin.

D (a, cos jO+Db, sin jO)

R(O)=L" (2.2.11)
Z(cj cos jO+d, sin jO)
Jj-0

Eger interval [—72',7[] alinirsa, en iyi yaklagim teoreminde payda daima pozitif olur. Bu

da meselenin en dnemli noktasidir.

2.3. En lyi Yaklasimin Karakterizasyonu

Bu kisimda, genellestirilmis rasyonel yaklasimlar i¢in karakterizasyon teoremi
olusturmak isteniyor. En iyi yaklagim hata egrisinin salinimlaryla ilgili olarak
verilecektir. C[X]den P ve Q sonlu boyutlu alt uzaylarim1 secelim. Burada X
kompakt bir kiime. Daha sonra bu X’ i reel say1 aralig1 alacagiz. X iizerinde Q’nun
pozitif olan bir fonksiyonunun bulundugu kabul edilsin. Bu durumda yaklasim i¢in

kullanacagimiz fonksiyon ailesi R =P/Q tipindeki fonksiyonlari igeren R kiimesi

olur. Burada Pe P,Q € Q ve Q(x) >0 dir.

R kiimesinin bu tip fonksiyonlarina genellestirilmis rasyonel fonksiyonlar denir. Eger
fe(C[X] ise R igerisinde f -ye en iyl yaklasim bulunabilir veya bulunmayabilir.
Bulundugunu varsayalim. Daha 6nceden varligini garanti ettigimiz bir hal, P derecesi
n’yi gecmeyen polinomlar, Q derecesi m’yi gegcmeyen polinomlar ve X bir say1
aralig1 oldugu haldir. Diger bir durumda Q, 1 boyutlu bir uzay, P ise keyfi bir uzay
olmak iizere daha once bilinen lineer bir yaklagima indirgemektir. En genel halde varlik
teoremi garantilenememesine ragmen R’den en iyi yaklasimi karakterize edilebilir.

R’de sabit bir R elemant verilsin.

P+RQ={P+RQO:PcPveQecQ}
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Bu C [a,b] nin bir lineer alt uzayidir. Eger P’nin bazi { gl,...,gn} ve Q’nun baz1 da

{h,...,h,} ise bu uzay,

{8y s8Ry, , R}

bazi tarafindan gerilir. Fakat P +R Q’nun boyutu en fazla n+m—1 dir. Clinkii eger

R= Z a.g, / Z bh, yazilirsa,

Zaigi - ZbiRhi =0

dan dolay1 bunlar lineer bagimli olurlar. Bunun i¢in boyutu en fazla n+m—1 dir.

Karakterizasyon Teoremi : ReR, f ¢ R’ye en iyi yaklasimdir ancak ve ancak

Y={y:|f (" -RW)|=|/ R}

kritik noktalar1 kiimesinde f —R ile aym isarete sahip olan higbir ¢ € P+ RQ

fonksiyonunun bulunmamasidir.

Teorem 2.3.1.: ReR, f ¢ R’ye en iyi yaklasimdir ancak ve ancak x, € X sayilari ve
A # 0 skalerleri i¢in eger,

1) f(x)=R(x)=(sgn )|/ ~R]

2) > 4,0(x,)=0 her g € P+RQ

oluyorsa.

Teorem 2.3.2.: ReR, f- ye en iyi yaklasimdir ancak ve ancak n boyutlu uzayin sifiri

asagidaki kiimenin konveks kabugu icerisinde ise
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{6(0%:|f(x) = R@)| =/ - R}

burada &(x)=sgn[/f(x)—R(x)],x=[D,(x),...,®,(x)] ve P+RQ’nun bir bazidir.
Eger, Haar sartlarin1 saglayan bir alt uzayda yaklasim yapiliyorsa hata fonksiyonunun
salinimlar1 burada da kullanilabilir. Haar sartlarini saglayan bir alt uzay, 6zel bir alt

uzaydir. C[a,b] nin Haar alt uzayi sonlu boyutlu bir alt uzay olup baz fonksiyonlari

Haar sartlarin1 saglarlar. M bir Haar alt uzay1 olup, eger {gl,..., gn} M’nin bir baz

1se,

gl(xl)"'gn(‘xl)

gi(x,)...g,(x,)

determinant1 sifir olmayacak sekilde (a < x, <b farkli) noktalar1 vardir ve bu ozellik M
nin baz se¢ciminden bagimsizdir. M, n boyutlu bir Haar alt uzayidir, ancak ve ancak

[a,b] icerisinde n veya daha fazla koke sahip sadece sifir fonksiyonu ise.

M alt uzay1 ister Haar uzay1 olsun veya olmasin elemanlarinin isaret degistirmeleri en

kiiciik iist smir1 sadece M uzayma bagh olsun. Bunu v(M)-1 ile gosterelim.
v(M)=1+{M nin elemanlar1 tarafindan isaret degisimlerinin maksimum sayisi}.
v(M)’nin +o olmast da miimkiindiir. 6(M ), M ’nin boyutu olsun. Her M Haar alt
uzayl 0(M)=v(M) esitligini saglarlar. Son olarak, M nin herhangi alt uzaylar1 da Haar
alt uzay1 olarak goriilebilir. 77(M') bunlar arasindaki en biiyiik boyuta sahip olsun. Eger
O(M)=n(M) ise bu uzay Haar alt uzayidir.

Ozetle, 6(M)=M nin boyutu, v(M) =1+ {M nin elemanlarinin sahip oldugu isaret

degisimlerinin maksimum sayisi}, 7(M) = max{0(H): H, M'nin Haar alt uzay1} dir.

R’nin bir R eleman verilsin. P+ RQ alt uzay1 olusturulsun. v(P + RQ) ve n(P + RQ)

indisleri sadece R’ye baghdirlar. Hatirlayalim ki, bir e fonksiyonu k tane isaret
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degisimine sahip olmasi x, <---<x, noktalar1 e(x,)=(-1)'4, /1|=||e|| sartlariyla

mevcut olmasi1 demektir.

Isaret Degisim Teoremi ( Alternation Teoremi ) : Eger hata fonksiyonu e= f —R en az
1+v(P+ RQ) tane isaret degisimine sahip ise bu R, f ‘ye en iyi yaklagimdir. Eger R,
fye en iyi yaklasim ise o zaman e hata fonksiyonu en az 1+ 7(P + RQ) tane isaret

degistirir. Bu genel yaklasim polinom yaklasimlar icinde dogrudur.

Bu teorem genel rasyonel yaklagim igin en iyi yaklasimi tam olarak karakterize

etmektedir ve bunun ancak 77 ve v sayilarmin esitligine baglamaktadir. Bu adi

rasyonel yaklasim i¢inde asagidaki lemma da oldugu gibi dogrudur.

Lemma : P ve Q dereceleri m’yi ve n’yi gegmeyen polinomlar kiimesi olsunlar.[a,b]
iizerinde R = g, PeP, QecQve Q>0 ve P/Q sadelestirilemez olsun. P+ RQ bir

Haar uzayidir ve boyutu 1+ max{n +00,m + GP} dir.

Sonug : P/Q sadelesemez rasyonel fonksiyonlart R [a,b] smifinda f* ‘ye en iyi

yaklasim olmas1 i¢cin gerek ve yeter kosul hata fonksiyonu en az

1+ max{n +0Q,m + 8P} defa altarne etmesidir(isaret degistirmesidir).

2.4. En lyi Yaklagimin Tekligi

Teklik Teoremi : f fonksiyonu i¢in R’den en iyi yaklasim R olsun. Eger, P+ RQ bir

Haar alt uzayi ise R tektir.

R’de en 1y1 yaklagim tek ama £ formunda temsil asla tek degildir.

Kuvvetli Teklik Teoremi : f fonksiyonu icin R den en 1yi yaklagim R” olsun. Eger,
n(P+RQ)=5P)+5(Q)—1 ise tim Re Rigin y >0 sabiti vardir ki
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£ =Rl=[f =R+ 7 |-
dir.
2.5. Algoritma

P +ooo 4
f €Cla,b] verilsin. Genellestirilmis rasyonel fonksiyonlarm R=— = %o LS

O  bhy+-+bh

oldugu kabul edilsin. Burada [a,b] arahiginda Q(x) >0 dir. g, ve b, parametrelerinin

degistirilmesiyle olusan tiim R lerin kiimesi R ile gosterilir. En basit algoritma lineer

esitsizlikler sisteminin kullanilmasidir. Belirli bir & ig:in| f(x)— R(x)| <& olmasi
isteniyor. R :g dur. Pay ve paydayr uygun bir pozitif sayiyla ¢arparak Q(x)>1
yapilabilir. —¢< f(x)—R(x)<e esitsizligi  —&0(x) < f(x)O(x) — P(x) < Q(x)
formunda yazilabilir. Boylece P ve Q lizerine konulan sartlar

-0(x)<-1

F(x)0(x)+ P(x) £ e0(x) a<x<bh (2.5.1)

—f()Q(x)+ P(x) < eQ(x)

lineer esitsizlikler sistemini verir.

[a,,...a,.b,,...b, ]

katsayilar1 vektoriine gore, bu lineer esitsizlikler sistemi uyumlu veya uyumsuzdur.
Uyumlu olmasi halinde yaklasik ¢oziim devreye girer. Ikinci halde & yeterince kiigiik
olup R i¢inde fye bu ¢ mesafesi igerisinde yakin bir eleman yoktur. Sayet iyi bir
yaklagim isteniyorsa ¢ Oyle secilmelidir ki (2.5.1) sistemi uyumlu hale gelsin. (2.5.1)
sisteminin uyumlulugunu test etmek i¢in asagidaki konveks fonksiyonun minimumunu

aramamiz gerekmektedir.
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5:maxmax{l—Q,fQ—P—gQ,P_fQ_gQ}

Burada &,c=[ay,...,a,,b,,...,b, ] nin bir fonksiyonudur. P, f, Q ise [a,b] araliginda
degisen x'in fonksiyonlaridir. J(c)’yi minimum yapan katsayilar Chebychev
yontemiyle bulunabilir. Eger 6(c) <0 ise ¢ (2.5.1)’in ¢oziimiidiir. Eger 6(c) >0 ise o
zaman (2.5.1) uyumlu degildir. ¢ sec¢imine gidilir. Bu algoritmaya lineer esitsizlik

metodu denir.

Bir bagka yaklagim, agirliklandirilmis minimax algoritmasi asagidaki sekilde uygulanir.

Minumumunu aradigimiz fonksiyon su sekilde yazilsin.

P

ool max——| £(x)0(x) — P()

a<x<b Q(x)

A = max

asx<b

Jf(x) -

Ardisik islem metodu ( iteration ) yapilarak bu minimize edilmektedir. Bu A yerine,

1
0, = max

o 0 ) f (N0, (%)= P, ()

alinarak &, minimize etmeye calisilir. Metodun £ me1 adiminda 1/Q, ,(x) bir 6nceki
alinarak sabit bir deger tutulur. O, ve P, degistirilir. Oyle ki &, minimum yapilir. Adi

(‘trivial ) ¢6ziimden kaginmak i¢in P ve O’ nun birinin katsayilari sabit alinabilir. 6 'nin

minimizasyonu Chebychev metoduyla yapilabilir [1].

Son bir algoritma uygulamasi zor olmasina ragmen yakinsakligi garantilemektedir. &

inct adimda R, =P, /O, bir 6nceki adimda bulunsun. Daha sonra A, =|| S/ —Rk||

sayisin1 bulalim ve asagidaki yardimei fonksiyonu tarif edelim.

5,(R) = max{/ (x)0(x) - P(x)| - A, 0(x)}
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QM”:I kisit1 altinda minimize edilir. ||P|| cok

R, =P, /0,., oyle seilir ki &,
biiyiikse &, (R) ¢ok biiyiiktiir. Bundan dolayr 6, nin minimizasyonu igin ||Pk+1||
kisitlamasi gerekli degildir. Baslangigta R, keyfidir. Sadece paydasi [a,b] de sifirdan

biiyiktiir. Eger o, (R,,,) 20 ise dururuz ve R, da fye en iyi yaklagim olur. Bu metoda

diferansiyel diizeltme metodu denir [1].

Teorem 2.5.1. : Diferansiyel diizeltme algoritmas igerisinde A, — A" =inf A dir. Eger

en iyi yaklagim varsa bu yaklagim lineerdir. A, ,, —A" <O(A, —A")  0<1 dur.



BOLUM 3. PADE YAKLASIMI VE GENELLESTIRILMESI

Pade yaklagimi1 Taylor polinom yaklagiminin rasyonel fonksiyon benzeridir. Temel
matematikte asagidakileri biliyoruz. Bir fonksiyon orijin merkezli bir aralikta kuvvet

serisiyle yaklastirilsin.

f(x):iakxk (-b<x<b)

P(x) = Za X", f-nin Taylor polinomu denir. Bu kismiyla polinomla fonksiyon
k=0

P(0)= £(0), P(0)= f7(0),..., " (0) = /" (0) G.1)

kosullarinda uyum saglarlar. Derecesi 7 'yi gegmeyen biitiin polinomlar arasinda bu

polinom fye
||g|| = |g(0)| + |g’(0)| R ‘g(”) (0)‘

yar1 normuna gore en iyi yaklasimdir.

Bu yaklasim asagidaki sekilde de verilebilir. Biz sadece P’nin asagidaki denklemi
sagladig1 kabul edilsin.

x\/

|f(x)=P(x)| < M

(-b<x<b) (3.2)
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ve burada v miimkiin oldugu kadar biiyiik olsun. Eger f (-b,b) araliginda n+I
stirekli tlireve sahipse, v =n+1 almabilir. Ciinkii Taylor teoremi istenilen 6zellige

sahip bir polinom vermektedir.

f()C) _ n if(x)(o)xk +#f(n+l)(§)xn+1

i k! (n+1)!

Burada &, x e bagimlidir, (-b,b) arasindadir. v =n+1 alinirsa

n (n+1)
P(x) - - llf(k) (O)Xk M= ‘l£+ l)l

(3.3)

olarak (3.2) saglanir.

Buradaki norm (-b,b) deki supremum normudur ve derecesi n’yi ge¢meyen
polinomlar (3.2) esitsizligini v=n+1 ile tek tirli bulunurlar. Bu kavramlar f
hakkinda bu kadar kabul yapilmadan da gosterilebilir. Bu halde (3.2) ifadesi (3.1)

formunda n+/ tane denklem veya n+/ esitsizlik sistemi
[f)-P@|<M|x|  (k=1...,n+])

olarak ele alinip ¢oziilebilir. Ciinkii, bilinmeyen katsayilarla 6ne siirlilen sartlar

esittir.

m

Yukaridakine benzer tarzda rasyonel yaklasim P (x)/ Qm(x)=z px/ quxk
k=0

k=0

formunda asagidaki (3.4) esitsizligini saglayacak tarzda da bulunabilir.

14

£ ((x) (b < x<b) (3.4)

‘f(X)—m <M |x
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Burada rasyonel fonksiyonun katsayilart 6yle secilsin ki v miimkiin oldugu kadar
biiyiik olsun (v niin c olmasi da dahil). Fakat en biiyiik miimkiin deger ise n+m+1
dir. v<n+m olursa asagidaki teorem bu soruyu cevaplayacaktir. Biitiin bu

hallerdeki P,/Q, rasyonel yaklagimlari / fonksiyonunun (n,m) inci mertebeden Pade

yaklagimi adin alir.

(0 noktasinda) Her sinirli fonksiyon her bir (n,m) ¢ifti i¢cin Pade yaklagimina
sahiptir.

Gerekli oldugu zaman v =0 alinabilir.
Teorem 3.1. : f n+m+I[ siirekli tiireve sahipse (n,m) mertebesinden Pade

yaklasimina sahiptir. v>n i¢in e§er v <mn+m+1 ise p ve g katsayilar1 asagidaki

denklem takimindan hesaplanir.
k
Za‘iqk_j:pk (k=0,...,v=1) (3.5)
J=0

Burada a, = f*(0)/k!, ve p,, =q,, =0, i>1dir

Ispat: v=n+1 ise Q,(x)=1 alalim ve (3.3) Taylor polinom olur. Kabul edilsin ki
0.(0)#0 olsun. Aksi takdirde rasyonel fonksiyon 0’da ya indigenebilirdir ya da

sonsuzdur. (3.4) esitsizligi buna gore sifirin bir komsulugunda

xV

(3.6)

X0, (x| <M,

|/(x)0, (x)= P,(x)| <M

denklemine esittir. Taylor teoreminden

@)= () +r(x)

Burada f (x)=a, +a,x+...+a, x""dir

n+m
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f(n+m+1) (eg)xn+m+l

(n+m+1)!

r(x)=

& ,x* e bagimhidir ve |§| < |x| 1 saglar. (3.6) denklemi

xV

7 ()0, () +r(x)Q, (x) = P,(x)| < M,
Eger v<n+m+1 ise, esitligi garantilemek i¢in,

xV

£ (00, (x)=P,(x)| < M,

olmas1 yeterlidir.

Bu kaldirlan 7(x)Q(x) terimi bu esitsizligi saglar. Uygunluk i¢in f~,P, veQ,

polinomlar1 sonsuz seri tarzinda yazilsin. O zaman,

(3.7)

<M, x"

4, x-S pert

esitsizligine sahip olunur. Bu (3.7) ifadesi seriler ¢arpilarak diizenlenirse,

<M,|x"

Z(Za/’qk*/ _pk)xk

e}
k=0 j=0

bulunur. Bu da (3.5) formiillerini verir.

(3.5) denkleminin homojen kism1 v <m+n+1 ise devaml trivial olmayan ¢oziime

sahiptir. Clinkii [ Dos-- s pn,qo,...,qm] matris satir vektor (n+m+2) boyutlu uzayda v

vektorlerine diktir. Fakat bununla beraber ¢, # 0 kabul edilmelidir.
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Daha agik olarak asagidaki denklem takimlari ¢oziilerek Pade yaklagimi bulunur.

F0 =Y ax

P (x)= Zpkxk =p,+px+..+px"

k=0

0,(x)= quxk =q,+qx+...+q,x"

k=0

Tanim geregi;

f(0) =P, (x)/0, (x)=0(x""")
dir.

Burada; ¢, =1 segilirse,

a, =Dy
a, +ayq, =D
a, +a,q, tayq, =D (*)

an +an—lQl +”'+a0qn :pn

an+l+anql+'“+a 0

n—m+lqm =

(**)

a +anm71ql+'”+anqm =O

n+m
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Burada, oncelikle (**) denklem takimindan «a; Kkatsayilar1 bilindiginden g,

katsayilar1 bulunur.

Daha sonra, (*) denklem takiminda buldugumuz ¢, katsayilari yerlerine yazilarak p,

katsayilar1 hesaplanir.

Bu denklem takimlarini diizenlersek R =P, (x)/Q,, (x) Pade yaklagimini asagidaki

determinant formunda elde edilir.

an—m+1 an—m+2 an+1
an an+1 an+m
n n n
J J J
Zaj-mx Za.f-mux Zajx
j=m j=m-1 j=0
an—m+2 an+1
an+l an+m
-1
x" 1

Pade yaklasimiyla elde edilen sonuglarimizi asagidaki tablo formu ile gosterebiliriz.

Tablo 3.1 Pade tablosu

n
m 0 1 2
ol R | R | OR
1 R} R| R’
2| R | R | R
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Pade yaklasimi bir ornekle gosterelim. Sifirinci mertebeden Bessel fonksiyonunu

alalim.

Jy(2x)=1-x +?4——+ Z( )( k}

ve (n,m)=(1,1) olsun. O zaman (3.7) denklemi

v

<M|x

g, #0 oldugundan v en fazla 2 olabilir. Ciinkii sol tarafta —q0x2 terimi vardir.
Dolayisiyla g, = p, =1 alalim ve g, = p, c¢ikar. O zaman (1,1) deki Pade yaklagimi

Jy(2x)=1lolur. v de n+m+1 den kiigiiktiir. Dolayisiyla yaklasim iyi degildir.

(n,m)=(2,4) alahm. ‘f(x) 0,(x)-P, (x)‘ <
f(x)Qm(X)—Pn(X) =C, +C]X+"'+CV_])CV*1 +CVXV + ...

yazilsm ve ¢,=c =---=c,, =0 yapilsm. Bu, f fonksiyonunun kuvvet serisine

acilabildigi zaman miimkiindiir.

(3.8)

O zaman,

, o xtox® X
I-x +T_£+576 (q0+q1x+q2x +q.X +q,x )

—(po+p1x+p2x2)=co+clx+---+cv_1x”‘l +c,x" 4
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denklemi elde edilir. Bunlar1 diizenlersek,

3

(qo_p0)+(q1 —pl)x+(q2—q0—p2)x2 +(Q3_Q1)x

QO 4 ql 5 % qz 6
+ —-qg,+— |x +| —— X+ ——+——- X
(% 9, 4j (4 %) ( 36 4 ‘hj

RO A N N A A N
36 4 576 36 4

8 18 5
=1 segilirse, g, =p, =19, =p, =¢9,=0,9, =—, p, =——,q, =—— bulunur.
9 ¢ 4y = Py 9, =P =4 q, 27 b 27 q, 108

oot 4 4 T 1
576 36 4 15,552 200

olur. O zaman,

1 19x2 8
Y 79/15,552)x" +---

Jo(2x) = 27 N /8 ));
+—x+——x" 1+—x+—x

27 108 27 108

olur. Burada bunun bir uygulamasini yapalim. J, (Zx) ’in ilk kokiint bulalim. Esas

koki £1,202 iken

denklemini ¢ozersek x =+1,192 bulunur.



26

Simdi de, f(x)= Arcsinx fonksiyonu i¢in Pade tablosunu yapalim.

Tablo 3.2 f(x) = Arcsin x fonksiyonu i¢in Pade tablosu

0 1 2 3 4
0 X X 1 1
—(6x + x° —(6x + x°
6( ) 6( )
0 X X 1 1
—(6x + x° —(6x + x°
6( ) 6( )

6x 6x —60x +17x° —60x +17x°
2 2
—6+x —6+x —60 +27x> —60 +27x>
6x 6x —60x +17x° —60x +17x°
2 2 T
—6+x —6+x — 60 +27x> —60+27x°
360x 360x 14280x — 7340x° 14280x — 7340x>
2 4
~360+60x* +17x* | —360+60x> +17x* | 14080 —9720x2 + 549x* | 14280 — 97202 + 549

Teorem 3.2. : Eger P,/O, f(x)=Y ax" nin (n,m) mertebesinden Pade yaklagimi

k=0

k
pIE:

m
ise burada hata = ve ¢, = Zak_l.ql. dir.

m x) i=0

Ispat : Yukarida verildigi gibi Pade yaklagimi

[iakxkj[liqukj— ipkx" = ickxk

k=0 =0
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sartin1 saglar. Burada ¢, =--=c¢,, =0 dir. Teorem 3.1 den v >n oldugundan

x" ’nin katsayilarini kiyaslayarak istenilen ¢, lar bulunur.

Pade yaklasimi genel rasyonel yaklasima genellestirilebilir. Diizgiin normda veya en

kiigiik kareler normunda optimum yaptirilabilir. Bu durumda 1,x,x°,... yerlerine
&, @,,... polinomlar: kullanilabilir. Burada ¢, , £ 1nc1 derecedendir. Mesela bunlar
Chebychev veya Legandre polinomlar: almabilir. @,,¢,,... dizisi belirlendikten sonra,

A, katsayilari

i+j

49, =2 Aud

sartiyla belirlenir. Bu katsayilarin varligy;

1) ¢, , i+j inci dereceden bir polinom olmasindan

2) {¢0,...,¢5i+j }kﬁmesi derecesi i+j’ye esit olan polinomlar uzaymin bazi

olmasindan kaynaklanir.

i+j

Bu baglamda klasik Pade yaklasim1 x'x’ = x"/ olur. Chebychev polinomlar1 halinde

Ay, katsayilar basitge hesaplanir. Kabul edilsin ki, f fonksiyonlart f :Zak¢k

k=0

tarzinda olsunlar ve P,/Q, rasyonel fonksiyonlariyla yaklagtirilsin. P, = Z p;9; ve

Jj=0

0, =qu¢j olsun. Klasik Pade yaklagimindaki gibi en biiyiik v i¢in saglanan

Jj=0

asagidaki formdaki denklem ele alinsin:

[ZO_O: a, ¢, j(i qk¢kj_ Z}i:pk¢k = Zw:ck%

k>v
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Boylece elde edilen yaklasima genellestirilmis Pade yaklasimi denir. Eger O,
polinomu verilen aralikta sifir olmazsa hata tahmini kolaylikla hesaplanir.
ch¢k /Qm ifadesinden bulunabilir. Eger ¢, k& mnci Chebychev polinomlar: ise
diizglin normdaki hata klasik Pade yaklasiminda ¢ok daha az olmaktadir. Eger {¢k}

asagidaki i¢ ¢arpima gore ortogonal bir dizi ise ;

b

(f.g)=]1(x)g(x)o(x)dx

a

genellestirilmis Pade yaklagimlar f ye, < g, g>l/2 normuna gore yakinsar.
Teorem 3.3. : Eger f fonksiyonu, f = Zaiqﬁi serisi formunda yazilirsa

X =ZAijk¢k ’y1 saglar. Her (n,m) icin formal genellestirilmis Pade yaklagimi
k

P / 0, =Zp,¢i Zqi(é,. katsayilari z ZAl.jkal.qj =p, denklem takiminda
i=0 i=0 J i

bulunur. £>n igin p, =0 dir ve k>m i¢in ¢, =0 dir. Eger ¢,,4,,... ortonormal bir

sistem olurlarsa o zaman asagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 3.4. : C[a,b] uzayinda {¢n} ortonormal bir sistem olsun. Her (n,m) i¢in f

siirekli fonksiyonunun genellestirilmis Pade yaklasimi P/Q = Z .9, Zqigzﬁl. olup,

i=0 i=0

Q0L fg (k =n+l,..n+ m) denkleminden belirlenir. O zaman p, = <fQ,¢l.> olur

ve hata 7/Q, dir. Burada r= ) (f0,.4, ), dur.

k>n+m

Ispat: fO-P= z c,¢, denklemini ele alalim. ¢, ile i¢ ¢arparsak, asagidaki iic

i>n+m

grup denklem sistemi elde edilir.
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(f0.4,)=0 (k=n+1...,n+m)
(fO-P,¢)=0 (k=0,...,n)
(fo-P.¢,)=c, (k>n+m)

[lIk m denklem <Q,f¢k>:0 yazilabilir. m+1 tane g¢,,...,q, Kkatsayilarinin

¢oziimiinii verir. ikinci grup denklem ise P’nin genellestirilmis Fourier katsayilarini

verir. Son denklem ise < 10, ¢k> =c, olur.

Omek 3.1.: f(x) = Jx fonksiyonunu i¢in Pade yaklasimlarini inceleyelim.

x, =1 noktalarinda yaklasimlar ve grafikleri asagidadir.

1+
Rll _ 3x
3+x
ak
ok
l/f/
" 2 . " 10

Sekil 3.1. f(x) = \/; fonksiyonu ile Rll Pade yaklagiminin grafigi
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R2 = 1+10x+5x2
> 5410x+x°

e

2 4 £ 8 10
Sekil 3.2. f(x) = \/; fonksiyonu ile R} Pade aklagiminin grafigi
2 Y gralig

R = 1+21x+35x% +7x°
P 7435x+21x% +x°

by

2 4 £ g 10
Sekil 3.3. f(x) = \/; fonksiyonu ile R} Pade yaklagiminin grafigi
3 gralg
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4 1+36x+126x” +84x” +9x*
Y 94 84x+126x +36x° +x*

L

l/
2 3 3 E 0

Sekil 3.4. f(x) = \/; fonksiyonu ile R: Pade yaklasiminin grafigi

RS = 1+55x+330x” +462x° +165x* +11x°
> 11+165x+462x> +330x° +55x* +x°

L

l/
2 3 3 S n

Sekil 3.5. f(x) = \/; fonksiyonu ile R55 Pade yaklasiminin grafigi




BOLUM 4. SUREKLI KESIRLER

Onemli birgok 6zel fonksiyon sonsuz islem aracilityla tanimlanir. Seriler, integraller,
iterasyonlar bunlara 6rnektirler. Siirekli kesirler de bu sonsuz iglemlerden bir tanesidir.

Stirekli fonksiyonlara bir 6rnek Lambert(1770) tarafindan verilmistir.

arctan x = al (|x| <1

2
1+

X
A
9x?

2
74 16x
9+...

3+
5+

Bu sdyle de yazilabilir.

x 3 4x*9x’ 16x°
arctan x = —— (|x|<l)
I+ x*+5+ 7+ 9+

Bu denklemin sag tarafi agagidaki sekilde bir limitle belirlenir. Bu ifadenin ilk # terimi,

348 oD
1+ x* 5+ 2n—1

fu(x) =

(n>2)

gosterilsin. Bunun limiti,

arctanx = lim £, (x) (|x|<1) olur.
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[, (x)—e siirekli kesrinin n inci yaklasigi denir. Boylece arctan fonksiyonunun bir

baska yaklasimini bulmus oluruz. Mesela arctanL hesaplansin. Bunun degeri %’dll‘.

J3
£.(/\3),n> 2 igin;

1
Tablo 4.1. arctan— {in siirekli kesirlerle yaklagim

N
£,0/3)
0,519615
0,523892
0,523577
0,523600
0,523599
0,523599

~N O L WS

Bu tablo alt1 hane kesinlikteki degerini altinci1 yakinsakliginda bulmustur.
4.1. Ardisik Formiil

Stirekli kesirlerin hesaplanmasindaki zorluk seri hesaplamalarindan daha fazladir.

o0

Serilerde Za i S, = Zak kismi toplamlar1 S
k=1

k=1

=S, +a,,, formiliinden bulunur.

n+l n+l

Bu formiile benzer bir formiil siirekli kesirler i¢in asagidaki sekilde verilebilir.

_ 4 4 4 4 4y
n
b+b,+b,+ b, +b,
f (X): al a2 a3 an—l an
n
by+b,+b,+ b, +b +x

fonksiyonu



¢, =1,00)

dir.

£, (x), f,,(x) cinsinden hesaplanmak isteniyor.

1= G
Direkt hesaplama ile,
S = blc—l; X
£ = ab, +ax

bb, +a,+bx

a,b,b, +a,a, +(ab,)x

S = bb,b; + a,b, + b,a, + (bb, + a,)x
bulunur.
Jf,(x)= % (n>1)
Burada,
4,=0,4,=q,
(n=2)

Ve
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B,=1B =h
(n=2)
Bn :bn Bn—l +aan—2

dirlar.

Teorem 4.1.1.: {a,}” ve {b,}  dizileri verilsin. {4,}"

n=1

ve {Bn }; yukarida verilen

diziler olsunlar.

al’l

b, +x

Ispat: f, (x)=f,_(

) den elde edilir.

Bu ardisik formiiller etkili bir algoritma igin gerekmektedir. Mesela arctanL

N

hesabinda a, =(n—-1)’x* ve b, =2n-1, a, =x ve b, =1 dir.

4.2. Serilerin Siirekli Kesir Fonksiyonuna Doniistiiriilmesi

=1 1 x? x2 x>
Teorem4.2.1.: Y —= ! z__ ... n-l dir.
X, X, =X, FX,— X, FX;— X, +X, —

Ispat: Bu tiimevarim metoduyla kolayca ispatlanir. Bunu gostermek igin arctan

fonksiyonunun Mc Lauren serisi ele alinsin.
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3 5 7

XX
arctanx=x——+———+
3.5 7

_L-l-—l + 1 RPN

x=3x7 5x7

_ 1 (x)’ (=37

X =T (3 - (37 +(5x7)

x x99 -25x

T4 3+ 30 +54 50 —T7—
arctan fonksiyonu i¢in #n>2 igin
a,=—2n- 3)°x” ve b, =(-1)"[(2n - 3)x> —(2n—-1)]

dir. arctanx hesab1 i¢cin Lambert’in verdigi siirekli kesir ile bu Mc Lauren’den elde

ettigimiz birbirinden farklidir. Bunun i¢in kismi toplamlar serisi hesaplanirsa,

1
Tablo 4.2 arctan — {in kismu toplamlar serisi ile hesabi

3

£ (1/4/3)
0,577350
2 0,513200

n
1

11 0,523599
12 0,523599

olarak bulunur. Bu tablolarin kiyaslamasindan daha once elde ettigimizin daha hizh

yakinsadig goriiliir. Mc Lauren serisinden elde ettigimiz daha yavas yakinsamaktadir.



BOLUM 5. RICCATI DENKLEMININ COZUMUNE PADE
YAKLASIMI

5.1. Giris

Bu boéliimde katsayilar rasyonel olan Riccati diferansiyel denkleminin ¢dziimiine ana
kosegen Pade yaklagimlarini elde etmek i¢in 7 -metodu uygulaniyor. Bu yaklasim
Riccati denkleminin ¢éziimiini stirekli bir kesir halinde bulmak i¢in lineer kesirli

dontistimii kullanimindan oldukga farklidir. Her metodun belirli avantajlart vardir.

Khovanskii katsayillar1 en fazla ikinci dereceden denklemler olan Riccati
denklemlerini ¢alisti. Bazi yaklagimlari Pade tipindeydi. Bu durumda bizim
cikaracagimiz sonuglar ¢ok daha geneldir. Merkes ve Scott, Riccati yaklagimina
burada ele alindigindan ¢ok daha genis kesir ¢oziimii bulmaya ¢alismistir. Fakat Pade
yaklagimina 6zel bir 6nem verilmedi ve sonuglar birinci dereceden lineer diferansiyel

denklemlere uygun degildir.

IIk 6nce polinom katsayili Riccati denkleminin ana kdsegen Pade yaklasimlarini
belirleyen ardigik kural iliskileri(rekiirrans bagintilar1) gelistirildi. Ikinci béliim ise
birinci bolimde gelistirilen denklemlerin yakinsakligiyla ilgili tartigmalari ve
ornekleri icermektedir.

5.2. Riccati Denklem Co6ziimiine Pade Yaklasim

Burada ana kosegen Pade yaklagiminin ¢dziimiine ait bir metod gelistiriliyor.
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Py'+0y+Ry* +S5=0, y,=y(0),

(5.2.1)
P q r s
P= zpkxka Q= zquk, R = zrkxk, S= zskxk
k=0 k=0 k=0 k=0
olsunlar.
(5.2.1) in bir dizi ¢dziimiiniin,
y= chxk, Co =Y (5.2.2)
k=0
oldugu varsayilsin ve dahasi
G G Cn
G G Gy
d =|. i =0, m=0,12,... (5.2.3)
Cm cm+l CZm
olsun.
Bu durumda y nin siirekli bir kesir agilimi,
ox
Y=Y— ‘axz (5.2.4)
1+ fx+ 2 5
1+ fx+ %X
1+ B,x+

seklinde mevcuttur.

(5.2.4)’lin n inci degeri y’nin Pade yaklasiminin n inci derecedeki ana kdsegenidir.
7 -metot felsefesiyle devam ederek (5.2.1)’in sag tarafina bir terim ilave edildi ve

ilgili denklem elde edildi.
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m =max{p—l,q,r,s},yn =, 4 = Zn:an’kxk, (5.2.5)
k=0

anzbn,kxk yo:%:&
k=0 0

vy, nin y’ nin ana kosegen Pade yaklasimi oldugu [7] deki gibi benzer analizleri
kullanarak gosterilebilir. y,’in »’ye ana kosegen Pade yaklasimi oldugundan

stirekli kesir teorisinden A ve B, ’ in asagidaki iliskilere sahiptir.

4,=p A, +ax 4, ,, p,=1+px (5.2.6)

Uyum i¢in,
Q=00 A,
A =, o, =1 (5.2.7)
;=0 k<j-1

daha sonra

(5.2.8)

olsun.
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(5.2.5)’in her iki tarafinn B’ ile carpiminda ve (5.2.6) ve (5.2.8)’in sonug

denklemine tekrar tekrar uygulanmasiyla agsagidaki sonug alinir.

pZTLt—l + a3x47-;1—2 + anAn—lxp

n=3
+2anpnx2 {p YIS Z an—l,n—kpn—k—lxsz;q—k—Z}_'_ an’zpnxznfo =T, (5.2.9)
k=1
m+1
U=(A4,B,+AB,))0+24 AR +2BS = ux' (5.2.10)
k=0

x in (5.2.9) daki kuvvetlerinin katsayilarii esitledigimizde ,«,,f, ve 7,

degerlerini direkt olarak belirleyen denklem sistemi elde edilir.

@, = _Tnl,O/{(_)n 11 Pyt Oy gl T ZZ anl,jTjZ,O} (5.2.11)

Jj=3

_ -1 n 1
B, = _{Tn—l,O +(_) I an,1p0} {Tn—l,l +(_) a,,pt+a, ) +2Z a,; [ijz,l + j—lTj—Z,O} } (5.2.12)

J=0

Ve

_ 2 2
Tok = Tupn t 2ﬂnz—n71,k ta, 7, 0t B, Ttk

n n
ta, = {(_) Q1 Ppsa T Oy gUn + O Py + 22 Q. ; |:Tj72,k+2 + (ﬂn + ﬂj—l ) T T ﬂnﬂj—lrj—Z,k }}

J=3
k=(0,1,2,...,m)  n=(2,3,4,..) (5.2.13)

Baslangi¢ hesaplama degerleri,

Ay=y,, By =1
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2
c, —C
1 7%V e b, =—

A=y, +a,,x, B =1+b1,1x, a, =
Cl cl

a, = (yObl,l _al,l)’ B :bl,l
_ 2k
Tox =Yodix T VoI 5

B 2
Tk = O P2 T Vol T Vol T Spin t (al,l + bl,lyo )Qk+1
2 2
+2y0al,1rk+1 + 2b1,lsk+1 + al,lbl,lqk torn+ bl,lsk

(k:0,1,2,...m)
ve (5.2.10) dan u, degerleri

u, =2y,q, +2y;1, +25, + (“1,1 + yobl,l)qk_1 +2y,0 5+ 2b1,1sk_1,(k =0,1,2,...,m+1)

Teorik olarak 7, lar1 (5.2.11), (5.2.12) ve (5.2.13) denklemlerinden elde edilir ve

onceki degerleri kullanilarak «, ve B, elde edilir. Genelde o, ve B, i¢in kapali bir

formiil elde etmek miimkiin gériinmeyebilir. Pade yaklagimini (5.2.5) deki gibi R=0
alinarak  birinci derece lineer diferansiyel denklemlere uygulanabilecegi
belirtilmelidir. Bir¢ok onemli agkin(transcendental) fonksiyonlarin bu tip denklem

tiirtiyle tanimlanabilmesi uygundur [8].

5.3. Pade Yaklasiminin Yakinsamasi
Y(x)zlimyn(x) (5.3.1)

y, (x) > 1n (5.2.5) tanimlandig1 gibidir. (5.2.4) y, siirekli kesrinin yakinsamas1 Y (x)

yakinsamasini garantiler. (5.2.4)’lin yakinsamasi i¢in gerekli kriterler verilmistir [7].

(5.2.14)
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Birinci hal,

lime, =0 (5.3.2)

ise (5.2.4)’de siirekli kesir (5.2.4)’iin kutuplar1 hari¢ herhangi bir bolgede yakinsar.
Tkinci hal,

limeg, #0 (5.3.3)

n—0

a, ve 3 in reel sayilar oldugu kabul edilsin ve (5.2.4) sonugta pozitif tanimlidur.

Yani, dn varki n>N, «a, >0 dir. Izole noktalar disinda (5.2.4) deki siirekli kesri

yakinsaktir. Imx # 0 i¢in,

ya
[ =0 (5.3.4)
k=N
veya
S “1)2
Z|ﬂk+l||akak+l| =0 (5.3.5)
k=N
dahasi eger,
lim 3, 0 ve lim%fl (5.3.6)

ise (5.2.4)’ln kutup noktalar1 hari¢ ve negatif gercek ekseni hari¢ tutan herhangi bir

sonlu kapal1 alan ve orijinin ¢evresinde yakinsaktir. Su da ifade edilmeli eger (5.2.4)
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yakinsak ve xﬁ”), J=L2,---,n B,(x)’ in sifirlartysa x;’nin y(x)’in sifirt oldugu

1 (n) _ s . . .
yerde lim,  x" =x; olur. Bu y(x)’ in polleri (ve sifirlar1) elde etmek i¢in yapici

n—ow 7 j

bir metot sunar.

Omek 5.1. : u=®(a;b;x) olsun. Burada ®(a;b;x) confluent hipergeometrik

fonksiyondur [9]. Daha sonra y =u'/u Riccati denklemini saglar.
) +(b—-x)y+xy° —a=0
a
Yo =(0)=—

Ikinci boliimdeki yontemleri takip edince asagidaki degerler bulunur.
4, vy By =1

A_y,+ a,,x B, :l+b1’1x

0 = a(a+1) _ 2a-b
M b(b+1)(b+2) Mb(b+2)
a(a—>b)
= :b
2 bz(b-i-l) 131 1,1
7,,=0 n=0,1,2,---,
a(a+1)(a-b)a-b-1
ny=(beia, g, =HCEIHATST)

b (b+1)*(b+2)

u,=0 u, =0b+2) u, =ba,
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ve a,,p, ve 7, i tammlayan denklemler

J=3

n
— n
a,=-T nl,l/ {(—) Ay T, U+ 22 Olnl,jsz,l}

n n
B, = {an,ZuZ + 22 an,jﬂj—lrj—Z,l }/{2%1,1 ta,u + 22 an,jTjZ,l}

J=3 J=3

n
_ 2
z-n,l - anrn—z,l + ﬂn z-n—l,l + 6{n,ZIBnMZ + 2ﬂ" z a",j f*le*Zal
j=3

7,, yukaridaki denklemden ¢ozerek ve matematiksel tiimevarimla

o - (a+n)b—a+n)
" (b+2n—1)(b+2n)*(b+2n+1)

B 2a—-b
(b+2n-2)(b+2n)

B,

olduklar gosterilir.

Ve izole edilmis kutuplar disinda yaklasimlarimiz bir fonksiyona yakinsar.



BOLUM 6. RASYONEL INTERPOLASYON

R" uzayinda bir rasyonel fonksiyon,

r(x)=f ,i=L.,k 6.1)

sartlarin1 saglasin. Burada x,,...,x, farkli reel sayilardir. f,....,f, da keyfi degerlerdir

ve k=m+n+1 dir. m+n+1 de k nin en biiyiik degeridir. »’nin m+n+1 kadar

parametresi vardir( Sifir olmayan katsayilardan bir tanesi devamli 1 yapilabilir ).
Baz1 (x, f,) , i=1,...,k verileri(datalar1) i¢in (6.1) denklemini R , y+v <k—-1 ve

4 <m,v <n saglayabilir. Boyle (x,, f;) kiimelerine bozulmus hal denir.

Polinom interpolasyonu halinde R = R;" dir. (6.1) denklemi muhakkak saglanir,
dejenere olmaz. Fakat rasyonel interpolasyonda saglanmayabilir. Mesela, eger f,
lerden bazisi sifirsa ve g =0 ise (6.1) denklemi saglanmaz. Daha enteresan bir
zorluk da asagidaki sekilde ortaya ¢ikar. Kabul edilsin ki f, = £, # f; (k=3 olsun)

a, +a,x

V(X) = m (62)

olsun.

_aytax,  a,+ax,

C b,+bx, b, +bx,

/i =/

Buradan,
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ayb, (x, = x,) —a,by(x, —x) =0

veya a,b =ab, bulunur. Kabul edilsin ki b, #0 olsun. Eger q, =a,b,/b, alinirsa
(6.2) denklemindeki r sabit ¢ikar. b, =0 olsun @, =0 olur. b, ve b, ayni anda sifir

olmadigindan yine 7 sabit ¢ikar ve » = f; olur. Fakat r(x,) # f, olmaz. Interpolasyon

problemi bu tip datalar i¢cin ¢oziilemez.

O halde interpolasyon probleminin ¢oziimiiniin olmasi i¢in ve bu ¢dzliimiin nasil

bulunacagi icin daha dikkatli analiz edilmesi gerekir.

Tamim 6.1. : 7. =p,/q,,1, = p,/q, € R" olmak lizere p,q, =¢q,p, ise bu rasyonel

ifadeler esittir denir.

Teorem 6.1. : Interpolasyon problemi R” kiimesi igerisinde en fazla bir ¢dziime

sahiptir.

Ispat : Eger, .1, €R” ise  ve (6.1) denklemini saglarsa
) =n(0) =0, i=Lo+men+l ve p(x)g,(x)=py(x)q,(x)=0 dir. Fakat

P9, — P,q, € P,., dir. Dolaysiyla sifirdir.

Eger r=p/q (6.1) denklemini saglarsa p’nin ve g¢’nun Katsayilari asagidaki

homojen lineer denklemi saglamalidir.

q(x)fi—p(x)=(b,+bx, +..+bx")f, —(a, +ax, +..+ax")=0, i=L...k (6.3)

n-i

(6.3)’de k denklem, k+1 bilinmeyen mevcuttur. Dolayisiyla her zaman adi

¢Oztimden baska ¢6ziimleri vardir.
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Teorem 6.2. : (6.3) denkleminin trivial olmayan biitiin ¢oziimleri ayn1 rasyonel

fonksiyonu tarif ederler.

Ispat: ¢,,q, € P,, p,p, €P, ve

%(xi)fi_pl(xi):qz(xi)fi_pz(xi)zoa i=1,..,k

O zaman,

Pi(x)q,(x)—q(x)p,(x)=0, i=1..k

Ve

P49, —49,p, €F,

Boylece (6.3) lineer denklemleri tek bir rasyonel fonksiyon verirler. Bu, 7 e R ile

gosterilsin. Eger, (6.1) denklemi saglanirsa 7 bunu interpole eden rasyonel

fonksiyondur. Fakat, 7 (6.1) denklemini baz1 i — ler i¢in saglamayabilir. Bdyle

(x,, f;) noktalarna alinamaz noktalar denir.

F(x) # f, (6.4)

Eger, ¥ = p/q ve (6.4) saglanirsa tanimdan

p(x)=fq(x)

oldugundan ¢g(x;)=p(x,)=0 olmaldir. Yani x,, p ve ¢ nin ortak kokidiir.

Kabaca sdylemek gerekirse alinamayan noktalar pay ve paydadan sadelesmektedir.
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Ornek 6.1.: (=1,1),(0,1),(1,1) noktalarindan gegen r € R/ fonksiyonunu bulunuz.
(6.3) denklemleri,

by—b—a,+a, =0

olur. (0,0) noktas1 alinamaz noktadir.
U
Teorem 6.3. : Eger alinamayan nokta varsa (x,f;), i=1,...,k datalar1 bozulmus

bi¢im olustururlar.

Ispat : A, alinamayan noktalarin sayisi olsun. p ve g 'nin ortak sifirlarma tekabiil
ederler. Bunlar1 sadelestirerek, k& — /4 alinabilen nokta igin 7 € R;”_;h ve 7(x;) = f, elde

ederiz. m+n—-2h<m+n—h=k—-h—-1 oldugundan dolay1r alinabilir noktalar

dejeneredir.

Teorem 6.4. : Yukaridaki teoremin kismen tersi asagidaki teoremdir. Eger,

m—s
n—t 2

(x,f), i=L...,k (bozulmus bicim), yani 75 €R s,t>0, s+t>0 oyle ki

n(x)=/f, i=lL.,k. O zaman, R"' icin (x,f;), i=1,...k kiimesinde keyfi

n+s

X, #X, ve f,, i¢in r(x,,,)=f., veya (x,,,,f,,) alinamaz noktadir.
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Ispat : e R"" olsun. r(x,,)=f,. fakat r(x,)# f; olsun. & tane 6biir indislerden.
O zaman r-r, k—h koke sahiptir ve pg, —qp, € P, dir. Burada,
[=m+n—h<k—h dir. Boylece, r =1, dir ve r(x,,,) = f,,, dir.

O

Aciktir ki, interpolasyon probleminin ¢6ziimiiniin olmasi i¢in rasyonel fonksiyonun

(6.3) denklemiyle belirlenen ¢6ziimiiniin paydadaki polinomu x,,....x, interpolasyon

noktalarini sifir1 olarak bulundurmamalidir.
Son olarak interpolasyon formu bulmak i¢in Jacobi metodu verilsin.

o(x)=(x—x)...(x—x,) olsun. O zaman,

: Ei
L)

i=1

toplami, x, noktalarinda g, degerini alan en fazla k-1 inci dereceden bir

polinomun bas katsayisidir. i =1,...,k . (6.3) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii;

xp(x) _ X fig(x)
a)’(xl.) a)’(xi) ’

i=1..k, s=0,.,n—-1

denkleminin de bir ¢oziimiidiir.

Ve buradan,

PO S x40 o (6.5)

elde edilir.
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k-1

x'peP,_, oldugu icin bas katsayisi sifirdir(x" in katsayisidir). Bdylece sol taraf

sifir olur ve dolayisiyla sag taraf sifirdir. ¢ nun katsayilart b,,...,b, , asagidaki formu

saglar.
X fiq(x)
= =0,..,n—1 6.6
; C!)(X) z 5/ J ( )
Burada,
kst
=Y AL 0 n s=0,n-1 6.7)
i=1 C()()CI.)

v, katsayilart s+ j toplamin bagimlidir. b,,...,b, (6.6)’dan belirlenirse g(x;)=0,
i=1..,k olup olmadigint buluruz. Sayet g’nun x-lerden hicbiri sifir1 degilse

interpolasyon ¢dziime sahiptir ve » = p/q bulunur. Burada, p

p(x)=fiq(x), i=L..,k
ifadesinden bulunur.

O halde, p’yi interpole ederiz. P, Lagrange interpolasyon polinomundan da

bulunabilir. Yani,

p(x,) Jiq(x)
p(x)=a(x )Z—( r— ()Za)(x)(x P (6.8)

dir.

Ornek 6.2. : |x| fonksiyonunu x = —l,—%,O,%,l noktalarinda R22 den bir fonksiyon

ile interpole ediniz.
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Voo :_gavlo =V =0,v, =V, :gavlz =0
2
3x
r= 5
1+2x

Ayni datalarla R’ ¢g(x)=x bulunur ki (0,0) alimamaz noktadir. Sonug,

r= %(1 +2x%) dirve (=11), (—%,%) , (%,%) , (1,1) noktalar1 saglanmaktadir.

6.1. En Iyi Yaklasimin Hesaplanmasi

Verilen bir fonksiyona en iyi rasyonel yaklasimi bulma islemi bir siirii zorluklarla

doludur. Bu konu iizerinde hala calismalar yapilmaktadir. f(x), (m,n)’de normal ve
I =[-1]] ftzerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Bir »€ R bulacagiz ki f-r,

N =m+n+2 noktada ardisik isaret degistirecek. I, icerisindeki N =m+n+2

noktaya referans noktalar: denir. Bunlar x, <x, <---<x, olsun ve X ile gdsterilsin.
Remez algoritmasiyla hesaplama:

(1) X, baslangic referans: olsun. F' nin E}:” de X, a en iy1 yaklagimi bulunsun.
Bulunan rasyonel fonksiyona 7, denilsin. Eger, 7, varsa ve f, (m,n)’ye gore X, da

normalse 7, = p,/q, asagidaki yolla belirlenir.

[/ (x,)~ (D)7 4,14, (x,) = py(x,) =0, o=12,...,N (6.1.1)

N x N lik denklem takiminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii varsa bunun k& 1nc1 satiri,

[f (o) = (=D Ay, (F () = (D Ay e (F () = (D A, =L =y, =7 ]



52

Bu 4, sapmasinin n inci dereceden bir polinom esitligini saglamas1 anlamina gelir.
Bu denkleme ¢,(x)=0 denilsin. ¢, in biitiin koklerinin reel oldugu biliniyor. Bu
sifirlardan birisini 4, a koyarak yukaridaki (6.1.1) denkleminden p, ve g, ¢oziiliir
(Jacobi metoduyla da ¢dziilebilir). ¢, m bir sifinn [x,,x,] aralifmmin disindadir.
7, € R"’1n var oldugu ve f, (m,n)’ye gore X, da normalse tamtilan islemlere gore

1, tek bir sekilde belli olur.
(i1) Simdi elimizde x, € X, i¢in
FG)=r(x,) = (=17 4,

1 saglayan 7, € R” ve A, var. Somut olmasi igin 4, >0 kabul edilsin. Simdi X,,

yeni bir referans olarak segilsin. Her bir x_ € X;’1 I; kapali aralifiyla gevirelim
(x,’mn /’nin son noktast olma durumunda, x, m /j nin son noktast olsun).

Boylece 17 ve I ardisik araliklarinin ortak bir noktalari vardir ve boylece

olur. Mesela,

B, =max[f(x) -1, (x)] = [/ (x) =1 (x5)], o ciftise

B, =minl £(x) = 1, ()] =L/ () =1, (<)), & tekise

sayilarini tanimlayalim.
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x"in herhangi bir se¢imi belirli tanimiyla uyumludur. Kesinlikle, her o igin,

o

|BG| > A, dir.
B, = m3x|BU|
olsun, sonra £ tanimindan, dist(f,R) ) dir. ( Tanim 1.1 den)
A <E(f; 1)< B,
elde edilir. Eger, 4, = B, olursa
X, =M,y

ile degistirilen X, ’la (i)’ye donilir ve 4, ile 4 ile prosediri tekrarlanir. B, — 4,
farki siirecin ne zaman bitirilmesi gerektigini gdstermek i¢in incelenir. X, lizerinde

%, 1n var olmasi ve f ‘nin normal olmasi 6nemli kisitlardir. Eger /', (m,n)’ye gore [

iizerinde normalse baslangictaki referans alterne kiimeye yeterli yakinsa (Ya da eger

baslangi¢ referans1 » rasyonel fonksiyonundan || f—r|, E"’ye yeterince yakinsa)

varsayimlar  yeterlidir ~ve  Remez  prosediiri ~ yakinsamaktadir  [10].



BOLUM 7. SONUCLAR VE ONERILER

Adi rasyonel yaklagimlar, benzer tarzda genellestirilmis rasyonel yaklagimlara
genisleme imkani saglamaktadir. Trigonometrik rasyonel yaklagimlar, ortogonal
polinomlardan olusan genellestirilmis rasyonel yaklasimlar ve en genel rasyonel

yaklagimlar konular1 bazi teoremlerle desteklenerek anlatildi.

Iki 6nemli uygulama rasyonel interpolasyon ve Riccati diferansiyel denkleminin

¢Ozlimleri olarak verildi.
Bu yaklagimlar miihendislik ve pozitif bilimlerin tamaminda kullanilmaktadir.

Tekilligi olan fonksiyonlara yaklasimlarda da rasyonel yaklagimlar 6nemli bir yere

sahiptir.
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EKLER

Program — 1 : f(x)=Cosx fonksiyonunu igin R: Pade yaklagimi

Mathematica programi.

[k olarak, f(x).0, (x)—P,(x)=0 denklemini olusturalim.

Clear[a,f,k,m,n,p,q,R,Q,P,X] 7
flx_]:=Cos[x];
F[x,k]:=Series[{[x],{x,0,k} ];

k
Plxk]=> p.x';
i=0

k
QIxk=1+> q;x';
i=1

n=4;
m=4;

vars=Union[Table[ p,,{1,0,n}], Table[ q.,{1,1,m}]];

Print[“P,(x)=",P[x,n]];
Print[“Qum(x)=",Q[x,m]];
Print[“f(x)=",F[x,m+n]];

Print[“ ™ ];

Print[“Form f(X)Qm(x)-P,(x)=0"];
Print[Expand[F[x,n+m]Q[x,m]-P[x,n]==0];

P (x)=p, +p1x+p2x2 +p3x3 +p4x4
0,x)=¢q, +q1x+q2x2 +q3x3 +q4x4

2 4 6 8
X X X
+0[x]’

X
=1- 42 1
J&) 2 24 720 40320

Form £(x)0,, (x) ~ P, (x) =0

1
(1= py)+ (=p, +611)X+(———p2 +¢,)x° + (= p;

q 1
_?1+‘13)x3 +(—-p,

24

1 1
A _Bryys p o~y baye D sy 2 D

24 2 720 24 2 720 24

40320 720 24

ile ilgili

q

__2+Q4)x4 +

2
)x +0[x]° =0



Ikinci olarak, f(x).Q, (x)—P,(x)=0 denklemini ¢dzelim.

L=Expand[F[x,n+m]Q[x,m]-P[x,n]];
coeffs=coefficientList[L,x];
Eqns=Distribute[coeffs==0,List];
Print[ TableForm[Eqns]];

Print[*” ];

Solset=Solve[Eqns,vars];

R[x]= Simplity[ReplaceAll[ 21 [solsety,11;
Q[x, m]

Print[TableForm[Transpoze[solset]]];
Print[“ ™ ];

Print[“f[x]="f[x]];

Print[“R[x]=" ,R[x]];

49
24 2

1 +Qz 44

720 24 2

4,4
720 24

I % 4 __

40320 720 24

57



po —1
p,—0
_us
252
p; —>0
5 313
P4+ 95120
q,—0
11
%_
252
q, >0
13
_)—
15120

Py =

9,

q4

SfIx]= Cos[x]

15120-6900x> +313x*
R[x]= > 3
15120+ 660x~ +13x

Mathematica’nin Pade ¢6zlimiiyle karsilastiralim.

Needs[“Calculus'Pade™”’];
Clear([r];
r[x]=ExpandDenominator[ ExpandNumerator[ Together[Pade[{]x], {x,0,4,4} 11]];

Print[“f[x]=" ,f]x]];
Print[“r[x]=",r[x]];

SfIx]= Cos[x]
e 15120 —6900x> +313x*
15120+ 660x* +13x*




[-1,1] araliginda fonksiyonun ve Pade yaklasiminin grafigini ¢izelim.

Needs[“Graphics'Colors™”];

Plot[ {{[x],r[x]},{x,-1,1},PlotStyle - {Red,Blue}];
Print[“f[x]=",f[x]];

Print[“r[x]=" ,r[x]];

f1x]= Coslx]
15120 -6900x° +313x*

r[x]=

15120 +660x> +13x*

[-1,1] araliginda hatay1 bulalim ve grafigini ¢izelim.

Plot[{[x]-r[x],{x,-1,1},PlotRange — All,PlotStyle — Green];
Print[“f]x]-r[x]=" ,f[x]-r[x]];

Print[“The maximum error is”];

Print[“[f[x] - r{x]| <> ,Abs[{]1.0]-r[1.0]]];

-Exlo
-1x107 "
-1_5xl0”
—zxan f
-Z_5xlo”
-amla

-z 5x10 |

15120 —6900x* +313x*
x|-r[x]=- + Cos[x
=i 15120+ 660x2 +13x* [x]

The maximum error is
| fTx]-r[x] <3.5987x107
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[-1,1] araliginda 7. dereceden Mc Lauren polinomu ile hatay1 karsilastiralim.

7. dereceden Mc Lauren polinomunu yazalim.

s[x]=Normal[Series[f[x],{x,0,7}]];
Print[“s[x]=",s[Xx]];

2 4 6
X X X

sfx]=1-—+2 -2
2 24 720

[-1,1] araliginda fonksiyonun ve Pade yaklasiminin grafigini ¢izelim.

Needs[“Graphics Colors™”];

Plot[ {f[x],s[x]},{x,-1,1},PlotStyle — {Red,Blue} ];
Print[“f[x]=" f[x]];

Print[“s[x]=",s[x]];

fTx]= Coslx]

2 4 6
X X

s[x]zl—x—+———
2 24 720
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[-1,1] araliginda hatay1 bulalim ve grafigini ¢izelim.

s[x]=Normal[Series[f[x],{x,0,7}]];

Plot[f]x]-s[x],{x,-1,1} ,PlotRange — All,PlotStyle - Cyan];
Print[“f[x]-s[x]=",f[x]-s[x]];

Print[“The maximum error is”];

Print[““ {]x] - s[x]| <” ,Abs[{[1.0]-s[1.0]]];

0000025 ¢

0.Qooog b

0000015 |

0_0o0olt

sx1o 8)

2 4 6

X
f[x]—s[x]——1+7—a+%+C0s[x]

The maximum error is
| /Tx]-s[x]| < 0.0000245281

[-1,1] araliginda 9. dereceden Mc Lauren polinomu ile hatay1 karsilastiralim.
9. dereceden Mc Lauren polinomunu yazalim.

s[x]=Normal[Series[f[x],{x,0,9}]];
Print[“s[x]=",s[Xx]];

2 4 6 8
X X X

X
sfx]=1-— 42— 24
2 24 720 40320
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[-1,1] araliginda fonksiyonun ve Pade yaklasiminin grafigini ¢izelim.

Needs[“Graphics Colors™™];

Plot[ {f[x],s[x]},{x,-1,1},PlotStyle — {Red,Blue} ];
Print[“f[x]=" f[x]];

Print[“s[x]=",s[x]];

flx]=Cos[x]

2 4 6 8
X X X

sfx]=1-- 42 -2 4
2 24 720 40320

[-1,1] araliginda hatay1 bulalim ve grafigini ¢izelim.

s[x]=Normal[Series[f[x],{x,0,9}]];

Plot[f]x]-s[x],{x,-1,1} ,PlotRange — All,PlotStyle - Cyan];
Print[“f[x]-s[x]=",f[x]-s[x]];

Print[“The maximum error is”];

Print[““{]x] - s[x]| <” ,Abs[{[1.0]-s[1.0]]];

-Ex107 " |
—1x10” " f

-l.5x10 |

—zwln” f

-z 5xl07

2 4
X X X6 X8

—s[x]= 14+
JTxl=slxd 2 24 720 40320

The maximum error is

| f1x]-s[x] <2.73497x107

+ Cos[x]
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Program — 2 : f(x)=Arctanx fonksiyonunu i¢in R, Pade yaklasimi ile ilgili
Mathematica programa.

[k olarak, f(x).0, (x)— P,(x)=0 denklemini olusturalim.

Clear[a,f,k,m,n,p,q,R,Q,P.x];
flx_]:=ArcTan[x];
F[x,k]:=Series[f[x],{x,0,k}];

k
P[x,k]ZZ:pixi ;
i=0

k
Qx.kl=1+) q;x';
i=1

n=3;

m=2;

vars=Union[Table[ p.,{1,0,n}], Table[q,,{i,1,m}]];
Print[“P,(x)=",P[x,n]];

Print[“Qu(x)=" ,Q[x,m]];
Print[“f(x)=",F[x,m+n]];

Print[* " ];

Print[“Form f(x)Qm(x)-Px(x)=0"];

Print[ Expand[F[x,n+m]Q[x,m]-P[x,n]==0];

P.(x) = py+ pix + p,x° + psx°
0,(x)=g,+qx+ ‘bxz

3 5

ﬂ@:p%+%+qﬁ
Form f(x)Q, (x)—F,(x) =0

=Pyt T py )X+ (5 py g = Lt (- L0 =0

Ikinci olarak, f(x).0, (x)—P,(x)=0 denklemini ¢dzelim.

L=Expand[F[x,n+m]Q[x,m]-P[x,n]];

coeffs=coefficientList[L,x];

Eqns=Distribute[coeffs==0,List];

Print[TableForm[Eqns]];

Print[* ™ ];

Solset=Solve[Eqns,vars];

P[x,n]

[x,m]

Print[ TableForm[ Transpoze[solset]]];

Prlnt[“ ”;
[
[

R[x]= Simplity[ReplaceAll[

) solset[‘l‘] 11;

“Ix]="1x];
Print[“R[x]=",R[x]];



q,—0

3
%_)g

fIx]= ArcTan|x]
_ x(15+4x?)

R[x
Xl 15+9x?

Mathematica’nin Pade ¢oziimiiyle karsilagtiralim.

Needs[“Calculus Pade™”’];

Clear][r];

r[x]=ExpandDenominator[ ExpandNumerator[ Together[Pade[f]x],{x,0,3,2}1]1];
Print[“f[x]=" ,f[x]];

Print[“r[x]=" ,r[x]];

fIx]= ArcTan[x]
_ I5x+ 4’

r[x]=
] 154 9x?



[-1,1] araliginda fonksiyonun ve Pade yaklasiminin grafigini ¢izelim.

Needs[“Graphics'Colors™”];
Plot[ {{[x],r[x]},{x,-1,1},PlotStyle - {Red,Blue}];

Print[“f[x]=" {]x]];
Print[“t[x]="",r[x]];

0.75 ¢

0.5t

0.25 ¢

=0.25

-0.75

flx]= ArcTan| x]
_ 15x + 4x°

r[x]=
Xl 15+ 9x>

[-1,1] araliginda hatay1 bulalim ve grafigini ¢izelim.

Plot[{[x]-r[x],{x,-1,1},PlotRange — All,PlotStyle — Green];
Print[“f[x]-r[x]=" f[x]-r[x]];

Print[*“The maximum error is”];
Print[“[f[x] - r{x]| <> ,Abs[{]1.0]-r[1.0]]];

0.006
0.004
0.002
-1 -0.5 0.5 1
-0.002

-0.004

-0.006

15x+4x°
x|—r[x]=———+ ArcTan|x
STx]=rlx] 15500 [x]

The maximum error is
|/Tx]-r{x] < 0.0062685
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[-1,1] araliginda 7. dereceden Mc Lauren polinomu ile hatay1 karsilastiralim.

7. dereceden Mc Lauren polinomunu yazalim.

s[x]=Normal[Series[{[x],{x,0,7}]];
Print[“s[x]=",s[x]];

3 5 7
X X X

sx]=1-—+——-——
] 35 7

[-1,1] aralifinda fonksiyonun ve Pade yaklasiminin grafigini ¢izelim.

Needs[“Graphics Colors™”];
Plot[ {f[x],s[x]},{x,-1,1},PlotStyle — {Red,Blue} ];

Print[“f[x]=" {]x]];
Print[“s[x]=",s[x]];

0.5t

0.25 ¢

=0.25

-0.75

fIx]= ArcTan|x]
3 5 7
sfx]=1- 42 %
3 5 7
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[-1,1] araliginda hatay1 bulalim ve grafigini ¢izelim.

s[x]=Normal[Series[{[x],{x,0,7}]];
Plot[f]x]-s[x],{x,-1,1},PlotRange — All,PlotStyle — Cyan];
Print[“f]x]-s[x]=" f[x]-s[x]];

Print[“The maximum error is”];

Print[“{[x] - s[x]| <” ,Abs[f[1.0]-s[1.0]]];

-0.02

-0.04 |

-0.06

3 5 7
X X

f[X]—S[x]=—1+?—?+x7+ArcTan[x]

The maximum error is
|1x] - s[x]| < 0.0615886

[-1,1] araliginda 9. dereceden Mc Lauren polinomu ile hatay1 karsilastiralim.
9. dereceden Mc Lauren polinomunu yazalim.

s[x]=Normal[Series[{[x],{x,0,9}]];
Print[“s[x]=",s[x]];

+ +
3 5 7 9
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[-1,1] araliginda fonksiyonun ve Pade yaklasiminin grafigini ¢izelim.

Needs[“Graphics'Colors™”];
Plot[ {{[x],s[x]},{x,-1,1},PlotStyle - {Red,Blue}];
Print[“f[x]=",f[x]];

Print[“s[x]=",s[x]];
0.75 | /
0.5 |

0.25 ¢

<0.25

= -0.75 |

fIx]= ArcTan|x]

¥ ox x X

) R
sx] 35 7 9

[-1,1] aralifinda hatay1 bulalim ve grafigini ¢izelim.

s[x]=Normal[Series[{[x],{x,0,9}]1];
Plot[{[x]-s[x],{x,-1,1},PlotRange — All,PlotStyle — Cyan];
Print[“f[x]-s[x]=",f[x]-s[x]];

Print[“The maximum error is”’];

Print[“|f[x] - s[x]| <> ,Abs[{]1.0]-s[ 1.0]]];

0.04

0.02
-1 —O‘.5‘ 0.5 1

-0.02 t

-0.04

3 5 7 9
f[x]—s[x]:—1+%—x?+x7—%+/lrcTan[x]

The maximum error is
| /Tx]-s[x]| < 0.0495225
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Program — 3 : x,=1 civarinda f (x):\/; fonksiyonunu i¢in Pade yaklasimini
bulalim.

fix_J=x ;
x0=1;
a=0;
b=10.5;
c=0.0;
d=3.5;
a0=0.0;
b0=2.0;
Needs[“Graphics Colors™™’];
Needs[“Calculus ' Pade™”’];
Cdot=Graphics[ { {Red,PointSize[0.02].Point[ {x0,{[x0]} ]} } |;
Rends=Graphics| { {Green,Line[ { {a0,c},{a0,d}}]},{Red,Line[ {{x0,c},{x0,d}}]},
{Green,Line[ {{b0,c},{b0,d} } 1} }1;
For[n=1,n<5,n++,
P[x_]=Together[Pade[f[x], {x,x0,n,n}]];
graph=Plot[ {f[x],P[x]},{x,a,b},PlotStyle > {Magenta,Blue},
PlotRange — {{a,b},{c,d}},Ticks > { Range[0,10,2],
Range[0,4,1]},DisplayFunction — Identity];
Show[graph,Cdot,Rends, DisplayFunction — $DisplayFunction ];
Print[“f[x]=" ,f[x]];
Print[“P” 5,”[x]=",P[x]]:]
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Program - 4 : x,=0 civarinda f(x)= Bessl/[0,x] fonksiyonunu i¢in Pade
yaklasimini bulalim.

flx_]=BesselJ[0,x];
x0=0;
a=-10.2;
b=10.2;
c=-0.8;
d=1.3;
a0=-11;
b0=11;
Needs[“Graphics Colors™™];
Needs[“Calculus Pade™”’];
Cdot=Graphics[ { {Red,PointSize[0.02].Point[ {x0,{[x0]} 1} } |;
Rends=Graphics| { {Green,Line[ { {a0,c},{a0,d}}]},{Red,Line[ {{x0,c},{x0,d}}]},
{Green,Line[ {{b0,c},{b0,d} } 1} }1;
For[n=1,n<6,n++,
P[x_]=Together[Pade[f]x], {x,x0,n+1,n}]];
graph=Plot[ {f[x],P[x]},{x,a,b},PlotStyle > {Magenta,Blue},
PlotRange — {{a,b},{c,d}},Ticks —> { Range[-10,10,2],
Range[-0.5,1,0.5]},DisplayFunction — Identity];
Show[graph,Cdot,Rends, DisplayFunction — $DisplayFunction ];
Print[“f[x]=" ,f[x]];
Print[“P” 5,”[x]=",P[x]]:]

EEE R VA

fIx]= BesselJ[0, x]
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fIx]= BesselJ[0, x]
1612800 —366336x> +16308x* —205x°
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P s[x]=

YA A0
RV RV

fIx]= BesselJ[0, x]
_3(=62976000 + 14073600x° —587712x" +6421x°)

188928000 +5011200x> +63936x* +421x°
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