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OZET

Anahtar kelimeler: Hadamard matris, Hadamard kuvvet, Hadamard carpim,
Konferans matris, Kronecker ¢arpim.

Bu calisma bes boliim halinde diizenlenmistir.

Birinci boliimde, Hadamard matris, Konferans matris ve Kronecker carpiminin
tanimu verilip, Hadamard matrisin genel 6zellikleri tanitilmistir.

Ikinci boliim ¢alismamizin orjinal kismimi olusturmaktadir. Bu boliimde Hadamard
matris olusturma yontemleri; Konferans matris yontemi, Kronecker ¢arpimi yontemi

tanitilip, bu yontemlerle ile ilgili lemmalara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, Hadamard matris ile ilgili baz1 6zellikler ve bunlarin ispatlariyla
beraber, Hadamard carpim, Hadamard kuvvet tanimlarina yer ver verilmistir.

Dordiincii boliimde, Hadamard matrislerle ilgili uygulamaya yer verilmistir.



HADAMARD MATRIX AND ITS’ APPLICATIONS

SUMMARY

Keywords: Hadamard Matrix, Hadamard Power, Hadamard Product, Conference
Matrix, Kronecker product.

This study is prepared as five chapters.

In the first chapter, the descriptions of Hadamard Matrix, Conference matrix,
Kronecker product are made and the general characteristics of Hadamard Matrix are
introduced.

The second chapter forms the original part of our study. In this chapter, the methods
of forming Hadamard Matrix, Conference matrix method, Kronecker product method
are introduced and the lemmas related to those methods are also given.

In the third chapter, the descriptions of Hadamard Product and Hadamard force are
explained including some characteristics of Hadamard Matrix and proofs of those
characteristics.

In the fourth chapter, an application related to Hadamard Matrix is given.

Vi



BOLUM 1. HADAMARD MATRISLER VE OZELLIKLERI

Tanm 1.1. (Hadamard Matris)

n. mertebeden bir Hadamard matris, elemanlar -1 ve +1’ lerden olusan nxn tipinde
bir karesel matristir. H  ile gosterilir. I , n. mertebeden birim matris olmak iizere;
H, H '=nl],
dir [1].
Ornek.
Asagidaki matrisler 1. mertebeden, 2. mertebeden ve 4. mertebeden Hadamard

matrislerdir.

-+ | [+ [++-
| || | | |4
[+]’[+—} == | | =+ | |+t
==t | |+=——]| |+

n. mertebeden ve elemanlar1 -1 ile +1’lerden olusan her matris Hadamard matris
degildir. Bunun i¢in mertebenin ve elemanlarin dizilisinin baz1 6zel kosullara sahip

olmasi gerekir. Bu kosullardan ileride bahsedilecektir.

Hadamard matrisler basta iletisim (6zellikle mobil iletisim) ve kodlar teorisi olmak

tizere bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

Halen mertebesi daha biiyiik Hadamard matrisler olusturmak i¢in ¢alismalar devam

etmektedir [1].



Tamm 1.2. (Denk Hadamard Matrisler ve Standart Form)

a) H,.H,'=nlI bagmtismin 6ncelikli sonucu, H, ’ nin herhangi iki satirinin (ayni

zamanda iki siitununun) ortogonal (dik) olmasidir.
1) Herhangi iki satir veya siitun yer degistirilirse,
ii) Bir satir veya siitunun her elemani -1 ile ¢arpilirsa,
iii) H 'nin transpozesi alinirsa,
yukaridaki 6zellik degismez.
b) Yukaridaki ii¢ isleme gore sadece bazi farkli kombinasyonlardan olusan iki
Hadamard matrisin denk olduklar sdylenebilir.
¢) Bir Hadamard matriste, en iist satir1 ve en sol siitunu tamamen +1° lerden olusan
denk bir matris olusturabiliyorsa bu Hadamard matrise Standart form denir.
d) Arta kalan satirlar +1’lerden ve -1’lerden olusur. Eger n>1 ise n, cift olmak

zorundadir [1].

Teorem 1.1.

Eger bir Hadamard matris n.mertebeden ise, o zaman 1’in, 2’nin ya da 4’{in bir kat1
olmak zorundadir [1].

1spat.

Varsayalim ki n>2 olsun ve H standardindaki siitunlari degistirilsin.

Oyle ki;

Ao+t o+ttt L+
+Hot+ o+ ———— -

++..4++,  ———— ittt ————
a b c d
dir.Bu takdirde,

a+b+c+d=n vektorlerinin uzunlugudur
a+b—c+d=0 1. satir ve 2.satir ortogonaldir

a—b—c+d =0 2. satir ve 3.satir ortoganaldir.



a—b+c—d=0 3.satir ve 1.satir ortogonaldir.

denilebilir. Bu nedenle n=4a (ayn1 zamanda n=4b=4c=4d) dir.

Sonug olarak ;

n.mertebeden bir Hadamard matrisin derecesi 1’ in, 2’ nin ya da 4’ iin kat1 olmak
zorundadir. Bu yiizden 3. , 5., 7. ,...vs. mertebeden Hadamard matrisler mevcut
degildir. 4’ iin kat1 olan her n icin, n.mertebeden Hadamard matrislerin varlig1 heniiz
kesinlesmemistir. Su ana kadar bulunan en biiyilkk mertebeli Hadamard matrisin

mertebesi 428 dir [1].

Tanim 1.3. (Kronecker Carpimi)

A =(a;) mxn. mertebeden ve B=(b;) pxq. mertebeden iki matris mevcut ise,
mpxnq. mertebeden A ® B = (Ab;) matrisine A ile B matrisinin Kronecker Carpimi

denir.

Tamm 1.4. (Konferans Matris)

n. mertebeden bir konferans matrisi, kosegen elemanlar1 O’lardan, diger tiim
elemanlar1 +1 ve -1’ lerden olusan karesel bir matristir. C ile gosterilir.
C)yle ki;
CC'=(n-1.1,
dir [1].



BOLUM 2. HADAMARD MATRIiS OLUSTURMA YONTEMLERI

Boliim 1. de tanimlanan ve bazi temel 6zelliklerinden bahsedilen Hadamard matrisin
tipleri ve farkli olusturma yontemleri vardir. Hadamard matris tipleri arasinda Payley
Tipi Hadamard Matris, Williamson Tipi Hadamard Matris, Dairesel Hadamard
Matrisler, Bush Tipi Hadamard Matrisler yer alir. Hadamard matrisler farkli
yontemlerle olusturulabilir. Konferans matris yontemiyle, Kronecker c¢arpimi
yontemiyle, Sylvester matris yontemiyle, Williomson tipi Hadamard matris
yontemiyle vs...

Fakat bu boliimde Hadamard matris olugturma yontemlerinden, Konferans matris ve
Kronecker ¢arpimi yontemleri tamitilip, Hadamard matrisin nasil olusturulacagi

gosterilecektir.
2.1. Kronecker Carpimi Yontemi

H_ve H, iki Hadamard matris olmak iizere, bu iki matrisin Kronecker Carpimi,

yine, m.n tipinde bir Hadamard matris olur [1].
Ispat.

H, ve H,, m. ve n. mertebeden iki Hadamard matris olmak iizere, genellikle,

H_® H, formunda H_ ’ nin her (+1) ini H_ ile, H ’ nin her (-1) ini (-Hm) ile
degistirilerek olusturulan matris Hadamard matristir. Bunu dogrudan hesaplayarak

kontrol etmek cok kolaydir.
Soyle ki;



q +— q ++++
T+ Tol+——+
++——
olarak secildiginde;
olur. Yani;
[+ ——++——+]
++——++——
tot—t—+—
++++++++
H=H_ ®H, =
o=t —++—
+4+————++
Fot——+—+
| ++++————]
olsun.
[++++++++]
—+—+—+—+
——++——++
- +——++——+
Fttt————
—+—++—+-
——++++——
| +——+—++—]

veE



==t t——+ | [++++++++]
Fh——tt—— ||+ —F—+—+
Fot—t—t— ||t ——t+
RS R
o PRSP |
Fh———— et || — ==+
bttt || —— ==
Lttt | [+t +— ]
HH' =mn.I

olur. H, Hadamard matris 6zelliklerini sagladigindan, ispat tamamlanmis olur.

Buna gore; 6rnegin m=n=2 segilirse 2.mertebeden iki Hadamard matrisi Kronecker

carpimi ile 4.mertebeden bir Hadamard matris elde edilecegi goriiliir;

e+

H, H, +—+-

H4:H2X2:H2®H2: H -H = e
2 2

+——t

O halde;

i) t=1,2,3,... tamsayilari icin 2'. mertebeden Hadamard matrisler vardir.
ii) Eger n. mertebeden bir Hadamard matris mevcutsa, 2n. mertebeden bir
Hadamard matris te mevcuttur.

Cikarim yapilabilir [1].

Lemma 2.1.1.

Kronecker ¢arpimi yardimiyla Hadamard matris tiiretilirken; tiiretmek icin secilen
Hadamard matrisler simetrik ise, olusan Hadamard matris de simetrik; se¢ilenlerden
en az birinin simetrik olmamasi halinde ise; olusan Hadamard matris simetrik
olmayan bir matris olur.

Bu secilen 2. mertebeden durumlar i¢in asagidaki sekilde ispatlanabilir;



A=+1, B=71, D=%1, A’+B°=2, B*+D*=2, AB+BD=0ve AD<O0

sartlarin1 saglayan

AB
H, =

simetrik bir Hadamard matris

ve

simetrik Hadamard matrisleri olsun.

A B A B
B D B D
H ®H =H=
A B -A -B
B D -B -D
olur.
H matrisinin Hadamardlig1 incelenir.
[A°B A BJ|[A B A B
. |B D B D|/B D B D
HH'= .
A B -A -B||A B -A -B
B D -B -D|]|B D -B -D
[ 2A2+2B* 2AB+2BD 0 AB-AD
| 2AB+2BD 2B’ +2D’ 0 B* -BD
. B*-BD BD-D? 2A°+B’+BD AB+AD+BD+D’
| 0 0 2AB+2BD B’ +BD+2D’




4 0 0 O
.10 4 00
HH'=
0 0 40
0 0 0 4],,
HH'=41I,
olur.

Olusan H matrisi simetrik Hadamard matristir.

Genellestirme:

(H,.h;)" = (H, h;)esitligi saglandiginda, H  ® H  formu simetrik olur.

Simdi de simetrik olmama halini ele alal

1m;

A=%1,B=%1,C=71,D=%1, A’+B*=2, C°+D* =2

Ve C# B sartlarini saglayan,

m

simetrik olmayan bir Hadamard matris

ve

simetrik Hadamard matrisleri olsun.

H ®H =H=

olur.

Q> 0
O W o w

A B
C D
-A -B
-C -D



H matrisinin hadamardlig1 incelenir.

A B A B|/IA C A C

H'Ht:CD C D‘BD B D
A B -A -B||A C -A -C
C D -C -D||B D -B -D
2A°+2B°> 2AC+2BD 0 0
HH = 2AC+2BD 2C*+2D? 0 0
0 0 2A° +2B° 2AC+2BD
-AB+AC -BC+C*> AB+AC+2BD BC+C’+2D?
4 0 00
.10 4 00
HH'=
0 0 40
00 0 4],,
HH' =41,
olur.

Olusan H matrisi simetrik olmayan bir Hadamard matristir.

Genellestirme:
(H,h; ) =( H, h;)esitligi saglanmadiinda, H, A ®H, formu simetrik matris

olmaz.

Boylelikle, her ikisinin de simetrik olmasi halinde olusan Hadamard matris simetrik,
en az birinin simetrik olmamasi halinde olugan Hadamard matrisin simetrik olmadigi

goriiliir.

2.2. Konferans Matris Yontemi

n. mertebeden bir konferans matrisi, kdsegen elemanlar1 0’ lardan, diger tiim
elemanlar1 +1 ve -1 lerden olusan nxn tipinde ve C.C" = (n—1).I, sartlarim saglayan

bir matristir [1].
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Yani; C konferans matrisi icin

CC'=(n-1I,
ise;
C: Cij:() 1=J1§1H
c; =11 1#jicin
dir.
Lemma 2.2.1.
Eger C ters simetrik bir konferans matris ise, (C' =—C), o zaman I+C, n.mertebeden

bir Hadamard matristir [1].
Ispat.
H=I+C olmak iizere, (I+C).(I+C)'dogrudan hesaplanur.
(I+C)' =1+C" ise, HH' =n.I, oldugu gosterilir.
HH'=(I+0).I+C)'
=I+C'+C+CC' (ters simetriklikten (C' =-C))
=[-C+C+CC (CC"=(n-1.I)

=T+(n-DI
=T+nl-1

=nl,
HH' =nl,

oldugu goriiliir. Ispat tamamlanmustir.
Lemma 2.2.2.

Eger C, nxn tipinde bir konferans matris ise,

0 zaman,

I+C -I+C
H=
{-I+C -1-C }

seklinde tanimlanan 2nx2n tipinde simetrik Hadamard matris olur [1].
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Ispat.
Tanimlanan H simetrik oldugundan H' = H dir.
Dolayisiyla;
. [I+C -#C|[ *C -I+C
HH = .
-I+C -IC | | -I+C  -I-C
HH - [ (1+C).(+C)+(-I+C).(-I+C)  (I+C).(-I+C)+(-I+C).(-I-C)
' __(-I+C).(I+C)+(-I—C).(-I+C) (-I4+C).(-I+C)+(-I-C).(-I-C)
HH = 2C*+21 0 C=C"' simetrik oldugundan
' 0 2C+2 C*=C.C"=(n-1)I
HH - [2(n-DI+2I 0
0 2(n-DI+21
. | 2nl 0
HH =
| 0 2nl

t In 0
HH'=2n.
0

H.H' =2n.I

*2n
olur. Ispat tamamlanmistir.
Bununla beraber;
Bu genellestirmenin n=2 icin dogru oldugu fakat n=4, n=6, n=8 i¢in dogrulugunun
sayisal olarak gosterilmedigi asagidaki lemmalar ve 6rneklerden anlagilmaktadir.

Lemma 2.2.3.

4. mertebeden simetrik konferans matris yazilamaz.
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Ispat.
B=+1, C=%1, D=#1

elemanlarindan olusmak iizere,

O 0O w o
AN Y o w
W o TN
o w Q"

4x4

Simetrik konferans matris olsun. Bu durumda,

C.C'=(n-1I
ozelligini saglamalidir.
Buna gore;
0 B CD 0 B CD B’+C*+D’ 2DC 2BD 2BC
B 0 D C B 0 D C| | 2bC B+C+D’ 2BC 2BD
C DO B| [CDOB 2BD 2BC  B’+C’+D’ 2DC
DCB 0],/DCB O], 2BC 2DB 2DC  B’+C’+D? |,
B*+C’+D’=3
DC=0 olmalidir.Bu sistemin ¢6ziimiinde B,C,D elemanlar1 *1
BC=0 olacak sekilde ¢coziimii yoktur.
BD=0

Bu durumda lemma 2.2.2. ye uygun olarak 8x8 tipinde simetrik Hadamard
matrislerin konferans matris yontemiyle tiiretilemeyecegi goriiliir.
Ornek.

2. mertebeden simetrik bir konferans matrislerden, 4x4 tipinde simetrik Hadamard

2N

matrisler tiiretilebilir.

Mesela; A= +£1 sartini1 saglayan

veE



C.C'=(n-DI

sartin1 saglayan simetrik konferans matris olsun.

C.C'=(n-DI oldugu gosterilir

[o AHO A}{Az 0} (Amtl)
A O||A O 0 A’

I+C -I+C
H=
{-I+C -1-C }

alinirsa,
1 A -1 A
A1 A -1
H=
-1 A -1 A
A -1 A -1
olur.

H’ nin Hadamardlig1 incelenmelidir.
H.H'=nl

olmalidir.

H.H'=

+A+1+A°  A+A-A-A  -1+A°+1-A7  A-A+A-A
A+A-A-A  AP+1+A%-1  -A+A-A+A A%-1-A+1

A4ATHI-AT CAFA-AHA 1THATHIHAT -A-AHAHA
A-A+A-A  A-1+A%+]1  -A-A+A+A T AT+1+A+]
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4 0 0 0
o400
100 4 0
000 4],
=41,

olur.

Boylelikle 4x4 tipinde simetrik Hadamard matrisi olugturulmustur.

Ornek.

4. mertebeden ters simetrik konferans matristen Hadamard matrisi tiiretilmesini

inceleyelim.
O halde;
0O B C D
-B 0 -D C
C=
C D 0 -B
-b -C B 0],
olsun.Bu durumda
0O -B -C -D
. |B 0 D -C
C'=
C -D 0 B
D C B 0

olur.

C=- C' sartin1 saglar. C, ters simetrik konferans matris ise [+C, Hadamard matristir.
O halde;
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0 B C D||1 B C D

0

0 -B 0 -D C -B 1 -D C
I+C= =
0 C D 0 -B C D 1 -B
1 -D C B 0 -D -C B 1

4x4

S O O =
o O = O
o = O O

dir.

[+C’ nin hadamardlig1 incelenmelidir.

n=4 olmak iizere

(1+C).(1+C)" =nl_

olmalidir.

1 B C D 1 B -C -D

. |-B 1 -D C B 1 D -C

(I+C).d+C)' =

-C D 1 -B CcC -D 1 B

-D C B 1], D C B 1],

1+B*+C*+D* -B+B-CD+CD -C+BD+C-BC -D-BC+BC+D

-B+B-CD+CD B*+1+D*+C* CB+D-D-CB BD-C-BD+C
(I+O).(I+C)' =

-C+BD+C-BD CB+D-D-CB C?’+D*+1+B* CD-CD+B-B
-D-CB+CB+D BD-C-BD+C  DC-CD+B-B  D*+C’+B*+1 |,

B=+1, C=+1, D=+1, B*+C*+D?*=3

olmak iizere;

400 0
0400
(I+C).(I+C)' =
00 4 0
00 0 4

4x4

(I+C).(I+C)' =4.1,

olur.
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Lemma 2.2.4.

6. mertebeden simetrik konferans matrisi yazilamaz.
Ispat.

6x6 ik simetrik konferans matrisi

A=%1, B=+1, C=x1, D=1, E=+1

olmak iizere,

Mg awpP o
wm g Qo »
U>»>omonw®
> W o m g N
Qo wp» mU
S QO » O wd

L 16x6

olsun.

C, 6. mertebeden simetrik konferans matrisinin genellestirilmis hali,

C.C'=(n-1I
sartin1 saglamak iizere,

[0 A B C D E] [0 A B C D E]

A 0 C D E B A 0 C D E B

B C 0 E A D B C 0 E A D _s1
CDE OB A CDEOBA| 7
D E A B 0 C D E A B 0 C

E B D AC O], |[EBDAZC 0],

olmalidir.

Bu durumda;

A?+B*+C*+D*+E*=5
A C+A D+C E+D E=0



A D+B D+A E+B E=0
A B+B C+A E+C E=0
A B+A C+BD+C D=0
A B+B D+A E+D E=0
A B+A C+B E+C E=0
A C+B C+A D+B D=0
A D+C D+A E+C E=0
A B+B C+A D+C D=0
B D+C D+B E+C E=0
A C+B C+A E+B E=0
A C+C D+A E+D E=0
B C+B D+C E+D E=0
A B+A D+B E+D E=0
B C+C D+B E+D E=0

olacak sekilde
A= *1,B=%1,C=%1, D=%1, E=%1
¢Oziimii bulunmalidir.

Yukaridaki denklemlerden;

(A+E) (C+E) =0
(D+E) (A+B) =0
(B+E) (A+C) =0
(A+D) (B+C) =0
(B+E) (A+D) =0
(A+E) (B+C) =0
(C+D) (A+B) =0
(D+E) (A+C) =0
(B+D) (A+C) =0
(D+E) (B+C) =0
(C+E) (A+B) =0
(C+E) (A+D) =0
(B+E) (C+D) =0
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(A+E) (B+D) =0
(C+E) (E+D) =0

ve;

A+E=0
C+E=0
D+E=0
A+B=0
A+C=0
A+D=0
B+C=0
B+E=0
C+D=0
B+D=0

denklemleri elde edilir.Fakat bu 10 tane denklemden ; aranilan  ¢6ziim
bulunamaz.Ciinkii bu 10 denklemi olusturan A, B, C, D, E lerin isaret tablosundan,

aranilan sekilde ¢coziimiiniin olmadig1 goriiliir.

Sonug olarak ; A=+1, B=%1, C=%1, D=+1, E=%1 lerden olusan 6.mertebeden simetrik

konferans matris yazilamaz.

Dolayisiyla lemma 2.2.2. ye uygun olarak 12x12 tipinde simetrik Hadamard

matrisin konferans matris yontemiyle tiiretilemeyecegi goriiliir.

Lemma 2.2.5.

8. mertebeden simetrik konferans matrisi yazilamaz.
Ispat.
8. mertebeden simetrik konferans matrisi
A=%1, B=t1, C=%1, D=%1, E=+1, F=#1, G=#1

veE
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0 AB CDE F G
A 0 CDE F G B

B C 0 E F G D A
C DE O G B AF
D EF GO0 A B C

E FGBAOCD

F GDABTC 0E
GBAFCDE 0],

seklinde secildiginde;

(n-1)I sartin1 saglamak iizere,

C simetrik konferans matrisi, C.C"

Om<dxmUAM@mOo
O A<M OU oM
b~ Om< o LA
AMKD R~ <mU
OAmo UMM K
moUomMEBKUA<
< oL AMmMLOM
_OABCDEFG_
_GBAFCDEO_
MO0 A< mmMOU oM
b L Om< o LA
AWMLY o<«<mOU
A MoV MK
moUomMEBKUA<
< oL AMMEMLOLMA
o< MU AMM~DO

olmali.

Bu durumda;



denklemleri elde

A*+B*+C*+D*+E*+F +G* =7

BC+CD+DE+EF+BG +FG
AC+CE+2DF+AG+EG
AD+2BE + AF+ DG +FG
2AE +2BF+2CG

BC+AD+ AF+CF+BG +DG
AC+2BD+CE+AG+EG
2AB+CD +DE +CF+EF
BC+CD+DE+EF+BG+FG
2AB+DE +EF+DG + FG
AC+CE+2BF+AG+EG
BC+AD+ AF+CF+BG +DG
2BD +2AE +2CG
AD+CD+2BE + AF+CF
AC+CE+2DF+AG+EG
BC+AD+CD+AF+BG+FG
AD+CD+2BE + AF+CF
BC+DE+CF+EF+BG +DG
AD+2BE + AF+ DG + FG
AC+CE+2BF+AG+EG
BC+AD+CD+ AF+BG +FG
BC+DE+CF+EF+BG +DG
BC+AD+ AF+CF+BG +DG
BC+CD+DE+EF+BG+FG
AC+CE+2DF+AG+EG

=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0

edilir. Fakat bu denklemlerden

20

2AE +2BF+2CG =0,

AE+BF+CG=0 denklemi yukandaki A=%1, B=x1, C=%1, E=*+1, F=#1, G=+#1

sartlarini saglamaz.Yani yazilan denklem sisteminin belirtilen kosullara uygun olarak

¢Ozlimii yoktur.

Sonug¢ olarak; A=+1, B=+1, C=x1, D=%1, E=x1, F=+£1, G=+£1 lerden olusan 8.

mertebeden simetrik konferans matris yazilamaz.
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Dolayisiyla olarak lemma 2.2.2. ye uygun olarak 16x16 tipinde simetrik Hadamard

matrisin konferans matris yontemiyle tiiretilemeyecegi goriiliir.



BOLUM 3. HADAMARD MATRIS iLE IiLGILi BAZI
OZELLIKLERIN BELIRLENMESI VE iSPATI

Ozellik 3.1.
H, nxn (£1) lerden olusan Hadamard matris ise HH'=n.I, dir [2].

Ispat.

nxn tipinde bir Hadamard matris ve
A==1, B=%1, C=%1, D=%1,

olmak iizere,

HHE{A BHA C}_[A%Bz AC+BD}

C D||B D| |CA+DB (4D

olur.
A=*1, B=%1, C=%1, D=%1

elemanlarindan olustugundan;
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A*+B* =2
AC+BD =0
CA+DB =0
CA+DB =0

Denklem sisteminin ¢oziim kiimesi su durumlarda saglanir.

1. durum olarak; asagidaki ¢6ziim kiimesinden simetrik olmayan Hadamard matris

turetilir.

A B C D
+ - + +
- 4
+ + - +
-+ -

2. durum olarak asagida goriilen ¢oziim kiimesinden de; B=C olmak iizere , simetrik

olan Hadamard matrisleri tiiretilir

A B D
+ + -
+ - -
- - +
-+ +

Boylece ispat tamamlanmistir.

Ozellik 3.2.

Eger H nXxntipinde bir Hadamard matris ise ,

1

—H

in

ortogonal bir matristir [2].
Ispat.
H Hadamard matris ise,

HH' =nl
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dir.

~HH'=I,

HH'=I,
S Cde

dir. Bu durum A. A'=I, ortogonal 6zelligini sagladigindan,

5-
|-

2k

1
— H
vn
ortogonaldir.

Ozellik 3.3.

A, nxn tipinde ortogonal bir reel matris olmak iizere, (¥xe R")

[ax|=Id

(||x|| =+/xx' euclidan normu olmak iizere)

dir [2].
Ispat.

A ortogonal bir matris x € R" bir vektor ve
[ =xx
ise
Jax]|=Ax.(Ax)
=VAxx A"
—VA .|x| . /A" (x vektor ve || bir carpan olmak iizere)

=||x|| VALA' (A ortogonal oldugundan A.A' =1 )

=[x

=

[Ax] =]

1,
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olur.

Ispat tamamlanmustur.

Ozellik 3.4.
Eger H nxn tipinde bir Hadamard matris ise Vx € R" olmak {iizere,
[Fix]=n x|
dir [2].
Ispat.
H Hadamard matris,
HH'=nl HH' =vn
ve

||x||:\/ xx'

olmak iizere;

|Hx||=/Hx(Hx)' =+Hxx'H'
=\/ﬁ\/;ﬁ (\/g:“x” , ||x|| reel carpan olmak iizere)

NN
=i

dir.

Yani
x| =[]
olur.
Ozellik 3.5.
Bir Hadamard matrisin siitunlari, ayn1 zamanda ortogonaldir [2].
Ispat.
H Hadamard matris ise, H' Hadamard matrisidir. Soyle ki;

Hadamard matris tanimindan
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HH'=nl_
dir.
H.H'=nI, (Her iki taraf n” e béliiniir)
l.H.Ht =1 (Her iki taraf soldan H™' ile ¢arpilir)
n
-1 1 t -1
H .(—.H.H j=H
n
H' =l.Ht
n
elde edilir.
Buradan da;
HH'=nI

olur.

O halde H' Hadamard matristir.

Yine Hadamard matris tanimindan;
H'.(H') =H'H=nl,
olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ozellik 3.6.

nxn tipinde H Hadamard matrisin biitiin 6zdegerleri, mutlak degerce Jn degerine
sahiptir [2].
Ispat.
H, nxn tipinde Hadamard matris olsun.
H.H'=nl
dir.
Hx=\x *)
esitligini saglayan A degerleri, H nin 6zdegerleri olsun.

A,

1

H’ nin 6zdegerleri olsun.
|7‘i | =Vn

mudir?
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Hx=Ax

esitliginde her iki tarafin transpozesi alinirsa
(Hx)'=(A.x)"

= x"H'=x"A (sagdan H ile carpilir)
= x"H'.H=x"A.H  (HH'=nl, esitliginden)
= x'nI =x"AH
= nx'=x"AH (sagdan x ile ¢arpilir)
= n.x'.x=x"AHx (%) esitliginden)
= n.x'.x=x".AAx
= n.x'=x"AA
= n.x'=x"1’
= n.x'=\"x'
= n=\"
=N =+n

dir.

1spat tamamlanmi stir.

Sonug olarak;

nxn tipindeki Hadamard matrisleri icin reel O©zdegerleri mutlak degerce

Jn (veya +/n ) ; karmasik 6zdegerli ise (varsa) biiyiikligii Jn dir.

Yani
A, reel ise,
A= /2
ve
A, =a+ib
ise

|7‘i|: n
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dir.
Ozellik 3.7.

Eger H, nxn tipinde Hadamard matris ise,
det(H)=+ n%
dir [2].
Ispat.
H, nxn Hadamard matris ise H.H‘=nIn dir.
HH'=n.I, (determinant dzelliginden)
det(H.H")=n.detl
(detH).(detH")=n

(detH)*=n" (detH # 0)

JidetH)?> =v/n"

detH= + n%

olup, ispat tamamlanmis olur.
Tanim 3.1. (Hadamard Carpim)

A ve B ayni tipte iki Hadamard matris olmak iizere
A= [a ij]
ve
B =[b, ]
ise
A ve B nin Hadamard carpimz;
AOB =[au bij]

dir [3].
Lemma 3.1.

Aymn tipte iki Hadamard matris A ve B olmak {izere, bu iki matrisin Hadamard

carpimi, Hadamard matris olamaz.
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1spat.
A ve B Hadamard matrisler ise;

AA'=nl

n

ve

B.B'=nl
dir.
A ve B nin Hadamard c¢arpimlart K olsun.
AOB = K (Her iki taraf soldan A' ve sagdan B' ile carpilirsa)
A""A ©BB' = A'.K B' (A". K. B'=K' esitligi kullamlirsa)

nl Onl K

n’l = K

n nxn

Yani, olugan yeni K' matrisi Hadamard matris olamaz.
Lemma 3.2.

H, nxn tipinde simetrik Hadamard matris ve

A= |

Jn

olmak iizere;
A matrisi 2 periyotlu, periyodik ve involutif bir matristir.
Ispat.

A’ =A (periyodiklik tanimi)
oldugu gosterilmelidir.
H simetrik Hadamard matris oldugundan;

H>=HH'=nl,

olur.O halde;

2
1
A3=A2.A:(—H A
vn j

:lHZ A
n
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=—.nl A
n
=1 A
=A
A=A
oldugu goriiliir.
O halde A, 2 periyotlu matristir.
Ayrica
A’ =1

oldugundan A involutiftir.
Tanim 3.2. (Hadamard Kuvvet)

A,nxntipinde Hadamard matris ve ke Nolmak iizere, A matrisinin Hadamard
kuvveti
A*=(a)
dir [4].
Ornek.
Bir Hadamard matrisin Hadamard tek kuvveti yine Hadamard matris olur.

Mesela;

Hadamard matris olsun.

ve

dir.



Bu durumda;
H, Hadamard matris ise,
H’=H
olur.
Ornek.

Bir Hadamard matrisin Hadamard ¢ift kuvveti yine Hadamard matris olmaz.

Yani;

Hadamard matris olsun.

veE

dir.
Bu durumda;

H, Hadamard matris ise;
H*#H

olur.

Sonug olarak;

A, Hadamard matris ve k € N olmak iizere, A* = (aijk) icin,

e A* Hadamard , k tekise
A" Hadamard degil, k ciftise

dir.
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BOLUM 4. HADAMARD MATRISLERIN UYGULAMALARI

4. 1. Kodlama Teorisinde Uygulamasi

H, , n. mertebeden bir Hadamard matris olsun. O zaman asagidakiler mevcuttur.

1. (n, n, %n) kodu — ortogonal koddur.
2. (n-1, n, %n) kodu — diizenli simpleks (tek yonlii) dir.

3. (n, 2n, %n) kodu — 1.mertebeden RM kodudur (bi-ortogonal).

- Eger n, X gercek vektoriiniin uzunlugu ise
Y=H, X
doniigiimii, Hadamard doniisiimii diye adlandirilir.
- H,, n. mertebeden tiim karesel matrisler arasinda maksimum determinanta sahip

ise;
olur.

Yakin zamanlarda Hadamard matrislerin uygulamalar1 icinde CDMA mobil iletigim
sistemlerinin tanittig1 iki ¢cesit Hadamard matris kullanilmistir.

Bunlar ortogonal kanalizasyonlar i¢in 64. mertebeden Kronecker Carpimu tipi ve kisa

uzun kodlar icin sirasiyla 2'*. ve 2**. mertebeden Dairesel tip’ dir [1].
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4.2. Istatistik Hesaplamalarda ve Optimal Kontrolde Uygulamasi

4.2.1. Hadamard Matrisler ve optimal tartma tasarmm

p cisimlerinin iki kefesi ve bir tarafa egimli olmayan bir kimya terazisinde tartildig
varsayilsin.

x;=1 dir. Eger i. tartimda j. cisim sol kefeye konursa,

x;=-1 dir. Eger 1. tartimda j. cisim sag kefeye konursa,

O zaman nxpmatris X=(x;;)tartma islemini tamamen nitelendirmektedir.p
cisimlerinin gercek agirhiklann w , w,,... W, seklinde yazilsin, tartma isleminin

sonuglar i¢in de y,.y,,...,y, Yyazlsin. (boylece elde edilen sonuglar, i cisminin

n

tartilmasi isleminde, sol kefedeki tartimin y, miktarinda sag kefedeki tartimdan fazla

oldugunu gosterir). w’larin ve y’lerin siitun vektorleri W ve Y olarak ayr1 ayri ifade

edilsin.

O zaman elde edilen sonuglar dogrusal bir modelle temsil edilebilir.

Y=XW+e,

€,,6,,....6, €nin siitun vektoriidiir ve e, tahmini sonugla gozlemlenen sonug

n
arasindaki hatadir. O zaman e, ortalamas1 sifir ve o°l kovaryans matrisli dagilima
sahip sans vektoriidiir. Bu, tartigilacak olan cisimlerin kiitlesinin tartinin kendisine
kiyasla ¢ok daha kiiciik oldugu durumlarda mantikli bir varsayimdir.

X’ in tekil olmayan bir matris oldugu varsayilsin. O zaman W’nin en iyi dogrusal

sapmasiz tahmini asagidaki gibi olacaktir.
W=X"X)"X"Y
W’ nun kovaryansi
Cov(W)=¢>(X"X)"

dir.

Hottelling, W, varyansinin herhangi bir tarti tasariminda o°/n’ den daha az

olamayacagin gostermistir. O yiizden, herhangi bir kimyasal terazi tasarimi her iki
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agirh@ da ¢’ /n minimum varyansiyla 6lcebiliyorsa, onun X agirhik tasarmminin
optimal oldugu anlamina gelir. Kiefer[6] aslinda anlasilan kadariyla optimal bir tarti
tasariminin ¢ok genel bir kriter sinifina gore optimal oldugunu kanitlamistir. X,
sadece X'X=nl sart1 saglandiginda optimal oldugu gorsterilebilir.Bu da siitunlar
ortogonal olan *1’lerden olusan nxp lik matris ise bir kimyasal tarti tasariminin
optimal oldugu anlamina gelir. Yani X bir Hadamard matris olursa optimallik
sartinin saglandig anlasilir [S].

Ornek.

Bir kimya terazisi deneyinde; X tartma islemi, W secilmis 8 adet cismin gergek
agirliklari, Y bu cisimlerin sag ve sol kefedeki tartimlarinin farki, e ise tahmini

sonug ile gozlemlenen sonug arasindaki hata olmak tizere,

Y=XW+e

modeli lizerinde;

10
10
15

12

N = AN 3NN W

12

degerleri ile,
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-1 1 -1 -1
-1

1
1

-1
-1
-1

1
1
1

1
-1

-1
-1

-1
-1

-1

1

-1

-1

1

-1

-1

matrisi Hadamard matris secildiginde,

Y=XW+e

ifadesindeki e’ nin karsilig1 aranir.

10
10

12

-11 -1 -1
-1

-1
-1

-1

1 1

-1

1 -1 -1 -1

1

-1

-1

-1

-1
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17

elde edilir. X Hadamard Matris alindiginda, e, in karsilig1 bulunmus olur. e,

hatalarinin mutlak degerleri toplam1 6822, hatalarin kareleri toplami ise 143 diir.

Ayn1 modelde, X Hadamard olmayan bir matris alindiginda;

3 1 11 <11 <11 -11[5
2 R S T N RS R R RS Tl B B T)
6 I a1 <1 1 1 -1 -1 1]]10
70 [0 01 1 a1 11 1|15
20711 a1 1 a1 a1 o 17
a0 [0 a1 11 1|12
| 1 a1 -1 1 -1 1 1 1|8

2] 111111 a1 |12

79 ]
19
11

25

N O~ A NN O W
1
f—

36
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X Hadamard olmayan bir matris alindiginda, e,’ nin karsili§1 bulunmus olur. e,
hatalarinin mutlak degerleri toplam1 7096, hatalarin kareleri toplami ise 156 dir.
X’ in Hadamard Matris alindigr durumda ortaya ¢ikan e, hatasi; X’ in Hadamard

olmayan bir matris alindig1 durumda ortaya ¢ikan e, hatasinin kareleri toplamindan

ve mutlak degerleri toplamindan daha kiigiiktiir. Yani |61| < |ez| oldugu goriiliir.

Dolayisiyla; X Hadamard oldugunda, bu kimyasal tarti tasariminin optimallik

sartinin saglandigr goriiliir.
4.2.2. Hadamard Matrisleri ve optik cokluluk

Hadamard tasarimiyla coklu optiklerin arasindaki baglanti artik agik seciktir.
Optiklere bilinmeyenw,’ ler bir radyasyon 1sininda tek tek boslukta ve/veya 1sin
dagilimiyla ilgili 6gelerin yogunlugunu temsil eder. Bu yogunluklari teker teker
Olcen tarayici cihazlarinda tam tersi olarak, ¢oklu optik sistem aym anda birkac
yogunlugu olger (baska bir degisle w,’ leri tartar). y’ler bu durumda tart1 yerine
detektoriin sonuclarini temsil ederler. Son olarak, tarti tasariminin kendisi, X bir
maske ile temsil edilir. Daha dogrusu bir tek Ol¢iimde hangi cisimlerin mevcut
oldugunu belirleyen X sirasi, ileten, emen ya da yansitan elementlere karsilik gelir.

Boyle bir dizinden maske yapilandirilmasi olarak soz edilir.

Iki tipteki tart: tasari-kimyasal ve yayli tarti tasarimlar1 —ya ileten, emen ve yansitan

ogeler (kimyasal tart1 tasarimi) ya da agik ve kapali yuvalar (yayh tart1 tasarimi igin)



38

iceren maskelerle birbirlerinden ayrilirlar. Kimyasal tartilar, iki detektor
gerektirirken, diger tartida dedektor kaldirlabilir. Hadamard degisken

spektrometrede ayrilan 1s1k bir maskeye gonderilir.

Maskenin c¢esitli boliimleri seffaf olacak ve 151831in gecmesine izin verecek,
yansitacaktir (15181 ikinci dedektore gonderecek) ya da opak olacaktir. Seffaf
yansitici ve opak olami ayrn ayn 1, -1 ile ifade edildiginde, o zaman maskenin
konfigiirasyonu 1, -1 oOgeleri ile temsil edilecektir. K 0lgiilerinin alinacagi
varsayilsin. O zaman deney, k maskelerini icerecektir. Bunlar da 1 ve -1’ in
nxkmatrisi olarak disiiniilebilir. Deney, bir tartma tasarimi olarak matrisini
etkinligi kadar etkindir. O yiizden en iyi maske sistemleri Hadamard matrislerinden

alinmislardir [5].

4.2.3. Hadamard Matrislerinin eleme ozellikleri

Iki sembol iizerindeki sira N siras1 ve k siitunu, eger her bir p siitunu i¢in 2p vektorii
en az bir kez goriiniirse, bu bir (N, k, p) eleme tasarimidir. Eleme tasarilar1 ¢oksayida
Ogenin (q) incelendigi ancak bunlardan cok azimnin (k) 6nemli olacaginin tahmin
edildigi durumlarda yararlidir. Hadamard matrislerinden dogan eleme matrisleri
karmagik yapilan yiiziinden yararhidir. Hadamard matrislerinden dogan eleme
matrisleri karmagsik yapilarnn yiiziinden geleneksel olarak sadece ana etkileri

tanimlamak ic¢in kullanilirlar.

Genel kurali bozmadan, herhangi bir Hadamard matrisinin birinci siitununun sadece

1’ leri igerdigi konusunda 1srar edilebilir. O zaman bu siitunu kaldirarak, bir p >2ile

(N, N-1, p) eleme matrisi elde edilir. Bu tiir baz1 eleme tasarimlar Plackett ve
Burman tarafindan gelistirilmistir. Bunlara Plackett-Burman tasarimlar1 denir. Bu
tasarimlar dairesel diizenlemeyle N-1 Ogelerini iceren ilk siradan yaratilabilirler.
Ikinci sira, birinci siradaki biitiin girilen bilgileri bir konum saga kaydirarak ve son
ogeyi ilk konuma yerlestirerek olusturulurlar. Ugiincii sira, ayn1 islem uygulanarak
ikinci siradan olusturulur ve N-1 siralart olusturuldugu zaman islem sona erer. Sonra,
en son siraya bir -1’ ler sirasi ilave edilir. Boylece N tekrarlariyla ve biitiin 1 leri bir

siitun halinde ekleyerek bir N sirali bir Hadamard matrisi elde ederiz. Aslinda,
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Plackett ve Burman N sirasinin, N=92 diginda biitiin N <100i¢in Hadamard
matrislerini yapmislardir. N=92 de 1962 yilinda Baumert, Colomb ve Hall tarafindan
verilmigtir. N=8, 12, 20 ve 24 tekrarlar i¢cin Plackett ve Burman tasarimlarini ilk

siralar bir 6rnek olarak asagida verilmistir.

8 +++—+——

12 ++—F++———+-

16 ++4++—++——+——-

20 A++——F+++—F—F————++—

24 +++++—F—F+——F+——F+—-F+-——-

Biitiin aktif 6gelerin tamimlanmasindan sonra, 6zgiin tasarim daha fazla incelenmek
izere boyutlarina yansitilir. Bagka bir deyisle, N tekrarlar1 ve k stitunlariyla yeni bir
tasarim olusturmak icin aktif 6gelere karsilik gelen siitunlari segilir. Buna yansitma

denir.

K siitununun se¢imi incelemenin sonuglarina gore degistigine gore, ortaya
cikabilecek biitiin yansima tasarimlar1 6zelliklerini incelemek gerekir.
Hadamard matrislerinden dogan yansima tasarimlari ya diizenli ya da diizensiz

0gesel planlardir. Diizenli 6gesel tasarimlarin farkli yapilar1 vardir ve genellikle

N = 2P sirlarinin Hadamard matrislerinden dogarlar. Diizenli olmayan franksiyonel

Ogesel tasarimlarin karmasik yapilar vardir.

Diizenli 6gesel tasarimlarin karmasik yapilari kolaylikla hesaplanabilir. Ote yandan,

diizenli olmayan tasarimlarin karmasik yapilar kolaylikla hesaplanamaz [5].



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Hadamard matris tanim ve ozellikleri Hong Yeop-Song [1] ve Laszlo Babai [2]
tarafindan verilmistir. Bununla beraber Konferans matris ve Kronecker carpimi Hong
Yeop-Song [1] tarafindan tamtilmistir.Calismamizda Hadamard matrislerin,
Konferans matris yontemi ve Kronecker carpimi yontemiyle olusturulabilecegi

gosterilmistir.

Bu ¢alismada Hong Yeop-Song [1] tarafindan verilen lemma 2.2.2. nin dogrulugu
incelenip, elde edilen sonuglar belirlenmistir.Bu lemmanin dogrulugu daha biiyiik

cift sayilar icin de incelenebilir.

Calismamizda, Hadamard matrislerin uygulamalarimin kimyada kullanilabilcegini
gosteren Orneklere yer verilmistirBu uygulamalarin farkli ¢esitlemeleri de

incelenebilir.
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