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SIMGELER VE KISALTMALAR

B(X)
S(X)

AD
AM)

: Konveks modiil

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Pozitif reel sayilar kiimesi

: X uzayinin kapali birim yuvari

: X uzayinin birim kiiresi

: A operatoriiniin sifir uzayi(cekirdegi)

: Biitlin dizilerin uzay1

: A dizi uzaymin a-duali

: A dizi uzaymin f-duali

: A dizi uzayinin y-duali

: Banach limiti

: Hemen hemen yakinsak dizilerin uzayi
: Hemen hemen yakinsak serilerin uzay1
: Reel say1 dizilerinin uzay1

: N” nin biitiin sonlu alt kiimelerinin ailesi
: Norlund ortalamasi(matrisi)

: Riesz ortalamasi(matrisi)

: 1. Mertebeden Cesaro ortalamast

: Toplam matrisi

: Fark matrisi

: Fark matrisi

: m. mertebeden fark matrisi

: Euler ortalamasi(matrisi)

: ej Euler dizi uzay1

: el Euler dizi uzay1



€
eq (4)
ec(d)
es(4)

ef (a™)
el ( A(m))
el (A(m))
r

e&H

e"(p)
p = (Pr)
(A )

: e, Euler dizi uzay1

: €4 (A) Euler fark dizi uzay1
: el (A) Euler fark dizi uzay1
: el (A) Euler fark dizi uzay
: ey (A™) Euler dizi uzayi

: ey (A™) Euler dizi uzayi

: ey (A™) Euler dizi uzay

: ey, Euler dizi uzay:

: el, Euler dizi uzay

: e"(p) Euler dizi uzay1

: Pozitif reel sayilarin sinirlt dizisi

: s-¢arpimsal matrislerin sinifi
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OZET

Anahtar kelimeler: Euler dizi uzayi, Paranormlu dizi uzayi, a-, - ve y-dualleri,
Schauder bazi, Matris doniisiimleri, Banach-Saks o6zelligi, Zayif Banach-Saks
ozelligi, Sabit nokta 6zelligi, p tipi Banach-Saks 6zelligi, (H) 6zelligi, Rotund olma,
LUR o6zelligi

“Bazi Euler dizi uzaylarinin topolojik ve geometrik ozellikleri” isimli bu tez
calismasi yedi bolimden olusmaktadir. ilk bes bolim bu konu ile ilgili yapilan
calismalarin bir kismimin derlemesinden olusmaktadir. Altinci bdliim ise tezin
orijinal kismudir.

Birinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verildi.

Ikinci boliimde, e} ve el Euler dizi uzaylar1 tanitildi ve bu uzaylarin bazi topolojik
ozellikleri verildi.

Ugiincii boliimde, baz1 Euler fark dizi uzaylari tanitildi ve bu uzaylarin bazi topolojik
ozellikleri verildi.

Doérdiincti boliimde, m. mertebeden bazi Euler fark dizi uzaylar1 tanitildi ve bu
uzaylarin bazi topolojik 6zellikleri verildi.

Besinci boliimde, e, ve el, dizi uzaylar1 tamtild1 ve bu uzaylarn bazi topolojik ve
geometrik 6zellikleri verildi.

Altinc1 boliimde ise ey, Euler dizi uzayinin genellestirilmis hali olan e” (p) Euler dizi
uzayr tamimlandi ve bu uzayin bazi topolojik ve geometrik Ozellikleri diger
boliimlerden elde edilen sonuglar dogrultusunda calisildi.

Son boliimde ise, elde edilen bazi genel sonuglar verilmistir.

Vii



TOPOLOGICAL AND GEOMETRIC PROPERTIES OF SOME
EULER SEQUENCE SPACES

SUMMARY

Key Words: Euler Sequence Spaces, Paranormed Sequence Spaces, a-, (-, and
y-Duals, Schauder Basis, Matrix Transformations, Banach-Saks Property, Weak
Banach-Saks Property, Fixed Point Property, Banach-Saks Type p, Property (H),
Rotund Property, LUR Property

This study which is entitled “Topological and Geometric Properties of Some Euler
Sequence Spaces” contains seven chapters. The first five chapters are composed of a
compilation of some studies on this subject. The sixth chapter contains original
results which related to some topological and geometric properties of e’ (p)
sequence space.

In the first chapter, some basic definitions and theorems which are used in the
following chapters, are given.

In the second chapter, The Euler sequence spaces e} and e/ are introduced and some
topological properties of these spaces are examined.

In the third and fourth chapters, some Euler difference sequence spaces and Euler
spaces of difference sequences of order m are introduced and some topological

properties of these spaces are examined, respectively.

In the fifth chapter, The Euler sequence spaces e, and e(, are introduced and some
topological and geometric properties of these spaces are examined.

In the sixth, we introduce the generalized Euler sequence space e’ (p) and examine
some topological and geometric properties of this space.

The last chapter gives some general results which are obtained.

viii



BOLUM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1. Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 1.1.1. X # @ ve K = R veya K = C olmak iizere

+:XxXxX->X SKXxX-oX
(xy)->x+y (ALx) = Ax

ikili islemleri Va,f € K ve Vx,y,z € X igin

) x+y=y+x

2) (x+y)+z=x+y+2)

3) Vx € X igin x + e = e + x = x olacak sekilde bir e € X vardir.

4) Vx € X i¢in x + (—x) = (—x) + x olacak sekilde bir —x € X vardur.
5) L.x=x

6) a.(x+y)=ax+a.y

7 (a+pB)x=ax+L.x

8) a.(f.x) =(a.p).x

sartlarin1 sagliyorsa (X, +,.) ugliisiine, K tizerinde bir lineer uzay(vektdr uzayi)

denir.

Tanim 1.1.2. Bos olmayan bir X kiimesi ve bir
d:XxX >R,
(x,y) = d(x)



doniisiimii verilsin. Eger bu d doniisiimii Vx, y, z € X i¢in

M dx,y)=0ex=y

M2) d(x,y) = d(y,x)
M3)d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) (iggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adin1 alir ve bu

durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir [49].

Tanim 1.1.3. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite

sahipse, bu (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay adi verilir [49].

Tanim 1.1.4. X bir lineer uzay olsun. g: X = R doniisiimii Vx,y € X i¢in asagidaki
sartlar1 sagliyorsa g’ ye X iizerinde bir paranorm (X, g) ikilisine de paranormlu uzay
denir.

)g(x)=0veg(0)=0

i) g(—=x) = g(x)

iii) g(x +y) < g(x) + g(y) (alt toplamsallik 6zelligi )

iv) ( Skalerle ¢arpimin siirekliligi ): (t,), t, =t (n — o) sartim1 saglayan
skalerlerin bir dizisi ve (x,), X i¢inde g(x, —x) = 0 (n = o0) olan bir dizi ise

n — oo iken g(x,t, — xt) — 0 dir [20].

Tanim 1.1.5. X, K cismi (K = R veya K = C ) iizerinde bir vektdr uzay1 olsun.

LI X - R,

x =l x|l

doniisiimii Vx,y € X ve Va € K i¢in

ND lIxll=0ex=86

N2) Il ax 1= |al Il x I
N Nx+y I<lxll +lIyll (iggen esitsizligi)



ozelliklerini sagliyorsa X {izerinde norm adini alir ve bu durumda (X, Il.|l) ikilisine

bir normlu vektor uzayi adi verilir [49].

Tanim 1.1.6. Bir (X, I [I) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite

sahipse, bu (X, . II) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

X bir normlu uzay olmak iizere,

B(X)={x€X: lxI<1}

kiimesine X uzayinin kapal1 birim yuvari,

SX)={xeX: lxl=1}

kiimesine ise, X uzayinin birim kiiresi denir.

Tanim 1.1.7. A: X = Y lineer operatdrii verilsin.

CekA = {x € X: Ax = 0}

kiimesine A operatoriiniin sifir uzay1 veya ¢ekirdegi denir [60].

Teorem 1.1.8. A lineer operatoriiniin bire bir olmast i¢in gerek yeter sart CekA = {0}

olmasidir [60].

Tanim 1.1.9. X bir K cismi ( K = R veya K = C ) iizerinde bir normlu uzay olsun. X
iizerinde tanimli tiim smirli lineer fonksiyonellerden olusan B(X,K) uzayma X
uzayinin siirekli duali denir ve X* ile gosterilir.

Tanim 1.1.10. X, K cismi (K = R veya K = C ) iizerinde bir vektdr uzayi olsun.

<.,.>:XXX->K



doniisiimii asagidaki o6zelliklere sahipse <.,.>’ ye X {lizerinde bir i¢ ¢arpim

(X, <.,.>) ikilisine de i¢ ¢carpim (veya 6n Hilbert) uzay denir.
DVxeXicgin<x,x >=>0ve<x,x>=0x=0
i) Vx,y € X igin < x,y >=< y,x > (kompleks eslenik)
) vx,yeXveVaeKicin< ax,y >=a <x,y >
wVx,y,zeXicin<x+y,z>=<x,z>+<y,z>
(K =Rhalinde < x,y >=< y,x > dir. ) [49]
Tanimm 1.1.11. (X, <.,.>) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve x € X olsun. x vektdriiniin normu
Il x I=< x,x >1/2 (1.1.11.1)

olarak tanimlanir [49].

Teorem 1.1.12. ( Paralel Kenar Kurali ) Bir (X, <.,.>) i¢c carpim uzay1 iizerindeki
(1.1.11.1) normu Vx,y € X igin

Ilx+yIP+Hlx—y1P=2 0 x I+ 21l y I?
esitligini saglar [49].
Teorem 1.1.13. (X, |I. ) normlu uzaymin bir i¢ carpim uzay: olmasi i¢in gerek ve
yeter sart Vx,y € X vektorleri icin paralel kenar kurali 6zelliginin saglanmasidir
[49].
Tanim 1.1.14. Bir (X, <.,.>) i¢ ¢arpim uzay1 (1.1.11.1) normuna goére tam ise yani
(X, <.,.>) i¢indeki her Cauchy dizisi yakinsarsa, bu i¢ ¢arpim uzayimna Hilbert uzay1

denir [49].

Ornek 1.1.15. 1 < p < o ve p # 2 olmak iizere ¥, Banach uzay: bir i¢ garpim uzay1

degildir ve dolayisiyla da bir Hilbert uzay1 degildir [49].



1.2. Dizi Uzaylar1 ve Matris Doniisiimleri
Tanim 1.2.1. K = R veya K = C olmak lizere
w={x=(0x) Ew: x:N-> K, k - x;, = (x,)}

kiimesine biitiin dizilerin kiimesi denir. w kiimesi,

(), i) = O + yi) ve (4, () = (Axg)

ikili iglemleri ile K iizerinde bir vektor uzayidir. w’ nin herhangi bir alt vektor

uzayina bir dizi uzay1 denir [20].

Ornek 1.2.2.

P = {x = (xy) E w:sup |xi| < 00},
k
c= {x = (x;) € w: (x;) yakinsak yani Ilim X mevcut },
x—(xk)EW llmxk—O}

xk) € w: (Z xk) € ’goo}:

k=0

= (x) € w: <Zn: xk) € c},

k=0

() € w: Z|xk|p<oo} (1<p <o)

MM’—‘MM
II

() € w: x| +Z|xk K] < oo}

uzaylar birer dizi uzayidir [20].



Tanim 1.2.3. (K-, FK-, BK-Uzaylar1 ) A bir lineer topolojik uzay olsun. Vi € N i¢in
p;(x) = x; seklinde tanimlanan p;: A = C donistimi siirekliyse A’ ya bir K-uzayi
denir. Tam lineer metrik bir K-uzayina bir FK-uzay1, normlu FK-uzayina da bir BK-

uzay1 denir [5].

Ornek 1.2.4. £,,,c Ve ¢y uzaylari || x llo= supg|xx| normuna gore, 1 < p < o igin

£y uzayrda |l x l,= Xk=o |xk|p)1/ P normuna gore birer BK-uzayidirlar [45].
Teorem 1.2.5. BK-uzaylari arasinda tanimlanan lineer doniisiimler siireklidirler [62].

Tanim 1.2.6. A ve p iki dizi uzay1 ve A = (an,) (n,k =0,1,2,...) reel ya da
kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. Her bir n € N i¢in A, (x) = Xr QGnxXk
yakinsak ise Ax = (A, (x)) yazilir. Eger x = (x) € A iken Ax = (4,,(x)) € uise o
zaman A’ ya A dizi uzayindan g dizi uzayma bir matris doniisiimiidiir denir ve bu

durum A: A = pu olarak gosterilir. Ax dizisine de x” in A-doniigiimii denir.

(A:p) ile A: A — p seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi, (A: y; p) ile de limit ya
da toplam1 koruyan A: A — pu seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi gosterilecektir.

(A:w;p) € (A ) oldugu aciktir [52].

Tanim 1.2.7. A = (ay,) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.
vn =0,1,2, ... igin A, (x) = Yk AnrXxr meveut ve lim, A,(x) =1 € C ise x = (x,)
dizisine [ sayisi i¢in A-toplanabilirdir denir. Bu durum x’ in A-limiti [’ dir diye ifade

edilir ve A — lim,, x,, = [ olarak gosterilir [45].

Tanim 1.2.8. A = (ay,) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.
k >n olan Vn,k € N i¢in a,, = 0 ise A = (a,;) matrisine liggensel matris denir.
A = (ay;) lUggensel matrisinde Vn € N i¢in a,, # 0 ise A’ ya normal matris denir

[20].



Teorem 1.2.9. A € (c: ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

i) sup lan,| < o

eN
e

ii) Bazia € C' lericin lim ) a,, =«
n—-oo
K
iii) Her bir k € N icin lim a,, = a;
n—oo

olmasidir [52].

Tanim 1.2.10. Teorem 1.2.9. daki sartlar1 saglayan bir matrise koruyucu

(conservative) matris denir. Bu tip matrisler kisaca K-matrisi olarak gosterilir.

Teorem 1.2.11. A € (c:c; p) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

i) sup |ang| < oo

eN
el

ii) Her bir k € Ni¢in lim a,; =0
n—-oo

iii) lim ank =1
n—->oo
K

olmasidir [52].

Tanim 1.2.12. Teorem 1.2.11. deki sartlar1 saglayan bir matrise Toeplitz matrisi veya

regiiler matris denir. Bu tip matrisler kisaca T-matrisi olarak gosterilirler.

Tanmim 1.2.13. pg >0, p, =0 (n=>1), PB,=pg+p,+ - +p, olsun. Vn,k €N

i¢in

Prk o<k <n)
Pnk = IEN
0 (k > n)

seklinde tanimlanan N, = (ppy) matrisine Norlund matrisi(ortalamasi) denir [52].



Tamim 1.2.14. t = (t;) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve T,, = Y- tk, (n € N)

olsun. O zaman Vn, k € N icin

{t—" (0 <k <n)
0 (k>n)

seklinde tanimlanan R® = (1;},) matrisine Riesz ortalamasi( t = (t;) dizisiyle

iliskili) denir [55].

Tanim 1.2.15. Vn, k € N icin

(= (0<k<n
Cnig = yn+1 (k>n)

seklinde tanimlanan C; = (c,) matrisine 1. mertebeden Cesaro ortalamasi denir

[55].
Tanim 1.2.16. Vn, k € N igin

(1 (O0<k=<sn)
""‘{o (k >n)

seklinde tanimlanan S = (s,,;) matrisine toplam(summation) matrisi denir [55].
Tanim 1.2.17. Vn, k € N i¢in

s _{(_1)n—k m—1<k<n)
nk 0 (0<k<n-—1yadak >n)

vE

d _{(_1)n—k mM<k<n+1)
ke 0 (0<k<nyadak>n+1)

seklinde tamimlanan A®) = (8,,) ve A! = (d,;) matrislerine fark matrisleri denir

[55].



Tanim 1.2.18. Herhangi bir sabitm € N ve Vn, k € N i¢in

m
51(:’?) _ (—1)n—k (n - k) (max{0,n —m} < k <n)
0 (0 < k < max{0,n —m} yada k > n)

seklinde tanimlanan A7) = (6,(:,?)) matrisine m. mertebeden fark matrisi denir [55].

Tanmim 1.2.19. A = (a},;,) matrisi herhangi bir sabit r € R ve Vn, k € N i¢gin

147k 0<r<
a = mrr Osksm
0 (n> k)

seklinde tanimlanan matristir [5].

Tanim 1.2.20. r € R olsun. Vn, k € N igin

n
_— (1- )n—kk (0<k<n)
Cnic = {(k) Or ' (k > n)

seklinde tanimlanan E™ = (e}, ) matrisine r. mertebeden Euler ortalamasi denir [20].

Teorem 1.2.21. r,s € R olsun. Bu durumda Euler matrisi i¢in asagidaki ozellikler

saglanir.

1) Er‘ES — ET‘S
1
ii) (EN)™ ' =E~
iii) E"-matrisi bir K-matrisidir = 0 < r < 1 dir.

iv) E"-matrisi regiiler matristir = 0 < r < 1 dir.

[20].
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Tanim 1.2.22. A bir normlu dizi uzay1 olsun ve (b,,) dizisi verilsin. Vx € A igin

lim || x — (agby + a1by + -+ apb,) I=0
n—oo

olacak sekilde bir tek (a,) skalerler dizisi varsa (b,)’ ye A dizi uzaymnin bir

Schauder bazi(kisaca bazi) denir ve burumda x = Y, @by, yazilir [5].

Tanim 1.2.23. A bir dizi uzay1 olmak {izere bir A sonsuz matrisinin A uzayindaki

matris bolgesi(domain) olan 4, kiimesi
Ag={x=(xx) Ew: Ax € 1}
olarak tanimlanir [5].

Simdi yukarida tanimlan verilen C;, RY, A ve A” matrisleri yardimiyla tanimlanan

bazi1 dizi uzaylar1 6rnek olarak verilecektir.

Omek 1.2.24. (£oo)c, = Xeo» (Ep)c, = Xp, (Poo)pt =T, Cre =1F, (Co)gt =73,

(£p)a = bvy, (Co)ar = ap, Car = ac, (p)ar = ap, (feo)ar = g dir [5].

Bir A matrisinin A dizi uzayma kisitlanmasiyla elde edilen A4 yeni dizi uzayi,
genelde orijinal A uzaymin genislemesi ya da daralmasi olmasma ragmen bazi

durumlarda bu uzaylar ortiismezler [55].

Ornek 1.2.25. 1 € {£, ¢, co} ise A € A ve 1 € {c,cq} ise A © 51 kapsamalar kesin
bir sekilde saglanir. Buna ragmen z = ((—1)*) olmak iizere 2 =cy, + z yani
X €Al bazis € ¢y vebazia € C'lerigin x = s + az olarak alinsin ve A matrisi
de satirlar1 Vn € N igin 4,, = (—1)"e™ seklinde tanimlanan bir matris olsun( e™,
n. terimi 1 diger terimleri 0 olan dizi ). O zaman Ae =z € A ama Az = e € A olup
bu z € A\1,4 ve e € A\4, oldugunu gosterir(e = (1,1,1, ...)). Yani A ve A4 uzaylari
ortlismezler [55].
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Teorem 1.2.26. A bir liggensel matris ise (c: ||. ||4) bir BK-uzayidir [62, s. 61].
Teorem 1.2.27. A, u herhangi iki dizi uzayi, A bir sonsuz matris ve B de liggensel bir
matris olsun. O zaman A € (A:ug) olmasi icin gerek ve yeter sart BA € (A: )
olmasidir [5].

Tanim 1.2.28. A ve u dizi uzaylari i¢in S(4, 1) kiimesi

S ) ={z=(z) Ew:Vx € ligin xz = (x,zy) € u}

olarak tanimlansin. Bu S(A4, 1) kiimesi yardimi ile A uzaymnin «, f ve y-dualleri olan

A%, AP ve Y kiimeleri,

A% = S(A,%,), A8 =5(A,cs)ve A¥ = S(4, bs)
olarak tanimlanir [4].
Ornek 1.2.29. bv, = bv N ¢y olmak iizere

cs® = bv* = bv§ = bs* =4
csP = bv, bvP = cs, bvf = bs, bsP = by,

cs¥ = bv, bv¥ = bs, bv} = bs, bs” = bv
dir [20].

Teorem 1.2.30. A ve u iki dizi uzay1 ve n € {a, 8, ¥} olsun. O zaman A% € Af € AY
dir ve A c pise A7 o u dir [55].

Tanim 1.2.31. A ve u dizi uzaylari verilsin. Eger Vx € A eleman1 herhangi bir s reel
sayist i¢in limx’ e s defa A-toplanabilir ise A € (A: ) matrisine s-carpimsaldir

denir. s-¢arpimsal biitiin matrislerin sinifi (A: p), ile gosterilir [5].
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1.3. Hemen Hemen Yakinsakhik

Tanim 1.3.1. ( Banach Limiti ) w {izerinde S operatorii Vn € N i¢in (5x),, = X,41
seklinde tanimlansin. ¢, ilizerinde tanimli negatif olmayan(non-negative) L lineer

fonksiyoneli

i) L(Sx) = L(x)
ii)L(e) =1, e=(1,11,..)

sartlarini sagliyorsa L’ ye bir Banach limiti denir [48].

Tanim 1.3.2. ( Hemen Hemen(Almost) Yakinsak Dizi ) Bir x = (x;,) dizisinin biitiin
Banach limitleri a ise bu x = (x;) dizisi genellestirilmis a limitine hemen hemen
yakinsaktir denir ve f — limx;, = a olarak gosterilir. Hemen hemen yakinsak biitiin

dizilerin uzay1 f ile gosterilecektir [48].
Tanim 1.3.3. ( Hemen Hemen Yakinsak Seri ) Sonsuz bir serinin kismi toplamlar
dizisi hemen hemen yakinsak ise bu seriye hemen hemen yakinsaktir denir. Hemen

hemen yakinsak biitiin serilerin uzay1 f's ile gosterilecektir [48].

Teorem 1.3.4. Sinirl reel degerli bir x = (x},) dizisi igin

m m
1 ) 1
tmn (X) = — 1Z(Slx)n = m+ 1in+n (m,n € N)
i=0 i=0

olarak tanimlansin. Bu durumda

f —limx;, = a olmasi igin gerek ve yeter sart lim,,_o t;(x) = a (n’ ye gore

diizgiin) olmasidir [48].
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1.4. Konvekslik ve Modiil

Tanim 1.4.1. ( Diizgiin konveks Uzay ) Ve > 0 ve x,y € S(X) i¢cin,
1
lx =yl >e= ||§(x+y)|| <1-6

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa X Banach uzayina diizgiin konveks uzay denir.

Tanim 1.4.2. X bir reel vektor uzay: olsun. Vx,y € X icin asagidaki sartlar1 saglayan

p: X — [0, o] fonksiyoneline bir modiil denir.

Npx)=0x=0

ii) |a| = 1 olan a skalerleri igin p(ax) = p(x) dir.

iii)a + B = 1olanVa,B = 0i¢in p(ax + By) < p(x) + p(y) dir
Ayrica asagidaki 1v) sartini saglayan p modiiliine konveks modiil denir.

iv)a+ f =1olan Ve, = 0i¢in p(ax + By) < ap(x) + Lp(y) dir.

Tanim 1.4.3. E bir normlu uzay olsun. 0 < & <2 olmak iizere Guarri’ nin

konvekslik modiilii
Be(e) = inf{1 — inf llax + (1 - )yll:x,y € SE), llx - yll = ¢}

seklinde tanimlanir [48].

Teorem 1.4.4.
i) Bx(2) = 1ise (X, ||.||) normlu uzay1 kesin konvekstir.
ii) (X, ||. ]|) diizgiin konvekstir = 0 < € < 2 i¢in Sx(e) > 0 dr.
[28].
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1.5. Baz1 Geometrik Ozellikler

Tanim 1.5.1. (X, ||. ) bir reel Banach uzay1 ve x € S(X) olsun. X i¢inde ||x,| - 1

(n = o) oluyorsa x noktasina B(X)’ in bir H-noktasidir denir [57].

Tamm 1.5.2. ( Schur (H) Ozelligi ) (X,]||.]]) bir reel Banach uzay1 olsun. S(X)
icindeki her bir nokta B(X) in bir H-noktasi ise X’e (H) yada Schur 6zelligine
sahiptir denir [57].

Tanim 1.5.3. ( Ekstremum Nokta ) (X, ||. ||) bir reel Banach uzay1 ve x € S(X) olsun.
Herhangi y,z € B(X) i¢in 2x =y + z esitligi y = z olmasin1 gerektiriyorsa x

noktasia B(X)’ in ekstremum noktas1 denir [57].

Tanim 1.5.4. ( Rotund Uzay ) Vx € S(X) noktas1 B(X)’ in bir ekstremum noktas1

olan X Banach uzayina rotund ya da kesin konveks uzay denir [57].

Tanim 1.5.5. (X, ||. ||) bir reel Banach uzay1 ve x € S(X) olsun. B(X) iginde ||x,, +
x|| = 2 (n — ) olan herhangi bir (x,,) dizisi i¢in ||x,, — x|| = 0 (n = o) oluyorsa

x noktasina B(X)’ in bir lokal diizgiin rotund noktasi(LUR-noktas1) denir [57].

Tanim 1.5.6. ( Lokal Diizgiin Rotund Uzay) Vx € S(X) noktast B(X)’ in bir LUR-
noktast olan X Banach uzayina lokal diizgiin rotund uzay (LUR-uzay) denir [57].

Teorem 1.5.7. X LUR-uzaydir <= X rotund uzaydir ve (H) 6zelligine sahiptir [57].

Tanim 1.5.8. ( Banach-Saks Ozelligi ) X bir Banach uzay1 olsun. X icindeki her

smirl (x,,) dizisi i¢in,

(@) =g Got i+ 4 20) 5 Gem

dizisi X i¢indeki norma gore yakinsak olacak sekilde (x,) dizisinin bir (z,,) alt dizisi

varsa X’ e Banach-Saks 6zelligine sahiptir denir [48].
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Tamm 1.5.9. ( Zayif Banach-Saks Ozeligi ) X bir Banach uzay: olsun. X iginde

Xn % x olan herhangi bir (x,) dizisi verildiginde

(@) = g Got 20} 5 (kEW)

k+1
dizisi sifira kuvvetli yakinsak olacak sekilde (x,) dizisinin bir (z,,) alt dizisi varsa

X’ e zayif Banach-Saks 6zelligine sahiptir denir [48].

Tanim 1.5.10. Garcia-Falset tarafindan R(X) katsayis1 asagidaki sekilde

tanimlanmustir.

R(X) = sup {lilr;n_)gonfllxn —x||: (x,,) € B(X), x,, 5 0,x € B(X)}

[28].

Ornek 1.5.11. R(cp) =R(¥;) =1, 1<p <o icin R(¢,) = 22, R(c) = 2 dir
[28].

Teorem 1.5.12. R(X) < 2 ise X zayif sabit nokta 6zelligine sahiptir [28].

Tanim 1.5.13. A kiimesi, X Banach uzaymin alt kiimesi olsun. Vx,y € A icin
|Ux —Uy|l < |lx —y|l  esitsizligi  saglamyorsa  U:A —> X  doniisiimiine

genislemeyen(non-expansive) bir doniisiim ad1 verilir.

Tanim 1.5.14. ( Zayif Sabit Nokta Ozelligi ) X bir Banach uzay1 olsun. X’ in zayif
kompakt konveks bir alt kiimesi iizerinde tanimli her genislemeyen kendine
doniisiimiin(non-expansive self-mapping) bir sabit noktast varsa X’ e zayif sabit

nokta 6zelligine sahiptir denir [48].

Tanmm 1.5.15. ( p Tipi Banach-Saks Ozelligi ) X bir Banach uzay1 ve 1 <p < o
olsun. Eger X icinde sifira zayif yakinsak her dizinin bir (x;,) alt dizisi, Vn = 1, 2, ...

ve bazi1 C > 0’ lar igin



16

1
llxill < Cn'/p

olacak sekilde bulunabiliyorsa X’ e p tipi Banach-Saks(Banach-Saks type p) yada
(BSy) ozelligine sahiptir denir [48].



BOLUM 2. e} VE e EULER DIiZi UZAYLARI

2.1. Giris

E” Euler matrisi 0 <r <1 igin regiiler matris oldugudan bundan sonra aksi

belirtilmedik¢e 0 < r < 1 olarak alinacaktir.

Tanim 2.1.1. e§ ve el Euler dizi uzaylari

ey = {x = (x) EwW: %1_1}1010211: (Z) (1 —r)"Frky, = 0}

k=0

Ve

n
n
el = {x = (%) €w: lim Z (k) (1 —r)"*rky, mevcut}

k=0
olarak tanimlanir. Tanim 1.2.23. kullanilarak ef ve el uzaylari
66 = (Co)ET‘ veE eg = CET
seklinde tekrar tanimlanabilir ve e € el oldugu agiktir.
Bu ve bundan sonraki birka¢ bolimde x = (x;) dizisinin E"-doniisiimii sik sik

kullanilacagi i¢in kolaylik saglamasi agisindan bu doniisiim dizisi y = (y, (r)) dizisi

ile gosterilecektir. Yani, Vk € N i¢in

ye(r) = Zk: <f) (1 =n)Iriy (2.1.1.1)
j=0
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olarak almacaktir [5].

Teorem 2.1.2. ef ve el kiimeleri koordinatsal toplama ve skalerle ¢arpma iglemlerine

gore lineer uzaylardir ve bu uzaylar || x llz=Il x llez=Il E"x ll,,, normu ile BK-

uzayidirlar.

Ispat: Teoremin ilk kismiin ispatt yani ej ve el uzaylarmin bir lineer uzay
oldugunun gosterilmesi kolaydir. Diger taraftan E™ = (e}, ) normal matris(Vk,n € N
icin k > n iken ey, = 0 ve ej, # 0 ) ve ¢, ¢y uzaylan tizerlerindeki dogal norma
gore BK-uzayir oldugundan Teorem 1.2.26° dan dolay1 e] ve el uzaylar1 BK-

uzayidirlar.

Ayrica ef ve el uzaylarmin mutlak deger 6zelligini saglamadigini yani ej ve el
uzaylarinda en az bir x = (x;) dizisinin, [|x|lr # |[|lx]llez ve llxller # [I1x]llez
olacak sekilde bulunabilecegini gostermek kolaydir. Bu yiizden e] ve el uzaylari

mutlak olmayan(non-absolute) tiirden dizi uzayidirlar [5].

Teorem 2.1.3. Mutlak olmayan tiirden ej ve el Euler dizi uzaylar sirasiyla ¢, ve ¢

uzaylarna lineer izomorfiktirler. Yani e = ¢, ve el = c dir.

Ispat: e} = ¢, oldugunu gésterelim. Bunun icin e} ve ¢, uzaylari arasinda bire bir,
orten ve normu koruyan bir lineer T doniisiimiin varliginin gosterilmesi gerekir. Bu T

doniisiimii (2.1.1.1) ile verilen ifade olarak alinsin. Yani

k

k o
N DX
j=0

olsun. T’ nin lineer oldugu agiktir. Tx =0 ise Vk €EN icin x, =0=>x =460
olacagindan CekT = {0} dir. Teorem 1.1.8. ¢ gore T doniisiimii bire bir doniigiimdiir.

Yy € ¢ olsun. Vk € N i¢in
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x(r) = zk: (lj) (r — 1) IrFy;
J=0

olacak sekilde x = {x; ()} dizisi tanimlansin. O zaman

n k
n k .
lim (E"x),, = lim Z (Ha- r)”_krkz ( ) (r — Dk~ir=ky,
n—-oo n—oo k - ]
k=0 j=0
=limy,=0
n—->00

olup x € e’ dir. y € ¢, keyfi segildiginden T ortendir. Ayrica

n k
n k .
=i () )y
neN =0 =0 J
neN

dir. Sonu¢ olarak T doniisiimii bire bir, 6rten ve normu koruyan bir lineer
dontisiimdiir. O halde e = ¢, dir. Yukaridaki ispatta e] ve ¢, yerine sirasiyla el ve

c alinirsa e} = c elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar [5].

Teorem 2.1.4. ¢y € e ve ¢ C el kapsamalari kesin bir sekilde saglanmasina ragmen

ey ve £ uzaylar birbirini igermezler .

Ispat: Herhangi bir s € c, verilsin. 7. mertebeden E” Euler matrisinin regiilerligi goz
Oniine alinirsa E"s € ¢, yani s € ej elde edilir. Bu yilizden ¢, € ej kapsamasi
saglanir.

vk € N icin u, (r) = (—r)~* seklinde tamimlanan u = {u, ()} dizisi verilsin.

k
Kk -
lim (E™),, = Jim Z <]) (1 = P)kird (=)
=0
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k

=i > (j)a-n e
Jj=0

= lim(1 -7 - Dk = lim (-nk=0
olup E"u = {(—7)*} € ¢, yani u € e}y bulunur.
. T ok - _
Jim . (r) = lim (=) 00
olup u € ¢, dir. Bu yiizden u € (ej — ¢p) olur. O halde ¢, < e kapsamasi kesin bir
sekilde saglanir. Ayn1 yontemle ¢ C el kapsamasinin kesin bir sekilde saglandigi
kolayca gosterilebilir.

Simdi de x = (1,1,1, ...) ve u = {u,(r)} dizisi de yukarida tanimlandig1 gibi olsun.

Il ully,=sup|(—r) ¥ =00 (0 <7 <1)
k

olup u & 4, dir. Ayrica yukarida u € ej oldugu gosterildiginden
u€(e)—"4x) (2.1.4.1)
olur. Diger taraftan

Il x llp,= 1i}£11|xk| =1=>x€f,

ve
Sk
lim (E™x),, = lim Z ( ) (1= r)kiri = 1
k—o0 k— oo 4 ]
Jj=0
olup E"x = {(E")r} € co = x & e dir. Buise
X € ({fp—e}) (2.1.4.2)

demektir.
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(2.1.4.1) ve (2.1.4.2) ifadeleri birlikte diistiniiliirse ¢,, ve ej uzaylarmin birbirini

icermedigi goriiliir. Bu da ispati tamamlar [5].

Teorem2.1.5.0 <t <r < liseel C e} ve el c et dir.

Ispat: x = (x;) € e} olsun. y = {y,(r)} dizisi (2.1.1.1) ile verilen dizi olmak iizere

Vk € N i¢in
k k i k
1 t
— t — t /r — /r
Zg = Z CiXi = Z €ki e Vi | = Z i Vi
i=0 i=0 j=0 j=0

. . .. ) . 1
(xl- = Y=o (;) (r—1D"rty; = Yz eij/ryj ) dirr. 0<t<r<1 oldugundan
0< % < 1ve Teorem 1.2.21.1v)’ e gore E “Ir regiiler bir matristir. O halde Teorem

1.2.11.” e gore y = (yx) € co iken z = (z;) € ¢, ve bu yiizden de x = (x;) € ef
elde edilir. Bu ise e} < e oldugunu gosterir. Benzer sekilde el < el oldugu kolayca

gosterilebilir.

Teorem 2.1.5. e§ uzayinda her sabit k € N i¢in terimleri

0 0<n<k)

(k) —
bn(r) = (Z) -1k (= k)

seklinde tanimlanan b (1) = {b,(Lk) (r)}nen dizisi verilsin. O zaman Vk € N igin

Ae(r) = (E"x) ve l = limy_,(E"x)) olmak lizere asagidaki ifadeler saglanir.

i) {b™® (r)}ren dizisi e} uzay igin bir bazdir ve herhangi bir x € e} elemani
x = Z A Pb® @) (2.1.5.1)
K

formunda bir tek sekilde yazilabilir.
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ii) {e, b (r)} kiimesi el uzayu igin bir bazdir ve herhangi bir x € el eleman

x=le+ Z[Ak(r) — @)
k
formunda bir tek sekilde yazilabilir(e = (1,1,1, ...) ) [5].
2.2. e ve e Uzaylarimin a-, $-,y- ve Siirekli Dualleri

N’ nin biitiin sonlu alt kiimelerinin ailesi F ile gosterilsin.

Lemma 2.2.1. A € (cy: ¥1) = (c: £1)=(£: ¥1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

keEK

sup < o

KeF

n

olmasidir [5].

Lemma 2.2.2. A € (cy:c) = (c:c) = (£»: ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

lim a,, = ay, (k€N) (2.2.2.1)
n—-oo

sup |ank| < oo (2.2.2.2)
neN T

olmasidir [5].
Lemma 2.2.3. A € (cp: ) = (€ife) = (P: ) & (2.2.2.2) saglanir [5].

Teorem 2.2.4. ef ve e} uzaylarinin a- duali

Z (Z) (r— D" *r"q,

keEK

e

kiimesidir [5].
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Teorem 2.2.5. df, d} ve d} kiimeleri
n n
T =<a=/(ay) €w: sup

(;{) (r—1/ "k r g <oy,

neN =0 | 7=k
? =<a = (a) € w: herbirk € N igin Z (i) (r — 1)/ *r~Ja; mevcut
j=x

veE

n n
di =<a = (ay) €w: _I)‘{}OZ Z (i) (r — 1)/ *r~Ja; mevcut

k=0 j=k
olarak tanimlansin. O zaman {e}}¥ = diNd} ve {el}¥ = diNd} N d5 dir.

Ispat: a = (ai) € w olsun ve T" = (t},,) matrisi Vk,n € N i¢in

n

o= ;(;{) (r—1/*rJa; (0<k<n)
0 k> n)

olarak tanimlansin. (2.1.1.1) ifadesi kullanilarak

k=0 k=0]j=0
n n
Z D (i) =i
k=0]j=k
= ) tuYk = (T"Y)n (2.25.1)
k=0

elde edilir. [|x|z = |lyll¢, oldugu kullanilarak (2.2.5.1) den
x = (x) €Eefikenax = (agxy) Ecs @y = (yx) EcoikenT"y € ¢

yani
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a=(ay) €{el}f ©T" € (cy:0)
elde edilir. O halde Lemma 2.2.2. kullanilarak (2.2.2.1) ve (2.2.2.2) den
vk € Nigin lim t], mevcut
n—-oo

vE

sup ) |ty ] < oo

eN
neN =0

olur. Bu ise {eJ}¥ = dTNd} demektir. Benzer sekilde {eZ}# = dTNd} N d} oldugu
kolayca gosterilebilir [5].

Teorem 2.2.6. ef ve el uzaylarmin y- duali d] kiimesidir.

Ispat: a = (ay) € d} ve x = (x;) € e} olsun. y = (y) dizisi (2.1.1.1) ile verilen

dizi olmak tizere

Eﬂ:

‘ i( )&= kI y,

j=

(e

j=k
n
< > Itllyid
k=0

B
Il

o

o

trk Yk

M- T

e
I]
o

esitsizliginde n € N {izerinden supremum alinirsa

n n
D @i < sup Zn il | <1yl (sup D el | < oo
=0 nENk=0

olup a = (ay) € {ej}? elde edilir. O halde
dl c {e}} (2.2.6.1)
dir.

sup
neN
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Tersine a = (ag) € {ef}Y olsun. (2.2.5.1) esitliginden (agxy) € bs ise
D h=otrkVidnen € £ oldugu elde edilir. Bu ise Teorem 2.2.5. in ispatinda
tanimlanan T" = (t;,,) t¢gensel matrisinin (cy:¥) smifina ait oldugunu gosterir.

Bu yiizden Lemma 2.2.3. den

olur. Buradan a = (ay) € d] elde edilir. O halde

{eo} cdi (2.2.6.2)
dir. (2.2.6.1) ve (2.2.6.2) ifadeleri birlikte diisiiniiliirse

{eg} = di
elde edilir. Benzer sekilde {e7}# = dTNd} N d} oldugu kolaylikla gésterilebilir [5].
Teorem 2.2.7. {e.}" ve {e}}" uzaylari £, uzaymna izometrik izomorfiktir.

Ispat: Sadece el uzayi igin ispat verilecektir. f € {e}* olsun. Teorem 2.1.5 e gore

{e, b%(r)} kiimesi e uzayu i¢in bir bazdir ve herhangi bir x € el elemani

x=1le+ Y [A) = 11b® () (2.2.7.1)
Z "

formunda bir tek sekilde yazilabilir.( b (), Teorem 2.1.5. de tanimlanan dizidir.)

f~ nin siirekliligi ve lineerligi kullanilarak Vx € e/ i¢in

fe=f (le + D @) = p® (r)) = 1f(&) + ) T — {f 6W )
k k



26

bulunur. x = {x,(r)} € el dizisi

‘

(]; )G = D¥Irksgnf (b)) (0 <k <)

~n

1l
o

x.(r) = {’

b

NgE

(j) (r — D*Jr~Fsgnf (b(f)(r)) (k >n)

\j

0

olarak tanimlansin. ||x||,r = 1 oldugu agiktir. Bu yiizden

Fel=|f (Z (1) & = D Frmsgnr (5 (r)))|

k=0
n

)| =D Ir (@) < s

k=0

= z": f (b(k)(r)) sgnf b(k)(r)

k=0

dir. Bu esitlikten
n
D1 (69m)] = sup Y| (6%@)| < s
T neN =0

elde edilir.

a=f@ =) (b)) vea, =1 (b%)

K

olmak tizere (2.2.7.1) ifadesi kullanilarak

FOO) = al+ ) aph(r)
k

yazilabilir. Burada},, f (b(k) (r)) serisi mutlak yakinsaktir. [limy_q (E"x);| <

lxller (1 =limy_0(E"x)x ) oldugundan
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HOIE ||x||eg<|a| +Z|ak|>
k

ve bu ylizden de
I < lal + ) lal (2.27.2)
k

elde edilir. x = {x; ()} € el dizisi, herhangi bir n > 0 i¢in

[ F kipk <k<
Z ; (r=1)""r"sgna, 0<k<nm
=), - Lk
Z[ .j(r—l)k_jr"k sgna, + ( .](r—l)k_jr"k sgna  k>n
Jj=0 j=n+1

olarak tammlansin. || x ll,r= 1 ve limy_,,,(E"x), = sgna oldugu agiktir ve buradan

n [0}
FGO1 = [lal + Y lael + > aysgnal < IIfl (2.2.7.3)
k=0 k=n+1

elde edilir. (ay) € #; (¢linkii Xi f (b(k) (r)) serisi mutlak yakinsak) oldugundan

Yren+1ax = 0,(n = ) dir. Bu yiizden (2.2.7.3) ifadesinde n — oo iken limite

gecilirse

n
lal + Zlakl <7l (2.2.7.4)
k=0

elde edilir. (2.2.7.2) ve (2.2.7.4) den

n
11 = lal + ) lal
k=0

olur. Bu ise #; uzay1 lizerindeki normdur.
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Simdi T: {el}* = ¢, donlisimii f » (a, ay, a4, ... ) seklinde tanimlansin. O zaman

IT(HOI = lal + laol + las| + - = If]

olacagindan |[T(f)||, ¢;-normudur. Bu ylizden T doéntisimii normu korur. T
doniisiimiiniin bire bir, orten ve lineer oldugu agiktir. O halde T, {e/}" uzayindan ¢,

uzayina bir izomorfizmdir. Bu da ispat1 tamamlar [5].
2.3. Matris Doniisiimleri

vn, k € N igin

n

n .
a(n, k) Z Ay Ve dny = Z (i) (r— 1)/ rJa,;

j=k
olarak tanimlansin [5].

Lemma 2.3.1. 1 < p < o olsun. O zaman

p
<

kEF

A€ (c:ty) & supz
FEF &

dir [5].

Teorem 2.3.2. A € (e;: ) ©

1)1 < p < o igin,

p

sup < oo, (2.3.2.1)

FEF
n

kEF

Vk,n € N igin d,; mevcut, (2.3.2.2)

vn € N i¢in Z dn yakinsak, (2.3.2.3)
K
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m

m .
sup Z (i) (r—1/ "% rJa,| <o, neN; (2.3.2.4)
7nENk=0 fe:

dir.

il) p = oo i¢in (2.3.2.2) ve (2.3.2.4) saglanir ve ayrica

sup ) |p| < oo (2.3.2.5)

eN
e

sart1 da saglanir.

Ispat: i) <) (2.3.2.1) — (2.3.2.4) sartlar1 saglansin ve herhangi bir x € el verilsin.
Bu durumda Vn € N i¢in {a,;}xen € {€F} olacagindan Ax’ in varlig: garantilenmis
olur. Vk,n € N i¢in by, = dy, alinarak B = (b,;) matrisi tanimlansin. Kabulden

dolay1

sup < ©

FEF
n

= sup

FEF
n

kEF

zizbnk

kEF

olacagindan Lemma 2.3.1.”e gére B € (c:¢}) dir. Simdi X5, @y X serisinin m. kismi

toplami1 alinarak (2.1.1.1) ifadesi kullanilirsa

m m
Z Apie Xk Z Z <Jk> (r—1/ "% rJa,y,, mmneN

k=0 k=0 j=k

elde edilir. Bu esitlikte m — oo iken limite gegilirse

Zankxk = Z&nkyk , neN

k k

olur ve €p—normu alinarak

lAxlle, = IBylle,

elde edilir. O halde A € (e;: £},)’ dir.
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:=>) A € (ef:{p) olsun. el ve £, uzaylart BK-uzay1 olduklarindan Teorem 1.2.5. den

dolay1 bir K > 0 reel sayis1 Vx € e/ i¢in

lAxll,, < Kllxllez

olacak sekilde vardir. Bu son esitsizlik el uzayma ait olan x = (x) = Yxer b (1)
dizisi i¢in de saglanacagindan (burada ki b% (r) = {b,(lk) (r)} dizisi Teorem 2.1.5. de

verilen dizidir.) herhangi bir F € F i¢in

n p\ Yo
j S
laxllg, = Y 1D (1) & = I Hray
n |keF j=k
N
=<2 D aw ) < Kllxlleg = K
n lkeF

olur ki bu (2.3.2.1)° in gerekliligidir. Kabulden dolayr A matrisi e, uzayina
uygulanabileceginden (2.3.2.2)-(2.3.2.4) kosullarinin gerekliligi agiktir. Bu teoremin
1) kisminin ispatin1 tamamlar. Benzer yol takip edilerek ii) nin de ispat1 kolay bir

sekilde yapilabilir [5].

Teorem 2.3.3. A € (el:c) & (2.3.2.2), (2.3.2.4) ve (2.3.2.5) saglanir ayrica

her bir k € Ni¢in lim a,, = ay (2.3.3.1)
n—-oo
ve
lim Ane = @ (2.3.3.2)
n—oo
K

sartlar1 da saglanir [5].

Sonug 2.3.4. A € (el:c)s & (2.3.2.2), (2.3.2.4) ve (2.3.2.5) saglanir. Ayrica

her bir k € Ni¢in lim d,, =0 ve lim Ane = S
n—-oo n—-oo
k
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sartlar1 da saglanir [5].
Teorem 2.3.5. (el:c)s ve (ek: ¢)s smiflarmin ikisine birden ait matris yoktur [5].

Sonug 2.3.6. A = (a,) sonsuz bir matris ve C = (¢, ) matrisi de

n .o
an=Z(j>(1—t)n_]t]ajk, 0<t<1, Tl,kEN
j=0

seklinde tanimlanan bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin (e:e%), (ef:ep),
(el:el) ve (el:el), smiflarindan herhangi birine ait olmasi icin gerek ve yeter
sartlar, Teorem 2.3.2., Teorem 2.3.3. ve Sonug¢ 2.3.4. den ilgili olan birinde, A

matrisinin elemanlar1 yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir [5].

Sonug 2.3.7. A = (ay,) sonsuz bir matris, t = (t,) pozitif sayilarin bir dizisi ve

C = (cpy) matrisi de, Vn € N i¢in T, = Y 3—, t) olmak tizere

n
1
Cnk :T—nz tjajk, k,TlEN
j=o

olarak tanimlansin. Bu durumda A matrisinin (ef: 7)), (ef:75), (el: 1) ve (ef:15)s
siniflarindan herhangi birine ait olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar, Teorem 2.3.2.,
Teorem 2.3.3. ve Sonug¢ 2.3.4. den ilgili olan birinde, A matrisinin elemanlarinin
yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir.

i ve rpt uzaylar1 ¢ = e alinmasi durumunda sirastyla mutlak olmayan tiirden X, ve
X, Cesaro dizi uzaylarma indirgeneceginden Sonug 2.3.7. ayn1 zamanda (e;: Xo,) ve

(e¢: Xp) smuflarinin karakterizasyonunu da igerir [5].

Sonu¢ 2.3.8. A = (an) sonsuz bir matris olsun ve C = (cp) ile D = (dnx)
matrisleri de Vk,n € N i¢in ¢y = apg — Apy1x Ve dpp = Apx — An—1x seklinde
tanimlansin. Bu durumda A matrisinin (el: € (4)), (el:c(d)), (el:c(d))s ve

(e¢:bv,) smiflarindan herhangi birine ait olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar,
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Teorem 2.3.2., Teorem 2.3.3. ve Sonug 2.3.4. den ilgili olan birinde, A matrisinin
elemanlarinin yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir( £, (A) ve

c(A) uzaylar sirasiyla biitiin sinirli ve yakinsak dizilerin fark uzaylaridir.) [5].

Sonug 2.3.9. A = (a,;) sonsuz bir matris ve C = (¢, ) matrisi de Vk,n € N i¢in

1+t
anzzl_l_najk, 0<t<1,
j=0

seklinde tanimlanan bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin (el:a,), (el: aj),
(el:al) ve (el:al), smiflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerek ve yeter
sartlar, Teorem 2.3.2., Teorem 2.3.3. ve Sonug¢ 2.3.4. den ilgili olan birinde, A

matrisinin elemanlarmin yerine € matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir

[5].

Sonu¢ 2.3.10. A = (a,y) sonsuz bir matris ve C = (c,) matrisi Vk,n € N i¢in
ke = a(n, k) seklinde tanimlanan bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin
(el:bs), (el:cs) ve (el:cs)s smiflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerek ve
yeter sartlar, Teorem 2.3.2., Teorem 2.3.3. ve Sonug 2.3.4. den ilgili olan birinde, A

matrisinin elemanlarinin yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir

[5].



BOLUM 3. ej(A), et (A) VE e (A) EULER FARK Dizi
UZAYLARI

3.1. Giris

Bu boliimde e (A), el (A) ve el (A) Euler fark dizi uzaylari tanimlanacak ve bu
uzaylarin bazi(Schauder bazi) olusturulacaktir. Daha sonra ej(A), el (A) ve el (A)
uzaylarinin a-, 5- ve y- dualleri belirlenecek ve e/ (A) uzayindan ¢, ve ¢ uzaylarina

olan matris dontistimleri karakterize edilecektir.

Tanim 3.1.1. ef (A), el (A) ve el (A) Euler fark dizi uzaylar

ep(A) = {x = (x) € w: (xx — xx—1) € €0},
ec(B) = {x = (x) € w: (x — xx—1) € e/}
ve

eb(8) = {x = (xy) € w: (X — x_1) E €L}
olarak tanimlanir.

Bu bolimde x = (x) dizisinin (E”A)-dontisiimii sik¢a kullanilacagi igin kolaylik

saglamasi bakimindan bu doniisiim dizisi y = {y, (r)} dizi ile gosterilecektir. Yani

_ T T
Ver = eng — enj+1

olmak Uzere

n
Yo = (E"AX)y = Z(Ve;k)xk (3.1.1.1)
k=0

olarak almacaktir [10].
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Teorem 3.1.2. ej (A), el (A) ve el (A) lineer uzaydirlar ve y = (y;) dizisi (3.1.1.1)
ile verilen dizi olmak {izere ej(A), el (A) ve el (A) uzaylari

lIxlla = lyllo = suplyxl (3.1.2.1)
keEN

normu ile birer normlu uzayidirlar [10].

Teorem 3.1.3. ef(A), el (A) ve el (A) uzaylart (3.1.2.1) normu ile birer Banach

uzayidirlar.

Ispat: Her bir n € N i¢in {x"} = {x'} = {x}', x%, ...} € el (A) olmak iizere {x"},
el (A) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. {x"} Cauchy dizisi oldugundan Ve > 0
sayis1 i¢in bir ng = ny(e) dogal sayist Vn,m = ngy igin |[[x™ —x™||, < & olacak

sekilde vardir. Bu yiizden her sabit k € N ve Vn,m > n, i¢in

|ETA(x); — x| < € (3.1.3.1)
dir. Bu ise her sabit k € N icin {(E"A)x}} = {(E"A)x}, (ETA)x2, ...} dizisinin C de
bir Cauchy dizisi olmast demektir. C tam oldugundan her bir k € N i¢in bu dizi
yakinsaktir. Yani her bir k € N igin

lim (E"Ax™), = (E"Ax)y

n—oo

dir. (3.1.3.1) ifadesinden Vn > n, i¢in

lim [ETA(x; — x¢g)| = |[ETA(xg —xp )| < €
m-ooo

olur. Bu ise Vn = ny igin ||x™ — x|[, < € yani x™ = x (n = o) demektir.

Son olarak x € e, oldugu gosterilmelidir.Vk € N i¢in

[(E"Ax)i| = |E" (xye — x—1)| = |E" O — x¢ + X0 — Xp_q + Xpq — Xg—1)|
< |ET(xi — x| + |Er((xk —xi) — (g — xl?—l))l

= [(E"Ax™)e| + [(E"AG™ = )| < llx™la + lIx™ = xlla = O(1)



35

dir. Buradan {(E"Ax)} € € = x = (x3) € el (A) elde edilir. O halde el (A) uzay:
(3.1.2.1) ifadesinde ki norma gore bir Banach uzayidir. ej (A) ve el (A) uzaylarinin
es (A) uzayinin kapali alt uzayi oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu yiizden ej(A) ve
es (A) uzaylari da (3.1.2.1) deki norma gore birer Banach uzayidir. Bu da ispati

tamamlar.
Ayrica el,(A) uzayr siirekli koordinatlarla bir Banach uzayi olugundan yani
IET(x™ — x)|[p» = O olmasi her bir k €N igin |[(ETA)(xi — x;)| = 0 olmasin

gerektirdiginden e, (A) uzay1 bir BK-uzayidir [10].

Teorem 3.1.4. e}, (A), el (A) ve ef (A) uzaylari sirasiyla €, ¢ ve ¢y uzaylarina lineer

izomorfiktirler. Yani e, (A) = £, el (A) = ¢ ve e (A) = ¢, dir [10].

Teorem 3.1.5. ¢y(A) € ej(d) , c(Bd) c el (A) ve £,,(A) c el,(A) kapsamalari kesin
bir sekilde saglanir [10].

Teorem 3.1.6. 0 < t < r < 1ise ef(A) c ef(A) ve el (A) c el(A) dir [10].

Teorem 3.1.7. b® (r) = {b,(lk) (r)}nen dizisi her sabit k € N i¢in
0 0<n<k)
0y = I /i o
b (r) = Z (;c) -k m=k)
i=k

olarak tanimlansin ve b = (1, 2, 3,4, ...) olsun.

i) {b® (r) ey dizisi e (A) uzay igin bir bazdir ve Vk € N igin A, (r) = (ETAx);

olmak tizere herhangi bir x € ef(A) elemant,
X = Z 1. (NbW () (3.1.7.1)
k

formunda tek tiirlii yazilabilir.
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i) {b, bO(), b (), ..., b¥(r),..} kiimesi el(A) uzayr igin bir bazdir ve

[ = limy_ . (E"Ax); olmak iizere herhangi bir x € el (A) elemani
x=1b+ Z[Ak(r) —p® )
k

seklinde tek tiirlii yazilabilir.
Ispat: 1)
ETAb® (r) = e € ¢y © cy(A) € el (D) (3.1.7.2)

oldugundan {Ab(k) (r)} C e (A) oldugu aciktir. x € e (A) verilsin ve her bir m > 0

tamsayisi i¢in

m
xlml = Z A Pb® @)
k=0

olarak tanimlansin. E” A matrisinin lineerligi ve (3.1.7.2) ifadesi kullanilarak
m m
ETAx[™M = Z L (METAD® (r) = Z Ae()e®
k=0 k=0

= ((ETAx)g, (E"AX),, ..., (ETAX),,,0,0,...)
veE
ETA(x — xI™) = (ETAx — ETAx™)
= (0,0, ...,0, (E"AX) pps1, (E"AX) sz, -v)
yani

0, 0<i< .
(578G = x™)), ={ gy ( s m)m) L(meN)
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elde edilir. Simdi € > 0 sayis1 verilsin. x € ej(A) oldugundan bir m, tamsayist

Ym = m, igin
€
B8l <5
olacak sekilde vardir. Bu yiizden Vm > m, i¢in

£
I x = %™l r ay= sup [(E"AX),| < sup [(E"Ax),| < s <¢
nzm nzmg 2

dir. Buradan {b" ()},ey dizisinin ef(A) igin bir baz oldugu ve x € e}(A)’ nin
(3.1.7.1) deki gosterimi elde edilir. Simdi bu gosterimin tek oldugu gosterilmelidir.
Aksine x = Y ()b (1) olsun. ETA, e} (A) uzaymndan c, uzayma siirekli lineer

bir doniisiim oldugundan (3.1.7.2) ifadesi kullanilarak
(BT8)n = ) e ETALR @) = D (e = () ; (n € W)
K K

elde edilir ki bu Vn €N i¢in A,(r) = (E"Ax),, olmasi ile ¢elisir. Bu yiizden
x € ey (4) igin (3.1.7.1) gosterimi tektir.

i) {Ab® (1)} c e (A), b € el (A) ve e](A) < el (A) oldugundan {b,Ab®(r)}
el (A) oldugu agiktir. x € el (A) verilsin. O zaman [ = limy_.(E"Ax); olacak

sekilde bir tek [ sayisi1 vardir. s =x —lb olarak alinirsa s € e (A) olup i) de

(3.1.7.1) ifadesinin tekligi gosterildiginden, x € el (A) elemani
x=1b+ Z[Ak(r) —1p® )
k

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir. Bu da ispati tamamlar [10].
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3.2. ep(A), ez (A) ve el (A) Uzaylarimin a-, - ve y-Dualleri

Teorem 3.2.1. ef (A), el (A) ve el (A) kiimelerinin a- duali

DAL

k€K i=

.

n

kiimesidir.

Ispat: a = (ay) € w olsun ve B = (b,,,) matrisi Vk,n € N icin

n

by = Z (llc) (r-D""r e, (0<k<n)
- 0 (k>n)

olarak tanimlansin. O zaman y = (y;) dizisi (3.1.1.1) ile verilen dizi olmak tizere

n € N igin

ApX, = 2”: [2”: (;{) (r— 1) *r iq,

k=0 Li=k

Vi =) buye= By (3211)
k=0

dir. x€€el,(A) ® y€ELly, xEel(A) & y€Ecve x€el(d) &y €y oldugu goz

oniine alinarak (3.2.1.1) esitliginden

x €el(A), x €el(A) ya da x € ef(A) iken ax = (apx,) E¥; © y € L,
y€E€cyaday € cyiken By € ¥,
yani

a = (ax) € {ex (D)} {ec(8)} yada{eg(A)}* & B € (w: 1), (c:41)
yada (co:¥1)

elde edilir. O zaman Lemma 2.2.1. den

53 (e -vra

KEK i=

sup < oo

K€EF

n
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yani {ef (A)}* = {el (A)}* = {el,(A)}* = b, bulunur. Bu da ispati tamamlar [10].

Teorem 3.2.2. Vk,n € N i¢in

Cnk = Zn:zl: <Jk> (r—1)/"%rJa; (0<k<n)

i=k j=k
0 (k >n)

olmak tizere c7, ¢, ¢ ve ¢, kiimeleri

veE

ci =3a = (ag) Ew: sup ) |cpil| < ¢,
neN T

cy = {a = (a;) € w: herbirk € N i¢in lim ¢y, mevcut},
n—-oo

Cg = {a = (ak) € w: lim E |an| = E |hm an|}
n—oo n—-oo
k k

chp = {a = (ag) Ew: lim ) cuy mevcut}
n—-oo
K

olarak tamimlansm. O zaman [el(A)]f =cinch, [ef(AD)]P =cIncync) ve

[eL (A)]F = ¢ ncf dir [10].

Teorem 3.2.3. ej(A), el (A) ve el (A) uzaylarinin y-duali ¢ kiimesidir [10].

3.3. e (A) Uzayinda Matris Doniisiimleri

Bu boliimde kisaligin hatirina Vn, k € N igin

o i

=y 3 (1) =1 ray,

i=k j=k

olarak almacaktir [10].
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Teorem 3.3.1. A € (el (A): ) olmasi igin gerek ve yeter sartlar

sup ) || < o0, (3.3.1.1)
neN
K
vn, k € Nigin @,;;, mevcut , (3.3.1.2)
m i .
sup Z z (]) (r—1))%rJa,| <o, (mEeN) (3.3.1.3)
meN ¢ - k
k |i=k j=k
m i .
vn € N igin T}llirgoz Z (i) (r — 1)/ *r~J a,; mevcut (3.3.1.4)
Kk i=k j=k
olmasidir.

Ispat: :=) A € (el(A):£,) olsun. O zaman Vx € el (A) icin Ax mevcut ve £
uzayindadir. Yani her bir n € N igin (4x),, = X kX meveut ve ((Ax),) € £
dir. O halde her bir n € N i¢in {a,;}xen € {€F(A)}? dir. Teorem 3.2.5. den dolay1
{eZ (A)}? = cI nch nc} oldugundan her bir n € N igin {a,x}xen € c], ¢5 ve c}

dir.

{ani}ken € ci, (n € N) ise;
supmen Yk i Sick (D) — 1)1V ay;| < 0o, (n € N) olup bu (3.3.1.3)" iin

gerekliligidir.

{ani}ken € ¢z, (n € N) ise;
Her bir k € N igin limy,_e 2iek Z;zk(i)(r —1)/7%r~J a,; mevcut yani her bir
k,n € N i¢in };2, Z;zk(,{)(r —1)/~*r~J a,; = @,, mevcut olup bu (3.3.1.2)’ nin

gerekliligidir.

{ank}ken € i, (n € N) ise;
vn € Nigin  limy, oo g Dink Z§=k(£)(r —1)/7*%r=J a,; mevcuttur. Bu ise

(3.3.1.4) iin gerekliligidir.
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Hipotezden dolay1 Vx € el (A) igin Ax mevcut ve ¥, uzayinda oldugundan bu

durum 6zel olarak x = (1,2, 3,4, ...) € e, (A) dizisi iginde saglanir. Bu ylizden

(1) 0= 1/ ran| = sup >l <o
i=k j=k neN

olup (3.3.1.1)’ in gerekliligi gosterilmis olur.

&:) (3.3.1.1) — (3.3.1.4) sartlar1 saglansin ve x € el (A) verilsin. y = (y,) dizisi

(3.1.1.1) ile verilen dizi olmak tizere

m m k k )
J o
Z AnkXk = Z ZZ (l) (r—1"'r JYj Ank
k=0 =0 |i=o0 j=i
m m i .
= z z (i) (r— 1% r=7|ayye, (mn€N)
k=0 i=k |j=k

olup bu esitlikte m — oo iken limite gegilirse

Z AnpXk = Z AnxYr ,» (n €N)

k k

elde edilir. Sonug olarak bu son esitlikten

z Ank Xk Z AnkYk
X X

< Ilylloosug |Gnp| < o0

€
e

lAx|l,,, = sup = sup < sup ) |l |yl
neN neN neN

yani Ax € £, elde eldir. x € el (A) oldugundan A € (el (A):f,) bulunur. Bu da

ispat1 tamamlar [10].
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Teorem 3.3.3. A € (el (A):c) & (3.3.1.1) — (3.3.1.4) kosullar1 saglanir ve ayrica

lim Ang = @ (3.3.3.1)
n—-oo

K
lim d,, = ay, (k€N) (3.3.3.2)
n—oo

sartlar1 da saglanir [10].

Sonu¢ 3.3.4. A= (an) sonsuz bir matris ve C = (cpx), YN,k €N igin
Cnk = Qnk — Ap+1k seklinde tanimlanan bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin,
(el (A): £, (A)) ve ((el(A):c(A)) simiflarindan herhangi birine ait olmast i¢in gerek
ve yeter sartlarlar, Teorem 3.3.1. ve Teorem 3.3.3. den ilgili olan birinde A matrisinin

elemanlari yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir [10].

Sonug 3.3.5. A = (a,) sonsuz bir matris ve C = (¢, ) matrisi

e = Z (7) A-r"Iria,,  (kEN)

j=0

seklinde tanimlanan bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin (el (A):e3) ve
(ef(A):e3) simflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerek ve yeter sartlar,
Teorem 3.3.1. ve Teorem 3.3.3. den ilgili olan birinde A matrisinin elemanlar1 yerine

C matrisinin elemanlariin alinmasiyla elde edilir [10].
Sonug 3.3.6. A = (a,,) sonsuz bir matris, t = (t;) biitiin elemanlar sifir olmayan

non-negatif(negatif olmayan) sayilarin bir dizisi ve € = (¢, ) matrisi, Vn € N i¢in

T, = Xi=o tr olmak tizere

n
1
Cnk = T_Z tiaj, (n,k €N)
n<=g
]_
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seklinde tanimlanan bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin (el (A):7L) ve
(el (A):7}) simiflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerek ve yeter sartlar,
Teorem 3.3.1. ve Teorem 3.3.3. den ilgili olan birinde A matrisinin elemanlar1 yerine
C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir.(75 ve 7! uzaylar, R*-

dontistimleri sirastyla €, ve ¢ uzayinda olan biitiin dizilerin uzayidirlar.)

t = e olmasi durumunda 7%, uzayi, mutlak olmayan tiirden X,, Cesaro dizi uzayna
indirgenebileceginden Sonu¢ 3.3.6. aymi zamanda (el(A):X,) sinifinin
karakterizasyonunu da igerir.( X, uzayi, C;-doniisiimleri £, uzayinda olan tiim

dizilerin uzayidir.) [10].

Sonu¢ 3.3.7. A = (ank) sonsuz bir matris ve C = (c,) matrisi, Vn,k € N igin
Cnk = Z;LO aj.  seklinde tanimlanan bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin
((eZ(A):bs) ve ((el(A):cs) smiflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerek ve
yeter sartlar, Teorem 3.3.1. ve Teorem 3.3.3. den ilgili olan birinde A matrisinin

elemanlar1 yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir [10].



BOLUM 4. m. MERTEBEDEN BAZI EULER FARK Dizi
UZAYLARI

4.1. Giris

Bu bolimde m. mertebeden e (A(m)), e (A(m)) ve eZO(A(m)) Euler fark dizi
uzaylar1 tanimlanacak ve bu uzaylarin bazi(Schauder bazi) olusturulacaktir. Daha
sonra bu uzaylarnin a-, - ve y- dualleri belirlenecek ve el (A™) uzay: iizerindeki

baz1 matris dontistimleri karakterize edilecektir.

Tanom 4.1.1. v € {f,,c,co} olsun. Bu durumda m=1,2,3,.. igin
A= AL (A" 1x) ve A= ADAMDyx) olmak iizere A™v ve Ay m.

mertebeden fark dizi uzaylar

A™ = {x = (x) E w: A™x € v}

AMy = {x = (x;) € w: A™x € v}
olarak tanimlidir [55].

Tanim 4.1.2. e} (A(m)), e (A(m)) ve el (A(m)) uzaylari, AC™-déniisiimleri sirastyla

es, el ve el, uzaylari iginde olan tiim dizilerin uzayidirlar. Yani
eg(Nm)) = {x = (x) € w: AMyx € eg},
ecr(A(m)) = {x = (x) Ew: AMy € ecr}

ve

el,(A™) = {x = (x;) e w: AMx € e}



45

olarak tanimlanir.

Tanim 1.2.23. kullanilarak e] (A(m)), er (A(m)) ve el (A(m)) uzaylari

ef (A™)) = (ef) yom, eZ(AT) = (eD)yam ve el (A™) = (eL) yom
seklinde tekrar tanimlanabilir [55].

Tanim 4.1.3. B(m,r) = (b, (m, 1)) matrisi Vk, m,n € N igin

bpic(m,7) = Z (; T—nk) (7:) (DA -t (0<k<n)
. 0 (k >n)

seklinde tanimlanan matristir.

Bu bolimde x = (x;) dizisinin B(m, r)- doniisimii sik¢a kullanilacagi i¢in kolaylik

saglamas1 bakimindan bu dontisiim dizisi y = (yy) dizisi ile gosterilecektir. Yani

yi = (ETAMx), = izk: <k) (i T}) Dri1—nk iy, (413.1)

l
j=0'i=j

olarak almacaktir [55].

Teorem 4.1.4. 1 € {ef, e, el } olsun. O zaman A(A(m)) kiimesi koordinatsal toplama
ve  skalerle  carpma  islemlerine  gbére  bir  lineer uzaydir ve

||x||,1(A(m)) = ||A(m)x||/,l normu ile de bir BK-uzayidir.

A(A™) uzayinda ||x||/1(A(m)) = || lelll(A(m)) olacak sekilde en az bir x = (x;,) dizisi

bulunabileceginden A(A(m)) uzay1 non-absolute tiirden bir dizi uzayidir [55].
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Teorem 4.1.5. ef (A(m)), e (A(m)) ve e;(A(m)) uzaylar1 sirasiyla ¢y, ¢ ve €4
uzaylarina lineer izomorfiktirler. Yani e} (A(m)) =c,, el(AM™)=c¢ ve
el (AM) = ¢, dir [55].

Teorem 4.1.6. 0 <t <r <1 olsun. O zaman eS(A(m)) c eé(A(m)), eCr(A(m)) c

el(A™) ve el (AM) c ef,(A"™™) kapsamalari saglanir [55].

Teorem 4.1.7. eS(A(m)) c e(’;(A(m“)), eCr(A(m)) c ecr(A(m“)), eZO(A(m)) c
er (A(m“)), ey (A(m)) cel (A(m)) ve el (A(m)) C el (A(m)) kapsamalar1 kesin bir

sekilde saglanir [55].
Teorem 4.1.8. e (A(m)) uzayinda her sabit k € N igin

0 (n<k)
br(lk)(m, r) = zn: (m +n—i-— 1) (i)r_i(r _1ik (s k) (4.1.8.1)

_ n—i k
i=k

seklinde tanimlanan b (m,r) = {b,(Lk) (m, r)} dizisi verilsin. O zaman,
neN

i) {b(k) (m, r)} ey diZisi ey (A(m)) uzay! i¢in bir bazdir ve herhangi bir x € e} (A(m))

eleman

x = Z(ErA(m)x)kb(k) (m,7)

k

seklinde tek tiirlii yazilabilir.

ii) z = {z,(m, )} dizisi

S ENY (e (IS

k=0i=k
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seklinde tanmimlanan bir dizi ve [ =limy_ 4 (E rA(m)x) , olmak {izere
{Z, bD(m,r), b®(m, 1), } kiimesi e} (A(m)) uzay1 igin bir bazdir ve herhangi bir

X Eel (A(m)) elemani
x=lz+ Z [(ErA(m)x)k — l] b (m,r)
K

formunda tek tiirlii yazilabilir [55].
4.2. e} (A(m)), eE(A(m)) ve e, (A(m)) Uzaylarinin a-, §- ve y-Dualleri

Teorem 4.2.1. D(m, 1) = (dpx(m, 1)) matrisi Vk,n € N igin

n
j=k

dp(m, 1) =

]
0 (k > n)

seklinde tanimlanan bir matris ve

D du(m,7)

D={a=(akEW: sup
keK

K€EF
n

s

olsun. O zaman [eS(A(m))]a = [eCr(A(m))]a = [eZO(A(m))]a = D dir [55].
Teorem 4.2.2. C(m,r) = (¢ (M, 1)) matrisi Vk,n € N igin
- + 1
m l—]— IN i anjk| <1<
Ce(m, 1) = Z lz ) (k) (r=1) 4 (Osksn)
0 (k >n)

seklinde tanimlanan bir matris olmak tlizere B;, B,, B; ve B, kiimeleri
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B, = {a = (a;) Ew: sup ) |y (m, )| < 00},
neN
K
B, = {a = (a;) € w: Vk € Nicin lim ¢, (m,r) mevcut},
n—-oo

B; = {a = (a;) € w: lim Z Cric (M, 1) mevcut}
n—-oo
K

veE

B, = {a = (a;) € w: lim Zlcnk(m, r)| = Z | lim ¢, (m, r)|}
n—-oo n—-oo
K

k

olarak tanimlansin. O zaman [eg(A(m))]B = B; N B,, [ecr(A(m))]ﬁ =B, NB,NB;

ve [er,(A™)]° = B, n B, di.

Ispat: Burada sadece e} (A(m)) uzayl i¢in ispat verilecektir. Benzer yontem

kullanilarak [eZ(A(m))]B =B;NB,NB; ve [el:o (A(m))]ﬁ =B, N B, oldugu
kolayca gosterilebilir.

a = (a) € w olsun. (4.1.3.1) ifadesi kullanilarak

zzzz<><>

k=

o

O
~
1l

o
—.
1l
o~

elde edilir. ||x|| eI Ay = lyll¢, oldugu goz 6niine alarak yukaridaki esitlikten

x = (x) € eg(A(m)) iken ax = (agxy) € cs © y = (yx) € ¢p iken C(m,r)y € ¢
yani

a=(ay) € [eg(A(m))]ﬁ & C(m,r) € (cg:0)
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elde edilir. O halde Lemma 2.2.2. kullamlisa a = (ai) € [e} (A(m))]ﬁ e

SUppen 2klcn (M, )| < 0 ve Vk € N igin lim,_,o cpr(m, ) meveut elde edilir.

Bu ise [eg(A(m))]ﬁ = B; N B, demektir [55].

Teorem 4.2.3. e} (A(m)), e (A(m)) ve el (A(m)) kiimelerinin y-duali B; kiimesidir
[55].

4.3. el (A(m)) Dizi Uzay1 Uzerindeki Matris Doniisiimleri

Bu boliimde kisalik saglamasi bakimindan T(m, 1) = (t,;(m,r)) matrisi Vk,n € N

) = i(’““ ()i 191y

i¢in

olarak almacaktir [55].

Lemma 4.3.1. A € (c: £},) olmasi igin gerek ve yeter sart

p

sup < (4.3.1.1)
FEF

kEF

n

olmasidir [55].

Teorem 4.3.2.1) 1 < p < o olsun. O zaman Vk,n € N i¢in
S + . 1 .
m+n—j— J\ . -
temry =) (M) () -0y

j=k

olmak tizere A € (el (A(m)): £p) olmasi igin gerek ve yeter sartlar
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herhangi bir n € N i¢in sup ) |t;,(m,7)| < oo, (4.3.2.1)
SeN
K
herhangi bir n € N igin lim Z ts,(m,r) mevcut, (4.3.2.2)
i
herhangi bir k,n € N icin lim t,,,(m,r) = t,,(m,r) mevcut, (4.3.2.3)
n—-oo
P
sup z tac(mr)| < oo (4.3.2.4)
FEF
n lkeF
olmasidir.

ii) A € (ef (A™): £,,) © (4.3.2.1) — (4.3.2.3) saglanir ve ayrica

sup ) |tp(m, )| < oo (4.3.2.5)
neN T

sart1 da saglanir.

[55].

Teorem 4.3.3. A€ (eCr(A(m)): c) © (4.3.2.1) — (4.3.2.3) ve (4.3.2.5) saglanir ve

ayrica

her bir k € Nicin lim t,;,(m,r) = a; (4.3.3.1)
n—-oo

lim Z tu(mr) =a (4.3.3.2)
n—-oo
K

sartlar1 da saglanir [55].

Sonu¢ 4.34. A = (a,,) sonsuz bir matris olsun. O zaman A matrisinin,
(el (A(m)): er), (el (A(m)): ep) ve (er (A(m)): e.) siniflarindan herhangi birine ait
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar, Teorem 4.3.2. ve Teorem 4.3.3. den ilgili olan

birinde A matrisinin elemanlar1 yerine E” Euler matrisinin elemanlarinin alinmasiyla

elde edilir [55].
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Sonu¢ 4.3.5. A= (a,,) sonsuz bir matris olsun. O zaman A matrisinin,
(er(A™):1h), (er(A™):nh) ve (eX(A™):7f) simiflarindan herhangi birine ait
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar, Teorem 4.3.2. ve Teorem 4.3.3. den ilgili olan
birinde A matrisinin elemanlar1 yerine R* Riesz matrisinin elemanlarinin alinmasiyla

elde edilir( 75 uzay1, R*-doniisiimii £, uzayinda olan tiim dizilerin uzayidir.).

1%, Ty ve 1f uzaylari t = e alinmasi durumunda sirastyla mutlak olmayan tiirden X,
Xp ve € Cesaro dizi uzaylarina indirgeneceklerinden Sonug 4.3.5. aymi zamanda
(el (A(m)): Xo»), (el (A(m)): Xp) ve (ef (A(m)): ¢) smiflarinin karakterizasyonunu da

icerir( ¢ uzayr C-doniisiimii ¢ uzayinda olan tiim dizilerin uzayidir.) [55].

Sonu¢ 4.3.6. A= (a,,) sonsuz bir matris olsun. O zaman A matrisinin
(el (A(m)):{’w(A)), (el (A(m)):bvp) ve (el (A(m)):c(A)) siiflarindan herhangi
birine ait olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar, Teorem 4.3.2. ve Teorem 4.3.3. den ilgili
olan birinde A matrisinin elemanlar1 yerine A' ve A(® fark matrislerinin

elemanlarinin alinmasiyla elde edilir [55].

Sonu¢ 4.3.6. A= (a,,) sonsuz bir matris olsun. O zaman A matrisinin
(el (A(m)): bs) ve (el (A(m)): c¢s) smiflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerek
ve yeter sartlar Teorem 4.3.2. ve Teorem 4.3.3. den ilgili olan birinde A matrisinin

elemanlar1 yerine S toplam(summation) matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde

edilir [55].



BOLUM 5. e}, VE e, EULER DiZi UZAYLARI

5.1. Giris

Tamm 5.1.1.e; ve el, Euler dizi uzaylari, E"-doniisiimleri sirasiyla €, ve £

uzaylari i¢inde olan tiim dizilerin uzayidir. Yani

p
<00} 1<p< )

s

zn: (Z) (1 —r)"F*rkx,

k=0

e§={x=(xk)EW:z

n

Ve

Zn: (Z) (1 —r)"*rkx,

eN
8 =0

ey = {x = (x) € w: sup

dir. Tanim 1.2.23. kullanilarak e, ve el uzaylar
ey = ({p)pr (1 <p <o) vee, = (£oo)gr
seklinde tekrar tanimlanabilir [9].

Teorem 5.1.2. 1 <p < o i¢in e, uzay! koordinatsal toplama ve skalerle ¢arpma

islemlerine gore bir lineer uzaydir ve ||x||e£ = ||Erx||gp normu ile de bir BK-
uzayidir.
1 <p < o i¢in e; uzaymnda ||x||e{, = |||x|||e§ olacak sekilde en az bir x = (x)

dizisi bulunabileceginden e, uzayr non-absolute tiirden bir dizi uzayidir
(lxl =(xkD). Aynca 1<p<s igin #¢,cf; ve Vx€Ee, igin

||x||e§ = ||E rxllgpoldugu kullanilarak e}, © eg oldugu kolaylikla gosterilebilir [9].
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Teorem 5.1.3. 1 < p < o i¢in e, Euler dizi uzay1 £, uzayma lineer izomorfiktir.

Yani e, = £,dir [9].

Teorem 5.1.4. p = 2 durumu disinda 1 < p < o igin e}, uzay1 bir i¢ garpim uzayi

degildir. Dolayisiyla da bir Hilbert uzay1 degildir.

Ispat: 1 <p < o igin ey, uzaylari icinden sadece e; uzaymn bir Hilbert uzay:
oldugu gosterilecektir. Teorem 5.1.2. ye gore e; uzayt ||x|[r = ||[E"x||,, normu

normu ile bir BK-uzayt ve ej uzaymmn normu bir i¢ c¢arpimdan elde
edilebileceginden yani

1
lxlley =< E"x,ETx >/2

oldugundan e} uzayi bir Hilbert uzayidir.

Simdi
k—1 1\
u={u(r)}= {H—#(l — ;) ve
—k-1 1\
et = 00

dizileri verilsin.

g = )

| k

-

-
I]
o

() a-mom === (1-5)

(a2

p1t/p

Il
N
D=

—.
I]

| 0
Sk (=)
;(j)(l_r) Irlj

p1/p

-2 () a0 3 () a -t - o

k
k |j=0 Jj=0



k k

= Z (1 —r)"Z(I;) 1)/ + (1 —r)k‘lzj<];) (—1)/-1

k j=0 j=0

= (1P + 1p)1/p — 2

dir. Benzer sekilde
Ivlley =277

oldugu kolayca gosterilebilir. Buradan
2 (lhullz; + Ivlizy) = 4.2

bulunur.

Vk € N icin

we(r) + v (r) =

olup

r+k—1 Nt or—k-1 1
—(1--) +—(1-_

p1/p

e + vl = Z Z ('J‘) (1 — r)kiri2 (1 - %)]

k |j=0

pY/p

_ Z z (f) (1 — k20 — 1))

j=

o

p1/p

[ghor o]
k

Jj=0

dir. Benzer sekilde

k-1

54

p1t/p

(5.1.4.1)
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lu —vlley =2
oldugu kolayca gosterilebilir. Buradan
2 2
lu+vllgr + llu — vy =8 (5.1.4.2)
bulunur. (5.1.4.1) ve (5.1.4.2)" e gore p # 2 igin
2 a2 — 1 _ 2 2
e+ 2 + N — w2, = 8 % 4.270 = 2 (lull?; + IvliZ;)
olup e, normuna gore paralel kenar kurali saglanmaz. O halde Teorem 1.1.13.” e
gore ey normu bir i¢ ¢arpimdan elde edilmez. Bu yiizden p # 2 iken bir Banach
uzayi olan ey, bir Hilbert uzay1 degildir. Bu da ispat1 tamamlar [9].

Teorem 5.1.5. 1 < p < o i¢gin £, C ey, kapsamasi kesin bir sekilde saglanir [9].

Teorem 5.1.6. 1 < p < o i¢in e;, ve £, uzaylarindan biri digerini icermez. Yani

ey €t ve o & ey dir [9].

Teorem 5.1.7. 1 < p < o olsun. e, uzayr hem £, uzaymi hem de e, uzaym kesin

bir sekilde kapsar [9].
Teorem 5.1.8.0 <t <r < lise e, C e, dir [9].

Teorem 5.1.9. 1 < p < o olsun. e;, uzayinda her sabit k € N i¢in

0 0<n<k)

x) _
b (r) = (:) r—1D" " (n>k)
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seklinde tanimlanan b® (r) = {b,(Lk)(r)}neN dizisi verilsin. O zaman Vk € N igin
a,(r) = (E"x), olmak iizere {b™ (r)}ey dizisi ey, uzayl i¢in bir bazdir ve herhangi

birx € eg elemani

X = Z a, (r) b (1)

k

formunda bir tek sekilde yazilabilir [9].

5.2. ej, ve ef, Uzaylarimin a-, - ve y-Dualeri

Lemma 5.2.1. 1 < p < o olsun. A € (€,:f1) olmas1 igin gerek ve yeter sart

q
<

nexK

sup
KeF

k

olmasidir(p™ + ¢71 = 1) [9].

Lemma 5.2.2. 1 < p < o olsun. 4 € (£,: ¢) olmasi igin gerek ve yeter sartlar

her bir k € Nicin lim a,; mevcut (5.2.2.1)
n—oo

sup ) |ap,|? < (5.2.2.2)

neN T

olmasidir (p~* + ¢71 = 1) [9].
Lemma 5.2.3. A € (£,:¥x) < (5.2.2.2) saglanir [9].

Teorem 5.2.4. 1 < p < o olsun ve ag ve ag kiimeleri

ag = {x = (x;) € w: sup
KEF

q
<ol

z (Z) (r— 1) krnq,

nekK

k



al, = {x = (xx) E w: ilégzn: |(Z) (r— 1)"_kr‘"an| < oo

olarak tanimlansin. O zaman (e{ )% = al, ve (eg)a = ag dir [9].
Teorem 5.2.5. 1 < p,q < o olsun ve d7, d3, d3 ve bj kiimeleri

[o0)
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"={a=(ay) Ew:herbirk €N i(;inz (i) (r — 1)/ *r~Ja; mevcuty,

j=k

n .
7 =13a=(ay) Ew: sup <]) (r—1)/ "k r gl < ooy,
n,keN |4 k
j=k
&5 ={a = (a) €w: lim Z Z (’ ) (r — 1)) *r g,
n—oo k
K |i=k
= J — 1) k]
= I (r )Y rla;
k |j=k

Ve

n q

by ={a = (ax) €w: sup Z (;{) (r— 1/ *r gl <oo

neN =0 =k

olarak tanimlasm. O zaman (el)? = d7 n dj, (eg)ﬁ =d] N by ve (eL)f =di nd}

dir.

Ispat: Sadece 1<p < o igin (95)3 =dj N by oldugu gosterilecektir. Benzer

sekilde (e])# = d n d} ve (el,)? = d} n d} oldugu kolayca gosterilebilir.

a = (ag) € wolsun ve T = (t},;,) matrisi Vn, k € N i¢in

Zn: (;{) (r— 1/ *rJa; (0<k<n)
=k

0 (n > k)

-
tnk_
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olarak tanimlansin. y = (y;) dizisi (2.1.1.1) ile verilen, x = (x;) dizisi ile iligkili

dizi olmak tizere

k .
(j) (r—1D*Ir*y;|a

&
Il
o
&
I
o
-
1l
o

-

g

M-
-

n

j .
(1) o= 07 r e | ye =)ty = T

k=0 k=0

I
. 'M:I

-
1l
x

dir. x € e, & y € £}, oldugu kullanilarak yukaridaki esitlikten

x € ey, iken ax = (ayxy) € csdir &y = (yx) € £, iken T"y € c dir.

yani

a=(a) € (e{,)ﬁ ST € (£y:0)

elde edilir. Lemma 5.2.2. de A matrisi yerine T" matrisi alinirsa (eg)ﬁ =dj N b

bulunur [9].

Teorem 5.2.5. 1 < p < oo olsun ve b] kiimesi

n

n .
b} ={a = (a;) € w: sup Z (;{) (r—1)) % r gl <o
neN -
k=0 |j=k

olarak tanimlansin. O zaman (e])Y = dJ, (e{,)y = by ve (el,)Y = bi dir [9].
5.3. Matris Doniisiimleri

Bu boliimde kolaylik saglamasi bakimindan

m

1

a(n, k,m) = — 1Z)an+j’k (n,k,m € N)
]=
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olarak alinacaktir. Ayrica bolim iginde gececek olan a(n, k) ve d, ifadeleri

Boliim 2.3. de tanimlandig gibidir.

Teorem 5.3.1.1) A € (e]: ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup |dng| < oo
n,keN

olmasidir.

(5.3.1.1)

ii) 1 < p < oo olsun. O zaman A € (ey: ) olmasi igin gerek ve yeter sartlar

sup ) |an|? < oo,
K

{auk}ken € by, (n€EN)

olmasidir(p™! + ¢~ = 1).

iii) A € (el,: ) olmasi igin gerek ve yeter sartlar

m -
Tim > 1 (1) 0= D Fray| = Y laul, (eN)
k k

olmasidir.

[48]

Teorem 5 .3.2. 1 < p < oo olsun. O zaman

A€ (ef:ty) & supZIdnklp < oo
keN &

dir [48].

(5.3.1.2)

(5.3.1.3)

(5.3.1.4)

(5.3.1.5)



60

Teorem 5.3.3.1) A € (ef: f) & (5.3.1.1) saglanir ve

f—limad,, =a;, (k€N) (5.3.3.1)
dur.

ii)) 1 < p < o olsun. O zaman
A€ (ep: f) © (5.3.1.2), (5.3.1.3) ve (5.3.3.1) saglanur.
iii) A € (eL: f) © (5.3.1.4),(5.3.1.5) ve (5.3.3.1) saglanir ve
r}LiEgOZId(n, k,m) — a;| = 0 (n'ye gore diizgiin)
dir. k

Ispat: (5.3.1.2), (5.3.1.3) ve (5.3.3.1) saglansin ve x € ey olsun. Bu durumda Ax

mevcuttur. (5.3.3.1) ile Teorem 1.3.4. birlikte diisiiniiliirse
m — oo iken |d@(n, k,m)|? = |a,|? (n’ ye gore diizgiin)

olur ve (5.3.1.2) kullanilarak her bir k € N ¢in

z|a]| lim Zla(n j,m)|? (n' e gore diizgiin)

< sup ) [a(n,jm)|T=M< o
n,meN

bulunur. Bu ise (ay) € £, oldugunu gosterir. x € e}, ve e = £, oldugundan y € £,
dir( y = (yg) dizisi (2.1.1.1) ile verilen dizidir.). Holder esitsizligi kullanilarak her
bir y € ¢, i¢in

Yq Yp
zmms(Zmuq) <2|ym> <o
k k k
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yani (ayyi) € £1 elde edilir. Simdi herhangi bir € > 0 sayis1 verilsin.y € £,

oldugundan sabit bir k, € N sayis1

1
o /v

el | <
k=k0+1

&

4Ma

olacak sekilde vardir. O zaman (5.3.2.1)’ den dolay1 baz1 m, € N sayilar1 Ym > m,

icin, n’ ye gore diizgiin olarak

ko

Z[d(n! k!m) - ak]yk < %

k=0

olacak sekilde vardir. Bu yiizden yeterince biiyiik m’ ler i¢in

n’ ye gore diizgiin olarak

1 m
— 1Z(Ax)n+i Z AV

Z[a(nkm)—ak]yk + Z (@, k,m) = gy

Z [a(n, k,m) — aylyk

k

k=k0+1
o) 1/q 0 1/p

S ~

<5+ > A kml+ladtt [ el
k=k0+1 k=k0+1

& &
<Z+2M'a =&

2 4M /a

olur. Bu Ax € f oldugunu gosterir. O halde A € (ey: f) dir.

Tersine A € (ep: f) olsun. f € £, oldugundan (ey: ) C (eg : #m) dir. Bu yiizden
(5.3.1.2) ve (5.3.1.3) in gerekliligi dogrudan Teorem 5.3.1. ii) den elde edilir.
Her bir sabit k € N i¢in
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0 (n < k)

(k) —
bn (T) - (Tl) (T‘ _ 1)n—kr—n (n > k)

k

seklinde tanimlanan b (1) = p{ (r) € e}, dizisi verilsin. Hipotezden dolay1
n N p p Y

ne

Vx € ey, igin Ax mevcut ve f uzaymnda oldugundan Vk € N igin

o)

Ab® (1) = Z (i) (1 —r)*ria,; Ef

j=k neN

dir. Buise (5.3.2.1)’ in gerekliligidir. O halde ispat tamamlanir [48].

Teorem 5.3.3. de f-limit bilinen anlamdaki limitle yer degistirirse asagidaki sonug

elde edilir.
Sonug 5.3.4.1) A € (e]:c) & (5.3.1.1) saglanir ve

lim dnk = Uy, (k € N) (534‘1)

n—-oo

dir.

ii) 1 <p < oo olsun. O zaman A € (ep:c) & (5.3.1.2), (5.3.1.3) ve (5.3.4.1)

saglanir.

iii) A € (el:c) & (5.3.1.4),(5.3.1.5), (5.3.4.1) saglanir ve

lim |dnk—ak| =0
n—-oo
k
dir. [48]

Sonug 5.3.5. A = (a,;) sonsuz bir matris ve C = (cy;) matrisi de 0 < s < 1 olmak

uzere

n

Cnk = Z <7> (1-s)"7s/ay ; (nk €N)

j=0
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seklinde tanimlanan matris olsun. O zaman A matrisinin (e]:es), (eg: eg;),

(el:e3), (el:e5) ve (el:ef) simflarindan herhangi birine ait olmasi i¢in gerek ve
1:¢p p*Cc g g

yeter sartlar, Teorem 5.3.1., Teorem 5.3.2. ve Sonug 5.3.4. den ilgili olan birinde A

matrisinin elemanlari yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir [48].

Sonug¢ 5.3.6. A = (ay,) sonsuz bir matris, t = (t;) pozitif sayilarin bir dizisi ve

C = (cpy) matrisi, Vn € N i¢in T,, = X}}-, t; olmak iizere
1 n
Cnk = T_Z tjajk , (n, k € N)
n 7=

seklinde tanimlanan bir matris olsun. O zaman A matrisinin (e]:75), (ep:75),
(eh:7%), (ef:my) ve (ep: 1) smiflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerek ve
yeter sartlar, Teorem 5.3.1., Teorem 5.3.2. ve Sonug 5.3.4. den ilgili olan birinde A
matrisinin elemanlar1 yerine C matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir.

&, ry ve 1} uzaylan, t = e alinmasi durumunda sirastyla mutlak olmayan tiirden
X, Xp ve € Cesaro dizi uzaylarina indirgeneceginden Sonug 5.3.6. ayn1 zamanda
(e1: X)), (ep: X)), (€l: Xoo), (e1:Xp) ve (ep: €) simflarnin karakterizasyonunu da

icerir [48].

Sonug 5.3.7. A = (a,) sonsuz bir matris olsun ve C = (¢, ) matrisi ile D = (d)
matrisleri de Vn,k € N i¢in cpp = Apg — Apyrk V€ dpg = Apix — Ap_1x seklinde
tanimlansinlar. O zaman A matrisinin (ep: € (4)), (e1:€x(d)), (el:f(A)),
(e1:c(D)), (ep:c(d)), (ekH:c(A)) ve (ei:bv,) smflarindan herhangi birine ait
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar, Teorem 5.3.1., Sonug 5.3.6. ve Teorem 5.3.2. den
ilgili olan birinde A matrisinin elemanlarinin yerine € ve D matrislerinin

elemanlarinin alinmasiyla elde edilir [48].

Sonug 5.3.8. A = (ay,,) sonsuz bir matris ve C = (¢, ) matrisi de Vn,k € N igin
cnk = a(n, k) seklinde tanimlanan bir matris olsun. A matrisinin (ej: bs), (65 : bs),

(ek:bs), (ef:cs), (ez’,”:cs), (ek:cs), (e1:fs), (eg:fs) ve (el:fs) smiflarindan
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herhangi birine ait olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar, Teorem 5.3.1. ,Teorem 5.3.2. ,
Teorem 5.3.3. ve Sonug 5.3.6. dan ilgili olan birinde A matrisinin elemanlar1 yerine C

matrisinin elemanlarinin alinmasiyla elde edilir [48].

5.4. e}, Uzayinn Bazi Geometrik Ozellikleri
Teorem 5.4.1. ey, uzay1 p tipi Banach_Saks 6zelligine sahiptir.

Ispat: Y &, < 1/2 olacak sekilde pozitif reel sayilarin bir (&,,) dizisi verilsin ve (x,,),

B(ep) icinde sifira zayif yakinsak bir dizi olsun.zy = xo =0 ve z; = x,, = x4

alalim. O zaman bir s; € N sayisi

[ee)

Z Zl(i) e(i) < &1

i=s1+1 r
ép

olacak sekilde vardir. x, %0 oldugundan bu x, — 0 (koordinatsal) olmasin1

gerektirir. Bu ylizden bir n, € N sayis1 Vn > n, i¢in

S1

Z x,(De®|] <&

i=0 ,
€p

olacak sekilde vardir. z, = x,,, olsun. O zaman bir s, > s; sayisi

o)

Z (D) eD| <eg

i=82+1 e;

olacak sekilde vardir. x,, = 0 (koordinatsal) yakinsamas1 saglandigindan bir nz > n,

sayisi Vn > nj igin



S2

Z x,(De®|] <e,

i=0 .
€p

olacak sekilde vardir. Bu isleme bu sekilde devam edilerek

vn = nj,q igin

Sj

Z xa(DeV| <g

i=0 ;

V€ Zj = Xy olmak lizere
J

[ee)

Z Z](l) e(i) < Ej

i=s;i+1
] r
€p

olacak sekilde (s;) ve (n;) artan dizileri elde edilir. Bu yiizden

Sj—l

j=0 \ i=0 i=sj_;+1

n Sj o
sz - z sz(i)e<i>+ Z 7 ()e® + Z 2 (D)e®
Jj=0 r

ép

Sj

n
Z z;(i)e® +2 Z &
. ,

IA
.M:

veE
n Sj p
2 —
]=0 i=Sj_1+1 e{; ]=O i=Sj_1+1

l=Sj+1

DI XRLEEE e
k=0

ép

< zn:i Z <Il€) A —-r)i*rkz (k)| <n

j=0i=0 |k=0

dir. Bu yiizden

65



n
sz Snl/P+1 San/P
j=0 e{]‘
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bulunur. Bu ise ey uzaymin p tipi Banach-Saks 6zelligine sahip oldugunu gosterir.

[48]

Sonug 5.4.2. e}, ve £, uzaylan lineer izomorfik oldugundan R(e{,) =R ({’p) =2

dir [48].

Teorem 5.4.3. 1 < p < o i¢in e} uzay1 zayif sabit nokta 6zelliine sahiptir [48].

Teorem 5.4.4. ej, uzay1 i¢in Guarri’ nin konvekslik modiilii 0 < & < 2 olmak iizere

Bep(e) <1- [1 _ (g)p]l/v

dir.
Ispat: s € e}, olsun. O zaman

1/p
Z|(Ers)n|p]

Islleg = IE7s]l,, =

dir. 0 < £ <2 olsun ve
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dizileri verilsin. O zaman ||Eru||gp = ||u||e§ =1, ||Erv||gp = ||v||e§ =1 yani

w,v € S(ep) ve [[E"u — Ervllgp = ||lu-— v”é{a =¢edir. Ohalde 0 < a <1igin

llau + (1 — a)vll% = ||aE"™u + (1 — a)Ervllfp
e\P e\P
=1_(E) +|2a—1|(§)

olur. Bu yiizden

. p g p
oé2£1”au +(1- a)v||65 =1- (E) (5.4.4.1)

elde edilir. Sonug olarak p > 1 i¢in

ppo<1-[i-@]"

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar [48].

Sonug 5.4.5. (5.4.4.1) ve Teorem 1.4.5 den asagidakiler elde edilir.
i) € = 2 igin Bey (¢) = 1 dir. Bu yiizden e}, kesin konveks uzaydir.
i) 0 <& <2i¢in 0 < B,r(e) < 1dir. Buylizden e, diizgiin konveks uzaydur.

[48].

Teorem 5.4.6. e] uzay1 Schur 6zelligine sahiptir [48].



BOLUM 6. e"(p) GENELLESTIRiILMIS EULER DiZI UZAYININ
BAZI TOPOLOJIK VE GEOMETRIK OZELLIKLERIi

Bu boliimde mutlak olmayan tiirden e”(p) Euler dizi uzayir tanimlanacak ve bu
uzaym a-, - ve y- dualleri belirlenecektir. Daha sonra Luxemburg normu ile
donatilmis e”(p) dizi uzayr lizerinde bir modiil tamimlanarak bu uzayin bazi
geometrik 6zellikleri verilecektir.

6.1. e" (p) Euler Dizi Uzayr

19 biitiin reel dizilern uzayi, (py) kesin pozitif reel sayilarin smrh bir dizisi,

sup px = H ve M = max{1, H} olsun.

Tanim 6.1.1. (p) ve € (p) lineer uzaylari,

f(p)={x=(xk)el°:2|xk|pk<oo}, 0<pr<H<®>
K
ve

£ (p) = {¥ = () € 1% suplxy [P < oo}
keN

olarak tanimlidir ve bu uzaylar sirastyla

1/M
900 = (Z|xk|pk> ve g,(x) = suplxy|
" keN

paranormlari ile birer paranormlu uzaydirlar.
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Tanim 6.1.2. e”(p) dizi uzayr E"-doniisiimleri £(p) uzayinda olan biitiin dizilerin

uzayidir. Yani Vk i¢cin 0 < p;, < H < o olmak iizere

k Dk

e"(p) ={x = (x,) € 1°: Z Z (f) A -r)fTrix| <o

k |j=0

dir.
Tanim 1.2.23. kullanilarak e” (p) Euler dizi uzayi

e"(p) = (£(p))gr

seklinde tekrar tanimlanabilir. Ayrica Vk € N i¢in p, = p alinirsa e” (p) uzaymin

ey, uzayma indirgenecegi agiktir.
Teorem 6.1.3. e (p) uzayi, her bir k € N i¢in 0 < p; < H < oo olmak tizere

piy /M
gx) = Z z (Ij) (1 —r)kirix
x |j=o

paranormu ile bir tam lineer paranormlu uzaydir.

Ispat: Vx,y € e"(p) igin

K piy /M
[5 (a-n-iis
x |i=0
k piy /M
(5[5t
piy /M
(2[5t
x |i=0
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ve herhangi bir ¢ € R ve Vk € N i¢in
|a|Pk < max{1, |a|"} (6.1.3.1)

esitsizliklerinden, koordinatsal toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore e’ (p)
uzayinin lineer uzay oldugu ve g(x +y) < g(x) + g(v) alt toplamsallik 6zelliginin
saglandig1 kolayca goriiliir. Ayrica (6.1.3.1) esitsizligi kullanilarak

g(ax) < max{1, |a|} g(x)

oldugunu goérmek kolaydir. {x"}, e”(p) uzaymda g(x, —x) = 0 (n —» o) sartini
saglayan bir dizi olsun ve a, - a (n — o) olacak sekilde bir (a,) skalerler dizi

verilsin. O zaman g’ nin alt toplamsallik 6zelligi kullanilarak

gx™) =gx" —x+x) < g™ —x)+ g(x)

yazilabilir. g(x™ — x) = 0 (n - o) oldugundan bu esitsizlikten {g(x™)} dizisinin

sinirlt oldugu goriliir. Bu yiizden

P/ M

k

g(ax™ —ax) = Z Zk: <f) (1 =) ) (apx™ — ax;)
7=0

<lap, —alg(x™) + |la|g(x™ — x)

esitsizliginde n — oo iken sag tarafin limiti sifira gider. Bu g’nin paranorm
tanimindaki skalerle ¢arpmaya gore siireklilik 6zelligini sagladigin1 gosterir. O halde
g, e"(p) tzerinde bir paranormdur. Son olarak e"(p) wuzayinin tamligi
gosterilecektir. {xl} = {xé,xi,xé, } olmak tzere {xl} dizisi e”(p) uzayinda bir
Cauchy dizisi olsun. {xl} Cauchy dizisi oldugundan Ve > 0 sayisi i¢in bir ny(e) € N

say1st Vi, j = ng(¢€) igin

g(xt—x') <e (6.1.3.2)
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olacak sekilde vardir. Bu yiizden g’ nin tanimi kullanilirsa her bir sabit k € N ve

Vi,j = ny(e) igin

l/M
|(E7xT), — (E"%7), | < [Z (), - (E720), || <e

elde edilir. O halde her sabit k € N igin {(E"x%)s, (E"xY)s, (E"x?)y, ... } reel say1
dizisi bir Cauchy dizisidir. R tam oldugundan her bir k € N igin (E"x"), = (E"X)y,
(i—> o) dir. Simdi bu (E"x)y, (E"%);, (E"x%),,... limitleri kullanilarak
{(E"x)0, (E"%)1, (E"x%),, ...} dizisi tanimlansm. (6.1.3.2) den her bir m € N ve

Vi,j = ny(e) igin
m
Z|(Erxi)k — ET)[PE < g(xi — )M < M (6.13.3)
k=0

olur. Herhangi i = ny(¢) i¢in (6.1.3.3)’ de ilk olarak j — oo alinip daha sonra

m — oo iken limite gegilirse

.,
g(xt—x) = <Z|(Erxi)k — (Erx)k|pk) <e
%

olup i - oo iken x! — x elde edilir. Son olarak (6.1.3.3)’ de £ = 1 alinsin. i > ngy(e)

olmak {izere g’ nin alt toplamsallig1 kullanilarak her bir m € N i¢in

1/M

<g(x) <g(x' -x) +g(x) <1+ g(xH)

m
D IE I
k=0

olup x € e"(p) dir. Sonug olarak e” (p) uzayinin tam oldugu da gosterilmis olur.
e"(p) uzaymda g(x) # g(|x|) olacak sekilde en az bir x = (x) dizisi
bulunabileceginden e”(p) uzayr mutlak olmayan(non-absolute) tiirden bir dizi

uzayidir.
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Teorem 6.1.4. Her bir k € N i¢in 0 < p,, < H < o olmak iizere mutlak olmayan
tirden e” (p) Euler dizi uzay1 ¢(p) uzayina lineer izomorfiktir. Yani e” (p) = £(p)
dir.

Ispat: Teoremi ispatlamak i¢in 0 < p, < H < oo olmak iizere e” (p) ve £(p) uzaylan
arasinda bire bir, Orten ve normu koruyan bir lineer T doniisiimiiniin varliginm
gostermemiz gerekir. Bu T:e"(p) = £(p), x = Tx = y donlisimii olarak (2.1.1.1)
de verilen ifadeyi alalim. T’ nin lineer oldugu agiktir. Tx =0 ise Vk € N icin
X, = 0 = x = 0 olacagindan CekT = {0} dir. Teorem 1.1.8.” e gore T doniisiimii

bire bir doniisiimdiir. y € £(p) olsun ve x = {x; (1)} dizisi

xi(r) = i () -vry,  wew
j=0

olarak tanimlansin. O zaman

Y k picy /M
S Ga-noms| ) =(S[S o
k |j=0 k |j=0
Ym
=<Z|yk|pk> = g:0) <
k

olup x € e”(p) dir. y € £(p) keyfi se¢ildiginden T ortendir. Ayrica T doniisiimiiniin
normu korudugu yukaridaki esitlikten agiktir. O halde e” (p) = #(p) elde edilir.

Teorem 6.1.5. Her bir k € N i¢in 1 < p;, < s olsun. O zaman e” (p) C e’ (s) dir.

Ispat: Her bir k € N i¢in 1 < py < sy ise £(p) < £(s) kapsamas! saglanacagindan

bu bize e” (p) < e”(s) oldugu sonucunu verir.
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6.2. e"(p) Dizi Uzayiin a-, 8- ve y-Dualleri

Lemma 6.2.1. i) Her bir k € Ni¢in 1 <p, < H < o ve pi* + (pr)~* = 1 olsun. O
zaman A € (£(p): 4;) olmasi igin gerek ve yeter sart

’
Dk

sup <

K€EF

Z Ank B_l

k Inexk

olacak sekilde bir B > 1 sayisinin bulunmasidir.

ii) Her bir k € N i¢in 0 < p < 1 olsun. O zaman A € ((p): ;) olmasi igin gerek

ve yeter sart
Pk

sup sup <

KeF keN

o

nekK

olmasidir.

Lemma 6.2.2. i) Her bir k€N icin 1<p,<H<o olsun. O zaman

A € ((p): £») olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup Y |a B[Pk < o (6.2.2.1)
neN T

olacak sekilde bir B > 1 sayisinin bulunmasidir( pi* + (p,) ™t = 1).

ii) Her bir k € N i¢in 0 < p;, < 1 olsun. O zaman A € (£(p):£) olmasi igin gerek

ve yeter sart

sup |ap [Pk < oo (6.2.2.2)
n,keN

olmasidir.
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Lemma 6.2.3. Her bir k € N i¢in 0 < p,, < H < 00 olsun. O zaman
A€ (#(p):c) & (6.2.2.1), (6.2.2.2) saglanir ve ayrica

k € Nicin lim a,, = By (6.2.3.1)
n—oo

sart1 da saglanir.

Teorem 6.2.4. Her bir k € N i¢in 1 < p;, < H < 0o olsun. O zaman e” (p) uzayinin

a-duali

Pk

Z (Z) r—1D"*r"q,B7! <oo

nexK

D:(p) = U a = (ax) € w:sup

B>1 ke¥ k

kiimesidir( pi* + (pr) "t = 1).

Ispat: a = (a;) € w olsun ve B” = (b,) matrisi Vk,n € N icin

n

Z (Z) (r—1D)"*r g, (0<k<n)

nk k=0

0 (k > n)

seklinde tanimlansin.y = (yj) dizisi (2.1.1.1) ile verilen dizi olmak iizere

n
ann = ) () = D" r ey = B"n  (EN)

n
k=0
dir. x € e"(p) © y € £(p) oldugu kullanilarak yukaridaki esitlikten

x € e"(p) iken ax = (a,x,) E¥; © y €L(p)iken By € ¥,
yani

a = (ar) €{e"(p)}* & B" € (£(p): £1)



75

elde edilir. O halde Lemma 6.2.1. i)’ de A matrisi yerine B" matrisi alinirsa

{e"(p)}* = D,(p) bulunur.

Teorem 6.2.5. Her bir k € Ni¢in 1 < p;,, < H < o olsun ve D, D, (p) kiimeleri

D ={a = (ay) € w: herbir k € Nigin Z (Jk> (r — 1)/ *r~Ja; mevcut
=k
n Pk
D,(p) = U a = (ax) € w: sup Z (;c) (r— 1)j_kr‘jajB‘1 < o
B>1 neN 7l T

seklinde tanimlansin. O zaman [e” (p)]? = D N D,(p) ve [e"(p)]” = D,(p) dir.
Ispat: a = (a;) € w olsun ve T" = (t!,,) matrisi Vk,n € N icin
n .
. z(])(r—l)j‘kr‘jaj (0 <k <n)
tnk = . k
j=k
0 (k > n)

olarak tanimlansin. y = (y;.) dizisi (2.1.1.1) ile verilen dizi olmak iizere

Zn:akxk=zn:[zk: (r—1)" Ir=ky:|ax

k=0 k=0]j=0

— z [2 1)j_kr_jaj Vi = (T, (6.2.5.1)

k= j=

o
R‘

dir. x € e"(p) © y € £(p) oldugu kullanilarak (6.2.5.1) esitliginden

x = (xx) €Ee"(p)ikenax = (apx,) Ecs @y = (yx) €EL(p) ikenT"y €
yani

a=(a) €{e" () & T" € (£(p):c)
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elde edilir. Lemma 6.2.3. de A matrisi yerine T" matrisi alinirsa (6.2.2.1) ve

(6.2.3.1) den

4

n Pk
sup (i) (r—1/ % rJaB ! <oove
neN .
k |j=k
her bir k € N igin Z (i) (r — 1)/ % r~Ja; mevcut
i=x

bulunur. O halde [e” (p)]? = D N D,(p) dir.
Tekrar x € e"(p) © y € £(p) oldugu kullanilarak (6.2.5.1) esitliginden

x = (xx) €Ee"(p) ikenax = (apx,) Ebs @y = (yx) €EL(p) ikenT"y € £,
yani

a=(ay) €{e"(P)} oT" € ({(p):{c)

elde edilir. Lemma 6.2.2.” de A matrisi yerine 7" matrisi alinirsa (6.2.2.1)’den

!

P

sup Z (;{) (r— 1/ *rJaB | <o

eN
[ Ty

bulunur. O halde [e" (p)]¥ = D,(p) dir.

Teorem 6.2.6. Her bir k € N i¢in 0 < p, < 1 olmak {izere D3(p) ve D, (p) kiimeleri

Pk
<o
Dk

= .
D,(p) ={a = (ay) €Ew: sup (r—1)Y*r7Jg| <o
" ;{(Q 4

z (Z) (r— 1) krnq,

nekK

D;(p) = 3{a = (a;) € w: sup sup
KEF keN

n,keN
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olarak tamimlansmn. O zaman [e"(p)]* = Ds(p), [e"(»)]f =D ND,(p) ve
[e”(p)]Y = D4(p) dir.

Ispat: Bu teoremin ispati1, Teorem 6.2.5. ve 6.2.6.” nin ispatinda, Lemma 6.2.1., 6.2.2.

ve 6.2.3.” lin ilk kisimlar1 yerine ikinci kisimlari alinarak kolaylikla yapilabilir.
Teorem 6.2.7. e” (p) uzayinda her sabit k € N i¢in

0 (0<n<k)

(k) —
bn(r) = (Z) -1k (= k)

seklinde tanimlanan b® (r) = {b,(Lk)(r)}neN dizisi verilsin. O zaman Vk € N igin
a,(r) = (E"x), olmak iizere {b (r)}ien dizisi e”(p) uzay: igin bir bazdir ve

herhangi bir x € e (p) eleman1

X = Z a, () b (r)

k

formunda bir tek sekilde yazilabilir.
6.3. " (p) Uzayimin Baz1 Geometrik Ozellikleri

Vk € Nicin p = (px), pr = 1 olan pozitif reel sayilarin sinirlt bir dizisi olmak iizere

x € e"(p) igin

K Pk

o= 3|3 ()t

x |j=0

olsun ve e” (p) tlizerinde Luxemburg normu

||x|| = inf{e >0:p (g) < 1}, x €e’(p)

olarak tanimlansin.



Teorem 6.3.1. p fonksiyonu e” (p) tizerinde konveks modiildiir.

Ispat: i) p(x) = 0 © x = 0 dur.

Dk

p(x) = Z Zk: <f) (1—=r)kJrixy] =0
k |ji=0

K
k ici k k—j.j _
& Vk icin j A-=7r)Irix;=0

Jj=0

& Vkicinx, =0 x=0
ii) |a| = 1 olan Va skaleri i¢in p(ax) = p(x) dir.

Pk

p(ax) = Z Z <f) 1- r)k—jrf(axj)

k |j=0
Pk
k .
=Z aZ(.)(l—r)k‘frij
]
x| j=o
Pk

- Y[ ()t
k

j=0
Dk

=S I (Ea-ry] =
% |j=0

ii)a=>0,8=0;,a+p =1olsun. p(ax + fy) < ap(x) + Bp(y) dir.

Pk

plax+ ) =y |3 () @ =i + )

k |j=0
=)l

k J

Pk
k (f) 1- r)k—jrij + ﬁzk: (Ij) (1- r)k—jrjyj

0



k o
_az Z(}) (1 =)k irix +,BZ Z( ) (1 —r)kirly;
k |j=0 k |j=0
=ap(x) + Bp(y)

Teorem 6.3.2. x € e" (p) i¢in p modiilii agagidaki 6zelikleri saglar.
D0<a<lisea p( ) < p(x) ve p(ax) < ap(x) dir.
ii)a>1lisep(x) <a p( ) dir.

iii) @« > 1ise p(x) < ap(x) < p(ax) dir.
(M = sup pk)
k
Ispat:
1) 0 < a < 1 olsun.
k Pk k k Pk
X
T L ) B Y
j=0 k j=0 J a
. Pk
X;
- Pk — ki L
Y (j)
k j=0
K Pk
> z aM Z (k) (1—r)kiri 2
i \ ] a
k j=0
X Pk
X; X
— M — k=i i =agMp(Z
“ZZ()“ r) v ap(a),
k |j=0
(0<a<1=aPk>aM)
il) > 1 olsun.
k Pk k Pk
p(x)—z z(>(1—r)k Irix; =Z az()(l—r)k iri 4
j=0 k | j=0 “
Dk

e (-t

j=0

79



dir. @ > 1 ise Vk i¢in aP* < a™ oldugundan yukaridaki esitsizlikten

Pk

s3] (a-nm e

x |j=0

elde edilir.

iii) @ = 1 olsun.

a = 1 oldugundan ap(x) = p(x) oldugu agiktir. Diger taraftan

Pi
plax) = Z Z (f) (1 —r)kIri(ax))
% |j=o0
Pk
= Zk: a; (f) (1 =)k Irix

K Pk

aPk k (1- r)k‘frfx-
Z Z (]) J

j=0

olup @ > 1 ise Vk i¢in aP* > a olacagindan yukaridaki son esitsizlikten

Pk

p(ax) = az z (f) (1 —-r)kIrix| =apx)

k |j=0

bulunur.
Onerme 6.3.3. Herhangi bir x € e”(p) igin

D) llxll < Lise p(x) < lIxll,

i) [|lx|| > 1ise p(x) = [[x]|,

i) [[xll =1 & p(x) =1,

i) |x]| <1epk) <1,

W llxll > 1 pe) > 1,

vi)0 < a < 1vellx|]| > aise p(x) > a ve

80



81

vil) a > 1 ve ||x|| > aise p(x) < aM
ozellikleri saglanir.
Ispat: [57] makalesindeki ayn1 ispat yontemi kullanilarak yapilir.
Teorem 6.3.4. e” (p) uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin. O zaman

1) im0 ||, || = 1ise lim,, o p(x,) =1
i) lim,, 0 p(x,) = 0 ise lim,_,||x,]| = 0

dir.

Ispat:

i) lim,,_,e0||x,,|| = 1 olsun ve & € (0,1) verilsin. O zaman bir N € N sayis1 Vn > N
icin 1 —& < ||x,|| <1+ & olacak sekilde vardir. Onerme 6.3.3. vi) ve vii) den
va=N i¢in (1—&) <p(x,) < (1+ &M olur. Bu ise lim, o p(x,) =1

oldugunu gosterir.

ii) ||, [l + 0 olsun. O zaman bir & € (0,1) sayis1 ve (x,) dizisinin bir (xy, ) alt dizisi
Vk € N igin ||xnk|| > ¢ olacak sekilde vardir. Onerme 6.3.3. vi)’ den Vk € N i¢in
p(xn,) > &M elde edilir. Bu ise n — o iken p(x,) + 0 demektir. O halde istenen

elde edilir.

Teorem 6.3.5. e” (p) uzay1 Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir.

Ispat: (x™) = (xj') dizisi e"(p) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. & € (0,1)
verilsin. (x™)  Cauchy dizisi oldugundan bir N € N sayisi Vn,m = N igin
lx™ — x™|| < &M olacak sekilde vardir. € < 1 oldugundan e < 1 olup Vn,m = N

icin Teorem 6.3.3. 1) den

px™ —x™) < |lx™ —x™|| < &M
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yani Vn,m = N i¢in
Pk

Z Zk: (f) A=n*Ireg = <e¥ (6.3.5.1)

k |j=0
elde edilir. O halde her sabit j € N ve Vn,m > N i¢in
|5 — x| < e

dir. Bu durum her bir j € N i¢in (xj") reel say1 dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterir.R tam oldugundan her bir j € N i¢in m — oo iken x}" - x; dir. Bu yiizden

her sabit j € N ve Vn > N igin
n
' — x| <&

dir. (6.3.5.1) esitsizligi kullanilarak Vn,m > N i¢in
k Pk

Z Z (f) 1- r)k—jr]'(xj" - x]?n) <

k |j=0

yazilabilir. Vj €N i¢in m — oo iken x™ —x; oldugundan (m — o) iken
p(x™ —x™) - p(x™ — x) dir. Buradan m — oo iken
Pk

s[5 (a-rer ] T[S (a-mre o
k |j=0 =

k

Pk

elde edilir. O halde Vn > N igin
p(x"—x)<e¢
olup Yn =N i¢in Teorem 6.3.3. i) den dolay1 [[x™ — x| <& dir. Bu ise

[x™ —x|| = 0 (n—> o) demektir. Son olarak x € e"(p) oldugu gosterilmelidir.

e” (p) uzay1 lineer uzay oldugundan
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x=(x—x")+x"

yazilabilir. O halde

Pk
Pk
= Z (f) (A =r)Iri(x; —x) + Zk: (f) (1 =r)drixf
k. |i=0 =
Pk Dk
S5 00| +S[5 a-r
x |7=0 x |i=0

dir. Bu yiizden x € e”(p) dir. Sonug olarak e”(p) dizi uzayr Luxemburg normuna

gore bir Banach uzayidir.

Lemma 6.3.6. x €e"(p) ve (x,) ce’(p) olsun. p(x,) = p(x) (n - ) ve

Vk € N igin x, (k) = x(k) (n » ) ise x,, » x (n — oo) dir.
Ispat: [57] makalesindeki ayni ispat yontemi kullanilarak yapulir.

Teorem 6.3.7. e” (p) uzay1 (H) 6zelligine sahiptir.

Ispat: x € S(e"(p)), Vn € N i¢in x,, € B(e"(p)), x, 5 x ve lx,ll 1 (n— o)
olsun. x € S(e"(p)) oldugundan ||x|| = 1 olup Teorem 6.3.3. iii) den p(x) = 1 dir

ve (n —» o) iken ||x,|]| = 1 oldugundan Teorem 6.3.4. i) den (n — o) iken

p(x,) = 1dir. Bu yiizden (n — o) iken p(x,) — ||x|| bulunur. x,, Sx oldugundan
m;(x) = x; seklinde tamimlanan i. koordinat donilisimii olan m;:e”(p) = R
doniisiimii  stireklidir. Bu Vi €N i¢cin (n > o) iken x,(i) = x(i) olmasim
gerektirir. O halde Lemma 6.3.6. dan (n — o) iken x, = x elde edilir. Bu da

e’ (p) uzaymin (H) 6zelligine sahip oldugunu gosterir.
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Asagidaki sonug direkt olarak Teorem 6.3.7. den elde edilir.
Sonug 6.3.8. 1 < p < o0 i¢in (95, II. ||e£) uzay1 (H) 6zelligine sahiptir.

Sonug 6.3.9. Her k € N i¢in p, = 1 olan p = (p;) pozitif reel sayilarin sinirlt bir
dizisi i¢in Luxemburg normu ile donatilmis olan e” (p) uzayi rotund uzay degildir.

Bunu gérmek i¢in

1\ 1—r)kt
x = x(r) = {(1 —;) } vey =y (r) = {kﬁ}

rk

dizilerini alinsin ve Vk € N i¢in p, =1 olsun. Bu durumda p(x) =p(y) =1
oldugunu gérmek kolaydir. O halde Teorem 6.3.3. iii) den ||x|| = ||yl = 1 olup
x,y € S(e"(p)) dir. Ayrica

k

(f) (1 —r)kiy] <<1 - %)J +j—(1 _r:)j_1>

-5

=
- %Z (1- r)"]io(?) (1) + -y ,io (7)i-n

= %((1 —r)‘io(?) 1)+ —r)l_ljz:;(]l,)j(—l)j_l FO4t0 )

- %(1 +1)=1

dir. O halde yine Teorem 6.3.3. iii) den ||xzﬂ|| =1 olur. x ve y farkli noktalar

oldugundan HTy noktasi ekstremum nokta degildir. Bu ise e”(p) uzaymin rotund

uzay olmadigimi gosterir. Teorem 1.5.7. kullanilarak e”(p) uzaymin LUR uzay

olmadig da gortiliir.



BOLUM 7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde baz1 Euler dizi uzaylarinin topolojik ve geometrik 6zellikleri verildi. Tezin
orijinal boliimiinii ise, e” (p) genellestirilmis Euler dizi uzayinin bazi topolojik ve
geometrik Ozellikleri olusturmaktadir. Bu son boliimde elde edilen temel 6zellikler

sonuglar halinde verilecektir.

Sonug 7.1. e” (p) uzayi, her bir k € N i¢in 0 < p, < H < o olmak tizere

iy /m

glx) = Z Z (f) 1- r)k_jrjxj

k |j=0
paranormu ile bir tam lineer paranormlu uzaydir.

Sonug 7.2. Her bir k € N i¢in 0 < p;,, < H < o olmak iizere mutlak olmayan tiirden

e’ (p) Euler dizi uzay1 €(p) uzayna lineer izomorfiktir. Yani e” (p) = €(p) dir.
Sonug 7.3. Her bir k € N igin 1 < p;, < si olsun. O zaman e” (p) € e”(s) dir.
Sonug 7.4. Her bir k € N igin 1 < p, < H < o olmak iizere e” (p) uzayinin a-duali

Pk

Z (Z) r—1D"*r"q,B7! <oo

nexK

D:(p) = U a = (a) € w:sup

B>1 ke¥ k

kiimesidir( p;* + (p)"t = 1).
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Sonug 7.5. Her bir k € Ni¢in 1 < p,, < H < o0 olsun ve D, D,(p) kiimeleri

D =<a = (a;) € w: her bir k € N i¢in Z (Jk> (r — 1)/ *r~Ja; mevcut
=k
| "
D,(p) = U a = (ay) € w: sup Z (;{) (r-— 1)j_kr‘jajB‘1 < o
B>1 neN T 7=k

seklinde tanimlansin. O zaman [e” (p)]? = D N D,(p) ve [e” (p)]Y = D,(p) dir.

Sonug 7.6. Her bir k € N i¢in 0 < p, < 1 olmak tizere D;(p) ve D,(p) kiimeleri

Pk
<o
Dk

n 3
D,(p) = ya = (ax) € w: sup Z <J> (r— l)j_kr_jaj <
nken | k

Ds;(p) = {a = (ay) € w: sup sup
KEF keN

Z (Z) (r— D" *r"q,

nexK

olarak tanimlansm. O zaman [e”(p)]* = D3;(p), [e"(p)]?P =D ND,(p) ve
le”(P)]" = D4(p) dir.

Sonug 7.7. e” (p) uzayinda her sabit k € N i¢in

0 0<n<k)

W0y _
b (r) = (n) r—1D"%"  (n=k)

k

seklinde tanimlanan b® (r) = {b,(lk)(r)}neN dizisi verilsin. O zaman Vk € N igin
a,(r) = (ETx), olmak iizere {bU(r)}iey dizisi e”(p) uzayi igin bir bazdir ve

herhangi bir x € e” (p) elemani

x=) 6@ bPE)

k
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formunda bir tek sekilde yazilabilir.

Sonug 7.8. e” (p) uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin. O zaman
1) im0 ||, || = 1ise lim,, o p(x,) =1
i) lim, o p(x,) = 0 ise lim,_|[x,]| =0

dir.

Sonug 7.9. e” (p) uzayr Luxemburg normuna gére bir Banach uzayidir.

Sonug 7.10. x € e"(p) ve (x,) € e”(p) olsun. p(x,) = p(x) (n = ©) ve Vk €N

icin x,, (k) = x(k) (n = ) ise x, = x (n = ) dir.

Sonug 7.11. e" (p) uzay1 (H) 6zelligine sahiptir.
Sonug 7.12. 1 < p < o igin (e{,, []. ”95) uzayi1 (H) ozelligine sahiptir.

Sonug¢ 7.13. Her k € N i¢in p, = 1 olan p = (p;) pozitif reel sayilarin sinirh bir

dizisi i¢in Luxemburg normu ile donatilmis olan e” (p) uzayi rotund uzay degildir.
Sonug 7.14. e” (p) uzaymim LUR-uzay degildir.

Bu uzayda gosterilen bu topolojik ve geometrik 6zelliklerin yani sira, bu uzay
tizerindeki matris doniistimleri incelenebilir ve Banach uzaylarinda var olan diger
geometrik Ozelliklerin bu uzayda olup olmadigr acik bir problem olarak

arastirilabilir.
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