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SIMGELER VE KISALTMALAR L ISTESI

alb - a, b yibdoler.

alb - a, b yibdlmez.

|‘| : Carpim semboli

z : Toplam sembol

(a,b) : a ile b nin ortak boleni

a=b(modm) : a nin m ile béliminden kalaib dir.
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OZET

Anahtar kelimeler: Fibonacci sayilari,Lucas say,inet formuld.

Bu calsmada Fibonacci ve Lucas Sayilar’nin genel 6z@tikincelendi. Birinci
bolimde konuyla ilgili temel tanimlar ve teorem¥erildi. ikinci boliimde Fibonacci
Sayilar’nin rekurans antisi ile birlikte boltnebilme 6zellikleri ele abli. Ayrica
Binet Formiilii ve Lucas Sayilari ile ilgili bazi temler verildi. Ugtincti bolimde
bazi Fibonacci Matrisleri'nden bahsedildi. Son Idtie ise Fibonacci ve Lucas
Serileri ele alind1.
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FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS

SUMMARY

Key Words: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Bsrfefmula

In this thesis, the general proporties of Fibonaew Lucas numbers are examined.
Fundamental definitions and theorems concerning e subject are given in the
first chapter. Second chapter is devoted to thisitity proporties of the Fibonacci
numbers. In the third chapter, Binet's Formula aothe theorems related to the
Lucas numbers are given. In the fourth chapterpmaleci and Lucas matrices are
mentioned. Lastly, Fibonacci and Lucas seriesrarestigated in the fifth chapter.

viii



BOLUM 1. GIiRIS

1.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu bdlimde, dier bdlumlerde kullanagamiz temel tanimlar ve toremler

verilecektir.

Birinci tumevarim ilkesi: Her n dogal sayisi icinP(n) bir Gnerme olsun.
a) P(1) dogru olsun.

b) P(n) dogru iken P(n+1) de d@ru olsun.

Bu taktirde hem icin P(n) dogrudur.

ikinci tumevarim ilkesi: Her n dogal sayisi icinP(n) bir énerme olsun.
a) P(1) dogru olsun.

b) 1<k < n olmak tzereP(k) dogru iken P(n+1) de d@ru olsun.

Bu taktirde hem icin P(n) dogrudur.

Tanim 1.1: p>2 bir asal sayl vep | a olsun.(ij semboliine Legendre Semboli
Y
denir ve

(aj_ 1 x? = a(mod p)nin ¢dzimii vand
-1 x* = a(mod p)nin ¢dzimii yoktt

olarak tanimlanir.

Teorem 1.1.1:(Quadratic Reciprocity Teoremip ve q birbirinden farkl tek asal

sayilar isele{g) (%) = (—1)(’);)((1;1) dir.



Teorem 1.1.2: p>2 bir asal say olsunp|a® +1 olacak bicimde bira tamsayisi

varsa p =1(mod 4 dir.

Teorem 1.1.3:(Fermat Teoremi)p bir asal sayi vep | a ise a*™* =1(modp) dir.

Teorem 1.1.4: p bir asal say! olmak tizere =3(mod4), p|a’+b’ ise p|a ve

p|b dir.



BOLUM 2. FIBONACCI SAYILARI

Tanim 2.1: Her bir terimi, kendinden ©6nceki iki terimin toplamolan
1,1,2,3,5,8,13,21,34,5' sayilarinin dizisi Fibonacci Dizisi olarak bilinirBu

sayilarin her birine Fibonacci Sayilari denirrveFibonacci SayisF, ile gosterilir.

Bu sayi dizisi gagidaki tawan probleminden ortaya cikstir.

2.1. Tawan Problemi

Biri disi, biri erkek olan yeni dgmus iki tavsan old@gunu farzedelim;
1) Her ciftin olgun olmasi i¢in bir ayin afg)

2) 2.aydan sonra, her ¢iftin, her ay bir ¢ift@odugu,

3) Y1l boyunca hicbir taganin 6lmedii,

sartlar1 altinda bir yilda dgan tagan ciftlerinin sayisini bulalim.

Ilk tawsan ciftinin 1 Ocak’ta dgdugunu farzedelim. Bu ilk taan ciftinin
olgunlgmasi bir ay alir. Bu ylzddnSubat’ta, hala, yalniz bir ¢ift vardif. Mart'ta
bu tawan cifti iki ayliktir. Ve yeni bircift dogururlar. Toplamda iki cift olur. Bu
sekilde devam ederel, Nisan’'da3 cift olacak,1 Mayis'ta 5 cift olacak ve boylece

su tablo olgacaktir:

Tablo 2.1.1Aylara goére tayan ciftlerinin sayilari.

Ciftlerin Ocak | Subat | Mart| Nisan| Mayis| Haziran TemmUyuAgustos
Sayisl

Bebekler 1 0 1 1 2 3 5 8
Yetigkinler | O 1 1 2 3 5 8 13
Toplam 1 1 2 3 5 8 13 21




2.2. Reklrans Belirleme

F=F=1 (Baslangi¢ Kaullarr)
n=3 ise F.=F_+F._ (Rekurans EBantisi)

Tablo 2.1.1; yetkin ciftler, bebek ciftler ve toplam ciftler arase birkac ilging
baginti oldugunu gosterir. Bu kantilari gérmek igin, n. aydaki ygkin ciftlerin
sayisini A,, bebek ciftlerin sayisini is®, ile gosterelim. Buradan=>1 dir. Agik

olarak;
A=0ve A =1=B
dir.
n=3 oldugunu varsayalim:
n. aydaki her yegkin cift, yeni (bebek) bir cift dguraca& icin, n. aydaki bebek
ciftlerin sayisi, bundan dnceki ygkin ciftlerin sayisina gttir.

(n. aydaki yel;sikinj _ ((n —1).aydaki yeﬂkin} . ( (n-1).aydaki bebkj

ciftlerin sayisi ciftlerin sayisi ciftlerin sayisi
Yani;
A=A, +B n=3
veya
A=A +A, n=3
dir.

Bundan boyle A, Fibonacci Rekirans Batisina kagilik gelecek. Burada
A, =1= A dir. Sonug olarak,

F=A., n>1
dir.

n.aydakiciftlerin) _( n aydaki yegkin N n.aydaki bbek
toplam sayisi - ciftlerin sayisi ciftlerin say!

olduguna dikkat edilmelidir. Yani;



n=3igin, F, = A + B,

dir. Bundan boyle;
n=3icin, F,=F _ +F_,

dir. Burada n=2 oldusundaF, =F +F, dir. Ve F, =1=F, oldusundan 1=1+F,
ise F, =0 olur.

Simdi bu bainti kullanilarak Fibonacci Sayilariyla ilgili 6zéder gosterilecektir.

2.3. Fibonacci Sayilarinin Basit Ozellikleri

Teorem 2.1.1: ) F, =F,, —1 dir.
k=1

Ispat: Timevarimla ispatlayalim;

n=1icin F, =F,-1, F, =1 ve F, =2 oldugundan iddia dgrudur.

nicin > F, =F,,—1 esitli gi dogru olsun.

k=1

n+l n
> F =) F+F.,=F,+F,-1=F_,~1bulunur.
k=1

k=1

Dolayisiylan+1 i¢in de iddia dgru olduzundan ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.2: ) F,,, =F,, dir.
k=1
Ispat: n=1i¢in F, =F, bulunur. Dolayisliyla iddia disudur.

n
nicin Y F,_, =F,, olsun.

k=1
n+1 n
D Fua =) FaitFopyy 1= Fa+ Fp = F 5 oldugundan ispat tamamlanir.
k=1 k=1

Teorem 2.1.3:) F,, =F,,,~1dir.

k=1

Ispat: n=1licin F,=F,-1dir. F,=1ve F, =2 oldugundan iddia dgrudur.

n igin »' F, =F,,.,—1olsun.

k=1



n+l

D Fu =) ot Fons = Fopyt F oy ,—1=F,, ;~1oldugundan ispat tamamlanir.
k=1 k=1

Teorem 2.1.4:> F’ =F F,,, dir.
k=1

ispat: n=1 i¢in F” = FF, =1 oldusundan iddia dgrudur.
nicin > F’ =F,F,, olsun.

k=1
n+1 n
YR =) R +F. =FF,.+F, =F (F+F,)=F,F,. olduundan ispat
k=1 k=1

tamamlanir.

1 1). F. F, .
Teorem 2.1.5: A= ise A" = dir.
10 FF.

n n-.

Ispat: Timevarim uygulanirsa;
. 11 F, F )
n=1igin A= = dir.
10 F K

. n Fn+l Fn
nigin A" = EF olsun. Bu durumda,

n n-1

An+1: AAn: 1 1 Fn+l Fn - Fn+Fn+1 Fn+Fn-1 - Fnz Fﬁl
1 0 Fn Fn—l Fn+l Fn Fn+1 F

n

F, F ).
oldugundan hem dogal sayis iGinA" :( l;l - j dir.
n n-1

Sonug 2.1.1: (Cassini Formulun=1icin F_F.., - Fn2 =(-1)" dir.

. 11
Ispat:. Teorem 2.1.5'e (gore Az(l OJ ise det(A)=-1 dir. Ayrica

(-1)" = (detA)' = det@\" F oldusundanF, ,F,.,—F.? =(-1)" bulunur,

Fn +1 Fn
Fn Fn—l

Teorem 2.1.6:n=21, m=1licin F, =F_F +FF ., di.



. 11
Ispat: Teorem 2.1.5'e goré = (1 Oj ise A™™ = A"A" oldugundan

I:n+1 F

An Am — n Fm+1 F m
I:n I:n—l I:m I:m—l

_ I:n+1FrT‘r+1 + I:nFm leF m+ F rF ml
B I:nFm+1 + I:n—lFm I:n':m-i_ F HlF ml

bulunur. Ayrica

An+m - I:n+m+1 I:n+m
I:n+m I:n+ m1
olup buradarF,, , =F _,F, +FF ., elde edilir.

2 .
L dir.

Sonug 2.1.2:F, =F..°-F

Ispat: Teorem 2.1.6’dan= n alinirsa

I:n+n = I:2n = I:n—1|:n+ I:nFnLl: Fn(Fﬁl+ F n])
= (Fn+1 - Fn—l)(Fn—l+ le)

_ 2 _ 2
- I:n+1 I:n—l

olur.

Sonug 2.1.3:F,,, =F . +F}

n+l n

Ispat: Teorem 2.1.6’dan= n+1 alinirsa;

F2n+1 = Fn—an+1+ F szz (le_ Fr>Fr+1+ F n(F nt F m:l)
= I:n+12 - I:n|:r1+1 + I:n2 + Fnle

_ 2 2
- I:n+1 + I:n

n

bulunur.

Sonug 2.1.4:F, =F, ’+F°-F_°dir.



Ispat: Teorem 2.1.6’dam=2n alinirsa;
I:3n = I:n—len + I:nFanl
olur. Sonug 2.1.2 ve sonug 2.1.3'den,

F3n = I:n—l(Fn+12 - 2) + F (F 2 2)
=F —an+12 F + Fnle F
it (Foa tF, )+F -F..
= Fn+l + Fn - les

elde edilir.

2.4. Fibonacci Sayilarinin Boliinebilme Ozellikleri

Teorem 2.1.7:m| nise F | F, dir.

Ispat: m|n ise n=mk olacaksekilde k tamsayisi vardir. Bunun iginF, |F,.
oldugunu gosterelimk Uzerinden timevarim yontemi uygulanidsa1 ise F,, | F,,
dir. k icin F, | F,, oldusunu kabul edelim.

Focen) = Frie m= FmaF ot F of o dir. R |F, olduundan F |F F, dir.
HipotezdenF, | F oldusundanF,|F F.,, dir. DolayisiylaF, |F. . .F.*F .F m

ve boyleceF, | F ., olur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.8:Ardisik herhangi iki Fibonacci Sayisi aralarinda asaldir

Ispat: F, ve F,, ardsik herhangi iki Fibonacci Sayisi v ,F..,)=d olsun.
Buradand|F, ve d|F,,, olur. d|F, ise d|F dir. d|F,, ise d|F,F,._ dir.
d|F? ve d|FF,, ise d|FF_,—F” olur. Cassini Formili’'nderd |(-1)"

n+l n—

bulunur kid >0 oldugu icin d =1 elde edilir.

Teorem 2.1.9:m ve n herhangi iki tamsayi olmak uze(g,,F))=F,,, d

Ispat: (mn)=d ve (F,,F,)=g olsun.



(mn)=d ise d|m ve d|n dir. Teorem 2.1.7'derF, |F,, ve F,|F, bulunur ki
buradan F, | (F,,,F,) yani F;|g olur. Ayrica (n,n)= dise d=mx+ ny olacak
sekilde x ve y tamsayilari vardird, m, n> 0 oldugu icin d = mx+ ny denkleminde
x<0 veya y<O0 dir. Farzedelim kix<0 ve y>0 olsun. (x<0 ve y<0 ayni

anda olamaz c¢inku aksi taktirdb< O bulunurdu.) O zamark >0 tamsayisi igin

x =—k yazilabilir. O halded = m €k ¥ nyise ny= d+ mk dir. Buradan,
Fy = Farim = FaatF it F & v

bulunur. &, F,)=9 oldusundang|F, yani g|F,, ve dolayisiylag|F,_F,, dir.
g|F, ise g|F, ve boyleceg|F,FR.,, dir. g|F, ve (F,,F)=1 olduundan
(9,F.1) =1 dir. Dolayisiyla g|F, dir. Boylece F,|g ve g|F, oldusundan
g=F,;, yani(F,F)=F,, elde edilr.

Teorem 2.1.10:m=3 olmak GzereF |F, = m|ndir.

Ispat: Teorem 2.1.7'dem| n iken F, | F, oldusu gosterilmiti. Diger taraftanF,, | F,
iken m|n oldugunu gosterelim. Teorem 2.1.9'ddf,,F))=F,, ve F |F, ise
(FwF,)=F, olur. O zaman(F,F)=F,,=F, olur. F, . =F,  ve m=3

oldugundan ( n = molup m| n bulunur.

Sonug 2.1.5Eger (m,n)=1ise F F,|F,, dir.

Ispat: Teorem 2.1.9'dan dolay(F,,F,)=F,,, =F =1 oldusu aciktir. Ayrica

m| mn olduzundan F_ | F, olur. Benzer bigcimde~, |F,, olur. F |F. ., ve F, |F,,

ise (F,,F,) =1 oldusundanF_F, | F,, bulunur.

m .
ne dir

Lemma 2.1.1:Eper m>1 ve n>2 ise o zamarF.’ |F F
g n

ml

Ispat: m Gizerinden timevarim uygulanirsa;

F._,—F._ =0 oldugundanF ?|F_, —F,_, dir. Dolayisiyla iddiam=1 icin dogrudur.
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m icin F?|F F.." oldusunu kabul edelim. YanF, , =F_,"(modF ) olsun.

ml

O halde Fypn1 = Fr ni = FrandF nit F of  dir. HipotezdenF, = F_"(modF )

ise F

mn-1

F._,=F_"(modF?) bulunur. AyricaF,|F, . dir. BuradanF’|F, F,
olur. Yani F_F =0(modF’) dir. F_,F_ =F_™(modF?) ve

F..F. =0(modF ) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa;

F =F,_ " (modF?)

(m+1)n-1

F

mn-1

elde edilir. YaniF,*|F ...~ F..  bulunur. Boylece iddiam+1 icin de ddru

olup ispat tamamlanir. Dolayisiyla her tamsayisi i(;inFn2 |F. ., —F.," dir.

Lemma 2.1.2:Eger m=1ven>2 ise F’|F -F. " +F " dir.

Ispat: m Gizerinden timevarim uygulanirsa;

F,-F. +F_ =0 oldwundanF,’|F,-F,, +F,, di. Dolayisiyla iddiam=1 igin
dogrudur.

m icin F’|F -F. "+F_ " yani F_=F_"-F_"(modF’) oldusunu kabul

edelim. F ., = Frp 0= F P o F oF o dir. Lemma 2.1.1 gepe Fn2 |F . —F."

ise F°|F. ,F.—-F_"F_dir. Yani F_,F.=F_"F (modF®) dir. Yine hipotez

mn-1

geresi

F._=F."—F,  "(modF?)

mn

oldugundanF, F ., =F. ™ -F_F_."(modF’) dir. F, ,F. =F_"F (modF}) ve

mn' n+l

F..F..=F. " —F,F. "(modF’) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa;

mn' nl

Fn + anF wl = F ﬁ'lmF nt F mlr'ml -F ﬁlF ﬁ1m(rnOC“: i)
= I:(m+1)n = l:n—lm(I:n_ le) + Fﬁlmﬂ(mOana)
= I:(m‘rl)n = Fn-lm(_Fn—l) + leml(mOdFr?)

= Fopan = F "™ -F_ "™ (modF°)

F

mn-1
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bulunur. BuradarF,’ |F, —F_"+F_," elde edilir. Boylece ispat tamamlangmi

olur.

F
Teorem 2.1.11:q, F, nin p den farkh bir asal béleni isqj% dir.

n

ispat: Lemma 2.1.2°dem= p alinirsaF,’ | F, - F . +F_,” olur. Ayrica,

I:n+1p - Fn—lp =(Fp1- Fn—l)(lep_l + Fnl-lp_an—l+ ------- +F, 1FH)

= Fn (Fn+lp_l + FI’H‘lp_ZFn—l T + Fn—lp_l)

oldugundan F, |F,"-F_° dir. Aynca F |F  olduu aciktr. O halde

n+l n-1
3 p p < F ) np I:n+1p + n—1p -
F.’|Fop—Fna’ +F,." oldugundan F” | = yazilabilir. Buradan

n n

F _ —
Fn2 | an - (|:n+1p ! + |:n+1p 2Fn—l-'- """" + I:n—lp_l)

n

bulunur. Yani;

F ; -
P = (|:n+1p ' + I:n+1p 2Fn—l+ """" + I:n—lp_l)(rnOCFn :

n

olur. AyricaF, |F,.,” -F.,” oldusundanF, ,,” =F_,"(modF,) dir. Dolayisiyla

p-1 p-2 p-1 \
+F, Foit..... +F. ., )(modF, |

F
anF
0=

n+l
n

dir. Ayrica F,,, =F,_,(modF,) oldugundan,

F
% = Fn+1p ' + I:n+1p 2Fr‘r+1+ """" + I:n+1p_1 )(mOCF“
= (Fn+1p_l + I:n+1p_l T + I:r1+1p_l )(mOCFn )

= pFn+1p_l(m0d Fn )
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Fop
F

n

bulunur. Buradan ( ,Fn):(pFnﬂ”_l,Fn) dir. Aynca (F,F.)=1 .ise

; | F,
(F.,F..")=1 dir. Dolayisiyla ( Fp

n

,F)=(pF.,”*,F.)=(p,F,) bulunur. Simdi

g # p bir asal say! vay| F, olsun. Ayrica(p, F,) =1 veya p dir. q# p oldusundan

gl (p,F,) dir. Aksi taktirdeq|1 veyaq| p olacakti ki bu dag# p ile ¢elisecekti.

F F
O halde q} (p,F,) dir. (p,Fn)z(%,Fn) oldugundan qj(%,Fn) dir. q|F,

F, L F, F,
Fp bulunur. Aksi taktirdeq|F, ve q|?p olsaydi q|(|:p

n n n

F
P dir.
F

n

oldugundan q |

F)

olurdu. O haldeq |

F F
Teorem 2.1.12:Eger p, F, nin bir boleni ise p| an dir, fakat p° j% dir.
Ispat: p|F, olsun. Teorem 2.1.11’e gore;
2 an p-1 p-2 p-1
F, lF -(F.. +F.,.. F  *+... +F. )
ve p|F, oldugundan p? | Fn2 ve boylece
2 an p-1 p-2 p-1
-l (G A R L

n

bulunur.Simdi F,,, ve F,_, tamsayilarinip® ye bolersek:

Foa =1p+r'(modp*)

F.1=rp+r"(modp®)

O<r,r,r'r "<p olacaksekilder,r,,r 'r " tamsayilari mevcut olur,, —-F,_,=F

n

oldugunu kullanarak bu iki denlgi taraf tarafa ¢ikartirsak;
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Fn—l = p( rn- rz) +ri-r "(mOdp 2 )

F, = p(r,—r,)+r'=r "(modp )

Fosa =
= F. =p(r—r,)+r'-r "(modp?)
—
= F,=r'-r"(modp)

bulunur. p|F, oldusundan F, =0(modp) olur. Dolayisiylar'=r" elde edilir.
Fakatr'=r"# 0 dir. Aksi taktirde

Foa =1p+ri(modp®)

F.n =rp(modp)
Fr.a =0(modp)

elde edilir. Yani p|F,,, olur. Ayrica p|F, olduwundan p|(F,,F.;) ya dap]|l

olur. Bu ise p nin asal say! olmasiyla gieliO halder'=r "=r #0 dir.

F
2= (Fn+lp_l +F

n

+F_,"")(modp® | oldusundan

F
an E((r1p+r)P-1+(rlp +I’)p_2(r2p ) o, + (2p +r )p—l )(mOsz )
an P p-k k-1 2
== 2 (0P +1)P(rp +1) 7 (modp*)
n k=1
F P -k k-1 -k k=1 k=1
anp E;HDO jrp_k( 0 jrk_1+( pl jrlpr ka—l( . jr el yr l}k( ) }pr “}(modpz)
an p - - - )
= EZ(r +(p—-K)prr® =+ (k-1 pr,r )(modp ),
n k=1

F - -
% = pr°? +w prrP? +w prr "*(modp ?) elde edilir. Ber p#2 ise

-1 an _

F
- bir tamsayidir. Bundan dolaylF— pr*™(modp?) veya% = pr”*(modp)

n

F F
bulunur. Buradang =0(modp) yani p|% elde edilir. Ayrica gig bolumundeki

n n
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Fermat Teoremine gore(r,p)=1 oldugundan r**=1(modp) dir. O halde

Fﬂ -1 2 - Fﬂ 2 . Fn . 2
?”E pr°~(modp*) oIdLgundan?E p(mod p°) bulunur. Bu |se|:—p nin p° ile

n n n

F
boliiminden kalanirp oldusunu gosterir. Yanip? j% dir.

n

Fan dir, fakat4,1i dir.
F F

n n

Sonug 2.1.6:4 |F, ise 2|

Ispat: 4|F, ise 2|F, dir. Teorem 2.1.12'ye gor@ =2 alinirsa2|F, ise 2|%

n

dir. Fakat4,1% dir.

n

Teorem 2.1.13: n tek sayl olmak uzerd=, nin herhangi bir tek boélenit +1
bicimindedir.
Fo=(-1)"=-1

n+l n

Ispat: n pozitif tek tamsayi olsun. Cassini Formilirndgn,F

olur. Buradan

-1= I:n—lF - I:n2 = Fn—l(Fn+ Fn—l)_ Fn2

= Fn—l2 + Fn—an - I:n2

n+l

oldugundan

I:n—12 +1: I:n2 - I:nFn—l
= I:n(Fn - Fn—l)

bulunur. DolayisiylaF, |F,,+1 olur. x bir tek tamsayi vex|F, olsun. Bununla
birlikte p bir asal say! vep| x olsun. Bu durumdgp de tektir ve dolayisiylg > 2
dir. p|x, x|F, ve F |F_’+1 oldwundan p|F_*+1 olur. Su halde gir
bolumindeki Teorem 1.1.2 ye gbérne=1(mod4) dir. Yani x in her asal bdleni

4k + 1 bicimindedir. O haldex de 4t +1 bicimindedir.
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2.5. Binet Formuli

x> —x-1=0 quadratic denklemin k('jklerb'=(1+\/f_3)/2 ve ,8=(1—\/§)/2 dir.

Acik olaraka + 8 =1, a—,8=\/§ ve af = -1 oldugu gortlebilir. Dger taraftan;
a=a.1+0=aF +F,
a’=a(l-B)=a-aB=a+1=aF,+F,
a’=aa’=a(@+l)=a’+a=a+1+a=20+1=aF,+F,
a*=a’a=Qa+la=2"+a=2@+1ra= I+ 2=aF,+F,

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla sagidaki teoremler verilebilir.

Lemma 2.1.3:n>0 i¢in a" =aF, +F _, dir.
Ispat: n lzerinden timevarim uygulanirsa=1 igin a = aF, + F, olur. Dolayisiyla

iddia dgrudur. n icin a" =aF, +F_, ssitligi dogru olsun.

n+l

=aa"=a(aF,+F ) =a’F +aF _,
=(a+1)F, +aF
=aF,+aF _,+F,
=a(F,+F_)+F,
= aFn+l + Fn

a

bulunur. Boylece n+1 icin de iddia dgru olur. Dolayisiyla n>0 icin

a"=aF, +F_ dir.

Lemma 2.1.4:n>0 i¢in 8" = BF +F_, dir.
Ispat: aB=-1 ise ﬂ:_gl dir. Buna gore Lemma 2.1.3 ve Cassini Formulu

yardimiyla,
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oG CN (D) (B 4F,)
a’ aFn + I:n—l (aFn + Fn—l)(ﬂFn-'- Fn—l)
= (_1)n (:BFn + Fn—l)
_Fnz + (a + ﬂ) I:nFn—l + I:n—12
_ (CD"(BF,+F)
_Fn2 + Fn—l(Fn + I:n—l)
_ (1) (BF, +F,.)
_Fn2 + I:n—1|:n+1
_(-1)'(BF, +F,.)
-D"
=pF, +F

elde edilir.

Teorem 2.1.14: (BINET FORMULU) x*-x-1=0 quadratic denklemin pozitif

kokl a , negatif kokiS olsun.n=1igin F, = a-p dir.

Ispat: Lemma 2.1.3 ve Lemma 2.1.4e gére=1 icgin, a"=aF,+F_ ve

B" = BF. +F_, ssitlikleri yazilabilir. Bu denklemleri taraf tarafakarirsak;

an_an :aFn+Fn—1_:BFn_Fn—1
=F.(a-p)

n_ pnn
a-p

bulunur. Buradarf, = olur.

Teorem 2.1.15:F, + F, + Fy+.....+ F,, S T T

ispat: a-B=+/5 oldugu kullanilirsa
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olur. a®*=x, B =y alinirsa;

F+F+Fo+...... +F31:i5(x+x2+ +X —y- Y- .- y)
:is[x(1+ X+ X A Xy oy Y )]
_ 1o x"-1 Y-
= - y_ﬂ

== a3(i:3n__1]7 —ﬂa('gsn

5
1 —
5 ﬂ?’—ﬂ
i a3n+3_a3 _'83n+3_ﬂ3
Jsl af-1 B-1

bulunur.a®-1=2a ve £ -1= 24 oldugundan

J5 2a 203

1 a,3n+2 a2 ﬁ3n+2_ﬁ2
_5( \J5 V5 j

1 a3n+2_ﬂ3n+z 0'2—,82
S

F3n+2 _ Fz

2
F3n+2 -1
2

elde edilir.

Teorem 2.1.16:k pozitif bir tamsayi olsunn>k icin F, F,_, —F = (-1)""*F?

dir.
Ispat: aB = -1 oldugu kullanilirsa



b f 2 | R

a’ - (@™ B +a" B Y+ B2 _a"-2(ap) + "
_ —(aﬁ)”akﬁ‘k—?aﬁ) "a”'p*+2(-1)" i

_ (-1 @B) B :r)(—l)"(aﬁ)"cf‘2k+ 2-1)"

_ (=)™ (@* ; B*) +52(— "

bulunur. Ayrica

FZ_ ak_ﬂk 2_O’2k+ﬂ2k—2(a'ﬂ)k_O’2k+ﬂ2k—2(—l)k
RN 5 B 5

oldugundan5F,” + 2(- 1) = a* + 8 dir. O halde sonsgtlikten,

2k 2k
n+k a + /8

()™= L+ 2(-1)
A 7 S
5
_ (C)™ (R + 2 1f ¢+ 2¢ 1
5
2(_ 1)n+2k+1 + 2(_ ]J\

- (_1)n+k+1 sz +

5
- (_1)n+ k+1 sz

elde edilir.

Teorem 2.1.17: p bir asal sayi olsun. Bu durumda;
i) Eger p, St+1 bigiminde isep|F,, dir.

i) Eger p, 5t+ 2 biciminde isep|F

p+l

dir.

Ispat:i) p=>5t+1 olsun. Binet formulii yardimiyla,
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T T
2p—}ﬁ5[ ( j£+ (p 1}{&( jfsﬂ____(s:ﬂfg_l}

bulunur. Buradan

= [zﬁ,(( (P s (Slzj\/‘gﬂ
(VR (A L Gy

-1 )
elde edilir. Ayrical< j<p-2icin (p _ jz (-1)! (modp ) oldugundan,
J

p3

2P'F  =-2(1+ 5+ B+ .+ 52 )(mog

-3,

52 -1
5-1

(modp)

Pl
1-52
= mod
5 ( p)

bulunur. p, 5t+1 biciminde oldgundan p#2 dir. Yani (p,2)=1 dir. Su halde

giris bolumiinde verilen Fermat Teoreminden dola@®™ =1(modp) dir.

p-1

52 p1
DolayisiylaF,, = 175 (modp) veya 2F , =1-52 (modp ; bulunur. AyricaS

ve p tek asal sayl oldiundan Quadratic Reciprocity Teoremi'ne goére

p-1,,5-
(SJ ( j( 1)( ) oldLgundan(éj=(£j dir. p asal sayisbt+1 bigiminde
P p

- @:@:(%}1 ar. Gunka [ Z)=(n*

1 dir. Dolayisiyla
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p-1

Pl Pl
(EJ:SZ =1(modp) bulunur. Yani 1-52 =0(modp . dir. O halde

2F,, =0(modp ) dir. (p,2)=1 oldusundan p| F,_, bulunur.

i) p, 5t+2 biciminde olsun. Binet formull yardimiyla,

S EEEE
NG >
E VA FR i (L

bulunur. Buradan,

Fou = p+1\/—|: \/E(( j+(p;1j\/§2+....J{p;l]\/_é)_lﬂ
A ()
elde edilir. Ayrica

(p+1j:(p+lj51(modp) ve (p+1j5[p+lj5
1 D 3 5

p-1
halde 2°F,,,=1+52 (modp) olur. p asal sayisi 5t+2 bigiminde ise

p-1 P
El :(Bj:(i_zj:—l olup (—pj:SZ =-1(modp ), yani 1+52 =0(modp
p 5 5 5

p+1 :
'E[P— 2] = 0(modp ) dir. O

elde edilir. Dolayisiyla2”F ., = 0(modp ) olur. (p,2)=1 oldusundan p|F,,, elde

edilir.



BOLUM 3. LUCAS SAYILARI

Fibonacci rekirans gantisi kullanilarak, farkli bgangic kgullari altinda, yeni sayi
dizileri elde edilebilir. Orngin L =1, L,=3 ve n=3 igin L, =L _+L,, ile

taniml L, dizisini ele alalim. Bu dizinin bazi terimletj3,4,7,11,18,29,47,. dir.

Tanim 3.1: L,=2, L =1ven=2 igin L, =L, +L, , ile tanimh sayllara Lucas

Sayilari denir.

Teorem 3.1.1:n21igin> L, =L, -3 dir.
k=1

Ispat: Timevarim uygulanirsa;
n=1ig¢in L, =1=4-3=L,- 3 oldugundan iddia dgrudur.

n igin Z L, =L,.,—3 ssitli gi dogru olsun. Buna gore,
k=1

n+l

sz: Lk+|-n+1=Ln+2-'-|-n+1_3=Lnrs_3
k=1 k=1

oldugundan iddian+1 i¢in de d@rudur. Dolayisiylan=1igin» L, =L, -3 dir.
k=1

Teorem 3.1.2:n21igin Y L, =L,.,~1di.
k=1
Ispat: Timevarim uygulanirsa;
n=1i¢in L, =3=4-1=L,- 1 oldugundan iddia dgrudur. n igin > L, =L,.,,~1
k=1

esitli gi dogru olsun. Buna gore,

n+l

Zsz: Low t oo = Loneitbon o~ 1505 571
k=1 k=1
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oldugundan iddian+1 i¢in dasrudur. Dolayisiylan=1 igin Z L, =L,,,—1dir.

k=1
Teorem 3.1.3:n21i¢in D" L, =L, —2 dir.
k=1

Ispat: Yukaridaki ispata benzer ispat yapilir.

Teorem 3.1.4:n=1icin > L,* =L L, -2 dir.

k=1
Ispat: Timevarim uygulanirsa;

n=1igin L’ =1=1.3- 2= L,L, - 2 oldugundan iddia dgrudur.

n icin Z L>=L,L,., -2 ssitli g dogru olsun. Buna gére,
k=1

n+l

2 Lk2 = l-n+12 + 2 Lk2 = Ln+12+ Llyi—2
k=1

k=1
=L, (L
=L L

nelbne2 T

+Ln)_2
2

n+l

esitli gi bulunur. Dolayisiylan =1 igin Z L>=LL,, -2 dir.
k=1

L. dir

2 )

Teorem 3.1.5:n>2icin L *-L°=L

1

ispat: n>2 icin L ,°-L*=(L,,~L)(L,,+L)=L_.L.,elde edili.

Teorem 3.1.6(BINET FORMULU) n>1igin L, =a" + 3" dir.

Ispat: n=1icin L, =a+B=1 dir.

n=2icin L,=3=(a+B)*—2aB =a’+ B? bulunur.

n>3 igin L,=a"+pB", L_,=a"'+p"" ve L _,=a"*+p"% olmak lzere

L, =L, +L,, oldusu gosterilmelidir. Buna gore,
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Ln_l+ Ln_2 =an—l+ﬂn—1+an—2+ﬂn—2
=a"(a+1)+ BT (B+1])
:an—2a2+ﬂn—2ﬂ2
=a" +ﬂn
= |_n

olarak bulunur.

Teorem 3.1.7:n>1i¢in F_ +F_, =L, dir.

Ispat: a8 = -1 oldusu kullanilirsa

. _1+ . _ an—l_ﬂn—l N aml_ﬂml
n n+l a—ﬂ a—ﬂ
_ _(aﬁ)an—l+(aﬁ)ﬁn—1+arﬂ-l_lgn+l
a-p
_a'(=B+a)+B(a-pB)
a-p
_(@"+BNa-p)
a-p

:an+an:Ln

olarak bulunur.

Teorem 3.1.8:n>2 icin F,,—F_, =L, dir.
Ispat: (aB)* =1 ve a + =1 oldugundan

a,n+2 _ﬁn+2_an—2+lgn—2

a-p
_ an+2_ﬂn+2_(aﬁ)20,n—2+(alg)2ﬁn—2

a-p
_a'(@’=-p)+p @’ -pB")
a-p

_(a"+BN@*- B

a-p
=(a"+B")a +p)
:|_n

Fn+2 - Fn—2 =
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elde edilir.

Teorem 3.1.9:n=22 i¢in L, + L, =5F, dir.

ispat: a® +1=a+/5 ve B2 +1=-p+/5 oldusu kullanilirsa

Ln+1+ Ln—1 :a,n+1+18n+1+a,n—l+ﬁn—l
=a’n_l(0’2+1)+ﬂn_l(ﬂ2+1)
=an_la\/§_ﬂn_1ﬂ\/§

=/5@"- ")
_5@"-p") _
=5 5F,

bulunur.

Teorem 3.1.10:F,, = F,L, dir.

Ispat:
FL =T F j(a“hfa’“)
a-p
2n _ p2n
= 0’ A =F,
a-p
bulunur.

Sonug 3.1.1m21i¢in F,, = l:' L, dir.

Ispat: Teorem 3.1.10'dan,

Fzm = F2.2m»1 = Lzm-leml = LzmlF
= L2m—1 L2m»2 F2m—2
=Ll Lo s

2.2m2
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yazilabilir.

Teorem 3.1.115F,” = L,* - 4(-1)' dir.

Ispat: af = -1 oldugundan

L =41 =(@"+B"Y - 4 1)
=a® + 2" +2(ap)" - 4(-1)"
=a® + B -2(-1)"
=(a"-pB"y
=5F’

bulunur.

Teorem3.1.121 * =L, +2(-1)" dir.

Ispat: af = -1 oldugu kullanilirsa,

Loy +2(-1) =™+ 77+ 2(-1)

:a2n +182n+2(a,18)n
2
“(o+s7)
=L 2
elde edilir.
Teorem 3.1.13:m> n olmak Uzere,
L.F. ,n tek
I:m+n+ I:m—n: ;
L.F., ,N Gift

dir.

Ispat: n tek olsun.n tek ise(af)" = -1 dir. Binet Formiilii yardimiyla,
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VE :am+n_ﬂm+n+a,n+n_'8mn

m+n m-n 0'—,3

_a"(@"+a ") -B"(B"+B )
a-p

m a2n+1 _ " ﬂ2n+1
A
- P
a"((ap)"a"+B") B (aB) "B "+a)
(aB)" (aB)"
a-p
_a"@"-BgN+B"a"-B")
a-p
_(@"+B")(a"-B")
a-p
=L F

m- n

bulunur. Eer n cift ise (af)" =1 dir ve yine Binet Formuli yardimiyla,

a™(aB)'a"+B") _B"(aB) B "+a’)
LE = (aB)" (aB)"
mn a_ﬂ
_a"@"+p")-B"@a"+pB")
a-p
_(a"+B")a"-B")
a-p

F

m+n

=L,F

n" m

elde edilir.

Teorem 3.1.14:m> n olmak Uzere,

L.F., ,n tek
I:m+n - I:m— n= ;
L.F. ,n Gift

dir.

Ispat: n tek olsun.n tek ise(af)" = -1 dir. Binet Formulu yardimiyla,



m+n mn" a_lB
_a™a"-a "-B"(B"- B
a-p
m a2n_1 _ om ﬂZn_l
R
= -
a™((aB)'a"-B") _B"(aB) B "-a’)
(ap)" (ap)"

a-p
_a"(=a"-B"-B"(-a"-B")
~(a-p)
_ (@ +Ba"-B"
a-p

=L,F

n" m

bulunur. n ¢ift olsun. Bu durumddaf)" =1 dir. Buradan

a"((aB)"a"-B" _B"(aB) B "-a)

Fm+n_ Fm—n: (a'B)n (alg)n
a-p
_a™a"-p")-B(B"-a)
a-p
_ (@ -B"a"+B")
a-p
:Lan

elde edilir.

Sonug 3.1.2:m> n olmak tzere, B, =F L.,+F L, dir.

Ispat: Teorem 3.1.13 ve Teorem 3.1.14 yardimiyla;
F n+Fm—n+Fn+n_an:2Fﬁ=1n:Frerr-1l-Flﬂ

m+

bulunur.

Teorem 3.1.15:m> n olmak Uzere,

27
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L _|5F,F, ,n tek
T L N Gift
dir.
Ispat: n tek olsun.n tek ise (afB)" =-1 dir. a—,8=\/§ oldugu kullanilarak Binet

Formull yardimiyla

L +L :am+n+ﬁm+n+a,n+n+ﬁmn

m+n m-n
1

=a"@" B

e

_a"(@B)'a"+pB")  B(aB) B "+ta )

(aB)’ (@B’
_a"(-a"+ BN+ BB +a)
-1
=(a"-B")@"-B"
S
\J5 J5
=5F F,

elde edilir.

n cift olsun. Bu durumddaf)" =1 dir. Buradan

L+ =9 (@P)a’+p")  Baph) B +a)
e (ap)" (ap)"
=a™(a"+B")+ B (B "+a )
=@"+B")(a"+B")
:Lan

bulunur.

Teorem 3.1.16:m> n olmak Uzere,

Lovn—Lpn=

m+n m-n

L.L, ,n tek
SF,F, ,n cift

dir.



Ispat: n tek olsun.n tek ise(af)" = -1 dir. Binet Formulii yardimiyla,

Lm+n_Lm—n:a!ern-l-ﬁmH1_a'm—n_:an
men_ L mpn_ L
=a"(@"-—)+ BB -—

a B

el

_a"((@B)'a"-pB") B (aB) B "-a)

(ap)’ (@p)"
_a"(-a"- B+ (-f"-a )
-1
=(@"+B"@"+B")

= Lan

bulunur. n ¢ift olsun. Bu durumdda)" =1 dir. Buradan da

L - =9"@B)'a"-p")  L(aB) B -a))
e (ap)" (ap)"
=a™(a"-B")+B"(B"-a’)
=@"=B8")(a"-B"
S o
J5 J5

=5F,F,

elde edilir.

Sonug 3.1.3:m> n olmak uzere, P, =L L.+ BF dir.

Ispat: Teorem 3.1.15 ve Teorem 3.1.16'dan,

(Lot Ll (Lol )=2L, L L #5F

m+n

bulunur.

Teorem 3.1.17:L,,, = (-D)*"'L,_ (modL ) dir.

29
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Ispat: k Uzerinden timevarim uygulanirse=1 icin L, -L _, =L_ oldugundan
L. =L, ,(modL,) olup iddia d@rudur. 1<i<k igin L, =(-1)“'L,  (modL,)

oldugu kabul edilsin.L,,,,; = L.+ L, ., oldusundan

k

I—n+k+1 = (_1)k+l Ln— Kt (_ 1)k Ln— Kl (mOdL n )
= (_1)k+2 (Ln—k+1 - Ln—k)(mOdl—n )
= (_1)k+2 I—n—k—l (mOdLn )

olarak bulunur. Béylece iddik+1 icin de d@ru olur. Yani
Lo = (DL, (modL )

dir.

Teorem3.1.181 , =F. L +F L., dir.

Ispat: m iizerinden timevarim uygulanirga,=1 igin
Ln+1 = Ln + Ln—l = F2Ln+ Fan-l

oldugundan iddia dgru olur. 1<k < m icin hipotez dgru olsun. O zaman

I-n+k+1 = I-n+k+ Ln+ k-1
= I:k+1Ln + I:kl—n—l + I:kl—n+ I:k—lL rl
=(F *FIL (Rt Fo)L oy
= I:k+2 Ln + I:k+1|-n—1

bulunur.

Teorem 3.1.19:n=2 olsun. Bu durumdd., |L,, = m= (2k+1)n olacak bi¢imde
k >0 tamsayisi vardir.

ispat: (=) L,|L, olsun.Su halden<m dir. Ezer m=n ise k=0 alindginda
m=(2k+1)n olur. Simdi de n<m olsun. Oncem=2n oldusunu kanitlayalhm.

Tersinem< 2n olsun. O zaman Teorem 3.1.17'den
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I-m = I—n+(m—|j = (_1)m—n+l|_n_( m m(mOdL n)
L, =(-)™™L, _ (modL,)

2n-m

olarak bulunur.L, |L,, oldusundan L, |L,, ., dir. Buradann<2n—-m yani m<n

bulunur. Halbukin< m idi. O haldem<2n dezil, m=2n dir. Simdi timevarimla
n nin m yi boldigiint ve bolimuan tek sayi oldunu gosterelim.
m=2 icin L,|L, yani L, |3 ise n=1 veyan=2 dir. n=2 oldusundann=2 ve

m :E =1 tektir.
n 2

2<k<micin L,|L, ve k nin tek oldgunu kabul edelim. Acab& = m igin m
n n

tek mi? Buna gdren= 2n oldugu icin Teorem 3.1.17°den

Loy = Lim s n = (D™ L 1 . {modL )
= (_1)n+l I-m—2n (mOdLn )

dir. O haldeL,|L, oldusundan L, |L,,, ve m-2n< m oldusundan kabulden

M=20 ektir. Yani ™ —2 tektir. O halde tektir. Yani m= (2k+1)n dir.
n n n

Tersine m=(2k+1)n olsun. m=(2k+1)n=2knt+ r ise Teorem 3.1.18'den
L, =Liow=Fomil ot Fo ik o, dir. Buradal, |F,,..,L, dir. F,, =F.L, oldusundan
L,|F,, dir. Ayrica F,, |F,, oldusu dikkate alinirsalL,|F,, olur. Su halde

L, | Fwals Ve L, | KLy oldugundanlL, | F,,...L,+ F,L ., Yani L, | L, bulunur.

Teorem 3.1.20:

a) n=0(mod3)~ L,= O(mod 2 dir.

b) n=2(mod4)~ L,= O0(mod3dir.

c) Eger n=0(mod 2) ve n #0(mod 3) ise L,, =3(mod 4) dir.
d) k=0(mod 2) ve k #0(mod 3)ise L, ,,, =-L,(modL, ) dir.
e) k=0(mod 2) ve k #0(mod3)ise F,,,, =—F, (modL,) dir.
f) L., =L,(mod8)dir.
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Ispata) (=:) n=0(mod3) ise F,|F, dir. Yani 2|F, dir. Teorem 3.1.11'e gore
2|F, ise L,> —4(-1)" = 0(mod 2 dir. BuradanL,’ =0(mod 2) olur. 2|L,* ve 2 asal
say! oldgundan2|L, dir. Yani L, =0(mod 2) bulunur.

(O:) L,=0(mod2) olsun. O halde an—4(—1)n =0(mod2 dir. Yani
5F *=0(mod2 ve 5=1(mod2) ise F,>=0(mod2)dir. Buradan2|F’ ise 2|F,
bulunur. F;=2 ise F|F, olur. Teorem 2.1.10'a gore|n olur. Dolayisiyla

n=0(mod 3) dir.

b) (=:) n=2(mod4) olsun. Bu durumdan=4k+ 2 olacaksekilde k tamsayisi
vardir. n=4k+ 2= 2(2k+ 1) dir. Teorem 3.1.19" a géra=(2k+1)m+- L, | L, dir.
Buna goren=2(2k+1) ise L, | L, dir. Buradan3|L, yani L, =0(mod 3] bulunur.
(O:) L,=0(mod3) ise 3|L, veya L,|L, yazilir. Yine Teorem 3.1.19 geie
L,|L, ise n=2(2k+1)= 4k+ 2 olacak sekilde k tamsayisi vardir. Buradan

n=2(mod 4) bulunur.

c) n=0(mod2) ve n#0(mod3) olsun. Bu durumdan=3k+1 veya n=3k+ 2

bicimindedir. Ayrican =0(mod 2) oldugundann cifttir.

I.Durum: n=3k+1 ve n cift tamsayl isek tek tamsayl olmak zorundadir.

k =2x+1 bigciminde yazilirsan = 6x+ 4 bi¢ciminde olur. Bu durumda

Ly = Lavex = Fexeabat Fol:

xt+1

olur. Buradan

Ly = Lyvex = 7Feer t 4F 4 = 3y 1(Mod 4,
bulunur. F,,;=1(mod4) oldusu tumevarimla gosterilebilir.  Dolayisiyla
L, =3(mod 4) bulunur.

[I.Durum: n=3k+ 2 ve n c¢ift sayl isek ¢ift tamsayl olmalidirk =2x bigiminde

yazilirsan =6x+ 2 olur. Bu durumdar,,,, =1(mod 4) oldugu kullanilirsa
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I-n = I-2+6x = I:6x+1|-2+ FaxLJ
= 3F6x+1 + F6x

bulunur. Buradan L,=3+F,,(mod4) elde edilir. F, =0(mod4) oldugu

timevarimla gosterilebilir. Dolayisiylg, =3(mod 4) olur.

d) k=0(mod 2) ve k #0(mod 3) olsun. Sonug¢ 3.1.3'dedL,,,, =L L, +5FF,, ve
Teorem 3.1.10 ile Teorem 3.1.12'der2L ., =L (LZ+2(-1F")+F F.L,

yazilabilir. Buradan 2L ., =2L, (-1f"(mod.,  bulunur. k cift tamsayi

oldugundan

2|—n+2k = _2Ln (mOde )

olur. Buradanl, | 2(L,.,,*+L,) elde edilir. Ayricak =0(mod2) ve k #0(mod3)
oldugundan (c)sikkindan L, =3(mod 4) yazilabilir. Dolayisiyla(L,,2)=1 dir. O
haldeL, | (L,.,,*+L,) yani L., =-L, (modL,) bulunur.

e) Sonu¢ 3.1.2'den2F,,,, =FL, +F,L,, olur. Ayrica Teorem 3.1.10 ve Teorem
3.1.12'den

2F

n

+2k = Fn(Lk2 + 2(_])(_1 )+ FkL kLn

yazilabilir. Buradan2F,,, = 2F, (-1)" (modL, | bulunur. k =0(mod?2) ise k gift

tamsayidir. Dolayisiyld,,,, =—F (modL, ) elde edilir.

f) Sonug 3.1.3'den
2L, =L,L,+5F F,=322 + 5.14&_
L., =161 + 360F,

elde edilir. BuradarL,;, = L,(mod 8) oldugu gordlar.

Teorem 3.1.21:p bir tek asal sayi ise, =1(modp) ve F, E(Ej (modp) dir.



Ispat: Binet Formiilii kullanilarak,

L, :i:(1+\/§)p +(1—\/_5)pJ

1
-2 1+ P 5+ P 5+ .4 P 52
2P 2 4 p-1

-1 1+(§’j£+...+[§j(f5)"+ 1_(3@ (

)i
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P
yazilabilir. Bser (§j5+(§j 5 + +[ IOJ 52 =kp olarak alinirsa2”*L =1+kp
p_

olur. O halde 2"‘1Lp51(modp) bulunur. Ayrica p tek asal sayl ofglindan

(p,2)=1 olup giris bélimiindeki Fermat Teoremi'nde2f™
DolayisiylaL, =1(modp ) bulunur. Aynisekilde,

ekl

Zlﬁ(l(‘l’jfs[ j(fs) - ( jff‘r +(§J(f5)p]

S
AR08

=1(modp ] yazilabilir.

p-3
oldugu goralir. Yine (f) (3) (pj52+ +(p_pzj52 =kp olarak alinirsa

b1

p-1

Pl Pl
2"'F —kp+(gj 52 =kp+52 bulunur. Dolayisiyla2”™F, =52 (modp) dir.

2°'=1(modp) olduundan ve Quadratic Reciprocity Teoremine

p1

Teorem 3.1.22: p bir tek asal sayi olsun. O zaman

52 = (gj (modp) oldusundanF, = (EJ (modp) elde edilir.

gore
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dir.
ispat: Teorem 3.1.7°denlL =F  +F_,=F +2F ,=2F  —-F_  dir. Buradan

_L,-F _LtF,
Fo.= ve Fo..= bulunur. Teorem 3.1.21 den

p+l

P 2 2
1—(2) 1+(
Foa 5 (modp)ve F,,, = 5

ulo
N—

(modp) elde edilir.

P
5

Sonug 3.1.4:p asal sayi olsun. O zaman| F [ ] dir.
o

Ispat: Legendre Formili'ne gbrE—:Ej =1lve (gj = -1 gibi iki durum vardir.

Y
ay
[.Durum: (Bj =1 ise Teorem 3.1.22'ye gor& \ =F, = S =0(modp)
5 o 2] 2
dir. Dolayisiylap|F ., olur.
{¢)
[I.Durum: (Ej =-1 ise yine Teorem 3.1.22 g@&ie
(2
F =F,.,= =0(mod
P_(Ej p+1 2 ( p)

oldugundanp|F£ dir.
o-

5

Sonug 3.1.5:p >3 bir asal sayi olsun vg, F, nin bir asal boleni olsun. O zaman
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gs (gj (mod p) ve g=1(mod 4)

dir.

a
5

Ispat: p>3 ve q| F, olsun. Sonug 3.1.4’e gorg|F [ ] dir. | F, oldusundan
o

) _(a _
ql (Fq_(q),F ) ve Teorem 2.1.9'dan dolay)| F[pyq_(qDolur. (p.q (SJ) 1veyap

5 5

dir. Giinkii q|F, dir. (p,q—(%j)= p olmak zorundadir. O hald@|q—(%) dir.

Buradanqz(%j(mod p) olur. Ayrica Teorem 2.1.13'e gorg|F, ise q, 4t+1

bicimindedir. Dolayisiylag =1(mod 4) olur.

Teorem 3.1.23:Tam kare olan Lucas Sayilari sadéoee 4 tir.
Ispat: x tamsayi olmak lizerg, = x* olsun. n ¢ift ise n=2r yazilabilir. O zaman
L, =L, =L,°%2 olur (Teo.3.1.12). Ancak,’+2 bir tam kare dgldir. Cunku bir

sayinin karesék veya 4k +1 bicimindedir. O halden cift degildir. Bu durumdan
tek olur. Dolayisiylan =1(mod 4) veya n=3(mod 4) dir. n=1(mod4) olsun. Eer

n=1ise L, =1 olur ki L, bir tam kare olurn>1 ve n=1+2.3k olsun. Buradék,

3 ile boélinmeyen bir ¢ift sayidir. Bu durumda Teor@m.18 (c) ve (dgiklar gerei

L. =3(mod4) ve L, =-L =-1(modL, ) olur. L, =x* ise x*=-1(modL, ) yani

L |x*+1olur. L, = p,p,.....p olsun. x* =-1(modL, ) oldusundanL, nin tum asal
bdlenleri 4k+1 bicimindedir. Ayrica 4k+1 bicimindeki sayilarin carpimi yine
4k +1 bigimindedir. AncakL,, 4k+ 3 bigiminde oldgundan L, =x* olamaz. O
halde n=3(mod4) dir. Ezer n=3 ise L, =L, =4 olur. Yani L, tam karedir.n>3
ve n=3+2.3k olsun. Yinek, 3 ile bolinmeyen bir ¢ift sayidir. Bu durumda
L. =3(mod4) ve L, =-L,=-4(modL, ) olur. Yani L, |L,+4 dir. Eger L, =%’
yani L, |x*+2° olsaydl, L = p,p,.....p olmak tzereL, nin asal bolenlerinin bir

kismi 4k +1, bir kismi 4k +3 bigciminde olurdu. (Hepsi birdedk +1 biciminde
olamaz. Cunki L, =3(mod4) idi.) O halde p, =4k+3 olsun. Bu durumda
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Teorem1.1.4 kullanilirsg, | X* +2* yani p,|x ve p,|2 elde edilir. Ancakp, |2
olamaz. O haldel, nin asal bdlenleridk +3 biciminde olamaz. Ayni zamanda
4k +1 biciminde de olamayagandan L, =x* olamaz. BéyleceL, =1 ve L, =4

disinda tamkare olan Lucas Sayilar yoktur.

3.1.F, ve L_, Sayilari

AslindaF_, =F.,—F, formulinden ye azalan deerler verildginde

F,=F,-F,=1
F,=F,-F,=-1
F,=F,-F,=2
F,=F,-F,=-3

elde edilir ve F_ =(-1)"™F, oldusu gorilir. Bunun yanisiran=1 igin

L, =F,,+F_ . olarak tanimlanir.

-1
Teorem 3.1.24:n>1igin F_, =(-1)"™F, dir.

Ispat: Binet formiili yardimiyla

1 1
E :a—n_ﬁ—n:? ﬁ_ ﬁn_an _—(an_ﬁ”):(_l)nﬂl:n

R 5 J5@B) 51

bulunur.

Teorem 3.1.25:n=>1igin L_, =(-1)"L, dir.
Ispat: L, =F_,+F_ formilinde n yerine -n alinip ve Teorem 3.1.24

kullanildiginda
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I-—n = F—n—l + I:—n+1
=F i Py
=(-)"*F,+(C1)'F
= (_1)n (Fn+1 + I:n—l)
=(-1"L,

elde edilir. Ayrica Binet Formuli’'nd@ yerine —n yazilirsalL_, =(-1)"L, oldugu
gorualar.

Sonug 3.1.6:n tek iseF, = F

-n?

n ¢ciftise L, =L_, dir.

Teorem 3.1.26:x bir tamsayi olmak tizere, =2x* ve n=0 olsun. O zamam =0
veyan=6 dir.

Ispat: x* =0,1,4(mod8 oldugu icin L, =2x*=0,2(mod8 dir. L, cift oldugundan
Teorem 3.1.18 (ayikkindan 3|n dir. n tek olsun.n ye bdlme algoritmasini
uygularsak,n=12q+r, 0<r <12 olacaksekilde q ve r tamsayilari mevcuttur.
3|n ve n tek oldgundanr =3 veyar =9 dur. n=12q+ 3 ise Teorem 3.1.18
geresi L, =L,,;=L;=4(mod8) olur ki L, =0,2(mod8] oldusundan n=12q+ 3
biciminde dgildir. Ayni sekilde n=12q+ 9 biciminde de dgildir. O halde n tek
degildir. O zamann cifttir. Bu durumda3|n oldugundanr =0 veyar =6 dir.
r=0 ise L, =L, =L,=2(mod8) olur ki buradann=0 oldugu gorulur.r =6 ise

L, = Liyqe6 = L = 2(Mod 8) olduzundann =6 olur.

Teorem 3.1.27:F, = x* bir tamkare ven>0 ise n=0,1, 2 veyal2 dir.

Ispat: n tek olsun. O zamam==+1(mod4) olur. n=1(mod4) olsun. n=1 ise
F, =1 bir tamkaredir.n>1 ise n=1+2.3k olup k, 3 ile bélinmeyen bir cift
sayidir. BuradanF, =-F =-1(modL, ) bulunur. Teorem 3.1.21 deki gild, nin
tamkare olamayaga gorulur. n ¢ift yani n=2s olsun. F, =F,,=FL = x* olur.

3|n oldusu varsayilirsa F,|F, veya 2|F, olur. F,=FL.,=x* oldusundan
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F. =2y* ve L = 227" olacaksekilde y ve z tamsayilari vardirL, = 2z* ise Teorem
3.1.24 gergi g:s:O,G dir. Buradann=0 veya n=12 bulunur. n=0 ise

F.=F,=2.0° dir. n=12 ise F,=F,=8=2.2 dir. Dolayisliylan=0 veyan=12

dir. 3/n oldugu varsayilirsaF, tek olur. O zamanF, =y* ve L =27* olacak
sekilde Y ve z tamsayilari vardir. Teorem 3.1.21 géré_ = z° isegz s=1 veya

3 tur. Buradann=2 veyan=6 bulunur.n=2 ise F,=F, =1* dir. Ancak n=6

ise F, = F, =2 bir tamkare olamaz. Sonug olard&k = x* bir tamkare isen=0,1, 2

veyal2 dir.

Teorem 3.1.28:x bir tamsayi olmak uzer€&, =2x°> ve n>0 ise n=0,3 veya 6

dir.

Ispat: n tek olsun. O zaman = +1(mod 4) olur. ilk olarak n = -1= 3(mod 4) olsun.
n=3 ise F, =F,=2.F dir. n#3 ise n=3+2.3k olarak yazilabilir. Burad& , 3
ile bolunmeyen bir ¢ift sayidir. DolayisiylaF, = 2F, ,, . =-2F, =-4(mod,, | dir.
F. =2x* oldugundan 2.2x* = —4(modL, ) ise x* =-1(modL, ) olur. DolayislylaL,
nin batin bélenlerdm+1 bicimindedir. Halbuki k, 3 ile bolinmeyen bir ¢ift sayi

oldugundan Teorem 3.1.20 nin (gkkina gorel, =3(mod 4) dir. O halden =3 dir.
Ikinci olarak n=1=-3(mod 4 yani —n = 3(mod 4) olsun. Az énceki tagmaya gore
bu mimkun dgildir. Cinkid —-n=3(mod 4) den —-n=3 yani n=-3 olur. Bun=0
olmasiyla celiir. n cift yani n=2s olsun. O zamarF, =F,_ = F L .= 2x’dir. Bu
yuzden F,=y* ve L ,=27" veya F,=2y* ve L =2 olacaksekilde Y ve z
tamsayilari vardirF, = y* ve L =227" ise Teorem 3.1.24 ve 3.1.25 der 0 olur.
Yani n=0 dir. F, =2y* ve L, =27" ise Teorem 3.1.21 gefies=1 veya s=3 dir.

s=1 ise F, =F, =1# 2y’ dir. O haldes=1 olamaz.s=3 ise F,=F,=2=2.F

oldugundang =s=3 dolayisitylan =6 bulunur.
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Teorem 3.1.29: n=0 icin F, m+FEmM*=l(modnf+ m-1) ve
LM+ L™ =1+2mmod M+ m L dir.

Ispat: n Uzerinden tumevarim uygulanirsa=0 icin F, + F;m=1(modnf + m- 1)
oldugundan iddia dgrudur. n=1 igin F,m+ FEnf = m+ ni=1(mod M+ m 1)

oldugundan iddia dgrudur. 1<k<n icin verilen ifadenin dgru oldysu kabul

edelim. O zaman iddianin+1 icin de d@ru oldusunu goésterelim.

I:n+2mn+l+ I:n+1rrPJr2 :( Fn+ I:n+1) rﬁﬁl-i_( Fn—1+ Fn) mwz
=m(F,nf+ Enfh)+ M(Em+ £ M

olur. Kabulden dolayi

F.m" +F ™ =1(modnf+ m-1)
ve
Fm'™+F_n=1(modnf+ m-1)
dir. O halde
F.,m™+F, n?=m ni=l(mod M+ m 1)

bulunur. Aynisekilde

L,.,m"+ L™ =1+ 2mmod M+ m 1

n+l

oldugu gosterilebilir. Dolayisiylan>0 igin F,,,m"+ F n™ =1(modnf+ m- 1) ve

n+l

L,,m"+ L,n™ =1+ 2m(mod M+ n+ 1 dir.

Teorem 3.1.30:m=>=2 ve n=0 igin F_, —mF, =(-1)" n"(mod nf + m- 1) dir.
Ispat: n Gizerinden timevarim uygulanirsa,

n=0 i¢in F, -mF,=1-0= (-1f n? (modnf+ m- 1 oldusundan iddia dgrudur.
n=1i¢in F,—mF, =0- m=-n{mod M+ m 1) oldugundan iddia dgrudur.

1<k < n igin verilen ifade dgru olsun. O zamam+1 igin
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I:n _an+1 = ( Fn—1+ Fn—z) - rr( Fn—l+ Fn)
= I:n—2 - an—1+ I:n—l_ an

olarak bulunur. Kabulden

=(-D)""' ™+ (-1)" nf'(mod i+ m+ 1)
= (-1)""'m"" (1- m)(modnf+ m- 1)

= (-1)""'m" ' (mod nf + m- 1)

= (-1)""'m™(modn? + m- 1)

= (-1)™'m™ (modn? + m- 1)

F,—mFk

n n+l

olur. Dolayislylam=2 ve n>0 icin F_, —mF, =(-1)" nT(mod nf + m- 1) dir.

Sonug 3.1.7:L, =(-1)" 2™ = 2.3' (mod5 dir.

Ispat: Teorem 3.1.28 den=2 alinirsaF, - 2F,, = (-1)"* 2" (mod 5, olur. Ayrica
F.-2F.,=F -F.,-F,=-(F.+F,)=-L,

oldugundan L, = —(-1)"2"™*(mod5, yani L, =(-1)"2" (mod5, bulunur. Ayrica

(-1)"2™ = 2(-2) = 2.3 (mod5 dir. BuradanL, = (-1)" 2" = 2.3' (mod5 olur.

Sonug 3.1.8:L,, =2(mod5), L,,,, =1(mod5), L,,,, =3(mod5)ve L, ., =4(mod>5)

dir.
Ispat:

2' =1(mod5)= 2" = 1(mod5)
= 2" = 2(mod5)
= 2'™? = 4(mod5
= 2™ =3(mod5)

dir. Sonug¢ 3.1.7 den yerine sirasiylain,4n+ 1,4n+ Z ve 4n+ 3 yazildginda



42

L,, =(-1)*" 2= 2(mod5)

L,y = (-1)*12"2 = —4= 1(mod5)
anv2 = (F1)*"722%7% = 3(mod 5)
L5 = (-2 4= -1= 4(mod5

—

bulunur.

Teorem 3.1.31: p bir asal sayr olsun. O zamar, =FF (modp) ve
L, =L.L,=L (modp) dir.

Ispat: n Gizerinden timevarim uygulanirsa,

n=0 i¢in F, =0 oldusundanF, = F;F (modp) yani iddia dgrudur.

n=1icin F, =1 olduundanF, = F,F (modp) yani iddia dgrudur.

1<k<n icin verilen ifade dgru olsun. AyricaF,, =F L +(-1)*"F__ oldugu
kullanilirsa, F .., = Fp o = Fol ot (CDPPF o =F L #+F _ olur. Teorem 3.1.21
de L, =1(modp) oldugu gosterilmjti. Bu yuzdenF,,,,=F +F_ (modp) olur.

Kabulden dolayi

F

(n+1)p

=F,+F, (modp)
=FF,+F_F (modp)
=(F, +F,4)F,(modp)

= F,.F,(modp)
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olarak bulunur. Dolayisiyla iddian+1 igin de d@ru olur. Bbylece hern igin

F, =F,F,(modp) dir. Ayni sekilde tumevarimla vel, =1(modp) oldugu

kullanilarak L, =L L =L (modp) oldugu gosterilebilir.



BOLUM 4. FIBONACCI MATRISLERI

Q-Matrisi

Matrislerin 6zellikleri kullanilarak, Fibonacci Siégr1 ve matrisler arasinda birski

11
kurulabilir. Gercekten de. BC’)IUmdeQ:{1 O} iken

QZ_21 Qs_32 Q4_53
o1t 2 1"t |3 2

F
oldugu ve daha genel olarak=1 icin Q" :{ |2+1 " } oldugu verilmistir.
n n-1
Sonug 4.1.1:
I:m+n+1 = Fm+1Fn+1+ FnF r
Fm+n = Fmran+ FFTF Al
I:m+n = Fmle + Fm—lF n
I:m+n—1 = Fan+ leF Al
dir.

Ispat: Q™" = Q™Q" oldugu g6z 6niine alinirsa,

I:m+n+1 I:m+n — Fnﬂ I:m F ml F n
I:m+n Fm+ 1l F m F ml F n F Al
- { m+1Fn+1 + Fan F n='r1F n+ F nF ﬁ1:|

I:an+1 + I:m—an FnF n+ F mlF Al

bulunur.iki matrisin gitli ginden istenilen sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2:L.,,=F. L., +F L., dir.
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Ispat: Sonug 4.1.1 de, birincisiglikte n yerine n+1 alinirsa ve ikinci stlikle
birlikte taraf tarafa toplanirsa, yani

I:m+n+2 = Fm+1Fn+2+ FnF rl
I:m+n = I:rman-l_ FnFﬁl

ise

I:m+n+2+|:m+n= Fnﬂ(Fﬂ2+Fr)+Fn(F ﬂl+Fﬁ])
I-m+n+1 = Frmanr1+ Fnl‘ n

bulunur.n yerinen-1 alinirsaL,.,,=F,,,L,*+F L ., elde edilir.

M-Matrisi

11 . , |2 3 s |5 8 . |13 21 5
M= olmak UzereM* = , M°= , M°= oldugu
1 2 3 5 8 13 21 34

goOzukar.

H] n I:Zn—l I:2n .
Teorem4.1.1:n=1icin M" = dir.
F2n I:2n+1

Ispat: n (izerine timevarim uygulanirsa

. F F|] |11 5 i
n=1icin M = = oldugundan iddia dgrudur.
F, F| |1 2

e n F2n—l I:2n s
nicin M" = olsun. O halden+1 igin

F2n 2n+1

M n+l = M nM — I:2n—l I:2n l 1
I:2n I:2n+1 1 2

_ I:2n—1 + I:2n I:2n—1+ 2F2n

I:2n + I:2n+l I:Zn + 2F2n+l

— |: I:2n+1 I:2n+ 2}
I:2n+2 I:2n+ 3
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" - n F2n—l an .
olarak bulunur. Boylece=1 igcin M" = dir.
I:2n I:2n+1

4 .1. Karakteristik Denklem

A=(3 ), ve |, lik matrisler olsun.|A=IxF 0, A matrisinin karakteristik

denklemidir. Denklemin kokleri,A matrisinin karakteristik kdkleridir. Buna gore

Q" nin koklerini bulmak icin, onun karakteristik déeini bulalim. Acik olarak

F.i—X F,
F

F.,—X

Q" - Ix [

n

=(Fry=X)(F =% - F/
=x* - X( Fn+1 + Fn—l) + Fn+l le_ Fn2
=x*— L x+(-1)"

olur. Boylece karakteristik denklem® — L x+(-1)" =0 dir. Bu denklemin kokleri

L, £4/L,2 —4(-1)
IV Y G Teorem 3.1.11 gege L, -4(-1)" = 5’

X= n
2

oldugundan

X:LniFnJE a"-p"

5

bulunur. Ayrica L,=a"+p" ve F = oldugundan

a" =L *RNS +§“\/§ ve _L-FRW5 —|2:n\/§

ﬂn

dir. Boylecesu teorem verilebilir.

Teorem 4.1.2:Q" nin karakteristik kokleria" ve g" dir.

Sonu¢ 4.1.3:Q nun karakteristik kokleror ve £ dir.
Ispat: Teorem 4.1.2 de n=1 alinirsa nun karakteristik denklemk®-x-1=0

olur. Bu denklemin kokleri der ve S dir. Ayrica Q°-Q-1=0 oldusundanQ
kendi karakteristik denklemini gkar. BOylece Q matrisi kullanilarak Fibonacci

sayllariyla ilgili bazi 6zellikler gosterilebilir.



a7

Ornezin ZFi =F,,,—1 oldugu gosterilebilir. Matematiksel indiksiyon yontenayl

i=1

(1+Q+Q°+..+Q")(Q-DN=Q™ -1 oldusu gosterilebilir. Buna  gore
1-1 1 . . I
Q-1]= L =-1#£0 oldwundan (Q-1) matrisi terslenebilirdir.

Q*-Q-1=0 oldugundanQ®*-Q=1 yani Q@Q-1)=1 dir. O haldeQ, (Q-1)

nin tersi olur. O zama® Q-1 3| oldugu kullanilarak

(1+Q+Q*+..+Q")(Q- NQ=(Q" - NQ
(1+Q+Q*+..+Q")=Q"-Q

yazilabilir. Son gitlikte matrisler yerine yaszsi F =F,., 1 oldugu gorulur.
i=1

R-Matrisi

5Fn+1 = I‘n+1 + 2Ln’

n?

1 2
R:{z J olmak uzere, L., =F,.,+2F, L,=2F,-F

5F, = 2L, — L, ssitlikleri kullanilarak

ro |t 2| Fol_[tm L.
2 -1 F, F,| | L L

n n n1

L

n+1l

. L
elde edilir. det(RQ")= det(R)det@ oldugundan 5

n

12
=

n n-1
ise Cassini Formili'nden

I-n+1|‘n—1 - L ’ = _S(leFn—l_ Fnz)

n

= -5(-1)
=5(-1)"

bulunur.
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4.2. Lamda Fonksiyonu

A=(3)n, Ve A'=(g +1),, olsun. BoyleceA” matrisi, A matrisinin her elemanina

1 eklenmesiyle olgur. A(A) degeri ise bu iki matrisin determinantlar farkingter.

b +1 b+l
Yani /1(A)=‘AD‘—|A| dir. A= olmak iizere A= | dir. Buna
c d c+l d+1
a+tl b+ a b
ore |Al= =(ad-bg+(at o b ve = =ad- bc
g \\C+1d+jl( 9+( g Ich‘

oldugundan A(A) :‘ADH A[= a+ d- b- ¢ bulunur. A matrisinin her elemanin&

a+k b+

o d+j=(ad—bo+l(a+d—b-): olur ki

sayisi  eklenirse ‘AD‘ =

|A=| A+ KA(A bulunur. Ozellikle A=Q" olarak alinirsd(Q") =|Q"|+ k1(Q)
dir. Ayrica
Q"= T Bl _p F —-FZ2=(-1"
- Fn Fn_l L o n =
ve
@)= 7" TN (R R F) (Rt Frum2F)
- Fn+k Fn_1+k - n+l" n-1 n 1l n1 n.

olduzgundan AQ")=F,+F_,-2F =F_,-F,_,=F., bulunur. O halde

‘(Q”)D :‘Q” +kA(Q") = (-1)"+ kF_, olur. Buradak = F, alinirsa;
mo [P TR Fo+HF,
(@)1= F+F,  F_+F,
_|Fwe 2R,
|2F, F.

= (_1)“ + I:n Fn—3
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ve buradanF ,F.,—-4F*=(-1"+FF _, ya da4F’>=F F _,—-FF ,+(-1)™

1’
esitli gi bulunur.
P-Matrisi
0 01 111 1 2 4
P=|0 1 2 olmak tzere P?=|2 3 4|, P’=|4 7 12| e
111 1 2 4 4 6 9
4 6 9
P*=[12 19 30| dir. Bu sekilde devam ederekP" tahmin edilebilri mi? Bu
9 15 25
matrisler Fibonacci Sayilari yardimiyla yazilirsa;
I:02 I:0 Fl Fl2 I:12 I:l I:2 F 22
P=|2RF F’-FF, 2FF,|, P?=|2FF, F’-FF, 2FF,
F12 I:1F2 FZ2 I:22 I:2 l:3 F32
|:22 I:2|:3 F32
P*=|2FRF, F’-F,F, 2FF,
F,’ F,F, F/
olur. O halde Matematikséhdiiksiyon YontemiyleP" nin
I:n—12 I:n—an I:n2 a b c
P"=|2F ,F, F.'-F_F 2FF., | oldusu gosterilebilir. Ber A=|d e f
I:n2 I:nFn+1 I:n+12 g h I

a+te-b-d b+t f-c

olursa A(A) = _
d+h-g-e e h

'r olarak bulunur. Ozel olarakA=P"

alinirsa;
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I:n—lz + I:n+12 - I:n—an_ Fn—an_ZFn—an F H'lF n+ 2F |F Al F i_ F ﬁf + F -ﬂ:F

2Fn—1Fn + I:nFn+1_ I:n2 - Fnkl2 + Fn—an Fﬁlz_ F FrlF n+ F mlz_ F ,1: -Hl_ZF E n
Fn—12 + Fn+12 —4F.F, 2k FtFF.-F r? -F n12

3F R R R - Fn2 - I:n+12 2Fn+12 =3, Fo1i— FoiFy

A(P™)

I:2n—3 I:2n—2
_Fn—22 (_1)“ - I:n—ZFn—l
= 2n—3[(_1)n - Fn—an—]] + I:2n— 2|:n—22
= (_1)n (Fn—12 - Fn—BFn—Z)
=(-1)"

olur.



BOLUM 5. FIBONACCI SERILERI

Asagidaki bazi teoremlerdgi toplam formulleri kullanilacaktir.

M-

(& -a.)=a- 3.

=
S
=

(& —a..)=(a+a)-(a.,* &,

=
!
ikY

(& —a.:)=(a+a+a)-(a.,+ a,t &,

M- 30

=
!

1

(_1)n+1
Teorem 5.1.1: =3+
Z_;‘ F, Z 1 FFoaFos

n’ ntl

ispat: Cassini Formiili'nderF,_,F.., —F,> =(-1)" oldugu kullanilirsa,

n

1 F, - FoaFn—F ’ __ (W

I:n I:n—ll:n+l FnFn-lF FrFﬁ-lF 1

elde edilir. Kitli gin her iki tarafindan toplam alinirsa

\ i_ ; F :Zn:(_l_ F J:Zn(Fk—leﬂ_sz
F Fi FiFies

Fka—lFlel

k=2 Tk k=2 Fk—le+1 k=2 k=2

olur. Diger taraftan

|

n

=2

ke 2

|

(& —a..)=(a+a+a+ a)-(a.+ a,* ast a)

(D"

FEF«F«

)
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iF I:F =3 |n=+1 F i(i_ij

n+l n=2 n=2

olur. Bu serinin kismi toplamlar dizisiSn:Z(i——lJ dir. a = ve
k-1

k=2

Qp = olarak alinirsa

k+1

n

S =>(a-a.)=(3+a)-(a,+ 3,

k=2

1 1 1 1
=S+ ) (o)
F F’F, F

n n+1

olarak bulunurn - o iken limit alinirsalim S, =1+1= 2 olur. Boylece

n-oo

1 s R 51 5 Cy
;F ZFn_lF Z Z(FF F J

n nl

olur. Buradan

FFaFo

n nl

S e T

ve boylece

(_l)n+1
Z_;__ +Z {F.FoiFos

n’ ntl

olarak bulunur.

Teorem 5.1.2:2

n=2 " n-1' n+1

=1 dir.
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Ispat:
1 F _F,-F, 1 1
F._F

n+l I:n—anFnFl Fn—lFrFPrl Fﬁan FrFﬂl

oldugundan kismi toplamlar dizisi

k=2 |:k—l|:k+1 k=2 |:k—le Fkai-l

olarak alinirsa

olup a, = ve a,,, =

k-1 Fk k' k+l

& a1 1
S=2(a-a4)% 8- = p

n' n+l

olur. Buradann - o iken limit alinirsa

limS, =lim (1— 1 jzl

n-oo Nn- o

1 =1 dir.

bulunur. Yaniz

n=2 1 n-1" n+1

Teorem 5.1.3: 12 +> 12 =L dir.
n=1 Fn Fn+2 Fn+3 n=1 FnFm—l Fn'~3 2
Ispat: Kisalik olsun diyea=F,, b=F,_,, c=F,,, d=F,, alinrsaa+b=c ve

b+ c= d oldugu aciktir. Kitli gin sol yanindaki ifade
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21 -
Z 2d+zatfd

nzla n=1

(a ag 21( abb?cc+j acfbr](

ol
bdalﬁcd
1

Ms EMS EMS iMs

( 5o
abcd béd abc abc

5o oo
ab’c bld

I
-

n

olur. a, b, c ve d nin deserleri yerine yazilirsa,

i 1 1
F.F.F. FMFMZFH

n' n+l

elde edilir. Bu serinin kismi toplamlar dizi§j, = Z( 1 1 5 J olup
=iy |:k+1 Fk+2 Fk+1Fk+2 Fki-S

1
FF 7F ve a,,, =————— olarak alinirsa
k' k+l ' k+2 k+1" k+2 © k+3

ak:

4 1 1
S = &~ Q)= @7 @~ -
k=1 ( l) ' Fl I:22 F3 I:n+ 1Fn+ 22 I:n+ 3

olur. Buradanlim S, =lim ! ! :—1 olarak bulunur. Yani
noo n-=| FF,’F, F.F °F.. 2

n+1l n+2

& 1 & 1 1
+ =—
Z Y F.Fos Fous Z; FFuiFos 2

n' n+2

dir.
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1\/&_5

Lemma 5.1.1: a =——— Altin Oran sayisi olsun. O zaman her poziitamsayisi igin

. F
lim —2tk = g% dir.
n-oo
n

Ispat: Binet Formillii yardimiyla

1++/5 1-/5

olarak bulunur. a:T ve ’B:T oldugundan

n n+k
lim (ﬁj — lim (ﬁj —0 dir. O haldelim " = % dir.
n-oo a Nn— oo a n-oo n

ﬁ<1 dir. Dolayisiyla
a

Sonug 5.1.1:lim Foa _ a dir.

n— o
n

Ispat: Lemma 5.1.1 dé& =1 alinirsalim Foa _ a oldugu goraldr.

n— o

Teorem 5.1.4:

dir.
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Ispat: a) F., = FraFaFos Fo I_j ( FiﬂJ = ” ( i+ Fi—lj = rl (1+ F._lj olarak
Fn Fn—l Fn—l‘ " 'Fl 1=] Fi = Fi I = Fi
bulunur.

b) Cassini formuld kullanilirsa,

olur.

c) Fra g5 D esitli ginde n — o iken limit anmrsalimh:hz D eige
F, = FF. e B = FF.

1++/5

edilir. Sonug 5.1.1’denT =1+ zﬂ olarak bulunur.

i=2 Liti-1

Fﬂ

Teorem 5.1.5:2

n=1 T n+1' n+2

=1 dir.

Ispat: o Fop=Fp 11 dir. Esitli gin iki tarafindan toplam alinirsa;
Fn+1Fn+2 Fn+1FrH- 2 |:r‘ﬁ-l Fni- 2

Z Fy :Z 1 olur. Bu serinin kismi toplamlar dizisiS, ise
F F.. F

n=l ''nst? ne2 0=l n 2

m

S = (i— L jolur.akzF1 vea,, = L olarak alinirsa

|:k+l k+2 k+1 I:k+2

L 1 1 1
= - = — :___:1_
S, kzl(a( a.)= @~ &, EEL U

bulunur. Her iki taraftam — o« iken limit alinirsa



lim S, =lim (1—iJ -1
n-e e Fn+1

elde edilir. O haldez

n=1 ' pn+1' n+2

=1 dir.

Teorem 5.1.6:Z£ =2 i,
n=1 Fn Fn+3 4
Ispat: F,=F.,-F.,—-F  ve dolayisiyla 2F, =F.,,—F dir. Boylece
F. :%(Fm— F.) oldugu kullanirsa;
P _FRe-R) 1011
FnFn+3 2 FnFn+3 2 Fn FnFS

elde edilir. O halde

dir. DolayisiylaS, =%Z(—1— 1 j olur. a, :Fi ve a,, =1 olarak alinirsa
k=

=1 Fk k+3 k k+3

d(a-aw.)= [ a+ a3+ a)~( At At B4

B T

ve buradan da

57
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. 11,11 11
imS, =lim=|| =—+—+— |- + +
i e 2 Fl FZ F3 Fn+1 Fn+ 2

2 2" 4

bulunur. Yanizﬁ _5 dir.

n=l "n’ n+3 4

Teorem 5.1.7:2 Ly, _17
n=1 I:n I:n+4 6

Ispat:
L, =Rt Fos=FatFa—Fyo
= n+4 _(Fn+2 - Fn+1)

= n+4 I:n
dir. Buna gore
I‘n+2 — I:n+4_|:n _i_ 1
I:nFn+4 FnFn+4 Fn FW4

olur. O haldeii:i(%— Fl )

n=1 " n' n+4 n=1 4

alinirsa

(11 ) &L
Fk+4]_ (a-a.)

k=1

=(ata,+a+a)—(a.,* d,* ast 3

dir. Boylece a, :Fi ve g, =

olarak
k+4

elde edilir. Buradan limit alinirsa



59

F F F, F
=1+ 1+l +1‘ _1_7
2 6
bulunur. Yanizﬂzll dir.

n=l ' n' n+4 6

Teorem 5.1.8:2%:E dir.
n=3 Fn+2 |:n—2 108
T . —_ 1 2 2 -
Ispat: F,, _E(FM -F,., ) oldugu kullanilirsa
1 2 2

F,. _§(Fn+2 _F"—Z)_l 11 N o

P s == 5~ 5| elde edilir. Her iki taraftan toplam
I:n+2 I:n—2 I:n+2 Fn—2 3 Fn—2 n 2

alinirsa Zi:Z}[Fl 5~ Fl Zj bulunur. Ayrica serinin kismi toplamlar

2

1 1 _ 1 _ 1
> —— | olur.a_, =—— ve a,, =—— olarak alinirsa
I:k—2 k+2 Fk 2 k+2

1 1
S = g(a(_z—aﬁz):g[( a+ a3+ a+ a)—( At at act @)
I S P N N I R S SN |
3 F12 F22 F32 |:42 Fn— 12 Fn ? Fn+ l2 Fn+ 22

olur. n - o« iken limit alinirsalim S, :}(1+1+E+—1j:E olarak bulunur. Yani
n-e 3 4 9) 10€

Z% = E dir.
n=3 F Fn_2 108

n+2
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Lemma5.1.2:n>1i¢in F L, -F.L.,=(-1)" dir.
Ispat: n Uzerinden timevarim uygulanirsa;

n=1icin FL -F,L,=1-2=-1 oldugundan iddia dgrudur.1< k < n olmak tzere her
k tamsayisi i¢in iddia dgu olsun. Yani F.L,-F,L., =(-1)" olsun. Buna gore

iddianin n+1 icin de dgru oldusunu gosterelim.

F

n+l

Lo —Froln = Faa(l t L) -L(F +F.)
=Rl t Rl —LF-LFa
= _(LnFn - Fn+an—1)

= (-1

n+l

dir. Dolayisiyla hem=1i¢in F L -F, L., =(-1)" dir.

[ —- n-1
Teorem 5.1.8:2& :ﬁ dir.
= L.k, 10

Ispat: Lemma 5.1.2 den

G —_ Y _RL-Faln [ Fa _Fu
Ln—an L L Ln—an

n1=n

n=1 n—an n=1 Ln—l n

<] —- n-1 0
elde edilir. Buradan toplam allnlrsZ(Ll—)=—Z(i—%] olur. Ayrica kismi

toplamlar dizisi S, =- P Fe dir. Burada - R ve a,., = B olarak
A A
k=1 Lk—l k Lk—l Lk

alinirsa

G N(a—aVe(a-are_ PR _Fu
S = ;:1'(6" a.,)=-(a- g, [Lo Lnj
1 Fn+1
===+

T2 L

n



olarak bulunur.L, =F_, + F,, oldugsundan,

F

n+l

F 1. F., 1. F

:__+ n-1

Ln 2 Fn—l + I:n+1 2 1+i

n-1

olur. n - oo iken limit alinirsa ve Lemma 5.1.1 dekiték de kullanilirsa,

Foa
2
imS, =L 4lim| e |- -1, @ Zzﬁ
n- oo 2 noo 14 T 2 1+a 10

n-1

olarak bulunur. YanE
n=1 Ln—an

9 — n-1
& = ﬁ dir.
10
Lemma5.1.3:n21i¢in F _F...—FF.,=2(-1)" dir.
Ispat: n Uzerine tiimevarim uygulanirsa;

n=1i¢in FF, - FF;=-2=2(-1) olduzundan iddia dgrudur.

1<k<n olmak Uuzere her k tamsayisi ic¢in iddia dgu olsun.

F._.F.;—F.F.,=2(-1)" olsun. O halde iddiayn +1 icin ispatlayalim.

FFuws—FoFus=F(FstF ) —(F +F )F .,
= I:nFn+3 + FnFrH»Z - Fnan-S_ Fn-lF 3

= _( I:n—1|:n+3 - I:nFn+2)
=(-)m

olur. Yanin=1i¢in F _F...—-FF.,=2(-1)" dir.

dir.

00 _ n+1 _
Teorem 5.1.9:2( D™ _6a-9
~FF 4

n' n+3

61

Yani
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Ispat: Lemma 5.1.3 den,

(_1)n+1 __ 1" _ __1 FoaFnes = FaFna | _ 1 i_ Fus
FF F.Frs 2 FF.s

n' nt3

elde edlir. Serinin kismi toplamlar dizis$, :—% (%—

F . -
a.; =—2 olarak alinipn - o iken limit alinirsa
k+3

_ 1
LIET;SH=—E f}"‘%"‘%) (§+1+ ot @»3)]
1 F
2

[ J_[ Fn + Fn+1 + FI’H‘ZJ}
Fl Fn+l Fn+ 2 FI’H' 3

13 1 1 1
=——|=- + +
212 | Fou Fuz  Fus
L I:n I:n+1 I:n+2
1|3 (1 1 1)
=== == =+—=+
202 \a a «a
21133
202 «a
6a -3
4a
n+l _
olarak bulunur. Sonsglikte o = # degeri yerine yazHo@mdaZ(FT:) _6a4 9
n' n+3

elde edilir.

_1\n1
Teorem 5.1.10: Z (-1) :é dir.

n=1 |:2n 1F2n+3

Ispat: Oncelikle
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3Fnn = Fonat Fonat Fow g
=Fat Pt Faot Ry
=FnntFoat Fora

= Fona t Fona
dir. Buna gore

(_1)n_l - (_1)n_1 Fonsa = l— (_1)n_l (Fon st Fone o)
ForaFavs FoFnFavs 3 FaFalas

_(—1)“‘1{ 11 }
3 I:2n—1|:2n+1 |:2r'r\‘- 1F a3

olur. Ayrica kismi toplamlar dizisi

Sn _ n (_1)k—l|: 1 _ 1 :|

I:2k—1|:2k+l F2k+ lF X+ 3

3
A G e s S|
+ - + + + ot (1) -
FlFS FSFS F3F5 Ff? FES FE? Fﬁ—Em 1 FmEm

s
Fl F3 I:2n+l|: 2+ 3
1

0 —- n-1
dir. n - oo iken limit alinirsalim S, = 3EF :?13 elde edilir. YanizL :El dir.

n-oo
1'3 n=1 1 2p-1" 2n+3

Lemma 5.1.3:lim % = \/E dir.

Ispat: L, =F_, +F_, oldusundan

. . + . .
Ilmhzllm Fia * Fo =lim Foot +lim Fovs
n-o Fn n- o Fn N- oo Fn n- Fn
:1+a:—lg+a:\/g

a
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elde edilir. Yanilim = = 5 dir.

n-oo Fn

[ —- n-1
Teorem 5.1.11:ZM =1 dir.

n=1 " n' n+a1’ 2

Ispat: L ,, =F +F_, esitli & kullanilarak,

_q\n-1 _q\n-1 +
i F R i (Y (- t 1 elde edilir. Boylece
F F Fn+2 FnFn*-ani-Z FrFﬁl Fﬂ-lFHZ

n' ntl

31:2(—1)“'1[ 1,1 } olur ve bu toplam  hesaplanirsa
k=1 Fk I:k+1 I:k+l|:k+ 2

=1

S = 1 +(—1)”‘1; elde edilir. n » o iken limit alinirsa lim S, = 1
RF, FoeiFoe 2 n-e RF,

00 — n-1
bulunur. YanizM =1 dir.

n=1 " n" n¥1’ m+2

) - n-1
Teorem 5.1.12:Zw _1 dir.
n=1 I:n I:n+1|-n+1|-n+2 3

Ispat: Teorem 3.1.17 kullanilarak, ., =F., L ., +F L., elde edilir. Dolayisiyla,

olur. Buradan

(_1)n_1 L2n+2 - (_1)n_1 (Fn+an+2 + Fan-l) - (_1)n—1|: 1 + 1 j|
F.F Ln+1Ln+2 FnFnPlLﬁ-lLﬁ'Z Frl—nl FnJ‘ﬁ2

n' n+l

S, ZZ(—l)H[ t 1 }: 1 +(—1)"‘1—1 elde edilir.n - o iken limit
k=1 FkLk+1 Fk+lLk+2 FlLZ 1=+ 2

o (_1)n—1 L2n+2 _

1
SFF.ul.l., 3

n' n+l

dir.

alinirsalim S, = Fll_ :51 bulunur. Yani

n- o
1=2



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERLER

Bu calsmada Fibonacci ve Lucas sayilarl ele alinip bualddili temel 6zellikler

incelendi. Benzer 6zelliklerk —Fibonacci sayilari icin incelenebilir. Burada
k — Fibonacci sayllark 21 ve k tamsay! olmak tzerd, =0, U, =1 ve n=2 i¢in
U,=kU,+U,, rekirans bgantisi ile tanimlanan sayilardir. Ayrica Fibonacci
sayilarinin Diophant denklemlerinin ¢ozimlerindell&uldigi bilinmektedir. Bu
calismada bu konuya girilmentir. Bu konuyla ilgili olarak [8] nolu kaynga

bakilabilir.
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