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OZET

Anahtar kelimeler: Sirekli Kesirler, Sonsuz SureKiesirler, Periyodik Sonsuz
Surekli Kesirler idealler, Temel Birim

Birinci bélimde sonlu surekli kesirler ve sonsuzesli kesirler ele alinmtir. Her
rasyonel sayinin bir sonlu surekli kesir olaraki@aedilebilecgi ve her sonlu sirekili
kesrin bir rasyonel sayiyaieoldugu gosterilmgtir. Her sonsuz basit surekli kesrin
bir irrasyonel sayi ifade egini ve her irrasyonel sayinin bir sonsuz basit Kliire
kesir ile ifade edilebilegg gosterilmitir.

Ikinci béliimde periyodik sonsuz siirekli kesirlerétenmitir. Her periyodik sonsuz
basit surekli kesrin bir kuadratik irrasyonel saysyit oldugu gosterilmgtir. Ayrica

pur periyodik sonsuz surekli kesirler ve/D nin siirekli kesirlere acihmi
incelenmgtir.

Uctincti bolimde Pell denkleminin tamsayi ¢cozumlkri donsuz surekli kesirler
arasindaki bantilardan bahsedilrgiir

Doérdunct bolumde surekli kesirler ile idealler anaski iliski incelenmgtir.

Vi



RELATIONS BETWEEN CONTINUED FRACTIONS AND

IDEALS

SUMMARY

Key Words: Continued Fractions, Infinite Continug@ctions, Pure Periodic Infinite
Continued Fractions, Ideals, Fundamental Unit

In the first chapter, finite continued fractionsdamfinite continued fractions are

studied. It is shown that every finite simple caogd fraction is a ratioal number and
that a rational number is expressed as a finitgleirnontinued fraction. It is shown

that every infinite simple continued fraction igpresented as an irrational number.
On the other hand, every irrational number is esged as an infinite continued
fractions.

In the second chapter, periodic infinite contindexttions are studied. It is shown
that every periodic infinite continued fractionspsesent a quadratic irrational
number and also pure periodic infinite continueactfions and the simple infinite

contiued fraction exponsion afD are studied.

In the third chapter, relations between integeutsmhs Pell’s equations and infinite
continued fractions are investigated.

In the fourth chapter, relations between integettiooed fractions and ideals are
investigated.

Vi



BOLUM 1. GIiRiS

1.1. Sonlu Surekli Kesirler

Tanim 1.1.1.a,,8 ,a ... ,q reel sayilar vea, hari¢ hepsi pozitif tamsayi olsun.

8 * ! =[%:83.8 -2 F gt t 11
a, + 1 aqt+tat +3g
1

(1.1)

kesrine sonlu surekli kesir denig,,q ,8 ... ,3 reel sayilarina surekli kesirlerin

kismi bélimleri denir[1].

Bir sonlu surekli kesringagidaki gibi Gic denk gosterimi mevcuttur [1].

1
[%:a.3 .. @]:{ 8 R ’@1'*';}

1
—a, t—————
*Taa.. .a

Teorem 1.1.1. Her rasyonel say! bir sonlu suredsikolarak ifade edilebilir. Tersine

her sonlu surekli kesir bir rasyonel sayiydte [1].

Ispat : Her bir rasyonel sayu,,u;)=1 ve u, >0 olmak Uzereu,/u, seklinde

yazilabilir. u,/u, rasyonel sayisina Euclid Algoritmasi uygulanirsggaaki

esitlikler elde edilir [10].



Up =8 U+ U < u<y
U =g+ U < u<y
U, =8, + U, < u<uy

(1.2)

un—lzan—lun+ uml O< ur+ l< un
u, =a,u

n n+1

Burada O < i < n aralgindaki tim i tamsayl dgerleri icin, u,/u,, yerine {,

yazilirsa (1.2) gtlikleri

B, =a olmak zereD<i<n-1igin

B =g +— (13)

Bin

seklinde ifade edilebilir.Bu gtliklerin i = 0 ve i =1 i¢in ilk ikisi alinarak 3,

deseri ortadan kaldirilirsa:

1
BO = a0+a1+1
B,

elde edilir. Bu songitlikte (3, yerine (1.3) den elde edilenggi yazilir ve boylece

devam edilirse,

U, 1

_:BO =a,+ (14)
ul

L 1
|

.an 1
Py

elde edilir. BoyleceB, yani u,/u, 'in surekli kesre acilimi elde edilgolur [10].

u,/u, rasyonel sayisinin paydasi olan# 0 tam sayisi pozitif kabul edilebilir.
Fakat bu durumda ayni kabu, icin sbylenemez. BOylece, negatif tam say! hatta
sifir olabilir. Ayrica0< u, < u, oldugu icin, a tam sayisi pozitiftir ve benzegekilde

a,,8,..,8 tam sayilarinin her biri pozitiftirn 21 durumunda (1.2) sistemi birden



fazla aitlige sahip olur. O zamara, =u,/u,, icin, 0<u,,,<u, olduundan

n+1

a, >1olur.

Teoremin tersi ;

1
Q8 , A

[a;a .8 ... ,a] = @+[

esitligi ve surekli kesrin terimlerinin sayisi uzerindemgvarim kullanilarak

ispatlanabilir [1].

Tanim 1.1.2. Bir rasyonel sayinin sirekli kesir gésterimine rasyonel sayinin

surekli kesre acilimi denir [1].

Euclid Algoritmasini kullanarak, rasyonel sayilaiirekli kesirler olarak ifade

edilebilir. Ornegin,

2431= 14.165% 12
165=1.12% 44
121= 2.44+ 33
44=1.33+ 11
33=3.11

elde edilir. Bu denklemin her iki yani kendi boleaibélinirse;

2431 121 1
e M sy T
165 165 165

121

165 44 1
-  =1+—=1+—
121 121 121

44
121 33 1
=24+ —=2+
44 44 44

3

44 11 1 33

—:1+—:1+—;—:

3377 33 33711
11

3



elde edilir. Bu denklemler birgérilirse, asagidaki ifade bulunur:

21%1: 14+ 1651/121= 14+—11 - 14++ - 14+;1
1+ 1+—F— 1+

121/44 oy 1 oe L

44/33 141

Sonug 1.1.1. (1.3) ile verilen basit surekli kegnel olarak ;

a ,
B=[qo:q1,qzr-- .0 =[ 9:9.9... .9, )

seklinde iki denk agilima sahiptir. Bunlardan birigit sayida terimden ofursa

digeri tek sayida terimden alur.

Ayrlca% tam sayi ise,

b |Lb b
seklinde ifade edilir [4].

Onerme 1.1.1. Sonlu bir surekli kesir rasyonel gayiTersine her rasyonel sayinin
tam olarak iki tip surekli kesir agilimi vardir. Bagilimlardan birinin uzunu cift,

digerinin uzunlgu tektir [4].
Teorem 1.1.21< k< nolmak lzere ,

la:a...a]=] a2, 2] @@ B
dir[4].

Ornek 1.1.1.5—78 , %Azfg veg surekli kesirleri gagidaki gibi acilabilir:



58=8.7+z
7=3.2+1
2=2.1
oldugundan kismi boliimler8,3,2 dir. Su halde 5§ 7=[8;3,2=[ 8;3,1} olarak

bulunur.

g =[0;1,2,4=[ 0;1,2,1]
Asagida verilecek teorem, sabit bir rasyonel sayinidesa tek veya sadece Gift

acihmi kullaniimak tzere strekli kesre acilimiklitgni ifade etmektedir.

Teorem 1.1.3.

[a;;a.a ... .a] [ b :b.b... .} sonlu birer surekli kesir olmak tizere,

[a,;a.a....8]=[ B:b.b... ] vea >Lh, >Tlisen=mve g =h(0< i< n)
dir.

Ispat :Ispati tuimevarimla yapilabilir. Once=0 ve i=1 i¢in a =k oldusunu
gostermek icin[b;;b,, ,h., ... ,1y,] sirekli kesrinin dgerine 'y, denilirse,

Y :[bi;b+1'b+2 ree ’q“]: b+m

:bi +i

Yiu



elde edilir. Buradary, >b ve y, >1 (1<i<n-1) vey, =b_>1 oldugu gorulur.
Dolayistyla 0<i<m aralgindaki tum i tam sayi dgerleri icin b, =[y;] dir.
[a,;8.a ... ,@] surekli kesrini de (1.4)séli ginde oldgu gibi B, ile gésterelim.

Boylece

oldugsundan, tim O<i<n tam sayl dgerleri icin (3, >1 ve boylece (1.3)
esitli ginden a =[B,] bulunur.y, =B, oldugundanb, =[y,] =[B,] = a, dir. (1.3) ve
sonug 1.1.1 dekiséliklerinden

g oy b=t
1 1

ve boylecep, =y, ve a =[B]=[y]=h elde edilir. O halde teorem=0 ve i =1

icin dogrudur. Simdi B, =y, ve a =R oldusunu kabul edelim vej,,, =y, ve

a,, = b, oldusunu gosterelim. Bunu gostermek igin (1.3) ve (1ediXlikleri

kullanilirsa,

1 1
—=B,—a =Y, —q =
Bia o : Yia

elde edilir. Buradar,,, = y,,, ve a,; =[B...] =[ ¥..] = ., bulunur.

Son olarakm=n oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki < molsun. Elde edilen
son gitlik yardimiyla 3, =y, ve a, = b, yazilabilir. Fakat (1.3) def8, =y, ve
n<m icin yine (1.3) deny, = b, elde edilir ki buf3, =y, olmasi ile ¢ekir. n>m

icin benzer cefiki elde edilir.Su halden = m olmahdir [4].

Teorem 1.1.4.4a, hari¢ tim terimleri pozitif olan(an) sonlu veya sonsuz reel sayi

dizisi ele alindginda, k = 0 olmak Uzere,



P,=0, P3=1 , R=& R4t R-2
(1.5)
d.,=1, 0,0 , =& G4+ Q-

esitlikleri yardimiyla{p,} ve{q,} tam sayi dizileri tanimlansin.

C=la ;8 ». .p

iken, C, =P olur[11].
Ay

Tanim 1.1.3.k, n'ye esit yada n’den kicuk negatif olmayan bir tamsayi olmak
lizere [a,;3 ., ... ,@| surekli kesrine[a,;a,..,q] strekli kesrinin k.yakkami

denir ve C, ile gosterilir [6].

Teorem 1.1.5(an) sonlu bir dizi,a, harig, a, ler (1.4) denklemlerindeki gibi olsun.
Bu taktirde herk = -1 icin,

POes— P =(-3 (1.6)
dir.

Ispat : Teoremin ispati icik izerinde tuimevarim uygulayalirk.= -1 veyak =0

icin ifadenin dg@rulugu aciktir.

PG~ Pt =(= 9
k=-1icin

P.9,-P,q,= 1E 0.6:(- X' =
k=0 i¢in

—l_

Pol 1~ P14 = & .0- 1"'t'(_ )]'



dir.

k=1 igin
P - P =(aa+ JOF 3 &

olur. Teoremk tam sayisl icin dgru olsun, yanil< k< n olmak Uzere
PeGhs ~ Pr & = (=9

olsun. O halde k+1 igin;

Peel ~ P Ger= (@ R *R.) 9= R( 3. @ +d)
k-1 k
=Pyl — pkok—l:_(_]) :(_:)

elde edilir ve boylece teoremin glalugu gosterilmg olur.

Sonug 1.1.2. Teorem 1.1.5’de tanimlammgrve g, tam sayilari aralarinda asaldir.

Sonug 1.1.3. (1.5)séliklerinde tanimlanan{p,} ve {q,} tam sayi dizileri ve her

k=0 igin,

P2~ PG = (1" & (1.7)
dir[5].
Sonug 1.1.4{p,} ,{a.} (1.5)ile verilen tam say! dizileri v€, :2—: olsun.k =1
icin,




dir[5].

Teorem 1.1.6. (1.5) te tanin{lp,} ve {q,} dizileri ile elde edilenC, =P deserleri
1%

C,<C,<...<(C, <G

sonsuz gtlik zincirini saglar. Diger bir degisle
a) Ciftindisli C, dezerleri artan bir dizi,
b) Tek indisli C, degerleri azalan bir dizi tkil ederler.
c) On,m0OZ" igin C, degeri C, , deserinden daha kuguktur[5].

Onerme 1.1.3. ger C, =p,/q , [Q 8 ... ,@] surekli kesrinin k.yaklami ve

a, > Oise;
&:[ak;ak—lf 3,3
Py
i:[ak;ak—lr S ,a
S h]

dir[5] .

1. 2. Sonsuz Sirekli Kesirler

a, pozitif olmasi gerekmeyen bir tam sayi g, a ,.. pozitif tam sayilar olmak

uzere,a, , § , ... sonsuz tam sayi dizisi gz 6nune alinsin. (1.5)adenlanan

esitlikler yardimiyla
Po=8 . G=1 p=aa+tl, q=3a

olarak bulunur. Ayrick > 0 i¢in a, > 0 oldugundan

1=0,= < G< G<...
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elde edilir.
Teorem 1.2.1. (1.5) ile tanimfp,} ve {q,} dizileri verilsin. Bu taktirde her pozitif

reel sayisi igin

. _ XPat P
[a,;8,,8,...,8_; ,X]|m —F—F2
0% %t XQy4 + Qi

dir[4].
Ispat : Ispat icin timevarim kullanilirsk = 0 igin

[X] - 5 - Xp—l + p—2
1 xq,+ q,

saglandgl aciktir. Bu eitli gin ilk k terim i¢in dgru oldusunu kabul edelim.

1
(ak +ijk—1+ Py-2
[a:a ... ,a n}{%;@.,- A ,@*—}=

(ak +1j Oga t Ok-2
X

_X(@Pg B2 )t RBeg Xt Py
X(@ G _,+q_,) 9., XO + Gy

elde edilir ve boylec& +1 terim igin de gitli gin dogru oldusu goralur [4].
Teorem 1.2.2[1k =0 tam sayisl igin

=P

k

C.=[%:a.3...q ise C,

dir[4].

Teorem 1.2.3. Hek = 1 igin, a > 0 olmak uzere,a,,a ,.. tam sayilar dizisi
verildiginde C, =[&,;a ... ,3] ise lim C, mevcuttur ve her rs 0 tamsayilar

icin
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Cy < l['[r)o Ck <Cosq
dir.

Ispat: Sonug 1.1.4 te{1C2k} dizisi monoton artan ve herhangi bir tek yakiaile

iistten sinirli oldgundan limiti mevcuttur. Benzegekilde {C,,,,} dizisi monoton

azalan ve herhangi bir tek yaklian ile alttan sinirli oldgundan limiti mevcuttur.

Sonug 1.1.4 gepe,

1
C =C, +
2k+1 2k q2kq2k+l

elde edilir. Kitli gin her iki tarafinda limit alinirsa

) ) ) 1
Iim Cyyyy =[im Cypy + Jim
Uok Yokt

yazilir. {qk} artan bir dizi ve her k pozitif tamsayisi igip = k oldugundan

ifadesinin limiti sifira yaklgir. Buradan
A2k Y2k+1

im Cyypy = Jim Cyy

yazilir. Boylece cift ve tek yakyamlar dizisinin limitleri it oldugundan

lim C, = llm Co = klm Core1

k o0

bulunur. Her tek yakkam her cift yaklaimdan biyik oldgu icin istenilen gitsizlik

ispatlanmg olur.

Tanim 1.2.1. @hari¢ hepsi pozitif tam say! olmak Uzera, ( Sifir veya negatif tam

say! olabilir) a,,a ,a... sonsuz tam sayi dizisi ile ghurulan [ao;q,@...] surekli
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kesrine sonsuz basit siirekli kesir defi,;a, ,a...] in degeri lim [a;a.a... .3]

olarak tanimlanir. Bu limit Teorem 1.2.2. dﬁim C, seklinde de ifade edilebilir [8].

-0

Tanim 1.2.2.a, hari¢ hepsi pozitif tam sayilar olan b, , 8 ,... tam sayilar

dizisi, C, = [ & ;@ ... @] olmak lizere dgeri

la:a....3 .. ] = lim G
olan bir sonsuz surekli kesri taniml&2, 'ye sonsuz surekli kesrin k.yaklani denir.

Teorem 1.2.4. Her[a0 ;a a}] sonsuz basit sirekli kesriningdgi bir irrasyonel

sayidir[3].
Teorem 1.2.5B=[a, ; q , g...] olsun. Bu taktirdeB, = [a, ; &...] olmak Uzere

[B] = 3, veB = g+ L dir[3].
B

Teorem 1.2.6. Farkh iki sonsuz basit surekli kesrrasyonel sayi derleri de
farklhidir[3].

Ispat : Kabul edelim ki farki[a, ; & , a...] vd p ;p ,)h.] surekii kesirleri

aynif degerine sahip olsunlar. O zaman
& ;a.a.]=[h:b.b] =8
yazilabilir. Teorem 1.2.5 def] = 3, = h, ve

U S S
B_a°+[a1;a2,...] Do+

dir. Boylece [a, ;8 ,3..]=[ B ;b ,b.] elde edilir. Bu ise bir cefkidir.

Bdylece ispat tamamlangolur [3].

Sonug¢ 1.2.18=[a, ;& ,...]= [ B ;b ..] ise herk > 0icin, a =k dir[3].
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Her sonsuz basit surekli kesrin bir irrasyoneli stade ettgini belirtmistik. Simdi
her irrasyonel sayinin bir sonsuz basit streklirkksifade edilecgi gosterilecektir.

Teorem 1.2.7. Hea irrasyonel sayisi bir tek sonsuz basit sureklrdesttir[3].

Ispat:a=a,ve[o] = g olsun. o, =

alinirsa, 0 < a- g< 1
a -a

oldugundana, >1 olacaktir.

alinirsa ve busekilde devam edilirse

[a,] =a, 0Z" olsun. a,=
a -8

Ok= 0 icin,

1
oy —ay

a = [ag], o = (1.8)

esitlikleri elde edilir. Buradaki @ tam sayilari Tanim 1.2.2. ile verilen tam

sayilardir a, irrasyonel say! oldgu icin o, bir irrasyonel sayidir. Ayrica her

k = licing = Idir. Gergekten
a_, = [a,, ]vea,_, irrasyonel sayisi igin
g < Uy < I+ gy, 0<o,, —@,<

oldugundan

1
a =————>1
Apg =

esitli ginde her k> 0 igin (1.8)

ve boylecea, = [a,] = 1dir. a, = a +
k41

esitliklerinin tekrarh kullanimi ile

_ 1 _
a=a, = a)+a—:[a0;0(1]— g+

1 a1+7
a,

=[agao,]
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_ 1
a + 1

..+

L1

Ch) a,

elde edilir. Teorem 1.2.1 den
_ ) _ O Py—q T Py-
a=[a;3,8.. ,@ q)=2FL 2 (19

0 Oy-1 + k-2
yazilabilir. Boylece

o — P = APe-1t Pz _ B

a-C., =
Ok-r OOt Oz Ohs
_ (P2 = GaPcd) - —(-DF?
(oY (0 PN HEE o 'Y BN« MY (c X0 P DY)
k-1
S (1.10)
O (O Oy + Gy-2)
Buradan
1
la-C,| =

-1 (@ 1 + Oy—2)

yazilabilir. o, > 1 ve q pozitif tam sayilari artan bir dizi gfturduklarindan, k 'nin
sonsuza gitmesi durumundao - C,_,| degeri de sifira yaklgacaktir. Boylece

Tanim 1.2.2 den

a=lm C, =lim [ay;a,.% ... .3 F [3:3.3..
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olur [3].
Teorem 1.2.7 den’ nin busekilde surekli kesirle ifadesinin tefgligoralir.

Sonug 1.2.2Irrasyonel sayilar ile sonsuz siirekli kesirler ardaibire bir geme
vardir [4].

Tanm 1.23. o, =[a ;a., .. seklindeki sonsuz sirekli kesire

a=a,= [ 3 ;8. ] sonsuz surekli kesrinin k’ninci tamlayani veya kayrcisi

denir.

Teorem 1.2.8a > 1 bir irrasyonel sayi ve

a=[h;h..]
olsun. a, harig, a,’ler pozitif olmak tzere,a, , @ ,... @, ( k> )]tam sayilari
verildiginde

[Agia.8....a5 0 F [3:3.3... a1 $ b
dir[4].

Ornek 1.2.1a0 =q,, =/3°0in siirekli kesir agilimini bulalim.

1 3+1
=[v3N=1 , a, = =
3 =[V3l TR
J3+ 1 2
=[——J =1 , o, = = =4 3+1
A=l > a,-a V3-1 V3
a2=[[\/§+JJ]:2 , Oy = 1 1 -\/§+1

a,-a, V3-1 2

0, = 0o, oldusundan, bundan sonraki tam bélimler tekrar ederdBwmda k > 0

icin
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1, ktekise
%2 | Kaiftise

olur, yani J3= [1;1,2,1,2,. dir p, veq ssitliklerini kullanarak bu sonsuz

surekli kesrin k yaklamlarini yazabiliriza/3 sonsuz sirekli kesrinin birkag

yaklagimi,
1.0 2 7 19 26
3 4 11 25
seklindedir.
Cy =P yaklggimlari , o irrasyonel sayisi i¢cin en iyi rasyonel yakta dizisi

k

olusturur. a = [a0 ;3 , 8 .].ve her k > 0 tam sayisi i¢in Teorem 1.2.4 Un

ispatindan,

ja-Bepe >

Ok Ok Oy+1

ve

|qu—pk |<

k+1

oldugu biliniyor. Buradana, artan bir dizi oldgundanq, < q,, dir ve boylece

la-Pe 1/
k
yazilabilir.
Teorem 1.2.9a = [aO Y- S ] bir irrasyonel sayi olsun. Hég > 0 tam sayisi
icin

o= <o -Ben
K O
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dir[4].

Ispat : a,,,, a irrasyonel sayisi igin (k+1) inci tamlayan olsu@ halde

a=[a, ;a ,... @ @, | yazilabilir. Teorem 1.2.1 den

- ak+lpk + pk—1
Ay + Qg

a

ve buradan

X1 (A ~Py) = ~0 0y + Pyeg = _Qk-l(a ) ZHJ
k-1

bulunur. Bu songtli gin her iki tarafia, ,,q, ile bolunirse

L . (O( _ pk—lJ
P Ape10 Ok-1

elde edilir.a,,, > 1, q = g_,> 0Ooldugu icgin

_1< — qk—l <0
S PavIe

bulunur ve buradan

ja-Pej<ja- Pt
Ck G2

elde edilir.

Teorem 1.2.10a bir irrasyonel sayi ve c, d tam sayilari i¢ic, d) = 1ved> |

olsun.

Sl < ja-Pised>q

|a -
d Ok

dir [4].
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Teorem 1.2.11a bir irrasyonel sayi ve ¢, d tam sayilari i¢cin @ ®Isun. Her k> 0

icin
jad—d <|ag- g e @ g

dir.

Ispat : Farz edelim ki herkOigin|ad — ¢| < |a q - p| ikendck g, dir.
XPy +YPysy =C

qu + qu+1 =d

denklem sisteminin katsayilar matrisinin determtnan
Z" 2'“1 I=pk Oy — G Rey= F Joldusundan , bu denklemler sifirdan farkli olan
k k+1

X, y tam sayi ¢ozumlerine sahiptirler. x = O olsa= y g, dir ve buradan y > 0
oldugundan d = g, olur. Bu ise d< q, olmas: ile celir.

y = Oolsa, c= xg olacaindan ve| x| > 1 oldugu icin
jod — ¢ = Jaxq - xp| =| kla g= o = [ - b
celiskisi ortaya cikar.

Simdi x ve y nin tersgaretli oldigunu gosterelim. ger x < Oisexg = d — yg,
esitli ginden y > 0 olmalidir. ger y > 0 ised > q,,, olup d < yq, dir ve
buradan xq, < 0 elde edilr. O halde x < 0 olmalidir. Teorem 1.ldan
ad, — P, vea @,; — R, degerlerinin  ters garetli oldgu soylenebilir.

Dolayistylax (ag, — p) veya ..~ R, ) degerleri ayni aretlidirler.
ad—c=a (XG * Y0ug )= (XA + YRe1 )

=X@Qg- R ¥ Y Q- R
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yazilabilir. Son gitli gin sg; tarafindaki iki dger ayni garetli olduklarindan, bunlarin
toplaminin mutlak deeri, ayri ayri mutlak dgerlerinin toplaminagttir. Buradan

lad=d =|x@0q = B )* YO Gy = Ruy )

=[x¢ q- p | Yo ga- pa)
>[x6 q- =] §(o a- p)
>[o g - g
elde edilir. Bu ise bir ¢elkidir. Dolayisiyla k= 0 igin
lod - ¢ < |ag - p| ised g, dir[3].

Ornek 1.2.2mreel sayisinin sirekli kesir agilimi,
m= 3715129 1,1 1 2 | dir. Bu surekli kesrinilk dort yaklen
3 22 333 35t

1’ 7 1106 ' 117

tur. Bu yaklaimlar sirasi ile 1 den daha kicik vet den

daha buyidk yak$amlardir. Teorem 1.2.10 daigY—2 sayisinincnin - en  uygun

rasyonel yaklgmi olduzu goruldr.
Teorem 1.2.12a bir irrasyonel sayi olsur{c, d) = 1, d> 0igin

|G_E| <i
d 2d

iseg, o nin surekli kesirlere aciliminda bir yakiandir[4].

Ispat : o'nin basit strekli kesre acilimindaki yakralar p,/q, ler olsun. Farz
edelim kig a’'nin bir yaklasimi olmasin.q, < d < q, ssitligini saglayan k tam

sayisini ele alalim. Bu k tam sayisi igin Teoreth1ll den
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lag - p kE ¢ d OH—— I—

elde edilir. Kitsizligin her iki tarafiq, ile bolundrse

Py 1
jor =P je
. 2dq,
bulunur.g P ve d P, — cq. dezgerinin bir tam say! oldgu dikkate alinirsa,
Gk

1 Sldppch |=|&_E|
dg, dq, d

=[B-ara-Shb-2 b b5 <pitg

elde edilir. Bulunan gtsizligi 2d” q ile carparsak2d < d+ g ve dolayisiyla
d < q, elde edilir. Bu ise kabul ile ¢gir [6].



BOLUM 2: PERiYODIiK SUREKL i KESIRLER

Bu bolimde periyodik surekli kesirler ile kuadraiikasyoneller arasindaki gki

incelenecektir.
2.1.Periyodik Surekli Kesirler

n = k sartini sglayan yeterince blylik n tamsayilari i@gn = a,, olacaksekilde
pozitif k ve r tam sayilari varda, ; @ , 3 ...] sonsuz basit siirekli kesri periyodik

olarak adlandirilir.
n>Kkigin
[ao 3,8, n Ay @ s e g Q@ "a'k+r-l""’ak"]'

periyodik sonsuz stirekli kesri

(358,38 i@ @ 4@ 1 o wdy

seklinde gosterilebilira, , ., ,... , &, tam sayilarinin Gzerindeki ¢izgi, bu tam
sayllarin sirasiyla sonsuz defa tekrarlgmdi gosterir. Ayrica r pozitif tam
sayllarinin en kigitine periyodik sonsuz strekli kesrin periyot uzgnlweya kisaca
periyodu denir.a, , & ,... , @, e de bu Kkesrin ilk periyodu denirgé& k, tim
n=k lar icin a, = a,,, gibi negatif olmayan en kigik tamsay! &g g, ,..., &,

bu kesrin temel periyodu olarak isimlendirilirg& k=0 ise periyodik sonsuz surekli

kesre pur periyodik denir. Bu durumda periyodik eklir kesir

[ao 8, e , gl]seklindedir. Orngin, [2; 5, 2, 5,...] sonsuz strekli kesi

[2_5] seklinde g(‘jsterilir.\/i_% = [1;?2] sayisinin periyot uzungu 2 dir.
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Tanim 2.1.1.a irrasyonel say! vex sayisi, katsayilari tam sayilar olan kuadratik bir

polinomun koku isep reel sayisina bir kuadratik irrasyoneldir denaniyA, B ve C

tam sayllari ve A# 0 olmak lizereA o’ + Ba + C = Oisex'ya kuadratik

irrasyonel sayi denir [8].

Tanim 2.1.2. u, v birer rasyonel se(w Z O) ve d tam kare olmayan pozitif bir tam

sayl olmak Uzerel + vW/d formundaki sayilara kuadratik irrasyonel say! dé.

Onerme 2.1.1. Hea kuadratik irrasyonel sayisi, D tam kare olmayanitifdoir tam
saylveQ|D- P (Q# 0,P,Q Zolmak iizere

a:P+JB
Q

formunda yazilabilir.

Ispat : o kuadratik irrasyonel oldiundana =u+v,d, ,v#0,u, vO Q ,

d, > 0 tam kare olmayan bir pozitif tamsay! olsum. b, c0 Z, bz 0, &

arb/G _ar\Bq_a+|d
C C C

olmak Uzerea =

seklinde yazabiliriz. Burada

d, > 0 tam kare olmayan bir tam sayidir. Pay ve payaqyle|carparsak,

L _alelr/ed

clcl

olur. Buradana irrasyonel sayisini

_Ry+D
Qo

o =a,

biciminde  yazabiliriz. P, = d¢ ,D= d&t= btgd ve, tam Kkare
olmadgindan D tam kare gddir. Ayrica D—szdlcz—azczz(dl— az) c?

oldugundantc® = Q, | D- P elde edilir [4].
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Tanim 2.1.30 =

bir kuadratik irrasyonel olsura 'nin eslenigi a' ile ifade

P++D
Q

P-JD

edilirvea’' = olarak tanimlanir. Buradave o' ,

x> — T(a) x+ N(a) = ¢
denkleminin kdkleridir, bu kolayca gorilebilir. Aga

P+JD , P-VD _ 2P
Q Q Q

T(@)=a+a'=

olup, T(a) a nin izi olarak bilinir ve

TR (ORE

Q Q Q

olup, bu ifadea nin normudur[11].

Asagidaki ©Onermede kuadratik irrasyonel sayilar iciglemigin Ozellikleri

verilecektir.

Onerme 2.1.20 =a, + bl\/B veB=a,+ bzx/B kuadratik irrasyonel sayilari igin
(i) (axB) =a'£p

(i) (aB)’ = o'B

I
!

a

. [«
(iii) B#0 ise (—j =—
B) B
esitlikleri gecerlidir[4].
ispat :a =a, +b,</D iken o'=a, —b~/D

B =a,+b,/D iken P’ =a,-b,\/D
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dir.
(@B)' =[(a, + b,v/D)(@, + b,/ D)]
=[(a,a,+ bb,D)+ (ab+ hay D

=(3,+ b DF (b+ hay I

elde edilir. Dier taraftan ,

a'p’ = (a, - bv'D)(& — b/ D)

=(3,3,+ 3 b,D);- (a b+ Qa3 I

bulunur. Buradan (ap) =a'’ elde edilir. Dgerlerinin ispati benzer yolla

gorulebilir[4].

Asagida periyodik surekli kesirler ile kuadratik irrasyel sayilar arasindaki

bagintilar incelenecektir.

Teorem 2.1.1. Her periyodik basit strekli kesir, liadratik irrasyonel sayiyaitir
[4].

Ispat : o nin surekli kesir deeri ,a =[ao;al,az,...,q_1, R, Db..., Ql] olsun.

Bz[bo;bl,bz,.. ,qﬂ} denilirse 3 =[bg;b;,...,b,_; B] seklinde yazilabilir ve'nin

yaklagimlari p—k (k> 0) ile gosterilirse Teorem 1.2.1 den
Ay

p=BPis* Py
B+ s

yazilabilir. Buradarp'nin ikinci dereceden bir denklemin koki ogluanlgilir ve 3

sonsuz surekli kesir acilima sahip gidugin irrasyonel sayidir; fakgt periyodik
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oldugundan kuadratik irrasyonel sayi olugdf k = 0 isea = (3 olacgindana da

kuadratik irrasyonel sayi olurgér k > 0 ise,

a =[aya, & 3.8

olur.[a, ;8 , @ ,....., @] inyaklgimlari Pe e gosterilirse, teorem 1.2.1 den
Oy
TRy
Bans*dno

olur. B irrasyonel oldgundan a da irrasyonel vel kuadratik oldgundan a da
kuadratik olur [4].

Teorem 2.1.2. Her kuadratik irrasyonel sayinin dilk&sre acilimi periyodiktir.

Ispat :a =a,= [a0 ;a,3a ...]..kuadratik irrasyonel sayi olsun. Onerme 2.1.1
den
P, +/D
Oy = 2 , Q | D- Fg
Qo

formunda yazabiliriza = o, icin asagidaki sitlikler her k> 0,

I:)k+1 =g Q( - Fﬁ
2.1)
D - Pk2+1

Qui = Q,

biciminde olsun. Tanimlanan buyitkler icin asagidaki ifadeler dgrudur [2]. Her

k > 0 tam sayisl igin,

(i) B, veQ UZ veQ, #0

i) ay =2 =g (2.2)
Q,
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(iii) Q, |D-PY

dir. Ispatlar timevarimla kolayca yapilabitit, ile o, ’ nin eslenigini gosterirsek,

P _\/B I I I
a, = kQ ve a'=0p=[ay &,..., &, 0}]
k

olur ve buradan

o = O Py-s F Py
0 [
aqu—l + qk—Z

elde edilir. Son gtlikten o, cekilirse,

GL — _qk—2 (CX' _pk—2/qk—2j
qk—l a'_pk—l/qk—l

bulunur. k'nin sonsuza gitmesi durumunda limit eBa p,_, / q,_, ve ., /9.,

degerlerinin ikisi dea, a yaklgir ve boylece parantez i¢i 1 olur. Bu ytizden N keyf

sabit bir tam say! olmak Uzete> N olacaksekilde yeterince blyuk k pozitif tam

sayisl i¢in parantez i¢i pozitif vel< o <0 dir. Fakata,, her k> 1 icin pozitif
hatta a, > 1 olduundan k> N i¢in a, - o, > 0dr. (2.2) den
a, —a, =2/D/Q, >0 ve k> N ve dolayisiylaQ, >0 dir. Yine (2.1) ve (2.2)

ssitliklerinden k > N igin,
Qka+1:D_F?<2+1SD J QS Q QlSD

P|<2+15Ff+1+Q<Q<+1:D ) |JP1|<\/B

bulunur. Boylece, D sabit bir pozitif tam say! aigndan, Q, ve B, sayilarini
k > N icin alabilecekleri dgerlerin sonlu sayida ol@gu sonucuna varilir. Ayrica bu

esitliklerin ikisini birden sa&layan (Pk , q) ciftlerinin sayisi sonlu olacaktir.
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Boylece, dyle m ve n tam sayilar vardir R, = P veQ = Q dir. O halde

o, = o, yazilabilir. Bu ise agilimin periyodik olgunu gosterir[8].

m

Sonu¢ 2.1.1. Teorem 2.1.2 de verilen (2.1) ve (2fjlikleri yardimi ile

o4 =P*VD
Q

seklinde verilen bir kuadratik irrasyonel sayininnsoz surekli

kesirlere acilimi kolayca bulunabilir.

y +
Ornek 2.1.1.0(:% irrasyonel sayisinin  sonsuz surekli  kesir liagil

bulunabilir.

D=2 R =1, Q= 3 d&erleri alinarak acilim yapilamaz, gUn@O‘D— Pg sarti

sglanmaz. Bunun iciro 'y1 teorem 2.1.2 den

a:3+\/ﬂa
9

sekline getirmek gerekirB, = 3, Q = 9ve D= 1dir. Buradana, =[a] =0 ve

R =09-3=-3 a,= £3+/18)/1
Q,=(18-(-3¢)/9=1 a=[ €3+ 18)/1=
P,=11-(-3)= 4 0, = (4+/18)/2
Q,=(18-4#)/1= 2 a=[ (4-18)/3= -
P3=4,2_ 4= 4 o, = (4+\/TS)/1
Q,=(18-4)/2=1 a=[ (4+/18) /1=
P,=8.1-4=4 o, = (4+/18)/2
Q,=(18-4#)/1=2 A=l (4++/18)/2=

ve bdyle devam edilirs€, = B ve Q = Qyinelemesi elde edilir. Buradan
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(1++/2)/3=[0;1,4,8,4,8,. E[0;1,4,8]

bulunur. Buradaa, 'ler kismi bélimler,a, ’ler de kuadratik irrasyonellerdir.

Ornek 2.1.2.a :[5;1,_10] alinirsa a 'nin dezerini bulmak igin Bz[l;_lo] alinsin.

Buradana =[5; 3] olur.
B=[1 10,1, 10,...] = [ 1 10B]

dir. Boylece,

1 L 1B+l
PP S T
B

= - ®-1=0
kuadratik denklemi bulunuf > 0 oldigundan bu denklemin kdku
B=5++/35
bulunur.

1 45+435
5+/35 85

a =[5p] =5+

elde edilir.

Ornek 2.1.3.a = [1; 1,1,...] sonsuz surekli kesri irrasyonel sayl olarak ifade

edilebilir.

a=[L1L..] =[L L L..]F [u seklinde yazilabilir. Buradan,

a :1+%:> a’-a-1=C
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kuadratik denklemi elde edilia pozitif olac&indan,

a :1+\/§
2

bulunur.

Ornek 2.1.4.0 =[-1 1, 2;1, 2,.. ¥ § 11, 2 olarak alinsin vq3=[1;_2] olmak

tizere,
B=[L 21,2,.. F[L 2B B= 1% 11
2+ =
B
= B2- p21=0

kuadratik denklemi elde edili pozitif olacgindan,

1+4/3
B= >
bulunur.
o =[1 B]=-1+—L_=3-2
1++/3
2
elde edilir.

2.2. Pur Periyodik Sonsuz Surekli Kesirler

Tanim 2.2.1. Bir kuadratik irrasyonel sayinin slirk&sre aciliminda periyot ginda

eleman kalmiyorsa bu kesre pur periyodik surekditkeéenir [1].

Ornezin [1; 1, 4@:# surekli  kesri pur periyodiktir\/§=[l; 1_2] pur

periyodik degildir.
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Tanim 2.2.2. o bir kuadratik irrasyonel olsun. gér ao>1 ve
-1 < a' < Oisea’ya indirgenmg kuadratik irrasyonel sayl denir. Burada

a' ile a’nin sslenigi ifade edilmektedir [5].

Ornezin \/§+l:[ﬂ bir indirgenmg kuadratik irrasyonel sayidir. Cunku

a'=1~/3 olup -1<’ < (sartini s@lar.

Onerme 2.2.1. Birn>1 tam sayisl igina!_, < 0 ise

i) -1<a;, <0,

i) 0<P <J/D,

iii) 0<Q, <2a/D

dir.

Ispat : ()a, = an_l+0(i oldugundan, glenik allnaraka’n_lzan_ﬁi, bulunur.

n>1 icin a,_, >0 oldugundan, a/_, < 0 oldusundan a, <0 oldugu anlgilr.

Buradan
—=a,,-a,,<-a

n n-1—

5 =

ve -1<a;, < 0 bulunur.

(i) n#0i¢in o, >1dir. Buradana, —a’, >0 vea  +a' > 0 bulunur.

JD+P, _, _—/D+P,
ved =—————

n n
n n

oldugundan,

—a, =250 = Q,>0
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bulunur.Ayrica

dir. Son iki gitlikten,

q;:%<o = R1<\/TD

n

elde edilir. Buradan istenen ispatlagrolur. Ayrica ayni sitliklerden,

n

a :‘/BQJ’Pn >1 = Q<JD+P< 2/D

elde edilir. Buradan da (iii) gosterilgnolur.

Teorem 2.2.1.a kuadratik irrasyonel sayisinin surekli kesirlerg@heinin par
periyodik olmasi icin gerek ve yetegart, a'nin indirgenmg kuadratik irrasyonel

say! olmasidir.

Ispat : (=) o = o, indirgenmi kuadratik bir irrasyonel sayi olsun. O halde

a, > 1 ve-1< a; < 0yazilabilir. Her k> 0 igin

a, =[a,] , Cx|<+1=ﬂ

oldugu biliniyor. Buradan
Yy =0 —3y

yazilir ve gitli gin her iki tarafinda genik alinirsa

1/°‘i<+1 =0} &
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elde edilir. Her k> 1 igin a, = 1vea, > :oldugundana, =[a]=1 dir. Boylece

<-1 ve buradana,, <0 dir. -1<0d; <0 oldugundan

eger a, <0 ise, —;

k+1

timevarimla her k 0 i¢in —1< a;, <0 oldugu gdsterilebilir. Dolayisiyla

= - =g -a, ve-1<a, <0

I I
a k+1 a k+1

o, =3, +

I

olur. Kabul edelim ki, a,’in surekli kesirlere
C(k+1

oldugundan a, :H—

acihmindaki periyot uzunfu n ve periyot b a, olsun. Periyodun son terimi

a,, ., olacaktirrm > 0Oigin,

&sitli gini g6z onlune alarak,

bulunur. Ayricaa, = g, +
k+1

1
an+m—1: an+m—1+
am+n
bulunur.
P A gt 1
m-1—" Ym-1" " ~ 1
am am+n
oldugundan

am—l = a(n—1)+ m
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sonucu elde edilir. Bu ise periyotdo@n a__, oldugunu gosterir. Boylece cegki
dogar. O haldem = 0, yani periyot b a, dir. Dolayisiylaa = a,’ in sirekli

kesri pur periyodik olmak zorundadir.

(O0)Simdi o =aq, = [ao;al,a2 ..... q_l] sirekli kesrinin piur periyodik  bir

kuadratik irrasyonel oldtu kabul edilsin.a, = a ve k> (oldugundana, = 1lve

a > 1dir.

_ OPy—1 * Py—2
aqg_; + G-,

a

esitli ginden ¢, 0 + (0, = Py) @ = R, = Cbulunur. Buradamx 'nin ikinci

dereceden bir denklemin koku ofglugorilir. Bu kuadratik denklemi

F(X) =X + (2 = PecdX = P
seklinde ifade edersek(a) =0 oldugu gorilir ve dolayisiyld( o' ) =0 dir. Ayrica
{p.} ve{q} dizileri artan oldgundan,

f(0) =Py, <0

f(=1) = (O = O-2) * (Pt = Phn) >0
bulunur. Buradanf(x) =0 denkleminin bir kékanidn -1 ile 0 arasinda dgidu
anlailir. a = a, > 1 oldusundan bu dger ancaka’ olabilir. -1 < a’< 0 oldugu

gorulur. Dolayisiylao bir indirgenmg kuadratik irrasyonel sayidir [4].

2.3.+/D nin Siirekli Kesre Acilimi

Bu kisimda D tam kare olmayan pozitif bir tam salynak tizerev/'D bicimindeki
kuadratik irrasyonel sayinin surekli kesre acllimeelenecektir.

Teorem 2.3.1. D tam kare olmayan pozitif bir targi semak tizereJD kuadratik

irrasyonel sayisinin surekli kesre acilimi;
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VD =[a,;a, a..... 4, 24, a,= 2
bicimindedir[4].

Ispat :a = 0(O=\/B >1 kuadratik irrasyonel sayisi igiel’ = —+/D < -1 oldugundan
o, indirgenmsg degildir.O yuzden a =D +[V/D] irrasyonel sayisini ele alirsak
a>1 ve O<a'= —\/E+[[\/BI|<1 oldusundan indirgenmgtir dolayisiyla pur
periyodik acilima sahiptir. B(‘jylecdﬁﬂ[\/ﬁ]] sayisi, periyot uzunfiu n olmak

uzere,

CRINCIEENEESE WK RN

biciminde yazilabilirg; ile i 'nin tim degerleri icin a; = [a 8y ] pur periyodik

surekli kesirleri gosterilirsen, = o, = a,, = ... dir. Ayrica n periyot uzunkgu

n n

oldugu icin a, , a,, ... , o, degerlerinin her biria, dan farkli olacaktir. Boylece

a, = a, olmasi i¢in gerek ve yetgart i = nk, kO N yani n|iolmasidir.

a, :[[JB+[[JB]]]] = 2/ D] alinirsa,a =+/D acihmi,

a=VD+[VDI=[a:a & & 3

elde edilir.

Teorem 2.3.2. D tam kare olmayan pozitif bir tam sayr olsun.

a,=(R.+VD)/Q .2 =[a,], Q. =(D-F,)Q., k > 0 olarak tanimlansin.

Ayrica p,/q, , JD nin sirekli kesirlere acithminda k’ninci yakleni olsun. O

Zaman
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p§—1 - in—l =(- 1)k Q
dir [8].

ispat :/D =d,=[a,;8,,8&,..,8 ], (@= 2a olsun. Bu durumda,

a, =D = APy + Py
AQy4 + Gy

olarak yazilabilir vea, = (R, +\/_D)/Qk oldugundan,

_(R+VD)p.+Qne,
(R+VD)a.+Qa.,

JD

ve buradan
\/B(Pkok—l"' Q<Q<—2_ p<—1)+ DCl—l_ E R~ Q Ezz
elde edilir.+/D irrasyonel oldgundan bu gtlikten,

RAs+Q0.= R
RP.+QR.=Dq,

denklemleri yazilabilirilk denklemi p, , ile ikinci denklemi—q, _, ile ¢arpip taraf

tarafa toplarsak;
Qk (pk—lqk—z ~ B2 q(—l) = ﬁ<—l_ Ddel
p§—1 - in—1 = (_]-)k Qk

elde edilir ve istenen sonug elde edirlur.



BOLUM 3 : PELL DENKLEMLER i

Bu bdlimde Pell denkleminin tam sayr ¢Ozumleri densuz surekli kesirler

arasindaki bantilardan bahsedilecektir ve N , D tam sayilain,ic
x*-Dy*=N (3.1)
bicimindeki Diophant denklemleri incelenecektir..

Tanim 3.1.1. D tam kare olmayan pozitif bimtasayi ve|N|<\/I_3 olmak

uzere
x> =Dy’ =N

denklemine genel Pell denklemi denir.geE x2-Dy:=N olacak sekilde
X, Vey, tam sayilari varseéx0 Yo ) ikilisine (3.1) denkleminin bir ¢6zimua denir.
Eger x,vey, tam sayilar pozitif ise(X,,y, ) ikilisi, bir pozitif ¢ozim olarak
tanimlanir.(x, , y, ) bir pozitif ¢ozim ise(+x,, +y,) da bir ¢ozimdur. O halde

(3.1) denkleminin tim tam say! ¢ozumlerini bulmeiipozitif géztmlerini bulmak

yeterlidir. Bu ytzden ¢6zum denilince pozitif olankastedilecektir [1].

Teorem 3.1.1. (3.1) denkleminin batin pozitif QbiélmJB nin yaklgimlaridir.

Ispat : (x, y), (3.1) denkleminin bir pozitif coziinlsun. Ber N > 0 ise,

0<x-yWB=—N_ < o _ 1 1
x+yJD x+yJD X 4y J
VD yVD

olur. 0< x - y\/B icin >1 oldugundan,

X
y~/D
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0<x-yJ/D< 1 <L
y( X +1J 2y
y~D
0<5—J5<¥%
y 2y

elde edilir ve buradah\/_—5 | <2—l2 bulunur.Teorem 1.2.12 ye g(‘jrxe, JD nin
y y y

surekli kesrinin bir yaklgmidir.

2 —
Eger N < O ise, y2—%=FN>O denkleminde benzerslemlerle yapilarak

oldugu gorular. Bu isez in L nin bir yaklgimi oldusunu

1
JD x 2% X JD

gOsterir. Buradan dé nin ~/D nin bir yaklgimi oldusu ortaya cikar [6].
y

Asagida (3.1) denklemindeN = =1 secilmesi durumunda alan

|x*-Dy* E 1 (3.2)

Pell denklemleriyle ilgili bilgiler verilecektir.

Teorem 3.1.2. D tam kare olmayan pozitif birgdbsay|,|n| <J/D olacaksekilde

nOZolsun. Ber x> -y’D =n ise, bu durumdas :&=Ck olacaksekilde kOON

y G
icin /D nin basit suirekli kesir acthminin bir yakieni vardir [4].

Teorem 3.1.3. D, 4 ile veyp = 3(mod4 sartini sglayan bir p asal sayisi ile
boliinebilir isex” — Dy* = -1 Pell denkleminin higbir ¢ozimii yoktur [4].
Ispat :x = x, ve y =y, bir ¢dziim olsunp = 3(mod4 ve p | D kabul edilsin.
Bu taktirde ;

x* =x2 -DyZ=-1 (mod p)

olur fakatp = 3( mod 4 icin bu mimkiin dgildir.
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Benzersekilde gger 4| D ise ,
X2 =x2-Dy? =-1 (mod 4)
olur fakatx2 =0 veya 1 (mod 4) oldtundan bu da bir ¢eki olusturur.

Yukarida bahsedilen metod, bir Diophantine denkh#mihicbir ¢6zUmunin

olmadgini gostermek igin guzel bir yoldur.

Ornek 3.1.1. x*-7y*=-1 Pell denkleminin hichir ¢oziimi yoktur. Ciinki

X=X, , Y=Y, bir cozim olsa,
X2 =x2-7y:=-1(mod 7)

olur fakat p = 7 = 3( mod ¥ oldugundan bu miimkun gédir. Dolayistyla bir

celiski elde edilir.

Teorem 3.1.4. D tam kare olmayan bir pozitif tamyisalsun. O zaman

| x> -Dy* E+1 x, yO Z , Pell denklemi
|(x+\/5y)(x—x/5y) E1

seklinde yazilabilir.

ispat :a = x++/Dy derseka’ = x —+/Dy olmak tizere

| x> - Dy® | 1 denklemi
|(x—\/5y)(x+\/5y) Fl1=|a ' £ seklinde yazilabilir.

Teorem 3.1.5. D tam kare olmayan , pozitif bir taayi olsun.~/D nin periyot

uzunlygu m ve yaklaimlari p, /g, (k>0 igin) olsun.

(i) Eger m cift ise, x* —Dy? =-1 Pell denkleminin hicbir ¢éziimip, , q)

olamaz.
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(i) Eger m tek ise,x? ~Dy? =-1 Pell denkleminin bir ¢ézumuniifp, , q)
olmasi igin gerek ve yeter kal k = (2i-1) m-1"i saglayan i dgal

sayisi olmasidir.

Ispat :(pk, q()’nln x? —dy”=-1 denkleminin bir ¢ézimii olmasi icin gerek ve

yeter kaul teorem 2.3.2 de(l—l)k+1 Q., =-1 k+ 1= mitek olacakekilde i 0N

vardir. Ezer m ¢ift ise bu kgul sgglanmaz. Eger m tek iseé = 1, 3, ... olmaldir.

Sonug 3.1.1x* -Dy? =1 Pell denkleminin sonsuz ¢dziimii vardx? - Dy* = -1
Pell denkleminin ¢6zUmu olmayabilir; ama varsa sangzumu vardir.

Teorem 3.1.6. D tam kare olmayan pozitif bir tamlsayx/ﬁ nin periyot uzunlgu
¢ olmak tizere,a =+/D =[ao m] olsun. Ber ¢ cift ise x> -y’D =1 pell
denkleminin tim pozitif ¢ézimlerk ON i¢in, Xx=p,,, ve  y=q,,.dir ve
x? —y®D = -1 pell denkleminin ¢6ziimi yokturger ¢ tek sayi isex” —y’D =1 pell
denkleminin tim pozitif ¢ozimleri KN igin, X=p,,,, ve  Yy=0,,., dir ve
x*-y’D=-1 denkleminin tum pozitif ¢ozumleri KN icin, X=p,,, , Ve
Y= oxeq),- dir [11].

Ornek 3.1.2. D=65 alinsin.O zamalb = [8;1_6] dw.Buradané(\/@) =1 olur.

P, =8 d,=1

p, =129 g,=16

p, =2072 q, = 257
p; = 33281 q, = 412¢€

hesaplanabilir. x> -y’D =1 pell denkleminin tim pozitif ¢ozimleri RN igin,
P2, — 03 ,.65= 1dir. Ornegin

p>-q>.65= 129- 16 .65 p- f .65 33281 4128 65

dir. x*-y’D=-1 denkleminin tum pozitif c¢6zumleri KN igin,
P2, — U ,.65= — 1 bigimindedir. Buradan

p;-q:.65= - .65 p- ¢ .65 2072 257 .65

yazilabilir.
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Ornek 3.1.3.x*-23y? =1 Pell denkleminin temel ¢oziimuni bulal23’un
surekli kesir ag|I|m|«/2—3:[4;m§’d|r ve periyot uzunlgu n = 4'tdr.
x?-23y*=1 denkleminin pozitif gszmIeri(p4j_l, q4j_1), i=1,2,3.. dir ve
Pajo1 / aja J231n strekli kesir acihminin (4j-1)’'inci yak$amidir. En kiguk
pozitif cozimx =p, =24, y= g= Ftir. x*—-23y*=-1 Diophantine denkleminin
hicbir ¢c6zimu yoktur,; (;UnkU\/Z%’Un surekli kesir aciliminin periyot uzurgu
cifttir.

Asagidaki teorem yardlmlyla,\/B 'nin sdrekli kesir aciliminin alt yak§anlarini
bulmaksizin en kiigik pozitif ¢c6zimded — Dy? =1 Pell denkleminin tiim pozitif
¢6zumlerinin nasil bulunaganin sonucu ¢ikarilacaktir.

Teorem 3.1.7. D tam kare olmayan pozitif bir tamyisalmak uzere
(X, y,), ¥* = Dy’ = 1 Diophantine denkleminin en kiigik pozitif czimguwi. O

zaman tim(x, ,y, ) pozitif gzimleri k = 1, 2, 3, ... igix, +y,v/D = (x1 +y1\/5)k

ile verilir [4].

Ispat: k =1, 2, 3, ... iciffx,, Y, ) 'nin bir ¢éziim oldgunu gésterelim(x,,y, )'nin
bir ¢6zim oldgunun gosterilmesi igin ilk olarakx, +yk\/5 = (xl +y1\/5)k

k
ifadesinin glenigi alinirsax, —ykx/B = (x1 —ylx/B) olur.

Xi - DYIf = (Xk +yk\/5)(xk _yk\/B)
(xe 13- o/

k
(- pi)'= 1
bulunur. Boylece(x,,y, ) (k=1, 2, 3, ...) bir ¢ozuimduir.

Simdi her pozitif ¢c6zUmun, temel ¢6zUmun bir kuvvetdugu goésterilsin. Temel
¢6zum, pozitif goziimler arasinda en kiguk olanl(jq;., Y ) 'lerin arasinda olmayan

bir (X,Y) pozitif ¢oziimunin var oldtu kabul edilsin. x, +y,v/D, X+Y~+/D >1
oldugundan bir n tam sayisi vardir ve,

(xl +y1\/5)n <X+Y+D < (x1 +y1\/5)n+1

dir. Bu sitlik hali olamaz. Clunkd;
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(x1+y1x/5)n =xn+ynx/5=X+Yx/5:>X =X, Y =y,

dir. Bu sitsizlik (x1 +y1\/5) "ile carpilirsa,
1<(xl+y1\/5)n(x+Y\/5)<xl+y1x/5

elde edilir ; glinkix? — Dy? =1 oldugundanx, +y,+/D = (x1 + ylx/B)_1 dir.
Simdi a ve b tam sayilarini,
o+ D= /B [+ 1/0)
esitli gini saglayacaksekilde tanimlanirsa,
a’ - DI =(x2— yzD)(xf— ny)n
=1
elde edilir.

a,b, ¥ — Dy = ! ‘in bir ¢oziimudir vel<a+ b/D< x+ y/D oldusu
goralir. Buradan a+ b/D> 1 oldugundan O<(a+ b\/TD)_l<J dir ve
0O<a- b/D< 1 oldugundan,

o= (o 5/0) (o WG]

_ 1 | A
b= r5L(ar /D) (& > «
dir. Bu (a,b) nin bir pozitif ¢6zim oldgu anlamina gelir; fakafx,,y,)’in temel
¢06zim olmasi nedeni ila>x ve b > y, olmalidir. Bu isea+ b/D< X + ylx/f)
esitsizligi ile celisir. Boylece (X, Y ) =(x,,y, ) elde edilir [4].



BOLUM 4 : SUREKL I KESIRLER VE IDEALLER

4.1.Temel Kavramlar

Bu bolimde surekli kesirler ile idealler arasindadlantilardan bahsedilecektir.

Tanim 4.1.11: A xA - A bir fonksiyon olsun. I'ya A da bir ikiliglem denir.

R, A'da bir b&nti olsun. Yansima, simetri ve ggmie Ozelliklerini sglayan R
bagintisina A da bir denklik @antisi denir.

R, A kiimesinde tanimli bir denklik patisi olsun. A da bir x elemanina denk olan
batin elemanlarin kiimesine x’in denklik sinifi deryrica denklik siniflarinin

sayisina da sinif sayisi denir.

Tanim 4.1.2. G O bir kime olsun. Aagidaki aksiyomlari sglayan (GD) cebirsel
yapisina bir grup denir.

() 0O ,G'de ikili bir islemdir.

(i) Oigleminin G'de birleme 6zellgi vardir.

(i) O isleminin G’de birim elemani vardir.

(iv) O isleminine gére G’de her elemanin bir tersi vardir.

Ayrica ezer dezsisme 6zellgi de varsa, G'ye dgsmeli grup veya abel grubu denir.

Tanim 4.1.3. G bir grup ve&l # H [0 Golsun. H, G’'deki gleme goére kendi 3ana bir

grup ise, Hya G’nin bir alt grubu denir.

Tanim 4.1.4. R¢ [0 kimesi Uzerinde tanimli iki ikilislem © , O olsun. Asagidaki

aksiyomlari sglayan (R 4,0 ) cebirsel yapisina bir halka denir:

() (R,© ) degismeli bir gruptur.
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(i) R’nin O islemine gore kapalilik 6zefi vardir.
(i) R’nin [ iglemine gore birlgme 6zellgi vardir.

(iv) Oiseminin © islemi Gzerinde s&dan ve soldan gama 6zellgi vardir.

Tanim 4.1.5. H birimli ve d&smeli bir halka olsun. H Gzerinde bir moddil diye bir

abel grubu ile M desagidaki 6zellikleri sglayan bir
(c,x)DHxM - cxOM

dis islemine denir.a,bl] Hve a,0M olmak tzere

() c(a+B)=co+dB

(i) (a+b)oa=a+ m

(iii) (ab)a = o )

(iv) la=qa

dir. H tzerindeki bir modil H-modul olarak da adlamr.

Tanim 4.1.6. H birimli ve dgsmeli bir halka olmak Uzere, H tzerinde bir modul M
olsun.

() a,pOSisea+B, a-pOS

(i) aOSvecOH iseca S

M'nin bir S alt cimlesi i¢in yukaridaki iki 6zellikgzlaniyor ise, S’'ye M’nin bir alt

moduli denir.

Tanim 4.1.7. H bir halka olsuh.0 H olmak tzere,
(i) a,bl ligcin a+ b,a— I |
(i) aldl ve xOH igin xall |
(i) adl ve xOH icin ax |

Ozelliklerini sa&layan 1# [0 alt cimlesine H’'nin bir ideali denir.

Asagida surekli kesirler ile idealler arasindaglaatiyr s&layan temel formdaller

verilecektir.

D, >1 karesiz olmak Uzere,
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5 = 2 , D=1 (modA4
° |1 , aksihalde

W0=(60—1+,/D0)/60 ve
r\2

Ao:(wo—wo) =4D,/9}
sayllari tanimlansin.
A, degeri, radicand D, ile bgglantili temel ayira¢c (temel diskriminant) olarak
adlandinlir vew, sayisina,A, la balantili bglica temel rasyonel olmayan sayi
denir.f, ON igin, A =fzA, bigiminde tanimlanir. ger,

g=ged(f, ,5) 3=8,/9, D=(%/9° D
ve

A =4D/&
ise, 0 zaman/ ya birlgik D radicandli bir diskriminant denir. Ayricager

W, = (5—1+\/B)/5
alinirsa, o zamaw,, lara A=(w, —W'A)Z ile baslantili balica rasyonel olmayan
say! denir.[a,B]=aZ+BZ bir Z-modili olsun. O zamaiE, =[1,w,] , f,
yardimiylaK = @(\/Z) = Q(«/Do)da bir siralama denirf, =1 alinirsa,E,, K'nin
tam sayl halkasi veya K'de maksimal siralama oladlandirihr. E, nin | 0
herhangi bir Z-modiil; a,cON ve O<b<a olmak uzere, [a,b+ cw,]

bicimindedir. Burada, sadece=1 durumuyla (primitif durum) ilgilenecektirg,

P-5+1

nin bir ilkel Z-alt modulinin kanonik bir gdsterimida=Q ve b=

yazilarak elde edilir. P,QZ icin,

| :[Q/é,(m \/5)/6} (4.1)

(4.1) de verildgi gibi, sifir olmayanZ -modiili sadece ve sadeBé=D (mod Q

ise, bir ilkel E,-ideal olarak adlandirlir. Bundan sonkg, -ideal denildgi zaman,

bir ilkel E,-ideal anlailacaktir. AyricaQ/3 degeri, N(I) ile gosterilir ve 1 nin
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normu olarak adlandirihr vex :(P+\/5)/Q bir kuadratik irrasyonel iken | bir

E, -ideal olarak adlandirilir. Bu ideal,=[0(] ile gosterilir. Bu,A ayirach kuadratik
irrasyoneller kiimesinderk, -idealler kiimesine bir dégim verir:

a - [a]

dir.
Ornezin
<[afs ) 3o oy -
olup
- 5*:% - 1=[d]
p= 1[5 =[]

olur; fakata # 3 dir.

Tanim 4.1.8.A bir temel diskriminant iseE, nin bir | idealine, ger primitifse ve
la| <N(1), |a’| < N(1)olacaksekilde sifirdan farkli bira elemanini igermiyorsa,

indirgenmi ideal denir.

Not : A < Oolmasi demek|a| < N(I) olacaksekilde, a Ol sayisinin bulunmamasi
demektir. BuradaN (o) =aa'’ :|0(|2 dir.

Lemma 4.1.1.A > 0 bir temel diskriminant olsunE, daki bir | ideali indirgennsi
ideal olur ancak ve ancaR>N(l) ve -N(1)<p'<0 olmak tzerel =[N(I),B]
olacak sekilde bir BOIl vardir. Bu tam olarak,-1<a'<0 olmak zere,

o =B/N(1)>1 indirgenm§ kuadratik irrasyonel sayisina keik gelir[12].
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Sonu¢ 4.1.1. A>0 bir temel diskriminant ve y=(b+w,)/a>1 ve
~1<(b+w})/a< Colmak iizere] =[a, b+ w, ] ideali, E, da primitif bir ideal ise o

zaman, | ideali indirgenmideal olur[12].

Teorem 4.1.1.A >0 bir temel diskriminant ve=[a,b+w,], E,da primitif bir
idealse, bu durumda | indirgegni idealdir ancak ve ancak
| -(b+w,)/a|a> a by dir[12].

Sonug 4.1.2A > Ove [a, b+ w, ] indirgenmi ise, bu durumda<+/A dir[12].

Sonu¢ 4.1.3.A >0ve a<% olmak tzere[a,b+ w,]| primitif ideal ise, bu

durumda | indirgenngtir[12].

Sonug 4.1.4.A>0 ve 0<b<a olmak Uzere[a,b+ WA] primitif idealse ve

JA

75a<JZ ise, bu durumda | indirgengi idealdir ancak ve ancak

a-w, < b<-w, dir[12].

Asagida, yukarida tanimlanan idealler ile sirekli Wesirarasinda RQgant

kurulucaktir. 1, (4.1) de verilen biE, -ideali olsun.P,=P , Q= Cvej=0 i¢in

tekrarlamali olarak,

S

a = 4.2)
Q

Pa=qQ-P (4.3)

D= Pﬁl + Q] EQH (4.4)

biciminde tanimlansim nin basit strekli kesir acilimi,

Qe Q

bicimindedir. Simdiki asama, idealleri ve surekli kesirleri bigleen bir kuraldir.

[a,:a....a ..]

| ~J olarak gosterilenE, de iki tane birbirine denk | ve J idealleri gozioe

alinsinx OE, ile tretilmis ilkel E, idealini (x) ile gostererea)l =(B)J olacak
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sekilde o,BOE, sifirdan farkh elemanlar varsa, bu durui~J bigciminde

gosterilir.
Teorem 4.1.2. (Surekli Kesir Algoritmas)ON nin bir diskriminant oldgunu,

P, Q nin (4.2) — (4.4) denklemleri yardimiyla verighi ve negatif olmayan [1Z
sayisl icin,

l,=Qa/8.(R4 +vD)/5]
oldugu kabul edilsin. O zaman tuiJN sayilari i¢inl, ~ 1, dir. Ayrica timj=0

icin, 1 ,; nin olmasini sgayan en kucuk bir n d@l sayisi vardir ve bu,;

n+j

degerleri, I, e denk olan tim indirgengnideallerdir[12].

Ormek 4.1.1. A=D=385 alinirsa, Il:[7,(7+\/385)/2J olsun.Burada
Q,=14, BR= 7 ved =dur.
O(_7+\/385_ R+~ 385_

14 Q

a, ve 3, :[ao]:{H— ‘381=1 dir.

14

P=8Q-R=114 # ve Q=(D-F)/Q=(385 4y 14 2 d.

]: 7+\/3—85
24

Buradana, =|[a, =1 bulunur.

P,=4Q-R=124 1 ve Q,=(D-F)/Q=(385 28) 24 d.

17++/385
4

Buradana, =[a,] = = 9 bulunur. Busekilde devam edilerek sagidaki
tablo elde edilebilir:

Tablo 4.1 P ve Q derleri

I |0 |12 |3|4|5| 6| 7| 8 9 1p11|12
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Burada,

((a)=10=¢(a,) vea=|11,9,6,2,3,2,6,9]

dir ve a indirgenmg oldugundan, pur periyodiktir.
Ornek 4.1.1. dem, indirgenmj kuadratik irrasyonel sayisi ve ilgili indirgencn{io(]

ideali, balantih bir devir olygturur.

Tanim 4.1.9.A0N, D radikanth bir diskrimant vd =1, :[QO/B,(PM/B)/B}

indirgenmi bir E,- ideal olsun. Ber /0N, Ilzlmz[Qé/B,(Pfh/B)/é}

esitli gini sgglayan en kiguk deer ise hey=0 igin,
P+JD

Q
sayllarinin tumu ayni periyot uzuguna sahiptir. Yani

(o) =¢(0p) = () =¢

a; = (4.5)

ve

[a]=[11a]=|Q/5.(R +VD)/3]
dir.
Burada ¢ deseri ortak dgerdir ve | ya denk indirgenmi ideallerin devirinin

uzunlyzuna periyot uzunigu denir.

Surekli kesir algoritmasi yardimiylger,
=[or3 (D)5

bir indirgenmg E, ideal ise o zaman,

{Q/3.Q/5 ... Q/3

kimesi, | ya denk tim indirgengniideallerin normlarini temsil eder. Bu

or=(P+JB)/Q nin basit strekli kesir acilimi vasitasiyla elddilie Ornegin,
ornek 4.1.1. d%?,(7+ N, 385)/2} ye denk tim ideallerin normlari;

{2.2.2.Q.Q.¢={ 712,238
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tir. Bu normlar, tablo 4.1 de=1,2,3,4,5, ticin verilmis
= Qa/8.(Rs ++/389/ 2

ideallerine kagilik gelir.

Teorem 4.1.2 de verilen surekli kesir algoritmasinbir bgka gosterimi,

a =(P+\/5)/Q nin sdrekli kesir acilimi v@(\/ﬁ) nin tamsayilar halkasindaki

birimler arasindaki bir Gantidir.

Tanim 4.1.10.A0N bir diskriminant olsun. ger |N(u) =1 olacak sekilde bir
ull E, elemani varsa, u yaE, nin bir birimi denir. Ozel olarak,
x> =T (a)x+N(a)=0 denklemini sglayan en kiigiik pozitif birimeE, nin temel
birimi denir ve bug, ile gosterilir.
Ornegin;

= 1+\/E =

€ W,
A 2 rAY

degeri,
Er=E =[1,(1+\/_5)/2}
nin temel birimidir, ¢lnkix =g, E, deki x*-x-1=0 denkleminin en kuglk

pozitif cozumudur.

Tanim 4.1.11Q rasyonel sayilar cisminin bir sonlu ggdaimesine, say! cismi denir.

Ozel olarak ikinci dereceden bir ggleimesine de kuadratik sayi cismi denir.

Tanm 4.1.12a0C ve a,,8, ,.. ,§ JQ olmak Uzere,
a"+a0"t+...+a =C
denklemini sglayan a ya, cebirsel say! denir.gér heri =1,2,3,... ,nig¢in, a OZ

ise, a ya cebirsel tamsayi denir.

Onerme 4.1.1. Bir rasyonel sayinin, cebirsel tamshyasi icin gerek ve yeter ial

tamsay! olmasidir[4].
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Teorem 4.1.3. D karesiz bir tamsayi Ke= Q(\/S) nin cebirsel tamsayilar kiimesi
O, olsun.

JD ; @&er D= 2,3 (mod/4

Wo =11+/D
2

; a&er D=1 (mod4)

olmak uzere O, nin her elemanix,ylZ olmak Ulzere X+yw, seklinde
yazilabilir[4].

Sonug 4.1.50, cebirsel tamsayilar kUmei@(\/ﬁ) nin bir alt halkasini yani bir alt
tamlik boélgesini olgturur.

Tanim 4.1.13.u00, ve u |1l ise, u ya@(\/ﬁ) cisminin veyaO, halkasinin bir

aritmetik birimi veya birimsel elemani denir vetaretik birimler kiimesiO", ile
gOsterilir.

Onerme 4.1.2a 00", - OBOO, icin o|B olmasidir[4].

Onerme 4.1.30, halkasinin birimsel elemanlar kime3i, , carpimsal bir gruptur.
Bu gruba K nin birim grubu denir[4].

Onerme 4.1.4u00, ise tu, + u*0 O, dir.a 0O nin birimsel olmasi igin
gerek ve yetegart N(a) =+1 olmasidir{4].

Reel kuadratik sayi cisimlerinin temel birimlerinibelirlenmesi, detayll olarak ele
alinirsa; o6ncelikle Q(\/B) cisminde sonsuz tane birimsel eleman @gldw

belirtmek gerekir. CinkiiO", birim grubu olmak tizeret 00", = N(o) =<1 dir.

Burada a=x+yvJD (xyOZ) igin N(a)=x*-Dy?=2x1 denkleminin sonsuz
¢6zUmu vardir.

Birimsel eleman sonsuz tane ofdundan, e #1 elemani ele alinirsa birimsel iken

—& de birimsel olagandan, € >0 kabul edilebilir. Eer € birimsel ise,% de

birimsel olacgindan € >1 kabul edilebilir.1<e < A aralginda sonlu tane birimsel
oldugundan, birden buylk olan birimlerin iginde bir einckk olani da vardir. Bu en
kucuk birimsel elemana, temel birim denir.
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Teorem 4.1.4.@(\/5) reel kuadratik say! cisminin birimsel elemanlagi,temel

birim olmak Uzereie" lerdir. Buradan O Z dir[4].

Temel birimin normu pozitif ise, her birimsel elemma da normu pozitiftir.

Teorem 4.1.5+/D nin periyod uzunlgu ¢ ise, (£-1). yaklaim g ve Q(\/B)

cisminin temel birimie iken, gagidaki durumlar s6z konusudur:
a)D#1 (mod4 veyaD=1 (mod8ise,e=p+ Q\/_D olur.
b) D=5 (mod 8ise,e=p+q/D veyae® =p+ /D olur.

c) ¢ ciftise,N(€)>0; ¢ tek ise,N(g) <0 olur[4].

Not : D=5 (mod 8 ise, JD nin sirekli kesirlere acithmi il@(\/ﬁ) cisminin

JD -1

temel birimi bulunamayabilir. O yizdeén< D=1 (mod 4 ise, JD yerine 5

1+4/D
2

alinabilir. wy = nin

olmak Uzere,@(\/ﬁ) nin birimsellerini

yaklasimlari arasinda aramak gerekir.

Ornek 4.1.2.D =37 allnsm.\/3_7 :[6;T2] ve buradanﬁ(\/37) =1 dir. O zaman

temel ¢oziime, = p, +q,v/D olacaktir. (4.2), (4.3) ve (4.4) denklemlerinden= 6
ve g, = 1dir, dolayisiylag, =6++/37 bulunur veN(g, ) = -1 olur.

Ornek 4.1.3.@(x/4_1) olsun. x/4_1:[6;2,2,1% ve &=3—2dir. £=32+5/41

a 3
temel birim olup,N (g, ) = -1 olur.
) [ py— p, 170
Ornek 4.1.4. Q(\/1_9) olsun. @-[4,2,1,3,1,2,? ve o 30 dir.
Us

g =170+ 39/ 1¢ temel birim olup,N (g, ) =1 dir.

Omek 4.15.A=85=D olsun. V85=[9;411,418 olup, ﬂ(\/%)= 5dir.

A=85=5 (mod 8 oldugundan, iki farkli cozum vardir vev, = 1+;/B = 1+\2/§3
dir. Ayricaa, = \/8_2_ 1=[4;§] dir. 2 (a,) =1 ve sifirinci yaklam, Poo2 g
oF
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Buradan g=4+

1+/85 _ 9+/85
2

> bulunur. Ayrica  dier ¢cozlim,

g3, =378+ 41/ 8t dir.

Ornek 4.1.6. D=10 olsun. D=10=2 (mod 4 oldusundan, w, =10 dir.
\/E:[B;_G] ve f(\/l_o):ldir. Periyot uzunlgu 1 oldgu icin, sifirnci

yaklasimina baklllr.& :§1 ve temel birime = 3++/10 dir.

o

Teorem 4.1.6. (Lagrange)=¢(1,) ve A1,,P. ve Q degerleri Teorem 4.1.2 deki

|

gibi verilirse,
‘- lj R ++D
- Qy
ve
N(e)=(-1)
dir[12].

Ornek 4.1.7. Ornek 4.1.1 tekrar ele alinirsa, bl yardimiyla,

. :(7“/3_85}[@1%@5)[{ 19\/_38?EE 147\/_35ﬂ5

24 4 6 16
15+/385)  15++/ 385 ( 1%+ 385( 108/ 38
10 16 6 4
(17+J?%]EE L @‘Ej - 95831 4884 385
24 14
ve
N(es)=1=(-2) =(-9"
bulunur.

Son sonug, Teorem 4.1.2 ve 4.1.6 arasindagiabayl daha ankalir yapmaktadir.

Teorem 4.1.7. ger AON, (1.5) da tanimlanap =p,_, ve q=0,_, ile ¢ =£(x/5)

ve D radicandiyla ilgili bir diskriminant ise,zaman;

8A:p"'q\/6
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veya
en =p+ /D

dir. Burada ikinci denklem, yalnizda=5 (mod 8 ise meydana gelir[13].
Ornek 4.1.8. Ornek 4.1.2 d¢é385 in basit siirekli kesir aciliminda

Ep = €59 = 95831+ 4884 38!
P, =P, =95831 ve g, = g= 48¢
dir.

Tanim 4.1.14. Bir indirgenmikuadratik irrasyonel sayi

= P+\/B
Q

olsun. Eger tim negatif olamayarj< /-1 sayllariicin, g= ¢, ise a, pur

a=]a,a,...a,]

simetrik periyoda sahiptir denir.
Baska bir deysle,

& &... 8,4
bir palindromdur. Palindrom, k@n ve sondan okungunda dgeri dezsismeyen

sayllardir.

Ornek 4.1.9. Ber D=A=145 ve a :(9+\/145)/8 ise, (4.2) — (4.4) gtlikleri

yardimi ile pur simetrik periyoda sahip olan a = [2;1, 1,1,2} olarak bulunur.

Tanim 4.1.15A bir diskrimant olsun. ger;
<[ofs (p8)8
bir E, - ideali ise, 0 zaman
<[ofs -8}

ifadesine, | nin genigi denir. Eger | =1' ise, o zaman | ya belirsiz bir ideal denir.

Eger | ~I' ise, | nin sinifi belirsizdir denir.
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Ornek 4.1.10.D =221=A ve | :[5,(11+ N 22])/2} olsun. O zaman surekli kesir

algoritmasiyla belirlenen I icin, surekli kesir lgn Tablo 4.2 yardimiyla verilir:

Tablo 4.2 P ve Q gerleri

11/9 |5 |9

2 11 ]|1|2
[a] =1 , a:(11+\/Z])/10:[2;1,1,} ve o indirgenmi oldugundan, |

indirgenmitir ve ideallerden hicbiri belirsiz @ddir. Bu ylzden, @er bir sinif
belirsiz ideale sahipse, | sinifinin iginde betinsieal olmadii gosterilebilir.

Teorem 4.1.9a = (P+JB)/Q=[m] DON radicandl, indirgenngibir
kuadratik irrasyonel olsun. O zamaga@adakiler denktir:

(a) a, pur simetrik periyoda sahiptir.

(b) N(a)=a a'=-1

©D=P+Q

(d) [0(] nin ideal sinifi icinde en ¢ok bir indirgenntielirsiz ideale sahiptir. Burada
[a] =[a,_] dr.

(e) Tum negatif olmayans< /-1 sartinl sglayan tamsayilar icing’, o, =-1 dir.

Buradaa;, (4.5) ile verilen dgerdir[11].

Ornek 4.1.11. Ornek 4.1.10 de{m]:[(m@])/@ un sinifinda belirsiz

ideallerin olmadil 6rnezini gordik. Buradap pur periyoda sahiptir.
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D=221=1%+ 16=P?+ G
N(o)=alm'=-1

dir ve
a,0,=-1=a,0,=0',0,

oldugu gorular.

Tanim 4.1.16. DON bir radicant vea:[ao;ai,.. ,q}=( Ph/_[)/( bir

indirgenmi kuadratik irrasyonelse, o zaman nin pur simetrik olmayan periyodu

vardir denir vej < ¢ -1 sartini sglayan tim dgal sayilar icing; = q,_; dir.
Baska bir deysle
& &... 8,4

bir palindromdur.

Teorem 4.1.9a = (P+\/_D)/Q , DON radikantiyla birlikte indirgenngikuadratik

irrasyonel olsun.a;,P,Q ve/ Tanim 4.1.2 deki gibi verilgiolsun. O zaman

asagida verilenler denktir:
(a) a, pur simetrik olmayan periyoda sahiptir.
(b) o [or; =-1 dir.

() D=F +Q,[Q
(d) [a] ideali belirsizdir.

(e) j< /-1 sartini sglayan tum dgal sayilar igin,a,_,, (& = =1 dir[11].

Ornek 4.1.12. a:(5+\/145)/10=[1;1,2,2]] sayisi pur simetrik olmayan

periyoda sahiptir.

D=P+Q,Q=5+10.Lolup, [a]=[a'] belirsizdir.

o :(5+\/E3J[ﬁ 5—@5]:_1

10 12
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vej<4 olmak UzereJjON icin a,_, (& =0, & =-1 dir (Burada,a; =a,

dir.).

Hem pir simetrik periyoda ve hem de piur simetriknayan periyoda sahip

indirgenmi kuadratik irrasyoneller mevcuttur. Fakat bunurbdhaesi igin f(a) =1
olmahdir. Orngin « =8+\/§3:[T6ﬂ her iki periyoda sahiptir. Boylece

65=F + Q=8+ £ dir. Bu 06zel durum palindromun ve siireklesklerin

dikkate alinmasini gerektirir.
4.2 Ornekler

4.2.1.D =145 alinsin/D =[12;24] ve ¢ (JlTS) = 1dir.

Po =8P+ p,=12% G 1 J=3,0,+0q,=120- E
p,=ap+p,=2412 ¥ 28 G =aq+q,=24% G 2
p, =a,p+ p = 24289 12 69/ 0, =a,q+ q= 2424 £ 57

seklinde devam edilebilir.

¢ tek oldigu igin, x* = Dy? =1 denkleminin ¢6ziimlerix = p,,_, ve y =d,,_, dir.
k=1igin p? -’ D= 289 - 24 .145

k=2 i¢in p2 - ¢2D=1 g¢dztmleri olur ve byekilde devam edilir.

x*> —=Dy? = -1 denkleminin ¢6ziimlerk = p,,_, ve y =d,,_, dir.

k=1igin p - D=12 - £.145 -

k=2 i¢in p2—qg;D=6948 - 577 .145 -  ¢6zUmleri olur ve buekilde devam
edilir.

42.2. D=385 alinsin. C siralamasindaki  indirgesmi ideallerini
a:(7+\/385)/14 alarak  bulalhm. a:[1;1,9,6,2,3,2,6,9,]1 ve

¢(a)=10dur.
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Tablo 4.3 P ve Q derleri

i |0 |1 |2 [3|4|5| 6| 7] 8 9 1011]12
P |7 |7 |17/19|17|15 1517|1917 |7 |7 | 17

Q |14/24/4 |6 | 16/10|16|6 |4 | 24/14|24 |4
a (1L /19|62 3|2 6/ 9 1 1 1

©©

Yukaridaki tablodara; | [Q /6 )/6] ideallerini bulalim.
o.]=

[o,] = 7.(7+/385)/ 2] [a,] 7+/385) /2,
[0(2]::2 17+\/3_85 J ] 319+«/3_85 }

(R

( i

| y

[0(4]=_8(17+\/3_85)/2 [5 15+\/3_85/}
E [

AAAA

[0(6]=:8 15+\/3_85)/2 [0(7] 3, 17+\/3_85 }
[a,] =] 2,(19+/385)/ 9 [a,] = | 12,(17+ V38 / 2

dir ve bu indirgennsi idealler C :{[0(0]} icinde bir siralama okturur. Ayrica

burada, [aﬁ(c)] =[a,] =[a,]dr.

423, A=D=145 ve 1=[6,2+w,]=[6(5+VD)/2  almsm.
a= (5 + \/145)/12 nin surekli kesir agilimisagidaki tabloyu verir.

Tablo 4.4 P ve Q gerleri

[ 0 |1|/2|3 |4 |5 |6
P |5 |7|9|7 |5 |5]|7
Q |12/8|8|12|10|12 |8
a |1 [2[2]1 1 ]1]2
Buradan,
:Ga.:[(nm g (o-v1ay/ 4( #v 14y 1B( o 138 ] +s/ 5 |
=12+x/1_45

l

temel birimi bulunur.N(g,) =(-1)" =(-1)° =-1dir.
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4.2.4.A =1224 ve D =306 alinsin. Ber a = (15+ \/306)/9 alinirsa surekli kesir
acihmi gagidaki tabloyu verir.

Tablo 4.5 P,Q ve a derleri

i Jo[1]2[3[4]5]6] 7] 8
P [15[12|6 |9 |6 | 12[15]12]6

Q, |9 [18/15]15] 18[9 |9 | 18]15
a, |3 |11 |1]1]3|3]11

e, =[] =[[12+308 /18] &30}/ 1 ( o7 3g I o/ 3P |

o a3 1530 3= 5 & 3

temel birimi bulunur. Dikkat edilirse bu 6rnekfez D dir.

425 D=145ve o = (9+\/145)/8alln|rsa a=[21,11,2 pir periyodik
acilimi elde edilir ve/ (a) = 5 dir.

4.2.6.D =15 alinsin./15 = [3;?6} ve é(\/l_S) = 2dir.

D =85 alinsin.+/85 = [9;4,1,1,4,1% ve / (\/%) = 5dir.

D =313 ise, J313= [17;1, 2,4,11,1,1,3,2,2,3,1,1,11, 4,34, ve

K(\/BTB) = 17dir.

427. D=A=85 ve |:[3,(5+JB)/2} indirgenmi ideali dikkate alinsin.

5++/85
6

surekli kesrinin acilimigagidaki tabloyu verir:

Tablo 4.6 P ve Q derleri

i [0]1]2 [3[4]5
P [5]7|5 [5]7]5
Q |6|6[10[6|6]10
a |2[2]1 [2][2]1
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Buradan

l; =[QJ._1/ES,(F]?_l +\/B)/6J olduzundan,

. =[aufo (R VB8] {5+

-

/
<[oya(rrB)s|<[s( B/ 3
<[0u5 (oriB)]-[s(5+

) /
=[a (m-B)]-[3{5+78)/ 2 1
)

I, = Q./5,(P, +vD) /5] =| 3] 7+J_D)/2}: L
|6=:Q5/6’(P5+\/B)/6: /
elde edilir ve bu yalnizcfl} indirgenmj idealleri igindedir. Burada/(a) =3 tiir.
Ayrical, ~1,~1,~1, dir.



BOLUM 5: SONUCLAR VE ONER iLER

Sonlu surekli kesirler, detayll bigekilde incelendi. Her rasyonel sayinin bir sonlu
surekli kesir olarak ifade edilebilegieve her sonlu surekli kesrin bir rasyonel sayiya
karsilik geldigi gosterildi. Sonsuz sureksiz kesirler g@inaldi ve her sonsuz surekli
kesrin dgerinin bir irrasyonel sayi olarak ifade edilebilgcebir irrasyonel sayinin
bir sonsuz surekli kesir olarak yazilabilgcgosterildi. Daha sonra, periyodik sonsuz
surekli kesirler incelendi. Her kuadratik irrasybisayinin surekli kesre agiliminin
periyodik old@gu gosterildi. Ozellikle indirgenmgi kuadratik irrasyonel sayinin

surekli kesirlere aciliminin pur periyodik o@ugbsterildi.\/ﬁ nin surekli kesirlere
actlimi yardimi ile, Pell denklemlerinin ¢ozumléncelendi. Ayrica bu ¢caimada,

surekli kesirler ile idealler arasindakiski incelenerek,w, nin bglica rasyonel

olmayan sayi ve belli halkalar icin kanonik temdéneani oldgunu belirtildi.
E, =[Lw,], f, yardimyla daK =Q(x/Z)=Q(\/D_0) da bir siralama oldiu
belirtiidi. E, nin bir ilkel z-alt modilinin kanonik bir gostefimn
I :[Q/é,(P+ \/B)/6j| ve modulin sadec® = D (mod Q' ise, bir ilkel E, ideal

oldugu incelendi. Bir kuadratik irrasyonel sayinih da bir E, ideali olarak

gosterilebilecgi belirtildi. Indirgenm§ bir kuadratik irrasyonel sayisinin ilgili ideali,
baglantili bir devir (cycle) olsturdusu ve bunun periyot uzungu oldusu belirtildi.
Surekli kesir algoritmasi, kuadratik irrasyonel isayn surekli kesir acilimlari ve

tamsayilar halkasindaki birimler arasindakgkilier genel olarak incelendi/D nin
periyot uzunlgu ve yaklaimlari ile temel birim arasindaki gki Gzerinde detayl
olarak calgildi. Surekli kesirlerin daha fazla uygulamalaa ilgili bilgiler icin [1],
[3] ve [4] nolu kaynaklara bakilabilegegibi, surekli kesirler ve idealler ile ilgili
daha ayrintih bilgiler icin ise, [11] ve [12] nolkaynaklara bakilabilir. Bu
calismanin devami olarak, ideallerin surekli kesirlerRal denklemleri ile ikkileri

incelenebilir.



KAYNAKLAR

[1]
[2]

[3]

[4]
[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

McCOY, N.H., 1965 The Theory of Numbers, Macmi|l&lew York.

HERMSTEIN, I. N. , 1964. Topic in Algebra, BlasdePub. Co., New
York.

NIVER, | and Zuckerman , h. S. 1960, An Introdantito the Theory of
Numbers, John Wiley and Sons, New York.

CALLIALP, Fethi, 1999, Sayilar Teoridistanbul.

OLDS, C., D. , Continued Fractions, Random HouHes L.W Singer
Company, Third Printing 1963.

IVAN, N., HERBERT, S. ZUCKERMAN, H., L., M., An lmoduction To
Number Theory, dohn Wiley And Sons, Inc., 1991.

WAJDA, H., 1979. A Note on The Pell Equation, Vok]. Math, 2, 1,
133-136.

ROSEN, H., K., Elementary Number Theory And Itsphgation 3d
Edition, Addison-Wesley, 1993.

DEVELI, M. H., 1990, R-d Tipinde Kuadratik Sayi Cisimele Sinif
Sayisinin 1 Olmasi igin Bazi Kriterler, Ondokuz Mayniversitesi Fen
Bilimleri Enstitisu, Samsun.

STARK, H., M., An Introduction To Number Theory,avkham Pub. Co.,
Chicago, 1997.

MOLLIN, R., A., Continued Fraction Gems, Nieuw Archiebov
Wiskunde 17(1999), 383-405.

MOLLIN, R., A., Quadratics, CRC Press, Boca Raton, Nevk YLondon,
Tokyo (1996).

ROCKETT, Andrew.SZUSZ, Peter, Continued Fractidr@98.

PEKASL, M, 2006, Surekli Kesirler Ve Pell Denklemleri,al@rya
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi, Sakarya.



62

OZGECMIs

Canan SUMBUL, 02.05.1981 de Lileburgaz'dagdia ilk ve orta gitimini
Sakarya’da tamamladi. 1999 yilinda Ali Dilmen Ligggen mezun oldu. 1999
yilinda bagladigi SAU Matematik Bolumu'ni 2003 yilinda bitirdi. 280~ 2004
yillari arasinda COMU’de tezsiz yiiksek lisansimtya2004 — 2007 yillari arasinda
Ada-Tumay Dershanesi’nde Matematikgr®tmeni olarak cajti. Su anda Teksen

Dershanesi’nde Matematikgetmeni olarak gorev yapmaktadir.



