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OZET

Anahtar kelimeler: Regle yiizey, Integral invaryantlar, Dual alan vektorii, Holditch
teoremi

Bu tez alt1 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde bugiine kadar Holditch teoremi
ile ilgili yapilan ¢alismalar anlatilmistir.

Ikinci boéliimde bu calismanin sonraki bdliimlerinde temel teskil edecek olan bazi
tanimlar ve bazi teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde E°, 3-boyutlu Oklid uzayinda kiire iizerindeki 1-parametreli
hareketlere, regle yiizeylere ve regle yiizeyin reel integral invaryantlarina
deginilmistir.

Dérdiincii boliimde I, 3-boyutlu dual uzayda dual kiire iizerindeki 1-parametreli

hareketler, dual regle yiizeyler ve dual regle ylizeyin dual integral invaryantlari,
islenmistir.

Besinci boliimde diizlemsel hareketler i¢in iyi bilinen Holditch Teoremi 1-
parametreli kapali dual kiiresel hareketlere genellestirilmistir.

Altinct boliim bu ¢alismanin sonuglarini igerir.

vii



ONE-PARAMETER CLOSED DUAL SPHERICAL MOTIONS
FOR HOLDITCH’S THEOREM

SUMMARY

Key Words: Ruled surface, integral invariants, dual area vector, Holditch’s Theorem

This thesis consists of six chapters. First chapter contains the studies about Holditch
Theorem.

In the second chapter, some definitions and some theorems that will be fundamental
in the sequel chapters are given.

In the third chapter, one parameter motion of the sphere, in the 3-dimensional Euclid

space B’ is stated. Besides, ruled surfaces and the reel integral invariants of ruled
surfaces are described.

In the fourth chapter, one parameter motion of the dual sphere, in the 3-dimensional

dual space D’ is stated. Besides, dual ruled surfaces and the dual integral invariants
of ruled surfaces are described.

In the fifth chapter, Holditch’s theorem well known for planar kinematics is
generalized to one-parameter closed dual spherical motions.

Sixth chapter is about the results of this study.

viii



BOLUM 1. GIRIS

Holditch Teoremi uzun yillar kinematik ve hareket geometrisinin ilgi ¢eken bir

konusu olmus ve Holditch Teoremi hakkinda bir¢ok yayin yapilmstir.

Holditch Teoremi ilk olarak 1858 de Hammnet Holditch tarafindan “Geometrical
Theorem” adl1 makalede ele alindi. Hamnet Holditch, u¢ noktalar1 konveks bir egri
iizerinde hareket eden sabit uzunluklu bir kiris iizerindeki bir noktanin olusturmus

oldugu egrinin bir 6zelligini inceledi[1].

W. Blaschke 1-parametreli kiiresel hareketlerde 6nemli yeri olan Steiner noktasi ve
Steiner vektorii kavramlarini tanimladi ve Gauss-Bonnet Teoreminden de

yararlanarak 1-parametreli kapali kiiresel hareketlerde bir alan formiilii verdi[2].

H. H. Hacisalihoglu 1-parametreli kapali kiiresel hareketler i¢in Steiner formiilii ve

Holditch Teoreminin ¢izgiler uzayindaki karsiliklarini verdi[3].

H. R. Miiller 1-parametreli kapali uzay hareketlerinde hareketli uzaydaki bir X
noktasinin sabit uzayda ¢izmis oldugu (a) yOriinge egrisinin bir diizlem tizerine dik

izdiisiimiinii esas almustir. Izdiisiim ve harekete bagli olarak izdiisiim egrileri yardim

ile Holditch Teoremini kapali uzay egrilerine genellestirmistir[4].
A. Broman, Holditch Teoremini kapali dogrultulabilir egrilere genellestirdi[5].

H. Pottman, Holditch Teoremindeki oval yerine konveks sinirsiz bir egri alarak
Holditch Hilallerinin alanin1 ve hacmini hesapladi[6]. H. Pottman, sabit uzunluklu bir
dogrunun u¢ noktalariin kapali egriler boyunca hareketiyle ilgili Holditch

Teoreminin genellestirmesini acik hareketlere genisletti[7]. H. H. Hacisalihoglu 1-



boyutlu kapali kiiresel hareketleri inceleyerek sabit uzunluklu hareketli bir yayin iki
ucunun ayni kiiresel egriyi ya da esit alanlar1 kaplayan iki kapali egriyi tanimlamasi
icin bir gerek ve yeter kosul buldu[8]. O. Giirsoy 1-parametreli kapali kiiresel
hareketler i¢in bir integral invaryant1 verdi ve bunu hareketin, dual agilim agis1 olarak

adlandirdi[9].

1997 de R. Abdel-Baky ve H. H. Hacisalihoglu Holditch teoreminin tahlilini yapan
calisgmasinda ve O. Giirsoy’un 1990 daki calismasinda esas olan egrilerin

sinirladiklar1 bolgelerin alanlar1 ve dual agilim agisi arasindaki iligkilere devam

etti[9,10].

E. Kilic ve S. Keles kapali dogrultulabilir egrilerin kutupsal eylemsizlik
momentumlart i¢in Holditch formiiliine benzeyen bulgular elde ettiler, sinirh
bolgeler ve egrilerin kutupsal eylemsizlik momentumlar1 arasindaki orani

gosterdiler[11].

H. H. Hacisalihoglu ve A. Amirov n-boyutlu Riemann manifoldlari i¢in olan teoremi
genellestirerek, geometrideki Holditch Teoremi ile mekanikteki Liouville Teoremi

arasinda baglant1 kurdular[12].

B. Karadag ve S. Keles, kapali uzay egrilerinin paralel projeksiyon alanlarini

hesaplayip Holditch Teoremini kapali uzay egrilerine genellestirdiler[13].

A. Tutar ve N. Kuruoglu, 1-parametreli kapali diizlemsel homotetik hareketler
boyunca Steiner alan formiilii ve Holditch Teoremini incelemis, homotetik oranin
h=1 06zel durumu i¢in sonuglar elde etmislerdir[14]. N. Kuruoglu ve S. Yiice,
diizlemsel kinematikler iizerinde homotetik hareketler i¢in Holditch Teoremini
genellestirdiler. Holditch Teoreminin bazi genellestirmelerini Lorentzian hareketler
altinda incelediler[15]. S. Yiice ve N. Kuruoglu, u¢ noktalari, iki farkli kapali egri
boyunca hareket eden iki farkli dogru parcasi kullanarak Holditch Teoreminin bir
genellestirmesini elde ettiler[16]. M. Diildiill ve N. Kuruoglu 3-boyutlu Oklid
uzayinda 1-parametreli kapali hareketler altinda kapal1 uzay egrileri i¢in projeksiyon

egrilerinin eylemsizliginin kutupsal momentini agikladilar[17].



R. Abdel-Baky bir parametreli kapali dual kiiresel hareketler ve Holditch Teoremini
inceledi[18].

S. Yiice ve N. Kuruoglu, 1-parametreli acik diizlemsel homotetik hareketler icin

Steiner formiiliinii elde ettiler[19].



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, sirastyla, Oklid uzayr ve Dual Oklid uzayindaki temel kavramlar ve

teoremlere yer verilecektir.
2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Tanim 2.1. 4# < bir cimle ve V' de F cismi {lizerinde bir vektor uzayi olsun.
Eger
VY:AxA—>V

dontistimii P,Q € A noktalar i¢in
(P.0)—>(PO)eV

seklinde tamimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise, 4 kiimesine V' ile

birlestirilmis bir afin uzay adi verilir.

i.  Her P,O,Re€ 4 i¢in ﬁzP—Q+@ dir,
ii. Her Pe A ve her ¢ €V i¢in P—Q = a olacak bicimde bir tek Q € 4

noktasi vardir.

Tamm 2.2. Bir reel afin uzay 4 ve A ile birlesen vektér uzayi1 da V' olsun. V' de

<,>:V><V—>R



seklinde bir Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa, A afin uzayina 3-boyutlu Oklid uzay:

denir ve E’ ile gosterilir.

Tamim 2.3. || || R*xR* 5> R*, X = HY” = ,/<f, f> ile tanimlanan dontisiime X

vektoriniin normu denir.

Tanim 2.4. V' bir reel vektor uzay1 olsun.

(): VxV >R

Ya,beR ve V;,;,VveV igin

1. <au +bv,w

)
i, (u,av+bw)=a(u,v)+b(u,w)

ozelliklerine sahip olan <,> doniistimiine V' vektor uzay: iizerinde bir simetrik bi-

lineer form denir.

Tamm 2.5. E*, 3-boyutlu Oklid uzayinda farkli ii¢c nokta X,Y,Z olsun. XY ile XZ

vektorleri arasindaki @ € R acisi, 0 <8 < 7 olmak iizere,

X737

cos O = p—r—"
[l

dir.



Tamm 2.6. 3-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay1 R’ ile birlesen E* Oklid uzayinda, siral

bir {F,, B, P, P} nokta dortliisii igin eger {POP PP, Pf;} vektor sistemi ¥ nin bir

17072570

ortonormal bazi ise, {P,, P, P,, B} ¢atisina bir dik ¢ati (veya Oklid ¢atist) denir.

Tamim 2.7. E* de bir X noktasinin E’ deki Standart Oklid Catisina gore ifadesi

3
E,X =) x,E\E,
i=l

dir. Burada

x: E’ >R, 1<i<3

1

fonksiyonlarina X noktasmin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {xl,xz,xS} sirall ve

reel degerli fonksiyonlar iicliisiine de E* {in Oklid koordinat sistemi denir.

Tamm 2.8. / — R bir agik aralik olmak iizere, diferensiyellenebilir bir
a: 1 —>FE’

doniisiimii E’ de bir egri olarak adlandirilir. Burada I agik aralig1 a,beR ve tel
olmak {iizere {t el:a<t< b} olarak alinabilir ve ¢ degerine egrinin parametresi

denir.

Tamm 2.9. E*, 3-boyutlu Oklid uzaymin izometrilerinden biri f olsun. E* deki bir
{xl,xz,x3} Oklid koordinat sistemine gore f ’nin matrissel ifadesi A€0(3) ve

C e R} olmak iizere,

Wi



seklinde olup bu durumda f ye E’ de bir hareket ad1 verilir.

Burada 0(3); 3x3 tipindeki ortogonal matrislerin climlesi ve

R} ; 3x1tipindeki matrislerin climlesini gdstermektedir.

Ae0(3) oldugundan
det4=+1

dir. Eger det 4=+1 ise f hareketine direkt hareket, det 4 =—1 ise karsit hareket

adi verilir.

2.2. Dual Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.10. Her a,a*cR i¢in A =(a,a*) ikilisine bir sirali reel say: ikilisi adi

verilir. Boylece
D=RxR= {(a,a*): a,a*e]R}

climlesi iizerinde iki i¢ islem (toplama ve carpma) ve esitlik asagidaki sekilde

tanimlanir.

A=(a,a*) ve B= (b,b*)eD olmak iizere

®: DxD—->D

A®B=(a,a*)®(b,b*)=(a+b,a*+b*)

seklindeki islem D de toplama olarak isimlendirilir.

©: DxD—->D



AOB=(a,a*)®(b,b*):(ab,ab*+a*b)

seklindeki islem D de ¢arpma olarak isimlendirilir. Ayrica,

A=(a,a*) ve Ez(b,b*)e D i¢in

ise 4 ile B esittir denir ve A=B seklinde gosterilir.
Tamm 2.11. R reel sayilar ciimlesi olmak iizere
D=RxR

climlesi lizerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis

ise, D ciimlesine dual sayilar sistemi ve her (a,a *) €D elemanina da bir dual say1

denir.

Teorem 2.12. (D,®,0) igliisii birimli ve degisimli bir halkadir{20].

Teorem 2.13. (D,®,0) iigliisii bir cisim degildir[20].

Teorem 2.14. D dual sayilar halkasi, R reel sayilar cimlesine izomorf bir alt

climleyi alt cisim olarak kapsar[20].

Tamm 2.15. Bir 4= (a,a *) €D dual sayisinda "a" reel sayisina A nn reel kismi,

n

a*" reel sayisina da A nin dual kismi denir ve ReA=a, DuA=a* seklinde

yazilir.



Tamm 2.16. (1,0) =1 dual sayisina D deki ¢arpma isleminin birim eleman1 veya D

deki reel birim denir.

Tamm 2.17. (0,1) dual sayis1 kisaca ¢ ile gosterilir. Yani (0,1)=¢ almir ve dual

birim olarak adlandirilir.
Tanim 2.18. Birimi 1 olan degismeli bir halka H ve S bir abel grubu olmak iizere

HxS > S

(a,a)>aa
dis islemi, her a,be H ve her a,f €S i¢in

i. a(a+pf)=aa+bp;
ii. (a+b)a=aa+ba;
111. (ab)a :a(ba);

iv. la=«a
ozelliklerini saghyor ise S ye H {izerinde bir modiil ad1 verilir.

Tanim 2.19. D dual sayilar halkasi olmak iizere
DxDxD=D'={(7, 4. 7): 4. 4. 4 D)

ciimlesi {izerinde A= (Ai ), B= (E) eD, (i=123) ve AeD icin, sirasiyla,

toplama, skalarla ¢arpma ve esitlik,

+:D’xD?*>D?

Toplama (4,B)—>+B=(4+5)
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O: DxD?*—>D’
Skalar ile Carpma : -~ - e e
Carp (1, 4)>24=(24)

Esitlik : A=B& 4 =B,

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.20. (D3,+) bir abel grubudur[20].
Teorem 2.21. (D3,+) sistemi D dual sayilar halkasi {izerinde bir modiildiir[20].

Tamm 2.22. Dual sayilar halkasi iizerinde modiil olan D* =DxDxD ciimlesi D -
Modiil olarak isimlendirilir ve D -Modiil’iin elemanlar1 olan sirali dual sayi

ticliilerine, dual vektorler ad1 verilir.

Teorem 2.23. a, a*e R’ olmak iizere D -Modiil’de her bir 4 dual vektorii

=

A=a+ea* ~ [£=(0,1)eD]
seklinde yazilabilir[20].

Teorem 2.24. A=a+ ca*= (Zz, E‘) dual vektériinin €D skalari ile carpimi

dir[20].

Teorem 2.25. A= (a, a *) ve B= (13, 1?) e D -Modiil igin
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A=B<a=b ve a*=b*
dir[20].

Teorem 2.26. R’ vektor uzayi, D -Modiil’iin elemanlar (Zz, 6) seklinde olan bir alt

climlesine izomorftur[20].

Teorem 2.27. A=a+éca* B=>b+eb*eD -Modiil dual vektdrlerinin i¢ carpimi
f:D’xD’—>D
seklinde bir donlisimdiir ve
f(A.B)=(4.B)=(a+sa® b+ ab)
= (a,b)+ e[ (a*5)+(a.b%)]
olarak tanimlanir.

Tanim 2.28. Bir Z —a+¢ea* dual vektdriiniin normu

G
= , a#0,
o

[l-{{3)"-

olarak tanimlanan bir dual sayidir. Burada

a= Ha” ve a*=

olmak tizere,
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HAH =a+¢ea*
dir.

Tamm 2.29. j e D -Modiil olmak tizere

ZH =(1,0) olan dual vektdre birim dual

vektor denir.

Teorem 2.30. A=a+a* birim dual vektor ise,
il )=

dir[20].

Teorem 2.31. A (6, Zz) e D -Modiil olmak tizere

]
NI

bir birim dual vektordiir[20].

Tamm 2.32. {? —xtex | H?H =(1,0); Xox e R3} ciimlesine D -Modiil’de birim

dual kiire adi1 verilir.

Teorem 2.33. (E. Study) A # (6, é) e D -Modiil olmak iizere, D -Modiil’de denklemi

-0
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olan birim dual kiirenin dual noktalari, R’ deki y&nlii dogrulara birebir karsilik

gelir[21].

Tanmim 2.34. j —a+ g? e D -Modiil olmak tizere

]
|

ad
1
NG|

birim dual vektdriine A vektdriiniin ekseni denir.

reel sayisma A=a+¢ga dual vektoriiniin adimi veya

-2
e

Tanmmm 2.35. k=

yiikselisi denir. Bir dual vektor A=a (1+¢&k) U seklinde yazilabileceginden

R

k = sonlu bir say1 ise a#0 ve a" #0 dir ve A dual vektdriine has

dual vektor veya vida denir.
n  k=0= Z =a ﬁ dir. Bu halde j dual vektori l:j ekseni ile cakisik
bir dogru gosterir.

iii. k=ow=a=0 dir.

- % - % *
<a,a> Ha” a Hcos@ a ||[cos@
lef a
dir.
—
a |cos@
k= =
a

ifadesinde k& = o0 olmasi i¢in
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li] =0 =0

olmalidir. Bu halde Z dual vektori bir sirf dual vektordir. Yani

seklindedir. Bu tip dual vektorlere cift (couple) dual vektor denir. Cift dual vektorler

icin a baslangi¢ noktasinin se¢ilisine bagl degildir.

Tamm 2.36. A ve B iki birim dual vektdr ve bu birim dual vektdrlere R® de

karsilik gelen yonlii dogrular, sirasiyla, d, ve d, olsunlar. d, dogrusunun yonii a,

yeri ;, d, dogrusunun yonii b, yeri de b ile belirlidir. @ ve b arasindaki act @

olmak uzere

<Z,§> =cosP = cos((p+g¢*)

=cosp—¢cp sinp, O0<ep<z, ¢@ecR

dir (Sekil 1.1).

e

Sy

Sekil 1.1. Dual Ag1
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Burada @ =p+ep dual sayisina j ve 73 birim vektorleri arasindaki dual ag1

denir[20].

(#5)-llP

gore durumlari incelenebilir.

cos® formiiliinden yararlanarak R® deki yonlii dogrularin birbirine

1. <j,l§>= sirf dual <:>cos¢):O:>¢):%, £0 ise 4 ve B birim

vektorlerinin  belirttikleri  yonlii  dogrular dik durumlu fakat

aykiridirlar.

il. <j, §> = sifreel = ¢ =0 olsun. Bu halde yonlii iki dogru kesisir ve
<Zz,l? > + <?,I;> =0 1ifadesi bu iki dogrunun kesisme kosuludur.
iii. <j,§> =0=cosp=0=¢ =% ve ¢ =0 ise yonlii dogrular

birbirini dik olarak keser.

1v. <Z, §> = (1, 0) = ¢ =0 ise yonlii dogrular paralel ve ayn1 yonliidiirler.
Eger ¢ =0 ise bu iki dogru ayn1 zamanda c¢akisiktir.

V. <Z,§> = —(1, 0)=>¢@=n ise yonli dogrular paralel ve zt

yonliidiirler. Eger ¢ =0 ise dogrular ¢akisiktir.

Tamm 2.37. j, ? € D -Modiil dual vektorlerinin dig garpimi

A D*xD? »D?

ZA§=5AB+5(&AE+?AE)
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.38. Z, E € D -Modiil i¢in
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AnB= HEHHE sin®N

dir[20].

Tanim 2.39. ;i, Z?, C e D -Modiil ve ;\Vl =1 +¢el eD, 1<i<3, olmak iizere

esitligi her ;\vl =0 i¢in saglaniyorsa Z, E, EN,; has dual vektorleri lineer bagimsizdir

denir.

Tanim 2.40. Z, E, C:? e D -Modiil ve Z\Vl =4 +gﬂ; eD; A4 #£0, 1<i<3, icin

!
U
|

esitligi en az bir ;\vl #0 icin saglamyorsa, A, B, C has dual vektorleri lineer

bagimhidir denir.

Tanim 2.41. D -Modiil’de birim dual ? —X+é&x vektoriine R® de bir yonlii dogru

karsihk gelir. ;c:(x],xz,x3) birim reel vektori X dogrusunun yoniinii ve

* s * * . . - . . o« e .
X :(xl ,xz,x3) de bir O noktasina gore x in vektdrel momentini ifade etsin.

Bu durumda ? x4+ g? birim dual vektori

2 2 2
. X +x,+x =1
L * * * O
XX, XX, + XX, =

kosulunu saglar. Eger bu kosuldan baska, alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda
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. * * *
11. F(xl,xz,x3,xl,x2,x3):0

bagmtis1 da saglanirsa bu halde X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi ii¢ olur.
Boylece, R’ de iic bagimsiz parametreye bagli (ooé) sayida X dogrularinin

climlesine 151n kompleksi ad1 verilir.
Tamm 2.42. j bir has dual vektor olmak tizere
(.7)+ (7.57)=0

denklemini saglayan X=xtex dogrulariin ciimlesine bir lineer 151n kompleksi

denir.



BOLUM 3. OKLID UZAYINDA BiR-PARAMETRELI
HAREKETLER VE REGLE YUZEYLER

Bu boéliimde kiire iizerindeki 1-parametreli hareketler, regle yiizeyler ve regle

ylizeyin reel integral invaryantlar1 verilmistir.
3.1. Kiire Uzerinde Bir Hareketin Gosterilmesi

Ayni merkezli ve birbirine gore hareketli H ve H' kiire yiizeylerini veya bunlara
bagli ayn1 O tepe noktasina sahip birbirine gdére hareket eden ortonormal catilari,
strastyla,

[ RN —

{O; e, e, e3} ve {O; e',e ', e '}

(e'e)=(ene)=6,,  1<i,j<3,

ile gosterelim. Bu ortonormal ¢atilar A hareketli ve H' sabit kiirelerinin temsilcileri
olarak kabul edilecektir. Her iki eksen sistemi, ortak O baslangi¢ noktasina sahip ve
ayn1 yonde yoOnlendirildiklerinden dolayr O noktas1 etrafindaki donmelerle,

sistemlerden birinden digerine geg¢ilebilir.

Eger gj ve 2‘ vektorleri ¢ reel parametresinin siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlari

iseler, H uzaymin H' uzayma gore l-parametreli hareketi vardir. Bu hareketi

kisaca B, ile gosterelim.



olmak uzere

E = AE'

yazilabilir. 4 € SO(3) oldugundan
AT A=44" =1,

dir.

(3.1) esitliginden ¢ reel parametresine gore diferensiyel alinirsa
dE =dAE'+ AdE'

olur. Burada E'= A"E ve dE'=0 esitlikleri gdz 6niine aliirsa
dE=dAA"E

elde edilir. d4 A" =Q denilirse
dE=QF

bulunur. Bu esitlikte, Q bir anti-simetrik matristir. (3.2) esitliginden
dAA" +A4dA" =0

veya

T

dAAT+(dAAT) =0

yazilabileceginden

Q' =-Q

19

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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elde edilir. Q matrisinin bilesenleri ¢ parametresinin 1-formlaridir.

Eger

Q=\o, o, o, (3.8)

denilirse, (3.7) den i=; i¢in @,=-®, yani @,=0 ve i#j 1i¢in

w, =-0, (1<i, j <3) oldugundan

0 @, 0y
Q=|-w, 0 Wy, (3.9)
2 —@ 0

elde edilir. Bu durumda (3.5) esitliginden

de 0 w, —0| 4
de, |=|-w, 0 o, |e (3.10)
deﬁ3 Wy —wy 0 g

3
w=) we, (3.11)
i=1

olmak iizere (3.5) esitliginden

de =wne, (3.12)
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yazilabilir. o vektoriine Pfaff vektori (ani donme vektorii) denir. o vektoriiniin

dogrultusu hareketli uzayin pol noktalarindan gecer. Dolayisiyla hareketli uzaydaki

sabit her nokta, d¢ zaman araliginda @ ani donme vektorii etrafinda o = Ha)u sonsuz

kiictik donme agis1 ile donme hareketi yapar.

Tamm 3.1. H/H' 1-parametreli hareketinin her ¢ aninda, kiire tizerinde siiriiklenme

hizlar1 sifir olan bir ¢ift P ve onun karsi noktas1 P' vardir. Bu noktalara, sirasiyla,
hareketli ve sabit pol noktalar1 denir. Yani bu noktalar, # aninda her iki kiire yiizeyi

uzerinde sabit kalirlar.

Egrinin gizilebilmesi i¢in gerekli olan H/H' 1-parametreli hareketi boyunca P ve
P' noktalarmin ait olduklart kiireler {lizerindeki geometrik yerlerine, sirast ile,

hareketli pol egrisi ve sabit pol egrisi adlart verilir. Bu egriler (P) ve (P') ile
gosterilir. H/H' hareketinin kapali olmasi halinde (P) ve (P') pol egrileri de

kapal1 olurlar.

Tammm 3.2. H/H' 1-parametreli kiiresel hareketinde @ ani Pfaff vektdrii olmak

lizere,

§=<ﬁZ) (3.13)

ile tanimlanan S vektériine hareketin Steiner vektorii denir.
3.2. Regle Yiizeyler ve Regle Yiizeyin Reel Integral invaryantlar
Tamm 3.3. M cE’ yiizeyi verilsin. VP e M noktasinda, E* iin M de kalan bir

dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve P € M noktasindan gecen ve M de kalan

dogruya da M nin bir dogrultmani denir.
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Tamm 3.4. Bir regle ylizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

ylizeye agilabilirdir denir.

Tamm 3.5. Bir }(z, y) regle ylizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi denir.

Tamm 3.6. Bir ;(z‘, ,u) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

esas dogrultman tizerindeki ayagina striksiyon(bogaz veya merkez) noktasi denir.

Tamm 3.7. Bir ;(t, ,u) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi

olustururken bogaz noktalarimin geometrik yerine regle ylizeyin striksiyon(bogaz)

egrisi denir.
Tamm 3.8. y(t,u)=r(t)+ue (t), t,ueR regleyizeyi ViR igin

$(+27, )= 3 (1, 1)
olacak sekilde periyodik ise regle ylizeye kapalidir denir.
Kapali regle ylizeylerin dayanak egrileri ve anadogrularmin kiiresel gostergeleri
kapali egrilerdir. Bir diger ifade ile bir peryod sonra her anadogru kendisi iizerine

gelir.

Tamm 3.9. Bir H/H' 1-parametreli kapali uzay hareketinde, hareketli uzay: temsil

eden {O;e?,ej,%} ticayaklisinin bir,

=N
Il
~
—~
~
~
N
—~
~
+
[\
N
~
I
N

(1), teR (3.14)

kapal1 egrisi iizerinde hareket ettigini varsayarak, H' uzaymn tespit edilmis bir

dogrusu, H' uzaymda bir kapali regle yiizey ¢izer. Ornegin, e, -dogrusunun ¢izdigi
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kapali regle yiizey iizerindeki bir noktanin yer vektoriinii ; ile gosterirsek, bu

ylizeyin denklemini,

y(t,u)=r(t)+ue(t), tueR
y(t+2m, 1) =y(t. 1) (3.15)

o =

ile verebiliriz (Sekil 3.1). eT vektoriine bu kapali regle ylizeyin iireteci denir.

Sekil 3.1. (e1 ) - Kapali Regle Yiizeyi

Simdi ;(t,y)=;(t)+ygl(t), t,ueR regle yiizeyi igin e -dogrusunun ¢izdigi
kapali regle yilizeyi (e) ile gosterirsek, (e )-kapali regle yiizeyinin bir A

noktasindan gecen ortogonal yoriingesinin diferensiyel denklemi;
(dy.e)=0, [e]=1 (3.16)

dir. Boylece (3.15) den
dy=—<d?,ef> (3.17)
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bulunur. Bu formiiliin regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali alinirsa,

q'><d?,ef>=—<]5dy (3.18)
elde edilir.

Tamm 3.10. Bir y (¢, 1) =r(t)+ pee, (¢) kapal regle yiizeyi igin,

L =ngy=—gS<d?,ef> (3.19)
biiytikliigiine bu kapali regle yiizeyin ac¢ilim uzunlugu denir.

Bu tanim ¢, -anadogrusunun, r = r(¢) kapalt egrisine dayanarak kapali regle yiizeyi
¢izdiginde, kendi dogrultusunda L, = (JSd 4 kadar ilerleyerek ilk konumu ile

cakistigin1 gosterir. Bu nedenle, e -anadogrusunun bir F, noktasindan baslayan
ortogonal ydriinge, bir periyot sonra ayni e -anadogrusunu F den farkli bir P

noktasinda keser (Sekil 3.2). Ortogonal yoriingeler, ¢ikis noktasindan bagimsiz

oldugundan, L, agilim uzunlugu kapali regle ytizeyler i¢in bir integral invaryanttir.

Sekil 3.2. (e1 ) - Kapali Regle Yiizeyinin A¢ilim Uzunlugu
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Eger kapali regle yiizeyin ortogonal yoriingelerinin bir tam devri gz Oniine alinirsa
acilim uzunlugu higbir zaman regle yiizeyin striksiyon ¢izgisinin uzunlugunu
asamayacag1 goriiliir. Fakat esitlik hali miimkiindiir. Eger regle yiizeyi kapali ve
acilabilir farzeder; dayanak egrisini de striksiyon ¢izgisi olarak alirsak, o zaman,
striksiyon ¢izgisinin yay uzunlugu, acilim uzunluguna esittir. Ozel olarak, acilabilir
kapali regle ylizeyin agilim uzunlugu sifir ise striksiyon ¢izgisi bir nokta ve

dolayisiyla regle yiizey bir koni olur.

Simdi (¢, )-kapali regle yiizeyi i¢in, ikinci bir integral invaryanti olan agilim agisi

tanimlanacaktir.

(e,,e, )-diizleminde bir birim vektdr,

n = cos ge, +sin ge, (3.20)
A\

g zg;'cos¢—é:'sin¢
(3.21)

e,=¢ 'sing+e,'cosp,  $=g(1),

olsun. e,"' ve Z sabit sistem oldugundan ¢ ye gore tiirev alinirsa de,'=de;'=0

olacagindan

de, =(~¢,'sing—e,'cos ¢)dg
o, . (3.22)
de;=( e, cosg—e,'sing)dg

bulunur. (3.21) gz oniine alinir ve bu denklemden d¢ cekilirse
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~dg= (de,,e;)=—(de,e,)

sh=-{az5)- (4z5) o

olur. ;/(t, ,u) regle ylizeyinin dayanak egrisi boyunca integrali alinirsa agilim agisi

elde edilir.

Tamm 3.11. Anadogrusunun birim dogrultman vektorii ¢, olan bir r(z,4) regle

ylizeyinin anadogrularina dik bir dogrultunun bir peryod sonra ilk konumu ile yaptigi

aciya regle yiizeyin agilim agis1 denir ve
A, =Pdp=—(de,e;)=§(dese;) (3.24)

ile verilir.

Tamim 3.12. Ug boyutlu Oklid uzay: E* de kapali bir Xx= ;c(t) egrisi olsun.
Z:gS}Ad} (3.25)

vektoriine hareketin alan vektorii denir.

Buradaki integral kapali uzay egrisi iizerinden alinmaktadir.

Teorem 3.13. E’ de bir X noktasinm ¢izdigi kapali uzay egrisinin bir e birim

vektorii dogrultusunda bir g diizlemi {izerine dik izdlisiimii olan egrinin sinirladig

alan

2o = <Z 2> (3.26)

xe x?

dir[4].



BOLUM 4. DUAL OKLID UZAYINDA BIR-PARAMETRELI
HAREKETLER VE DUAL REGLE YUZEYLER

Bu boliimde Dual kiire iizerindeki 1-parametreli hareketler, dual regle ylizeyler ve

regle ylizeyin dual integral invaryantlar1 verilmistir.
4.1. Dual Kiire Uzerindeki Bir Hareketin Gosterilmesi

R* de sabit ve hareketli sistemler, sirasiyla, H' ve H olsun. H', H sistemlerinin

ortonormal koordinat sistemleri de, sirasiyla,

1. ' ' 1 .
{O ;e've e } ve {0, el,ez,e3}

<Z’,Z'>=<2i,e7>=5ﬁ, 1<i,j<3,

olsunlar. H' ve H aym sekilde yonlendirilmis olsun. Yani bir has ortogonal

dontistimle birinden digerine gegilebilsin.

Teorem 2.33 (E.Study) den E;', e, (1 <i< 3), eksenlerine D -Modiilde, sirasiyla,

aynt M merkezli K ve K' birim dual kiirelerinin dual noktalari karsilik
geleceginden H/H' hareketi K/K' dual kiiresel hareket veya dual donme hareketi

olarak incelenebilir. Bu birim dual kiirelere siki sikiya bagli ortonormal baz

sistemleri de, sirastyla,
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H
hareletli
8
Sekil 4.1. Dual Uzayda Ortonormal Sistemler
Burada,
E'=e'tece", Ei=e-+sge, 1<i<3,
veE

- —_ —_— = = —
e' =MO'ne,’, e, =MO ne,

dir. Bu baz sistemleri de ayn1 yonlii olurlar. Yani bir has dual ortogonal doniistimle

birinden digerine gecilebilir. Elbette ki bu doniisiimler, M etrafindaki dual

donmelerdir.

El Elv
E-|E| E-=|E



olmak uzere

yazilabilir.
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4.1)

A has ortogonal dual matrisinin elemanlari i=t+et dual parametresinin yeteri

kadar tiiretilebilen fonksiyonlaridir. Burada aksi sdylenmedikce ¢ =0 almacaktir.

Boylece bir parametreli hareketler s6z konusudur demek istiyoruz.

A has dual ortogonal matris oldugundan
~T~ ~~T
A A=A44 =1,

dir. (4.1) esitliginden ¢ reel parametresine gore diferensiyel alinirsa
dE=dAE'+ 4 i?'

olur. Burada E'=A E ve d E'=0 esitlikleri g6z 6niine alinirsa
dE=dAA E

elde edilir. dAA =Q denilirse
dE=QE

bulunur. Bu esitlikte, Q bir anti-simetrik matristir. (4.2) esitliginden

~~T ~ ~T
dAA +AdA =0

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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veya
dad + (dZZT)T 0 (4.6)
yazilabileceginden
Q =-Q (4.7)

elde edilir. Q matrisinin bilesenleri ¢ parametresinin 1-formlaridir.

Eger

Qi Qn Qs
Q={Qu Qn QO (4.8)
Qu Qun Qn

denilirse, (4.7) den i=; i¢cin Qi =-Q;, yani Q; =0 ve i#j igin ﬁ;‘jz—jS,

1<1i,j <3 oldugundan €2 matrisi i¢in

0 6212 —631
Q=-Q. 0 QO (4.9)
?231 —623 0

elde edilir. Bu durumda (4.5) esitliginden
dE 0 Qn —Qu || E
dE; |=|-Qn 0 Qxn || E: (4.10)

dE; Qn  —Q 0 Es

bulunur. QO matrisinin sifirdan farkli bilesenlerinden olusturulan vektor
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— 3 — —

\?:Z\?iﬁi:§23i+ﬁ3lz+ﬁui 4.11)
)

olmak iizere (4.5) esitliginden
d, X=¥YrX (4.12)

yazilabilir.

Y dual vektoriine Pfaff vektorii (ani donme vektorii) denir. @ dual vektoriiniin

dogrultusu hareketli uzayin pol noktalarindan gecer. Dolayisiyla hareketli uzaydaki

sabit her nokta, dt zaman araliginda ¥ ani donme vektorii etrafinda 7% =H‘T‘H

= E—

sonsuz kiiclik donme agist ile donme hareketi yapar. ¥ niin l; reel ve y” dual
kisimlari K/K' dual donme hareketine karsilik gelen H/H' uzay hareketinin,

sirasiyla, ani donme ve ani kayma Pfaft vektorlerine karsilik gelirler. Hareketin, sirf

donme ve sirf kayma olmamasi igin aksi soylenmedikge l; £0 ve f #0 alinacaktir.

Tamm 4.1. K/K' 1-parametreli dual kiiresel hareketinin her ¢ aninda, dual kiire

iizerinde siiriiklenme hizlar1 sifir olan bir ¢ift P ve onun kars1 noktasi P ' vardir. Bu
noktalara, sirasiyla, hareketli ve sabit dual pol noktalar1 denir. Yani bu dual noktalar,

¢t aninda her iki dual kiire ylizeyi iizerinde sabit kalirlar.

Egrinin cizilebilmesi i¢in gerekli olan K/K' 1-parametreli hareketi boyunca P ve

P' dual noktalarinin ait olduklari dual kiireler iizerindeki geometrik yerlerine, sirasi

ile, hareketli dual pol egrisi ve sabit dual pol egrisi adlar1 verilir. Bu egriler (P) ve

(f; ') ile gosterilir.

K/K' 1-parametreli dual kiiresel hareketinin kapali olmasi halinde (i’) ve (? ') pol

egrileri de kapali olurlar.
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Tamm 4.2. K/K' 1-parametreli dual kiiresel hareketinde ¥ ani dual Pfaff vektorii

olmak iizere,

=

$=5+e8 =¥ (4.13)

ile tanimlanan S vektdriine hareketin dual Steiner vektorii denir.

4.2. Dual Regle Yiizeyler

- s LU * * - LU * * 1
X=x+e¢ex :X(xl,xz,x3,xl,x2,x3) dogrusunun (xl,xz,x3,xl,x2,x3> normlanmis

homojen olmayan alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda

1. { X+ +x =1

* * * O
XX +x2x2 +X3)C3 =

bagintilarindan baska

* * *
2. F(xl,xz,x3;xl,x2,x3):0

* * *
3. q)(xl,)cz,)c3;x1 ,xz,x3):0

* * *
4. ‘I’()cl,)cz,)c3;)c1 , Xy, Xy ) =0
bagintilar1 da varsa X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi bir tanedir.

Tammm 4.3. E.Study tekabiiline uyan ve bagimsiz bir parametreye bagh (ool)

sayisindaki X dogrulariin ciimlesine regle yiizey ve 1s1n yiizeyi denir.

Z, E, 6 belli has dual vektorler olmak {izere

Fo(aT)+(@.5)=0
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seklinde verilebilir. O zaman bir regle ylizey F=0, ®=0 ve ¥=0 151N

komplekslerinin tigiinde de ortak olan (001) dogrunun ciimlesi olarak diisiiniilebilir.

Bir regle ylizey, bir, ¢ parametresine bagl ? = ?(l) birim dual vektorel fonksiyon

olmak uzere

seklinde de yazilabilir.

X=X (t) fonksiyonunun ¢ ye gore istenildigi kadar tiiretilebildigi kabul ediliyor.

birim dual vektorine
[¥1=lox]=0.0

birim dual kiiresi iizerinde bir dual X noktasi karsilik gelir. Biliniyor ki bu noktaya

da R® de bir X dogrusu karsilik gelir. # parametresi degistikce
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birim dual vektorii, birim dual kiire {izerinde bir (}V( ) dual egrisi ¢izer. Bu egriye de

R® de bir regle yiizey karsilik gelir.

Sekil 4.2. Birim Dual Kiire Uzerinde Dual Egri

()N( ) dual egrisine regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir. Birim dual kiire {izerinde

X =X (t) dual egrisinin
dd=dp+edg’
dual yay elementi i¢in
4d’ = <d7(,d7(> - <§,7{>d¢2
yazilabilir. Tanim 2.10 den de yukaridaki ifade i¢in

dp* =(dx.dx) ve dpdo = <d§c,d?>

elde edilir. d® dual biiyiikligii bilindigi gibi ?(r) ve ?(htdt) komsu birim dual

vektorler arasindaki dual aci, yani bu iki birim dual vektoriin birim dual kiire
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tizerindeki u¢ noktalarmin dual kiiresel uzakligidir. d ® nin do reel ve do  dual

kisimlarina, ?(z) ve ?(z +dt) birim dual vektorlerine regle yiizeyde karsilik gelen

komsu iki anadogru arasindaki ag¢i ile bu komsu iki anadogru arasindaki en kisa

uzaklik karsilik gelir.
<d§,d§> = (dx.dx)+ 2g<d}, d?>

dual ifadesi, i¢ ¢arpim olmasi nedeni ile koordinat degisimlerine kars1 degismezdir.

Bu nedenle
(ax.dz) e <d},d?>

reel biiyiikliikleri de koordinat degisimlerine karsi degismezdir. Dolayisiyla onlarin

orani regle ylizeyin en basit (yani en kiigiik mertebeden) diferensiyel degismezi olur.

Tanim 4.4.

<dx’dx > dpdp’ do’

i
d (dx,dx) ~ dgdg — dg

: . .1 ) o =
ifadesindeki 7 biiytikliigiine regle yiizeyin ¢ parametresine ait olan X anadogrusu
boyunca dagilma parametresi veya drali denir.

Tanim 4.5. Komsu anadogrular1 kesisen regle yiizeylere agilabilir regle yiizeyler

(torslar) denir.

Dralin sifir olmast torslar i¢in karakteristiktir. Ciinkii dral sifir ise d¢” =0 dir. Dralin

bu tanimi silindir i¢in gegerli degildir. Drali sifir olmayan bir regle yiizeyde komsu

anadogrular aykiridir yani komsu iki anadogru bir diizlem teskil etmez.
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i(t) anadogrusunun, ?(r+dt) komsu anadogrusundan en kisa uzakliktaki X
noktasina bogaz noktasi veya merkez noktasi veya striksiyon noktasi denir. Bu
noktanin X (t) geometrik yerine de bogaz cizgisi veya striksiyon ¢izgisi denir.

Verilen bir regle yiizey lizerinde biitiin anadogrular1 kesen bir (6 ) egrisi yiizeyin bir

referans egrisi olarak alinabilir ve bu egriye direktris ad1 verilir.

4.2.1. Regle Yiizeyin Dual Vektorel ifadesi

Sekil 4.3. Dual Regle Yiizey

Dayanak egrisi » = (¢) denklemi ile belli olan (C) egrisi ve anadogrulari ¢, = e, (¢)

birim vektorii olan regle yiizeyin denklemi
y(t ) =r (1) + e (1)
dir. Burada (Sekil 4.3) den de gorildiigii gibi

3 S e b
e =rne  ve e ne =r—<r,el>e1

olduklarindan dolayi regle ylizeyin denklemi i¢in
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n=u+(re)

olmak lizere

}/(t, ,u) =¢ (t) A e]* + 7721(1)
bulunur.
4.3. Dual Regle Yiizeyin Dual integral Invaryantlar

Tamm 4.6. K/K' 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketinde, hareketli sistemin

_ =

birinci ekseninin ¢izdigi kapali regle ylizey E, =E1(t), teR olsun. Ayrica

(Evz , E:) -dual diizleminde E ile ®(¢)=g(t)+&¢"(t) dual agismi yapan,

—_

E,'=cos CI)/EZV2 +sin CT)Z?:

birim dual vektoriinii ele alalim. Oyleki, K/K' 1-parametreli dual kiiresel
hareketinde, hareketli kiirenin Ez'l birim dual vektdrii fl :E(t) kapali regle
yiizeyini gizerken, £ ' birim dual vektériine karsilik gelen dogru da bu kapal regle

ylizeyin ortogonal yoriingesi boyunca bir agilabilir ylizey (tors) ¢izsin. Bu takdirde

bir periyotluk kapal dual kiiresel harekette ®(¢)=@(¢)+e¢(¢) agismm toplam
degisme miktarina E :E(t) kapali regle yiizeyinin dual ac¢ilim agis1 diyelim. O

halde bu yiizeyin dual acilim agis1 Ka ile gosterilirse,

Xa=¢d6 (4.14)
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dir. Burada integral, E, :El(t) kapali egrisi iizerinden alinan bir dual egrisel

integraldir (Sekil 4.4).

Sekil 4.4. Dual D6nme Agist

Tanim 4.6 da verilen @ dual agisnmn d® diferensiyel degisimini, hareketin 1-

formlar1 cinsinden s0yle hesaplayabiliriz:

—

E " birim dual vektérii iizerinde kurulan dual ortonormal,

&
I
SSlIRSHINSY

sistemi ile hareketli,



ortonormal sistemlerini géz Oniine alalim. E = E’ kabulii ile, (Sekil 4.5)

_ E:
E2 T
o " % =
/“\5'/15
7 @ =

Sekil 4.5. Dual Koordinat Sistemleri

<E’,E>=cos&)
<ETI;,?3> :cos(%—cfj =sin®
<E',E>:cos5
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ifadelerinin kullanimiyla bu iki ortogonal sistem arasindaki has dual ortogonal

matris,
0 0 1
A=|cos® —sin® 0
sin® cos® 0

olmak tlizere E ile E' arasinda,

E=AF'
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doniisiimii vardir. Buradan ¢ parametresine gore diferensiyel alirsak E sistemine

gore hareketin denklemi olarak,
~ ~~T ~
dE=dAA E

buluruz. dAA matrisi hesaplanirsa;

0 0 010 cos® sin®
dAA" =| -dDsin® —dDcos® 0|0 —sind cosd
| dDcos® —dDsind 0| 1 0 0
0 0 0
=0 0 —d®
0 dd 0

oldugu goriiliir. Bu sonu¢ d E=d A4 E olarak ifade edilen tirev denklemlerinde

yerine konursa,

dE, =-d®E, ve  dE =d®E,

veya

dd = —<d§,§> =<E,d§> (4.15)

bulunur. (4.10) tiirev denkleminde d Ef nin degeri yerine yazilirsa

d5:_<ﬁzli+ﬁzsz@;z@;>
:—623

bulunmus olur.
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Teorem 4.7. 1-parametreli K/K' birim dual kiiresel hareketinde,

hareketli sistemine siki suretle bagl bir X =x+e&x birim dual vektdriiniin cizdigi

kapali regle yiizeyin dual ac¢ilim agisin Ax ile gosterirsek,

dir. Burada § =S+ g? dual kiiresel hareketin dual Steiner vektorudur.

—_— =

Ispat: X =X, alarak, bu birim dual vektdr {izerinde kurulan ortonormal sag

sistemimizi,

ile gosterelim. Boylece X = )?((t) , teR, (Veyaj(c1 = ?(r) ) kapali regle

ylizeyimizin dual agilim agisini (4.14) ve (4.15) ifadesinden

Av =Rz =-§(aX,. X))
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seklinde ifade edebiliriz. Bu dual acilim agisin1 hesap etmek i¢in ilk Once dz

vektoriinii bulalm. C = [a] ], 1<1i, j <3 matrisi bir dual ortonormal matris olmak

lizere,

X=CE (4.16)

doniisimii  yazilabilir. Diger taraftan, bir vektdor uzayinda ortogonal baz
doniisiimlerine karsilik gelen, bu uzaymn dual uzayindaki dual baz doniistimleri ile

ilgili bir teorem D -Modiil i¢in de gecerli olacagindan,

—~ C —r
E X
Q Q
~T
dE dX
Sekil 4.6. Baz Degisim Diyagrami
diyagrami degisimlidir. Yani,
= (~7\T ~~7
gz:(c )szc

veya

~ ~T

-CQC
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dir. Burada ﬁz[f}:] ve 5:[921]}, 1<1i,j <3 matrisleri, sirastyla, E ve X

sistemlerinin £' sabit sistemine gore hareketini belirleyen anti-simetrik matrislerdir.

Simdi yukaridaki diyagrama gore,

veya

—

djfvz = 611 (622?221 +623§31)+612 (621?212 +623§~232)+613 (621?213 +622(~223)}X1

+ :621 (622521 +623§31)+622 (621§12 +(~jz3§32)+623 (6’21513 +622§~223 )}Xz

+ :631 (622(221 +623§31)+632 (621?212 +623§32)+633 (621513 +622§~223 )}X3

seklinde bulunur. Buradan,
<d3(\;, Z> = (631 622 - 632 621 )521 + (633 622 - 632 623 )623 + (631 623 - 633 621 )531

olur. Parantezli ifadeler, sirasiyla, —513,511,612 elemanlarinin kofaktorleridirler.
C =[6,-,] matrisi has ortogonal oldugu i¢in bunlardan biri digerinin yerine

yazilabilir.

Bu takdirde dual agilim ag1st igin,

Ax = —q-)<d72,z>
(4.17)
= —@(613512 +611§23 +612§31)

bulunur. Diger taraftan, Tanim 4.2 den
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§ = E€ﬁ623 +Eq‘)§31 +E¢§N)12

dual Steiner vektort ile, (4.16) ifadesindeki

X=X = C11E+612E:'2+(~513E_\;
vektoriinii i¢ carparsak,
<§,§>=Cj}(6nﬁz3 +612§~231+613§~)12) (4.18)

bulunur. Boylece X = X (¢) kapali regle yiizeyinin dual agihm agisinn (4.17) ve

(4.18) ifadelerinden,
Ay = —<§§> (4.19)
oldugu gosterilmis olur.
Simdi de JN\EI =4, —¢L, oldugu gosterilecek.
Gergekten,
§=54e5 =B, Fo0nE +uE 4 AuE
oldugu g6z oniine alinirsa,

Az = —<§E> (4.20)

elde edilir.
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Eger (4.20) ifadesini reel ve dual kisimlara ayirirsak, o zaman

AE = —<S+€S*,e1 +8el*>

=(5a)-e((552)+(54)

(4.21)

bulunur. Bu ifadenin reel kismi (e1 ) -kapali regle ylizeyinin reel a¢ilim agisidir, yani

2, =-(S.¢)

€

dir. Diger taraftan, (4.12) goz Oniine alindiginda K iizerinde sabit bir noktanin dual

diferensiyel hizi

d E =P A E
ile elde edilir. Boylece

dgl+gdeT* :(&+8?)A(a+82)
olup, reel ve dual kisimlara ayirirsak,

de, =y re
o B (4.22)
de, =y ne +y ne

dir. Burada E, = ¢, +ce, birim dual vektdrii igin, e, in vektdrel momentini

: e - . -
e, =0OPne =rne

seklinde yazabiliriz.
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Bir X noktasinin diferensiyel hizi d712$/\} dir. Burada $:y7+81,7‘ dual

Pfaff vektorii olup, y, H/H' hareketinde ani donmeye 1,/7 , H/H' hareketinde ani
otelemeye karsilik gelmektedir. K/K' hareketinde sabit ve hareketli kiirelerin

merkezleri i¢in,

oP

Il
<

(4.23)
esitligini géz ontline alirsak

dr=y' +y Ar (4.24)
dir.

Eger kapali regle yiizeyin agilim uzunlugunun L, = CJSd Y7 =—¢ <d;,eT> ifadesinde

(4.24) esitligi kullanilirsa yani;

L, =§{ar.e)
:¢<J+JA;,5>

veya

L =g ) )

yazilabilir.

Burada, H uzayinda e sabit dogrusunun e,e (i=1,2,3) normlanms Pliicker

dogru koordinatlari, H/H ' hareketinden bagimsizdir. Son ifade,
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L, =(§v'a)+(fv.e)

olur veya yukaridaki ifade yerine § —S+eS = (]5$ = (]51/7 + g? dan (el ) -kapal1

regle yiizeyinin bir integral invaryanti1 olan agilim uzunlugu,

1 =(5.2)+(5.3)

seklinde buluruz. Kapali regle yiizeyin agilim agis1 ve agilim uzunlugunun bulunan
bu degerleri KEI dual a¢ilim acgisimnin <§,§> = C‘]S(alﬁzz +Ci Qi +613ﬁ12)

esitliginde yerine yazarsak,
AE = A, —€L,

sonucunu elde ederiz. Burada L, ve 4, , (el)-kapah regle yiizeyinin reel integral

invaryantlar1 oldugundan, A% dual agilim agisi (el)—kapah regle yiizeyinin dual

integral invaryantidir.
Teorem 4.8. Bir birim dual kiiresel kapal X = ):((t) egrisinin ¢evreledigi kiiresel

alan, bu kapali egrinin E.STUDY resmi olan kapali regle yiizeyin acilim agis1 ve

acilim uzunlugu cinsinden,
Fx=2z(1-n)+(4, —¢€L,) (4.25)
seklinde ifade edilebilir[20].

Tamm 4.9. D° de kapali bir X = ):((t) egrisi olsun.

A, =$X ndX (4.26)
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vektoriine hareketin alan vektori denir[18].

Teorem 4.10. D* de bir X noktasinin cizdigi kapali uzay egrisinin bir E birim

vektorli dogrultusunda bir diizlem iizerine dik izdiisiimii olan egrinin sinirladigi alan
22)25:2(aﬁ+ga;g)=<21)?,é> (4.27)

dir[18].



BOLUM 5. HOLDITCH TEOREMININ BiR GENELLEMESI

Bu boliimde diizlemsel hareketler i¢in iyi bilinen Holditch Teoremi, 1-parametreli
dual kiiresel hareketlerde ele alinarak, kapali dual kiiresel egrilerin dual a¢ilim agilari

arasinda bagintilar bulunacaktir.
5.1. Holditch Teoreminin Bir Genellemesi

D -Modiilde sabit ve hareketli sistemler, sirasiyla, K' ve K olsun. K', K

sistemlerinin ortonormal koordinat sistemleri de, sirasiyla,

(37 B e (i L

olsunlar. K' ve K ayni sekilde yoOnlendirilmis olsun. Yani bir has ortogonal

dontistimle birinden digerine gecilebilsin.

Simdi asagidaki gibi bir kiiresel hareket tanimlayalim:

K' sabit birim dual kiiresi lizerinde diferensiyellenebilir bir ()N( ) kapal1 egrisi

secelim. K hareketli kiiresinin bir biiyiik dairesi {izerinde, tespit ettigimiz ® = sabit

—
~

uzunluklu Elfl dual yay pargasinin, £, ve El u¢ noktalarini , ()~( ) egrisi lizerinde

(veya es alanh iki kapal kiiresel egri iizerinde) hareket ettirirsek, bir K/K' 1-

—

parametreli kapali dual kiiresel hareketi tanimlamis oluruz. @ = E1?1 dual yay
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parcasini sabit tuttugumuza gore, bu hareket yalniz baslangicta K' de sectigimiz

()~( ) egrisine baglidir.

K/K' 1-parametreli hareketinde, ® = sabit uzunluklu dual yay lizerinde tespit

edecegimiz bir X dual noktasmin hareketini inceleyebiliriz. Hareketimiz kapali

oldugundan, X dual noktasnin bir kapali yoriingeye sahip oldugunu hemen

sOyleyebiliriz (Sekil 5.1).

El

-’ —-———
L
1= [y
X
I /J ‘(DZ
N b
R A e
\ lDl 1
! 1
I\ g
=\ "=a__ -7

Sekil 5.1. E| ve El Regle Yiizeylerinin Dual A¢ilim Agilart

@ = sabit uzunluklu dual yay pargasinin E ve E u¢ noktalarinin ()7 ) dual egrisi

iizerinde (veya es alanli iki kapali kiiresel egri lizerinde) hareketine, c¢izgiler
uzayinda, bir L dik hiperbolik dogru kongriiansinin (iki parametreli dogru ailesi),

(el)—kapah regle yiizeyi iizerindeki kapali hareketi karsilik gelir. Oyleki, bu
kongriiansin odak ¢izgisi, (¢, )-kapali regle yiizeyinin ¢, ve e:1 anadogrularina F ve

? noktalarinda diktir.
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—

@ = sabit uzunluklu EVIE dual yay1 lizerinde segtigimiz X dual noktasina ise, bu
kongriiansin odak ¢izgisine dik bir x -151mm karsilik gelir. Oyleki, El ile E dual
vektorleri arasmdaki @ =CI71 +(/52 dual acgis1 sabit secildigi i¢in, x-151m1 e, -
anadogrusu ile ¢, reel agisim yapar ve ondan ¢, uzakligindadir. Aym sekilde, e,-

anadogrusu ile ¢, agisin1 yapar ve ondan ¢, uzakligindadir. Burada

D, =g +ep, O,=¢,+ep,, P=g+p,+5(p +0;)
dir (Sekil 5.1.).

Simdi K/K' 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketinde, X, Evl ve E dual

noktalarinin ¢izdikleri kapali regle yilizeylerin dual a¢ilim agilarini hesaplayalim.

X=X (t) kapali regle yiizeyinin (veya kapali kiiresel egrinin) dual a¢ilim agist,

Re=-(5%)
=—<E(]S§~223 +E€ﬁﬁ3l+E¢ﬁlz,00$5l§+$iﬂ&)zi> (5.1)

= —CO0S (T)l¢ﬁz3 —sin &)2¢§12

E=E (¢) kapali regle yiizeyinin dual agilim agisi,

Xfl = _<§: E>
= —<Eg§ Qo3 +E22¢ Qs +E_§q’)§12,f‘l> (5.2)

——§
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seklindedir.

E = E(t) kapali regle yiizeyinin dual ac¢ilim agist,

=—<ECJ‘)£~223 +EZZCJ‘)f~231 +E<j}ﬁlz,cos(&)1 +q~)2)E+sin(&)1 +62)E>

(5.3)
=—COS(&)1 +62)Cf)ﬁzz —Sin(&h +&)2)95612
=Sin(&)1 +fqv)2)(j‘>§21 —cos(d~)1 +62)¢§23
olarak bulunur.
(5.2) degeri (5.1) de yerine yazilirsa
e = Ax —cos 1Az (5.4)
sin @»
elde edilir.
(5.2) degeri (5.3) de yerine yazilirsa
— KE—COS((51+E)2)K§
gSQn = A (5.5)
Sil’l(q)l + (Dz)

bulunur.

(5.4) ve (5.5) den

~ KE sin @, —COS(&SI +<f>z)sin &)17\5 +cos D sin(&;l +52)K5
Ax = ——
Sin(q)l +q)2)
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elde edilir. Burada ters doniisiim formiilleri uygulanirsa

XE sin @ —17\5, sin(2&)1 +EIv)z)+11A\/E1 sin > +1K§ sin(2EIV)1 +Ef)2)+l]{gl sin @
2 2 2 2

Ax =

Sin(&h +&)2)

~ o= e = 1~ =

AE sin®1 +—Ag sin®2 +—Afg sin D

Av = 2 2
X = — P
sin(<I>1 +CD2)

Ks = KE sifla)l:rxi sin @- (5.6)

sm(q)l +CDz)
bulunur.

(5.6) ifadesinde El ve ?1 dual noktalari, ayn1 kapali egrisini bir parametre farkiyla

cizerler, bunun i¢in KEI = KE almabilir. O halde

/N\)? _sin &)1 +sin CT)z
AE  sin (&31 + D, )

(5.7)

elde edilir. )z(:i(t) ve 1:?1 :E(t) kapal1 regle yiizeylerinin dual acilim agilar

arasindaki bu bagintidan artik su teoremi verilebiliriz.

Teorem 5.1. (Holditch Teoremi) ® = sabit uzunluklu dual yay pargasinin ug

noktalari, bir ()N( ) dual kiiresel egrisi (veya es alanl iki dual kiiresel kapali egri)

tizerinde K/K' hareketini yapsin. Bu takdirde dual yay parcasi iizerinde tespit

edilmis bir X dual noktas tarafindan gizilen kapali regle ylizeyin dual ag¢ilim agisi;
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()~( ) kapal1 egrisine (veya esalanl iki dual kiiresel egriye) karsilik gelen kapali regle

ylizeyin dual agilim agis1 ve = CE + (5; sabit dual ag¢is1 yardimryla belirtilebilir.

(5.7) ifadesindeki oran K' kiiresi iizerindeki (E ) egrisine bagl degildir, sadece

—

EIE dual yay pargasi ilizerindeki X dual noktasmin segimine baghdir. K/K' 1-

parametreli kapali dual kiiresel hareketinde, ® =sabit uzunluklu bir dual yay
parcasinin, tespit edilmis bir X dual noktasinin K' de cizdigi kapali regle ylizeyin

dual acilim agist ile, bu dual yayin u¢ noktalarinin ¢izdigi, (f( ) dual egrisine karsilik

gelen regle yilizeyin dual agilim agisinin oran1 K/K' 1-parametreli kapali dual

kiiresel hareketinden bagimsizdir.

Bu, diizlemsel kinematigin Holditch Teoreminin K/K' 1-parametreli kapali dual

kiiresel harekete bir genellemesidir.
E. Study dontistimii kullanilarak (5.7) ifadesinin reel ve dual kisimlar1 hesaplanirsa:

A, _sing, +sing,

X

A sin @

€

(5.8)

; Ap cosp+L, (sing, +sing,)-4, (gol COS @, — @, €OS (pz)

X

sin @
elde edilir.

(5.8) in birinci kismi, diizlemsel kinematigin Holditch Teoreminin H/H' 1-

parametreli kapali uzay hareketine bir genellemesidir. Bundan bagka, son

formiillerden yararlanilarak [3, 9, 10, 22] deki sonuglar elde edilebilir.

Simdi dual alan vektoriinti hesap edelim.
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K/K'1-parametreli hareketinde K kiiresi tizerinde keyfi bir sabit X dual noktasinim
K' dual kiiresi lizerinde ¢izdigi kapali dual bir egri ()N( ) olsun. Tanim 3.12 den ()N( )

dual egrisinin dual alan vektorii
A, =$X ndX (5.9)

X

ile verilir. (4.12), (4.13) denklemlerinden ve Teorem 4.7 den

(5.10)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2. K/K' 1-parametreli hareketinde K kiiresi iizerinde keyfi sabit bir X

noktasinin K' kiiresi iizerinde ¢izdigi kapali dual egri ()~( ) olsun. X noktasinin

gizdigi A alan vektorii

A =S+A_X (5.11)

ile hesaplanabilir.

(5.11) denklemlerinden
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:<$S>+AX<SH¥>+AX<AQS>+A§
2 =
f

2 =
F

2 ~ ~ ~
~A2 AL A2 (5.12)

z

= 2 ~
A;( —/\)2

elde edilir.

Simdi dual acilim agisiyla dual Steiner vektorii arasindaki bagintiy1 bulalim.

(5.11) ifadesi ile Steiner vektoriiniin i¢ ¢carpimi alinarak

= N = , 5.13)
<A)~(,S>=<S,S>+AX<S,X> & =S =HS ~-A%
X
oldugundan
~ ~ ~ =[?
_Aily A, +A;22HS (5.14)
elde edilir. Burada A i Z[X / ;lX dogrusunun olusturdugu regle yiizeyin dual

acilim acisidir.

Son olarak (5.13) ve (5.14) denklemlerinden
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2

Ry =] R A2 4R[S (5.15)
bulunur. Ayrica,
A, =§PrdP
- TDA(@TB)
(5.16)

oldugundan K/K' 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketinin hareketli (ﬁ) pol

egrisinin dual alan vektorii sifir vektoriidiir.

Eger pol vektorii igin (5.14) de )2( :Iz’, (“TJH =1) oldugu kabul edilirse, (5.13) ve

(5.16) dan hareketin pol vektoriiniin olusturdugu regle yiizeyin agilim agis1

2

-A; 4,

+A; =HS

(5.17)
s.oefd

olarak elde edilir.

Ote yandan, A o= —<§,§> oldugundan, hareketin Steiner vektoriiniin olusturdugu

regle ylizeyin acilim agis1
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~ 5 = -
A=—(=r,8 :—HSH (5.18)

bulunur.
O halde (5.17) ve (5.18) den, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.3. Bir uzay hareketinde A 5 Ve A ¢ agihm uzunluklari ve hareketin Steiner

vektoriniin normu arasinda

~ ~ =2
A=A :HS (5.19)
bagmtilart vardir.
§ ve ZX vektorleri arasindaki dual ag1 O=0+¢0 ise
<A)~(,S> :HAXHHS cos® (5.20)

yazilabilir.
Ote yandan (5.11) deki ZX alan vektrinin S ile i¢ carpim alinirsa

<AX,S>:<S,S>+<AXX,S>

:’2 ~ _— =
[+, (% 5)

=2 ~,
s

bulunur ve (5.12) ifadesinden
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X

Z(HE

5 12
A2
_ ij

oldugu kullanilirsa

(5.21)

elde edilir.

Teorem 4.7 den X ve S vektorleri arasindaki act = g?)+g(;* ise

{F3)- i

cos @ (5.22)

yazilabilir.

(5.22) ifadesi (5.21) ifadesinde yerine yazilarak

,-_\.72 =
R
cos® =

2
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=+1-cos’ ® (5.23)

cos® =sin @
elde edilir.
Boylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.4. K/K' 1-parametreli hareketinde hareketin dual Steiner vektorii sabit

kalmak kosuluyla bir X dual birim vektrii ile bu vektoriin le dual alan vektorii

yer degistirebilir.

(5.23) ifadesinin reel ve dual kisimlar1 hesaplanirsa

O+c0 +p+ep :%
olacagindan

@ =§ 0, ¢ =-0 (5.24)
bulunur.

E. Study donilisiimii uygulanarak, asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 5.5. H/H' 1-parametreli kapali uzay hareketinde, yonlii dogru ve bu yonlii

dogrunun alan vektorii boyunca olan dogru, hareketin Steiner vektoriinden en kisa

uzakliga esittir, ve Steiner vektorl ile bu dogrular arasindaki agilar tiimler agilardir
[18].

5.2. Blaschke Catisi

K/K' 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketinde, hareketli dual ortonormal

sistemini Ozel olarak,

E1:E1

~

E2=+ (5.25)
E,

E,=E nE,

seklinde segebiliriz. Bu harekette, E: dual birim vektoriiniin kiire lizerinde ¢izdigi,
t e R parametresine gore diferensiyellenebilir kapali egriye, cizgiler uzayinda eT

yonlii dogrusunun ¢izdigi (el)-kapah regle ylizeyi karsilik gelir. Diger taraftan

E, E,E birim dual vektorlerinin, ¢izgiler uzayindaki E. STUDY resmi olan

eT, g, a yonlii dogrulari (e, )-kapali regle yiizeyinin striksiyon noktasinda kesisirler.

Oyleki, g, e? yonlii dogrular1 kapali regle ylizeyin striksiyon noktasindaki, sirasiyla,

normal ve teget dogrultulardir (Sekil 5.2).
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Sekil 5.2. Blaschke Catist

Simdi {i¢ Evk , 1<k<3 dual vektoriiniin E, tilirevlerini Evk lar cinsinden lineer

olarak
3 - = - 7—:’.} =
E = Z a,E, a,={E,E, (5.26)

seklinde yazalim.

S, 1<ki<3 (5.27)

(£7)

bagintilarindan tiirev alarak

<E’E> +<E_Vk”§’> = dkl + dlk =0 (5.28)

cikar. Boylece [&k,] matrisinin anti-simetrik oldugu goriiliir. Su halde (5.26) denklem

sistemi
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E, =anEs—ayE, (5.29)

(5.30)

dir. Boylece a,, = P, a,, =0 olup geriye

0,y = <55> (531)

iin hesaplanmasi kalir.

+E, ‘— (5.32)

(5.33)

olmasi dolayisiyla, a,, yerine é konursa
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[EEE] [EEE]
O = (5.34)

Q= 2 = . .
E;; <E1’E1>

ifadesi elde edilir. Boylece tiirev denlekemlerimiz nihayet

L =PE,, P=|E|=
| EEE
E,=-0QE,, Q== (5.35)
(£.E)
seklini alir. Bu denklemler reel ve dual pargalara ayrilirsa
¢ =+pe,,
e, =—pe +qe;, (5.36)
a =—qé,,
ve
e =+p'e,+ pe;
e, =—p'e+q e~ pe +qe;, (5.37)

* * *
6 =—q¢—4g¢,

denklem sistemleri bulunur.
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Ote yandan, Steiner vektorii

S=(§0)E +(§P)E. =-A, E,-A, E, (538)

—_

olacaktir. Burada A, ve A, swasiyla, E =E(t) ve E,=E|(t) regle

E;°

ylizeylerinin dual agilaridir.

Hareketli Blaschke ¢atisinin ikinci ekseninin ¢izdigi dual kiiresel alan incelendiginde

(5.38) denkleminden su elde edilir: E ekseninin olusturdugu kapali regle ylizeylerin

dual acilim agis1 her zaman sifirdir. Bu nedenle, Teorem 4.8 den asagidaki teorem

elde edilir:

Teorem 5.6. Blaschke c¢atisinin 1-parametreli kapali dual kiiresel haraketinde, ikinci
eksenin ¢izdigi dual alan vektorii, hareketin Steiner vektdriine paraleldir. Bundan
baska, ikinci eksenin kiiresel gostergesi birim kiiresel ylizey alanini iki es parcaya

boler, yani f, =2z olur.

(5.38) ifadesinin, sirasiyla E,E,? ile i¢ carpimi alinirsa

<Ef§> - A (5.39)

(33)-

2
_ X2, %2
=ApT AL

elde edilir.

(5.15) ve (5.39) ifadelerinden
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AZ}JFAi? =Af;_l+A253 (5.40)
bulunur.

,)N(,Evl ve E,

—

Ay

Bu denklemin reel ve dual kisimlar1 hesaplanirsa ZX /

dogrularinin olusturdugu regle ylizeylerin a¢ilim agis1 ve acilim uzunlugu arasinda

asagidaki bagintilar elde edilir:

Ao + A= AL+ AL
' (5.41)
AL, +AL =4, L, +4,L,

(5.11) ve (5.38) ifadelerinin yardimiyla E, E, E dogrularinin dual alan vektorleri

A; =-A, E,
4; =S (5.42)
Ay =-AE,

olarak bulunur.

Teorem 4.7 bu esitliklere uygulanarak

A;IEl =iAE3, A/-IE2 =+ A12§1+A12§3’ AI:IE3 =iAE| (543)
elde edilir. O halde
AL =AL+AL (5.44)

bulunur.
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Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.7. K/K' 1-parametreli hareketinde (5.42) ve (5.44) denklemleri Blaschke

catisinin dogrularinin olusturdugu kapali regle yiizeylerin integral invaryantlar ile
Blaschke catisinin  alan vektorlerinin  olusturdugu regle ylizeylerin integral

invaryantlar1 benzerdir.

K/K' hareketinde herhangi farkli iki X #Y sabit noktalar: icin )2( dogrusu K’
kiiresi tizerinde kapali bir ()~( ) egrisi ¢izerken, yondes XeH dogrusu H'
kiiresinde kapali bir regle yiizey olusturacaktir. O halde, 20 , = <ax,e> denkleminden

dolay1 Y dogrultusundaki ()~( ) egrisinin izdiislim alani

(5.45)

olur. Burada A=5+&5 i, ? ve ):’ dual birim vektorleri arasindaki dual acidir.

(5.45) ifadesindeki Z 17 ()~( ) # (f’ ) kapali regle yiizeylerinin dual agilim agisina

gore verilir, bu nedenle ylizeyin bir invaryantidir. Ayrica (5.45)

Xy

denkleminden

2255 = Z(UM +5O';)2)
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_ §,7?>+[\f <?§> (5.46)

elde edilir.

Boylece (5.45) ve (5.46) denklemlerinden

2(1122?;2_]\?2;2?):[\2?—]\? (5.47)
elde edilir.

K/K' hareketinde X dogrultusundaki ()N( ) egrisinin izdiislim alani
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(5.48)

dir.

Benzer sekilde, hareketin Steiner vektorii dogrultusunda ()N( ) egrisinin izdiislim alani

22 5= 2(05(5 +‘90:25)

- =(3.5)+ A, (X.5) (5.49)

dir.

Ayrica ?] eksenlerinin dogrultusunda Blaschke catisinin EI eksenlerinin izdiigim

alanlar asagidaki gibi bulunur:
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:<S+AEI_E,.,EJ>
~(3.E)+4, (E.E)
(5.50)
= —AE/ +AE,. <E1,Ej>
ya da kapal1 formda
5 0, i=j
2 . =3 % . (5.51)
EE; _AEJ.’ U
olur.
Ornek 5.8.
K/K' 1-parametreli dual kiiresel hareketinde
(€)= {7(‘ <§f> — sabit, X e K} (5.52)
K" kiiresi lizerinde dual bir egri olsun. Bu nedenle, ? dual birim vektori
)Z(:cos@f’—i—sin@cos@f‘—i—sin@sin&)f (5.53)

olarak yazilabilir. Burada

O=0+c0" ve D=p+ep

dual agilardir,

0=c (Sabit) ve 8 =c, (reel sabit)
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olur.

Bu nedenle, (5.53) denkleminin ¢ ve ¢ olmak iizere sadece iki reel parametresi
vardir. A, H/H' hareketinin agilimini ve ¢ hareketin parametresini gdostermek

iizere ¢ = he alinirsa, (5.53) denklemi H ' uzayinda bir regle yiizey ifade eder.

Boylece, X = ?((7)) regle ylizeyinin Blaschke ¢atisi

1771 ((;) = (cos (5, sin © cos 613, sin ®sin 515)

E, ()= :(0,—sindN>,cost))

E,(p)=E xE, = (sin ©,-c0s O cos D, —cos Osin &)) (5.54)
olarak bulunur.
(5.30) ve (5.34) denklemleri goz
73:(1+gh)sin@) ve @:(1+8h)cos(§ (5.55)
elde edilir.

Sonug olarak, (5.38) denkleminden dual Steiner vektorii
§:—27z(1+8h)(c0s(:)§1+sin (?)EZN:) (5.56)

olacaktir.



(5.11) formiiliine gore alan vektorleri

4

y

y

olarak elde edilir.

; =—2m(l+eh)sin @)E
=27 (1+¢h)cos @E

Ey

Ey

. =2z (1+ gh)(cos @E +sin @E)

Ayrica (5.42)-(5.44) denklemlerine

A

A

ag

:/N\ES :2ﬂ(1+5h)sin@

4

:/~\El :2ﬂ(1+3h)cos@)

E3

ifadeleri karsilik gelir.

Son olarak izdiisiim alanlar1
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(5.57)

(5.58)

ZEIEZ 225352 =0, ZEZE] ZZEJ] :_”(H“:h)COSé

25153 225253 =—7r(1+5h)sin(:)

olarak elde edilir.

(5.59)
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Ornek 5.9.

K/K' 1-parametreli dual kiiresel hareketinde
(6):{?‘ <§,f'>=sabn,?e1<} (5.60)

K' kiiresi lizerinde dual bir egri olsun. Bu nedenle, X dual birim vektorii

—

)N(:sin(:)ac'ﬁtcos@)cos&)?;#cos@)sin&)?;' (5.61)
olarak yazilabilir. Burada
©=0+c0" ve © =p+ep
dual agilardir,
0=c (Sabit) ve 0" =c, (reelsabit)
olur.

Bu nedenle, (5.61) denkleminin ¢ ve ¢ olmak iizere sadece iki reel parametresi
vardir. h, H/H' hareketinin agilmimi ve ¢ hareketin parametresini gostermek

iizere ¢ = he alinirsa, (5.61) denklemi H' uzayinda bir regle yiizey ifade eder.

—  —

Boylece, X =X ((}) regle ylizeyinin Blaschke ¢atisi

1771 ((;) = (sin @,cos@cos (5, cos @sin 615)
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E,(p)=1"r= (O,—sin @, cos EIV))
E,
E((/)):Exi:(cos@),sin(:)cos&),—sin(:)sin&)) (5.62)

olarak bulunur.

(5.30) ve (5.34) denklemleri g6z Oniine alinirsa
IN’=(1+€h)cos@ ve @:(1+8h)sin€) (5.63)

elde edilir.

Sonug olarak, (5.38) denklemlerinden dual Steiner vektorii
§ =27 (1+2h)(sinOF +cosOF, | (5.64)

olacaktir.

(5.11) formiiliine goére alan vektdrleri

;151 =27 (1+¢h)cos @)E

A; =-27(1+¢h)sin®F,

E;

;152 =—27r(1+gh)(sin&:)§1+cos@§3) (5.65)

olarak elde edilir.
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Ayrica, (5.42)-(5.44) denklemlerine

A :AE, =27 (1+¢&h)cos ®

A, =A, =2z(1+¢&h)sin®
Ay =A; =2z(1+eh), A, =0 (5.66)

ifadeleri karsilik gelir.

Son olarak izdiigiim alanlar1
Z BE Z EE 0, Z BE = Z BB = —7r(1+eh)sin@)

25153 225253 =—7z(1+gh)cos@) (5.67)

olarak elde edilir.



BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada, 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketler ele alindi. Hareketin dual
Pfaff vektorii, dual Steiner vektorii ve dual pol noktalar: tanimlandi. @ dual agihm

agisinin d® diferensiyel degisimleri hareketin 1-formlar1 cinsinden hesaplandi. Bir
kapali regle yiizeyin dual integral invaryanti olan dual agilim agis1 ele alindi.
Hareketli bir sisteme bagli birim dual vektoriin ¢izdigi kapali regle ylizeyin dual
acilim acisinin, dual Steiner vektorii ile iligkisi irdelendi. Kapali regle yiizeyin reel
integral invaryantlart sayesinde dual acgilim agisinin, kapali regle yiizeyin dual

integral invaryant oldugu incelendi.

Ayrica, diizlemsel hareketler i¢in iyi bilinen Holditch Teoremi 1-parametreli kapali

dual kiiresel hareketler ele alinarak genellestirildi. K' sabit birim dual kiiresi

iizerinde diferensiyellenebilir bir ()N( ) kapali dual egrisi alinarak, K hareketli dual

—

kiiresinin biiyiik bir dairesi lizerinde ® = sabit uzunluklu E E dual yay pargasinin,

~

E, ve E uc noktalari ()N( ) kapal1 dual egrisi iizerinde hareket ettirildi. Boylece bir

K/K' l-parametreli kapali dual kiiresel hareket tanimlandi. Bu dual kiiresel

harekette sirastyla, ()7 ),E] ve E dual noktalarinin ¢izdikleri kapali regle

ylizeylerin dual agilim agilar1 hesaplandi. ):(:):((t) ve E:E(t) kapali regle

ylizeylerinin dual agilim agilar1 arasinda bir oran belirlendi. Bu oranin, K' sabit

birim dual kiiresi lizerindeki ()N( ) egrisinden bagimsiz, sadece El El dual yay pargasi

iizerindeki X dual noktasinin se¢imine bagli olduguna deginildi. Boylece diizlemsel
kinematigin Holditch Teoremi I-parametreli kapali dual kiiresel harekete

genellestirildi.
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Diger taraftan, kapali dual kiiresel egrilerin dual alan vektorii tanimlandi. Bu dual
alan vektori ile sirasiyla, dual agilim agis1 ve dual Steiner vektorii arasindaki baginti
elde edildi. 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketin dual pol egrisinin dual alan
vektoriiniin sifir vektorii oldugu gosterildi. Hareketin, sirasiyla, dual pol vektoriiniin

ve dual Steiner vektoriiniin olusturdugu regle yiizeylerin dual agilim agilart ele alindt.

A 5 Ve 1~\§ dual a¢ilim uzunluklar1 ve hareketin dual Steiner vektoriiniin normu

arasindaki bagmti bulundu. K/K' 1-parametreli hareketinde dual Steiner vektorii ile

bir X dual birim vektorii ve bu vektdriin ZX dual alan vektorli arasindaki agilarin

ttimler oldugu gosterildi.

Ote yandan, Blaschke catisinin 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketi ele alindi.

Bu hareketin Steiner vektorii tanimlandi. Blaschke ¢atisinin El ve E: dogrularinin

i

arasindaki baginti ele alindi. K/K' 1-parametreli kapali dual kiiresel hareketinde

Ag| alan vektoriiniin olusturdugu regle yiizeylerin dual agilim agilar

izdiisiim alanlar1 incelendi.
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