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OZET

Anabhtar kelimeler: KdV denklemi , Soliton , Korunum Kanunlari

Bu calisma su dalgalari, plazma fizigi, esnek ¢ubuk gibi fiziksel sistemlerin
caligmalarinda ortaya ¢ikmis bir lineer olmayan kismi tiirevli diffarensiyel denklem
olan Korteweg de Vires (KdV) denklemi {izerine yapilmustir.

KdV denkleminin ortaya ¢ikisi ,ilk olarak 1884 yilinda Iskogyali miihendis J.Scott
Russel tarafindan fark edilen soliton dalgalarla baglar. Russell’in kesfinden 60 yil
sonra Alman matematik¢i Korteweg ve 6grencisi de Vires , soliton dalga ¢éziimlerini
bularak , gliniimiizde KdV denklemi olarak bilinen denklemi ortaya koymuslardir.

Fiziksel uygulamalardan kaynaklanan kismi tiirevli denklemler konusundaki detayl
caligmalar 1iyi gelistirilmis bir konu degildir. Gergektende bu gibi denklemlerin
cogunun ¢ézlimleri hakkinda az kaliteli ve az detayli nicel bilgiler bilinmektedir. Bu
ylizden 6zel denklemler iizerinde ¢alismak ve onlardan miimkiin oldugunca kaliteli
ve nicel bilgiler ¢cikarmak ve elde edilen sonuglardan genelleme yapabilmeye sebep
olmak {imidiyle KdV denkleminin birka¢ bashgi i¢in detayli bir ¢alisma yapmaya
girigilmistir.

Bu calismanin KdV denklemi hakkinda son yillarda yapilan calismalar ve elde
edilen sonuglar iizerine bir anket ¢alismasi gibi olmasi hedeflenmistir. Tarihsel
gelisimle birlikte , calismalar ve sonuclar ve nasil elde edildigi incelenmeye
calistimistir.  Daha sonra ise denklemin bir soliton i¢in  ¢Oziimii
doniisiimii ile baglayarak elde edilmeye c¢alisilmistir. Sonrada KdV denkleminin 6zel
oneme sahip 6zelliklerinden biri olan sonsuz sayida korunum kanununa sahip olusu
incelenmistir. Bu calismada bu korunum kanunlarindan birkac1 ele alinmis ve
bununla ilgili bir teorem ve teoremin Gardner tarafindan yapilan ispati tiim
adimlartyla birlikte sunulmustur.

Sonraki boliimde denklemin periyodik ve tek soliton ¢Oziimii bulma adimlari

gosterilmis ve son bolimde de KdV denkleminin baslangic deger probleminin
¢cozliimiiniin tekligi de ispatlanarak ¢ikartilmistir.
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A STUDY ON KORTEWEG -de VRIES EQUATION

SUMMARY

Key Words: KdV Equation, Soliton , Conservation Laws ,

This study is performed on Korteweg — de Vries equation (KdV) which is a nonlinear
partial differential equation arising in the work of a number of different physical
systems , water waves , plasma physics , anharmonic lattices and elastic rods. First
appearance of KdV equation starts with John Scott Russell in 1884 by notice of
solitary waves. After 60 years from Russell , German mathematician Korteweg and
his student de Vries found soliton solution of the equation and introduce KdV
equation.

The detailed study of nonlinear partial differential equations arising in physical
applications is not well-developed subject. Indeed , for many such equations , little
qualitative and detailed information is known about their solutions . And also
questions of existence , unigeness and stability remained unanswered as well With
this philosophy in mind we embarked on detailed study on some topic of KdV
equation.

This study is devoted to a survey of some results of these studies carried out
recently for KdV equation . Later , one soliton solution of the equation is tried to
get from starting some transformation .Another property of the KdV eqution of
special significiance is the existence of an infinite number of conservation laws is
examined. Some of laws are discussed and a theorem about the subject and one of
the known proof of Gardner is introduced.

Later derivation of Kdv equation is studied in detailed physical perspective , using
vector calculus etc. Finally , periodic and single soliton solutions is discussed and
then the unigeness of solution of the initial value problem fort he KdV equation is
proved .



BOLUM 1. KORTEWEG - de VRIES (KdV) DENKLEMI

Korteweg — de Vries (KdV) denklemi su dalgalari, plazma fizigi, harmonik olmayan
kafes, esnek ¢ubuk gibi fiziksel sistemlerin c¢aligmalarinda ortaya ¢ikmis bir

lineer olmayan kismi tiirevli difarensiyel denklemdir.

KdV denklemi kiiciik fakat sonlu genislikte dagitici dalgalarin uzun vadeli
olusumlarini tanimlar. Denklemin ve c¢o6zlimlerinin 6zellikleri hakkinda yapilan
detayli calismalar sayesinde solitonlarin igerigi ortaya c¢ikartilmig ve baslangig
deger probleminin tam ¢oziim yoOntemi ters sagilim teorisi kullanilarak

gelistirilmistir.

KdV denkleminin ortaya ¢ikisi , ilk olarak 1834 yilinda iskogyali miihendis
J.Scott Russell tarafindan fark edilen soliton dalgalarla baslar. Russel soliton

dalgay1 (solitary dalga) ilk kesfedisini kendi sozleriyle sdyle ifade eder:

“Ben dar bir kanaldan ge¢mekte olan ve iki beygir giicliyle giden bir botun
hareketini gozliiyordum. Aniden bot durdu. Kanaldaki hareketli su kiitlesinin
durmadigin1 gérdiim. Bu su kiitlesi botun u¢ kismi tarafinda birikti ve sonra da
aniden arka tarafa dogru yayilmaya basladi. Ve biiyiikk bir hizla tek bagina bir
dalganin One tarafa dogru geldigini fark ettim. Bu su kiitlesinin hizinin
azalmadan ve seklini kaybetmeden ilerlemeye devam ettigini gozlemledim. Atin
sirtinda olmama ragmen onu takip ettim , yetistiZimde ise 8-9 mil hizla
ilerledigini fark ettim . Ancak 1-2 mil sonra kanalin doniisiinde kaybettim” [1].
Russell 1834 yili Agustos ayinda yaptigr bu gozlemden sonra bu dalgaya “biiyiik
translasyon dalgas1” ismini vermistir. Russell 1844’ de “Report on waves” bildirisin

de solitary dalganin 6nemini vurgulamis olmasi dikkat ¢ekicidir.



Soliton seklini ve hizim1 yitirmeden ilerleyebilen ve carpisma aninda ve
sonrasinda kendilerine ait oOzelliklerini koruyabilen lineer olmayan dalgalardir.
Rusell su dalgalarinin 6nemine hayatt boyunca inanmis bir bilim adamiydi.
Russell bunlarin nesne parcacigr Ozeliklerinden dolay1 kendilerine ait dinamizme
sahip olduklarint diigliniiyordu. Bilim adamlart O’ndan onlarca yil sonra
dalgalarin farkli 6zeliklerini kesfedebilmis, yayilis ve birbirinden gegis 0Ozelliklerini
fark edebilmislerdir. Nitekim Russell’dan sonra 1847 de Stokes ve 1872 de

Boussinesq gibi bir ¢ok matematik¢i bu dalgalardan bahsetmistir.

Russell dalga hizinin dalganin genisligine bagli oldugunu sdylemistir ki bu ¢ok
onemli bir olgudur. Ciinkii bu ifade dalga denkleminin lineer olmadiginin bir
gostergesidir. Bilim adamlar1 da lineer olmayan o6zelliginden dolay1 bu dalgalar
soliton olarak adlandirmiglardir. Nihayet Russell’in kesfinden 60 yil sonra 1895
yilinda s1g sulardaki solitary dalgalarin  profilini  gozlemleyen ve konu
hakkindaki ilk teorik c¢alismalar1 yapan  Alman matematik¢i Korteweg ve
Ogrencisi de Vries olmustur. Korteweg ve deVries si1g sulardaki tek yonde ilerleyen
dalgalarin olusumuna dair bir denklem ortaya koymuslardir. Bu denklemin soliton
dalga ¢6ziimleri bulunmus , giiniimiizde KdV denklemi olarak bilinen

U (x,t) + 6 u(x,t) u, + U, (x,t) =0 (1.1)

XXX

denklemi ortaya c¢ikarilmistir. Aslinda onlarin c¢alismalarinin ilk ve Onemli bir

on 3@@ 1, 2 1 &%
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model denkleminin tiiretilmesidir (bir boyutta ve zamanda). Burada 7 denge seviyesi

sonucu da ;

L nin istiindeki yiizey yliksekligi, o sivinin tek bicimli hareketiyle ilgili kiiciik bir
sabit, g yer cekimi sabiti olmak iizere, o=L"/3-TL/pg dir. T yiizey kilcal
gerilimi , p yogunluktur. Bu denklem dikdortgensel kesitli bir kanaldaki uzun su

dalgalarmin olusumunu tanimlar. Bu denklemin yardimiyla, siniisoid dalgalarin

ilerlerken daha dik hale gelmesine ragmen, diger tip dalgalarin farkli sekilde



davranabilecegini gostermislerdir. Cnoidal dalga adi verilen yeni bir uzun duragan

dalga tipi 6zel durumu incelemislerdir.

KdV denkleminin bu ilk tiiretiminden sonra , 1960’ lara varmadan Gardner ve
Morikawa [2] tarafindan c¢arpismasiz hidro- magnetik dalgalar {izerine model
denklemin yeni bir uygulamasi bulundu. Bu kesif ¢ok siirprizdi ¢iinkii genelde
KdV denklemi, kiiciik fakat sonlu genlikteki dalgalarin dogrusal olmayan dagitic
ortamlardaki tek yonlii dagilimlarii agiklamaktaydi. 1960’ lardan giiniimiize
denklemin bir¢ok uygulamasi bulunmustur. Kruskal [3] ve Zabusky [4] KdV
denkleminin esit kiitlelerle birlestirilmis dogrusal olmayan yaylarda ve tek
boyutlu kafesteki (buna Fermi-Pasta-Ulam problemi denir) uzunlamasina dagilimin

yonlendirdigini gostermislerdir.

Plasma fizigine olan diger uygulamalarini Berezin ve Karpman [6] , soguk
plazmadaki iyon akustik dalgalar c¢aligmalariyla Washimi ile Taniuti [7]
gostermislerdir. Winjgarden [8] ise sivi gaz kabarcigi karsimin da basing
dalgalarin1 tanimladigimni bulmustur. Naraboli [9] de denklemin esnek ¢ubuklardaki
dalgalarim1 ~ yoOnettigini  gostermistir.  Shen [10] 1{ic  boyutlu su dalgalar
calismasinda KdV denklemini tiiretilmesini yapmis ve Leibovich de bir tiip
boyunca donerek akan sivinin eksensel hiz bilesenini tanimladigini géstermistir.
Su ve Gardner ile Taniuti ve Wei de, bunun gesitli genel denklem simiflarindan

ortaya ¢iktigini géstermislerdir.

Suras1 agik¢a bellidir ki, bilimin katilar , sivilar, gazlar ve plazmalar ile alakal
cesitli caligma alanlarindan kaynaklanan bu uygulama bollugu KdV denklemi
lizerine yapilan kapsamli ¢calismalarin ne kadar isabetli oldugunu fazlasiyla hakl
cikarmaktadir. Bununla birlikte, dikkate degerdir ki, denklem {izerine son zamanlar
da yapilan yogun g¢alismalarin c¢ogu, oOzellikle denklemin ve ¢Oziimiiniin ilging

ozelikleri tizerine odaklanmustir.

Fiziksel uygulamalardan kaynaklanan kismi tiirevli denklemler konusundaki detayli
caligmalar iyi gelistirilmis bir konu degildir. Gergektende bu gibi denklemlerin

cogunun ¢oziimleri hakkinda az kaliteli ve az detayli nicel bilgiler bilinmektedir.



Ve ayrica varlik teklik ve tutarlilikla ilgili temel sorunlar hala cevapsiz kalmistir. Bu
ylzden 6zel denklemler iizerinde ¢alismak ve onlardan miimkiin oldugunca kaliteli
ve nicel bilgiler ¢cikarmak ve elde edilen sonuglardan genelleme yapabilmeye sebep
olmak timidiyle KdV denkleminin birka¢ bashigi i¢in detayli bir calisma yapmaya

girigilmistir.

Bu calismanin yukaridaki bilgilere ilave olarak (1.1) ile ifade edilen KdV
denklemi hakkinda son yillarda yapilan c¢alismalar ve elde edilen sonuglar iizerine
bir anket ¢alismas1 gibi olmasi hedeflenmistir. Tarihsel gelisimle birlikte , calismalar
ve sonuglar ve nasil elde edildigi incelenmeye c¢alisilmistir. KdV ~ denklemini

asagidaki sekilde tekrar yazilirsa;
u, +uu, +u,, =0 (1.3)

Denklemdeki fiziksel bazi sabitleri elimine edebilmek igin bagimli ve bagimsiz

degiskenleri asagidaki gibi tekrar Ol¢eklendirilirse ;

t':l it, X'=_i u:_ln_la
2\ Lo

(1.2) denkleminden (1.3) denkleminin elde edilisi yukaridaki  doniisiimii ile

baslayarak ayrintili gosterilecektir:

2

a  2VLox | 2 3 30 o
| —
A
L TL
oc=— - —
3 p9
1 g X 1 1 .
t'=—-,/—t , X =-—, U= ——n——a  doniislimlerini yapilirsa
2 Lo Jo 2773 ’ Y

n = -2 +%a) elde edilir.



Simdi gerekli olan terimler ¢ikartalirsa:

=—[—U, ise

no= =L u, dir. elde edilir (*)
Lo

(1.2) denkleminde parantez i¢cindeki ifadeleri pargalayarak ayr1 ayr1 bulunacaktir :

1.2,
S

A

1 2
—n + —a
77(277 3 )

= —2u—ga 1 —2u—za +ga
3 20 3 3

= (—2)(u +laj _—u —la +ga}
3 L 3 3

1 4 a
=2U+=a) ——a(u—-—=
( 3 ) 3 ( 3)

Simdi (1.2) denklemine gore yukaridaki ifadenin tiirevi alinmasi gerektiginden:

ﬁlq%aJ
oxl 2 T3

0 1 , 4 a. ) dx'
=—|2U+-a) ——au+=) |-—
8X'( ( +3a) 3a( +3)] dx

1 4 -1
|:4(U +§O().Ux,—§ OCUX,:|( ﬁ )

_—4(u +%a) u,+

Jo

au elde edilir. (**)

X'

4
3Jo



2
Asagida (1.2) denkleminde gerekli olan % terim elde edilecektir:

1 dx'
= 2(u+— -
1y ( (+3a)lv ix
-1 2
=-2U,(—=)=—=U
x(\/g) \/; X
R
XX \/; X' )
(2, ] .
Jo ) dx

—iu (__1) ___2u
\/; x'x' \/; o X'X

2
% terimini (1.2) denkleminde gegen katsayisi ile ¢arpilirsa :

(*), (**) ve (***) denklemlerinden elde edilenler (1.2) denkleminde tekrar yerine

yazilirsa:

\/7 \/7 ( (u+—= a)u + 4 au,, + 2 ux,x,x.]
N 3Wo




3 -4 1 1 2
-u, = — — |U+ o — U + ——U._...
t 25[6[ %34 . N;XXXJ

U, —6UU,+ Uy =0

elde edilir ki tiirev isaretleri olan  apostrof isaretleri  kaldirilinca yani

t'=t ve X'=X yazilirsa (1.3) denklemi elde edilir.

Denklemin diger bigimlerinden (1.3) denklemini elde etmeye ilave olarak, denklemi
degismez olarak birakacak degisken doniisiimleri de vardir .x ve t sadece
tirevlerde ortaya ¢iktigr i¢in (1.3) denklemi keyfi donistiirimlere  acikca
degismezdir. Ayrica, biitiin tlirevler tek mertebeden oldugu ig¢in, x ve t nin

isaretlerini tersine c¢evirmek, denklemi degistirmez.

Ayrica, KdV denklemi Galile degismezidir (invaryantidir). Yani, (1.3) denklemi

asagidaki doniisiimle degismezdir.
1 ' 1
t'=t , X'=x-ct |, u'(x',t')zu(x,t)+gc

Burada ¢ herhangi bir sabittir.Son yillarda KdV denklemiyle ilgili pek c¢ok

sonuclar elde edilmistir.

Diger yandan, son zamanlarda kesfedilmis en biiyiileyici iistlinliiklerden biri olan
solitonlarin etkilesimi gosterilecektir ki Russell tarafindan o kritik soruyu sorana
dek farkina varilamamistir. Son zamanlarda gelistirilmis matematiksel teknikler, su
dalgalar iizerine yapilacak yogun bir calismayla bile ancak hayal edilebilecek
fiziksel problemlerin ortaya ¢ikisina sebep olacak bir sekilde sonuglar ve uzantilar

vermistir.

Bu da , matematiksel modelleme ve genel analiz tekniklerinin gelisiminin giiclinii
gostermektedir. Bu genellemelerin bazilarinin detayli hesaplamalar1 Ablowitz ve

diger baz1 matematikgilerin ¢aligmalarinda verilmistir.



KdV denklemi {izerindeki tamamlayic1 sonuglar veren diger arastirma makaleleri
de Kruskal [10] , Lax, Scott , Chu ve R.Miura [12] tarafindan verilmistir. Dalga
yayilimindan meydana ¢ikan dogrusal olmayan kismi tiirevli denklemler iizerine olan
geriye doniik bilgi ve agiklayici calismalar icin, Leibovich ve Seebass, Newell’ in

caligmalarina bakilabilir.



BOLUM 2. KdV DENKLEMININ TURETILMESI

Diizenli yer¢ekimi kuvvetine sahip bir kanaldaki ideal sikistirilamayan akigkan da
(suda) yiizey dalgalar1 gbz oniine alinmaktadir . Kanal boyunca ki koordinata x ve
buna dik olan koordinata da y denilerek ve kanalin dibinde y = 0 kabul edilir. D1s

yer¢ekimsel kuvvetin pg biiyiikliigiine sahip olsun , p sivinin sabit yogunlugu , g

yercekimi sabiti olsun. Ideal akiskanin hareketinin ana denklemleri asagidaki

sekildedir: [13]

VV=0 (2.1)

p(‘;—ﬁ (V-V)7) = —Vp— pgf (2.2)

V gradyan operatorii, Vo osvi parcaciklarinin  hizi, p sivi igindeki basing , j

y-eksenindeki birim vektordiir. Sivinin irasyonel hareketi icin curl v=0
(korunumlu kuvvet kriteri) olmasindan V= V¢ dir, burada. ¢ skaler fonksiyonu

hiz potansiyeli olarak bilinir. (2.1) denkleminden ¢ i¢in Laplace denklemi :

V-Vp =Ap =0 ise
Ap =0 (2.3)

elde edilir. ¢ fonksiyonun diizlemsel hareketi ile diger bilinmeyenler X ve Y nin

daha genel olarak ta t nin fonksiyonlaridir. Bir potansiyel akis i¢in ( yani V= Vo)
(2.2) denklemini tekrar yazilirsa : [13],[14]

N .
p[g + (V-V)VJZ - Vp-p9 ]
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oV -
WD 4 vo-v)Vp | = -Vp-pg]
8t \_V_J
Ag
O (apvp)+ 2 4 g7 =0
ot p
v[% ¥ . »p - —gj (2.4)
ot 2 p '
Buradan Cauchy- Lagrange integrali ile
op v? p
— + — + — + 0y = A1) (2.5)
2 p

elde edilir, burada A(t) keyfi integrasyon fonksiyonudur. Sivi ile hava arasindaki

ortak yiizey (araylizii) sOyle ifade edilsin :
(2.6)

fy.t) =y - nxt -h, =0

h, , stvinin derinligi ile ilgili bir sabitdir. Stvinin bagimsiz yiizeyini tanimlayacak bir

bilinmeyen 7(X,t) fonksiyonunu belirlenmek istenmektedir.
gradiyan vektoriine dogrudas olan

(2.6) yiizeyinin normal birim vektéri — Vf

vektordiir, bu sebepten .

on 2
jise |Vf|=\/1+(a;7j+0

Vi = (—8—77 , 1,0
OX
- v _on i+ ] + 0
No = = 2.7)
‘Vf| \/ on ?
1+(j +0
OX

(2.6) yiizeyi lizerindeki pargaciklarin normal sivi hiz1v,, asagidaki bigim de olur:
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V=V =(0.0,.4#)

o
oo 0 ) ox’
1+ 877)

OX

o om0
_ Ox OX oy 2.8)

()

(2.6) hareketli ylizeyinin normal hiz ;

of
_et _om 1 (2.9)
‘Vf| OX 877 2
1+(j
OX

seklinde tanimlanir.

Yiizey , akiskanin pargaciklarindan meydana geldigi icin (2.6) serbest yiizey

iizerindeki kinematik kosula gore bu iki hiz esittir. Sonug olarak,

y = n(xt) + h, igin

an

ot _ )+ ooyl se

d | VE|

o _ om0 2 210

oy ot ox ox

n(x,t) + h, serbest yiizeyin {izerindeki dinamik

denklemi elde edilir.y
kosuldan (2.6) yilizeyindeki hareket eden pargaciklara her iki yonden etki eden
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kuvvetler biiylikliik olarak esit olmalidir. Boylece , y = n(Xt) + h, yizeyi

tizerindeki yiizey gerilimi T ve ylizey lizerindeki havanin basinci p, ise

P =p, +T(f, +f (2.11)

y )

elde edilir. Bu denklemde esitligin sag tarafindaki p, haricindeki terimler ylizey
gerilim terimleridir[15]. Su gibi sivilar i¢in ylizey gerilimi ¢ok kiiciik oldugu i¢in goz
ardi edilebilir. Ayrica , sivi ylizeyindeki herhangi bir bozulma yiizey tlizerindeki
havanin da biraz hareketini gerektirir. Ancak, bu hareket den kaynaklanan havadaki
basing degisimi de goz ardi edilebilir ve havanin basincit bozulmamais ilk degeri olan

P, = sabit atmosfer basincina esit alinabilir.

(2.5) denklemindeki A(t) , asagidaki gibi yeni bir potansiyel secerek ¢ igine

absorbe edilebilecegi de gdz onilinde bulundurulmalidir.

p - [AD A = y 2.12)

v = o — AD)
A(t) den Po sabitini ayirarak ve (2.12) denkleminin ortaya kondugunu varsayarsak,

(2.5) denklemi yeniden yazilirsa ;
WLV PR gv—0 (2.13)
2 p

(2.11) denklemi kullanarak ve T ~0 alinirsa;

2 2
oy  l(oy 1( oy _
Y +2(_8xj +2£_6y] +g[n(x,t)+h,]=0 (2.14)

(2.12) denklemi sayesinde serbest yiizeyi ilizerindeki kinematik kosuldan (2.10)

denklemi:
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on v on_oy (2.15)
o ox oy

Q)|Q)
X |3

seklinde yazilabilir. Ayrica kanalin dip tarafinda vV hizinm y bileseni sifir

oldugundan :

(o)

.. 7%

y=0 icin —=0 (2.16)
oy

Boylece yukaridaki varsayimlar altinda ideal akiskanin kanaldaki hareketi

w(X,Y,t) potansiyeli i¢in Laplace denklemi

2 2
Z—f+z—“;=o (2.17)
oy

ile 0<y<n(x,t)+h, araliginda, bilinmeyen hareketli 7(X,t) igin
(2.14) —(2.16) sinir kosullar1 ile diizenlenir.

Korteweg ve deVries , kendi orijinal calismalarinda [16], (2.17) Laplace denklemini,
y de hizli yakinsak seriler bularak , w i¢in bir ¢oziim elde etmislerdir. Lord
Rayleigh’in (1876) daki bir calismasinda  kullandig1 yoOntemin aynisini
kullandiklarin1  vurgulamiglardir : S1g su teorisi , yaklasik olarak y den bagimsiz

olarak asagidaki acilimi tavsiye eder [17]:

o0

vy, = Dy () (2.18)

n=0

(2.18) denklemini (2.17) denkleminde yerine koyarak ve (2.16) denklemindeki sinir

kosullarini kullanarak :

(-1) o"F
(2n)! ox*"

f.(x,t) = fa(X1) = (2.19)
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elde edilir.( F herhangi bir fonksiyondur). Son adim (2.18) denklemini  verilen
f (x,t) ile siir kosullar1 olan (2.14) ve (2.15) denklemlerinde yerine yazmak

olacaktir.

Lineer olmadiklar1 ve y=n(x,t)+h, uygulandiklar1 igin, terimlerin boyutsuz
parametrelerdeki acilimlara gore siralanmasi gerekmektedir. Bu islem derinlik h,’la

kargilastirinca dalga boyu biiyiik ( veya kiigiik) oldugu zaman hangi terimlerin

baskin oldugunu belirlemek i¢in gerekli olacaktir.

X,Y,t,7,¢0 parametreleri yeniden diizenleyip boyutlandirilirsa :

x=2 , y=2 , t=% | 2.20
A | (2.20)
p=1 =% .21
a gla
| ve a herhangi uzunluk parametreleri, C, hiz parametresidir.
(2.14)-(2.16) denklemleri boyutsuz parametrelerle asagidaki sekilde yazilir:
oy 1 (opY lafop)
y=1+na lzerinde 77+—‘//+—a(—l// +=2 Y~ (2.22)
ot 2 \ox 2 8\ oy

y=1+na lzerinde 6_77+a8_1y8_77_l8_1//_0 (2.23)

ot ox ox Boy

. 0
y=0 iken —=0 (2.24)
oy

2 2
a—'/z’+6—‘f=0 0<y<l+an (2.25)
ox- oy
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2

Burada yakinsaklik i¢in tilda o = h— ve B = — degiskenleri lizerinden goz ardi

edilmistir.
(2.18) B nin kuvvetleri cinsinden ve (2.24) ve (2.25) denklemleri tekrar yazilarak ;

o0

_ e
v = Lo S (2.26)

(2.26) denklemi (2.22) ve (2.23) sinir kosullarinda yerine yazildiginda:

an d oF 1 30'F , 0n &°F
1+ —|(1+ — = 1+ —— (=0 2.27
[( )6)( ﬂ(6[( an) o ( arn) X o (2.27)
2 3 2 2\
+ﬁ+la ﬁ] _£(1+a77)2 a F ﬁg—a g =0 (228)
ot 2 | oX 2 axat OX OX OX

(2.27) ve (2.28) denklemlerinde «f I terimleri ¢ikarilirsa :

on d 1 &w

— + —((1+ w) - —=—8—7=20 2.29
~ aX(( an)w) 6ﬁ’ " (2.29)
ow ow on 1

— + w—+——— = 0, 2.30
a TV T 2 axzat (230)

elde edilir. Burada w = aa—F dir.
X

KdV denklemi (2.29) ve (2.30) denklemlerinden tek yonlii hareket eden dalga

ozellestirmesiyle tiiretilir. Sifirinc1 mertebe i¢in (« ve S da) bu denklemlerden

asagidaki denklemler elde edilir :

on  on
—+—=0, w= 2.31
ot ox " ( )
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Bir ¢6ziim elde etmek i¢in, « ve £ da birinci mertebeden diizeltmelerle

W=17+aA+ B + O’ + %) (2.32)

Ave B, n ye ve X - tiirevlerine baghdir. Buradan , (2.29) ve (2.30) denklemlerinden

on on oA on (68 18°n s
—+—+a| —+2n— |+ f| ————= |+ O(a” + =0 2.33
o ox “(ax ”axj Plax sac | O@ ) (233)
on on oA dn (88 18°n s
—+—+a| —+n— |+ | ————= [+ O(a”" + =0 2.34
o ox (ax U@xj Plox 250 PO ) (239)

denklemleri elde edilir.

(2.31) denkleminden dolay1 , birinci mertebeden tiim t tlirevli terimler negatif x

tiirevle degistirilebilir. O zaman denklem tutarli olur, eger

1 2 18277 .
A=—— B=—-— ise 2.35
4T 3 ox? (233)
o zaman , (2.33) ve (2.34) denklemlerinden
3
on 0, 3,01 1 g0 0w+ g2y =0 (2.36)

ot ox 2 'ox 60 ox’

elde edilir. O(ar” + %) ihmal edilerek ve u =1+ %an alarak , KdV denkleminin

normallestirilmis bic¢imi olan :

3
CCRTL - Kk (2.37)
ot OX 6 OX

denklemi elde edilir.



BOLUM 3. SOLITON

Sahildeki su dalgalarini inceledigimizde , dalgalarin tepe kisminin 6nde giden ¢ukur
kismindan daha hizli hareket ettigi gozlemleriz. Bunlar baslangicta beraber
hareket ederler. Fakat sonradan tepe kisim yiikselir ve u¢ kismi genisler ve cukur
kismin i¢ine dogru diiser ve dagilir. Ancak ilerleyis devam ettiginden dolay1 arkadan
gelen dalga Ondekini karsiladigindan her iki dalganin da sekillerini kaybetmedikleri
ve hizlarimi koruyarak ilerledikleri gozlemlenir. Bunun en iyi fark edilecegi yer
gelgit olayidir. Bu olay klasik dalgalardan fakli bir olaydir. Burada birbiri iginde
sonme durumu da vardir. Zaten KdV denklemi de lineer olmadan ilerleyen bu
dalgalarin 6zelikleri konusu hakkinda c¢alisma yapar. Bunun olmasinin sebebi de
solitonlarin kendine 06zgii partikiil yapis1 6zelliginden kaynaklanir. Soliton dalgalar
,asagida da deginecegimiz gibi, ilging bir Ozellige sahiptir. Birbirlerinin iginden

gectikleri zaman sekil ve hiz kaybina ugramazlar.

Giliniimiizde solitonlar ¢ok farkli alanlarda kullanilmaktadir. Sinyal iletimlerinde ,
gonderilen sinyalin kayba ugramaksizin ve yeterli biiyiikliikkte hedefine varmasi
onemli bir husustur.Lineer dalgalarla bu islem zor olacaktir.Ancak solitonlar
genisliklerini kaybetmeden ilerleye bilmektedirler. Binlerce km boyunca degismeden
sinyal iletimi miimkiin olabilmektedir ve carpigsalar Dbile birbirlerinden

etkilenmemektedirler. Boylece fiber optik kablolar ile her yone iletilebilmektedirler.

KdV denkleminin ilgilendigimiz ilk 6zelligi diizgiin-kararl ilerleyen dalga ¢oziimleri
olusudur. Bunlar zaten 1. boliimde, Russell in “great wave of translation” da solitary
dalga ve Cnodial dalga (Korteveg ve deVries’in siniisodial dalga genellemelerin de )

olarak bahsedilmisti. Bu diizgiin ilerleyen dalgalar

u(x,ty=U(x—ct) 3.1
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bi¢imindeki ¢6ziimlerde aranarak elde edilmistir. Soyle ki:

U :U'.%(x—ct) =—cU'

X

u, =U '.i(x—ct)=U'
dx
u :UHI

XXX
Bunlar (1.1) denkleminde yerine konulursa ;
u"-6Uu'-cu' =0

u™ -(@U+c)U' =0 (3.2)
elde edilir . (3.2) denklemi integre edilerek;

U'-@BU?+cU)=m
elde edilir, elde edilen sonu¢ 2U' ile garpilirsa ;
2UU" 6UU'- 2cUU" = 2mU"
ve denkleminde her iki tarafin integrali alinip ve asagidaki sekle doniistiiriilerek ;

4 uyy- Lauy-cdu? 2om Ly an
du du du du

(U?)—2U%-cU?-2mU =n (3.3)

Birinci mertebeden denklemi elde edilir , m ve n integrasyon sabitleridir. Son olarak

degiskenlere ayirma yontemi ile integral alarak ;

J‘ du
J2U? +cU2+mU +n

=t(X—ct) (3.4)
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elde edilir. Coziim smiflarindan biri Jakobi eliptik fonksiyon olarak yazilabilen ve
Cnodial dalgalar olarak adlandirilan , diizenli periyodik dalgalardir. Hali hazirdaki
gelismeler icindeki en ilginci solitary dalgalardir. KdV denkleminin Galilean
degismezinden dolayi, |x| sonsuza giderken , U nun sifira yaklagsacagin1 kabul edilirse ,

solitary dalgalar

u(x,t) = —%az sec’ h B a(x—x, — a%)} (3.5)

denklemiyle yazilabilirler. Burada a keyfi sabit bir parametre, X, t = 0 aninda

simetrik dalganin merkezinin yeridir. Ayrica burada, solitary dalganin saga dogru
a’ hiziyla biiyiikliigii ile orantilh olarak hareket ettigini dikkate almmaktadir.
Russell” in dedigi gibi, dalgan1 genigligi sanki hizinin bir eleman1 (&gesi) gibi
girdigi ortaya cikiyor. Onun solitary dalganin hizi i¢in elde ettigi gozlemsel

formiilii ( diizgiin hareketli fiziki degiskenler i¢inde) asagidaki gibidir:

HIz =g(L+77,,)

Burada 17 dalganin denge seviyesi L nin  lzerindeki genisiligidir.

Degiskenlerimizin yeniden boyutlandirilmasini ve Galilean doniistimiinii sivinin

diizenli hareketini da goz 6niine alarak, a’ hizina sahip yukaridaki solitary dalganm ,

birinci mertebeden /gL dalga hiz1 diizeltmesiyle yeni solitary dalga hiz denklemi :

Solitary Dalga Hizi = %nmaxw/g/L

seklinde elde edilmis olur. Russell’in da sézlerinde [1] (syf 323) ve deneysel
baglamda ifade edildigi gibi, akla su soru geliyor: Iki adet translasyon dalgasi
birbirinin i¢inden gegerse ne olur?

Bu Russel’ in sormay1 unuttugu ¢ok dnemli kritik sorudur. Bunun sebebi belki de;
Russell’in translasyon dalgasi olgusuna biiylik bir anlam vermesinden ve bunun

yiizey dalgalariin gelisimini a¢iklamadaki roliinii fark etmemiz gerektigindedir.
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Bunlara ilaveten, O bir solitary dalganin deneysel agidan miikemmel bir sekilde

iiretmenin hemen hemen imkansiz oldugunu diisiiniiyordu.

Solitary dalganin hizinin genisligine bagli olmasindan dolayi, su soruyu ortaya
atalim: Farkli genislikteki iki dalganin siiper posizyon durumunu (iist iiste gelmesi)
baslangic kosulu olarak aldigimizda, KDV denkleminin ¢6ziimiiniin olusumu

esnasinda hangi olgular ortaya ¢ikmistir?

AN N\

7

Sekil 1 : iki soliton dalganin etkilesimi

KdV denkleminin igeriginde sorulan soruyu cevaplamak icin, iki adet solitary
dalgay1 reel eksene uzun olan kisa olanin solunda olacak sekilde yerlestirdigimiz farz
ediyoruz (Sekil 1) Eger yerleri tam tersine olsaydi uzun dalganin hizindan dolay1
zaten ayrilip gideceklerdi. Bunu bir baslangi¢c kosulu olarak ele alarak , onlarin

gelisimini zaman ilerledik¢e gozlemleyelim.

Uzun Dalganin hizinin daha fazla olmasindan , sonunda kisa dalgay: yakalar , ve
bu iki dalga KdV denklemine gore dogrusal bir etkilesime ugrarlar. Bu siirpriz
sonug etkilesimden kaynaklanmaktadir ki burada sekil ve hizi tamamen korunmus
ve sadece pozisyonu hi¢ etkilesim olamayan yere gore sadece bir miktar
degisiklige ugramistir. Bu olgu Russell tarafindan deneysel olarak gozlenmistir

[1](plate 47)
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Bu olgu KdV denklemi icin ilk kez numerik olarak Zabusky ve Kruskal [11]
tarafindan Fermi — Pasta —Ulam’in dogrusal olmayan ayrik Kkiitle teline yaptiklari
stireklilik yaklagimi c¢aligmalarinda  gozlenmistir. Onlarin gozlemlerine gore, bir
siniisidal baglangi¢ profili yerel olarak solitary dalga seklinde olan bir dizi
etkilesim halindeki atimlara doniismekteydi. Buradaki kritik gézlem , atimlarin her
etkilesimden sonra kendi kimliklerini korumus gibi goriiniiyor olmasiydi. Her ne
kadar Fermi, Pasta ve Ulam [5] ayrik tel iizerinde sayisal deneyler yapsalar da
cozlimlerini hemen kendi lineer modlarina ayrigtirdilar ve dolayisiyla kendi ¢6ziim
profillerinin gelisimini gozlemlediler. Dogrusal olmayan etkilesim siirecinde
bigimlerini koruyabilmeleri ve parcaciklara benzemelerinden nedeniyle , Zabusky ve

Kruskal [11] , bu dalgalara soliton ismini verdiler.

Zabusky iki solitonun sayisal olarak tam etkilesimini gosterdi ve Lax’ da [18]
analitik ispatin1 yapmustir. N tane soliton durumunun analitik ispati; gelistirilecek
¢cOziimiin ters sacilim yontemi kullanarak yapilabilecegi ve sonrada ¢oziimiin t deki
asimptotik davranigi incelenerek yapilabilir. Daha genellestirecek olursak, KdV
denklemleri icin baslangi¢ kosullar1 solitonlarin saga olan hareketini ve titresimli

yayilim durumu da sola dogru hareketini etkilemektedir. (Sekil 2)

WX

R BN — i

Sekil 2 . Baslangi¢ kosullarinin soliton hareketini etkileyisi

Solitonun hiz1 genisligine bagli oldugu i¢in, solitonlar kendilerini en sonunda saga
dogru hareket eden ve soldan saga dogru monoton artan genlikte bir gecit halinde
sonuglandiracaklardir.Sadece  solitonlar1  kapsayan—yani  titresim  davranisi

gostermeyen bu tip ¢oziimlere saf soliton ¢oziimler yada N-soliton ¢dziimleri denir.



BOLUM 4.

KORUNUM KANUNLARI VE HAREKET ININTEGRALI:

KdV denkleminin 6zel éneme sahip birgdr 6zellgi de sonsuz sayida korunum

kanuna sahip olwdur. Korunum kanunuyla
T+ X, =0 (4.1)

yapisinda ki denklemlerden kastedilmektedir. Burdd&orunmy yogunluk ve X
akis - X , t, uveunun yiksek mertebeden turevlerinin fonksiyonlansgiden ifade
edilirler. Burada sadecd ve X in yalniz uveunun X cinsinden turevlerinin

polinomlar seklindeki korunum kanunlarindan bahsedilecekti

Eger T, her u dgeri icin bir x cinsinden turev ise, korungmyogunluk acik ve

asikardir. Bu agiklik ; ger T =F, ise ozaman
(Fo +(-F)x =0

korunum kanunu elde edebilggmizden ortaya cikar. Burada gdtaki t-tlrevleri
olusum denklemlerinin tekrarlanan kullaniminda ctikanistir.

Tarihsel acidan bakilginda , Korteweg ve de Vries (1.2) denkleminirdgum
biciminde  gbstermek icin secgtardi. Yakin gecmite, korunum kanunlart 6n
kestirimler ¢gikarmak ve hareketin integralini eketenek icin kullanimtir.

Omegin;|X - « iken X sifir ise, jT dx = sabitdir.

—00
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Buna ilaveten , sonsuz c¢okluktaki korunum kanunlavarlgi, KdV denkleminin
fiziksel bakimindan 6zel bir denklem ofgunun bir garetidir. KdV denkleminin Gg¢

korunum kanunu sagidaki gibidir:

U +(=3u” +uy ), =0 (4.2)
(u?), +(-4u+2uu, -u?), =0 *.3
(u3’+%uf)t +(——2u4+3u2u)0(—6uuxz+ uxuxxx——;uxi)x =0 (4.4)
Birinci  denklem sadece KdV denklemini toum seklinde yeniden ifade

etmektedir .

Ikinci denklem KdV denklemini 6nce2u ile carpip , korunungeklinde tekrar
yazarak elde edilngiir. Ugtincti korunum kanunu da 6n8e’-u, ile carpip sonra

tirevle uygun ayarlamalar yaparak elde edilmi (burada u; , uveu nun X

tirevlerinden yana (1.3) denklemi kullanilarakmetie edilmstir.)

Bu korunmyg yogunluklar bazi fiziksel sistemler icin kitle, momemt ve enerji

olarak yorumlanabilir. Buradaki ilk tclnin otesikde korunmuy yogunluklar
herhangi bir fiziki yoruma sahip olmagigérinmektediru=v,  yer d&isimi ile,

Kdv denklemi

B=%vxvt ‘sz‘—;szx (4.5)

Lagrangian ygunlugu ile bir varyasyonel ilkeden elde edilebilir. Yasyonel
formulasyon ile, Ustteki ¢ korunum kanunu Noetlgaremi’'nin sirasiylav,x, vet

degsismezlerinin sonsuz kicuk do&gturimleri icin yapilan uygulamasina tekabul

desismezdir ve Noether teoreminin uygulamasi burada

(xu+3tu?), + (-3xu?+ xuu,, —u, —12u’+ Guu, - 3u?) = ( (4.6)
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korunum kanunu verir ki , korunmyogunluk ve akg , acik birsekildex vet ye
baglidir. (4.4) deki tg¢linct korunum kanunu

3,1 2
3 5j(u +2u )i

u_20 (4.7)
ot ox ou

ile verilen Kdv denkleminin Hamilton formulasyonda kullanilabilir ki buradag
u

Euler yada varyasyonel) turevidir. Uygulamalarddamiltonyan sistemler olarak
ortaya c¢ikan ggu dasrusal olmayan model denklemlerin formuile edilmesini
Onemi , Zakharov, Faddeev [9], Glashka ve Newellson yillarda yaptiklar
calismalariyla inandirici  olmgur. Acik korunum kanunlarinin ttretimi — aciktir
fakat cok fazla terim iceren korumyogunluklardan dolayr usandiricidir. Whitham
[20] dogrusal olmayan datici dalga denklemleri ¢gmasina yap@ bir varyasyonel
yaklasim gelsiminde , (3.4) deki Uguncl korunum kanunyf&emistir. DOrdincu
ve beainciler ise Kruskal ve Zabusky [11] tarafindan [ denklemle alakali
¢c6zimlerin d@rusal olmayan varsayimlari hakkindaki getfilerinde bulunmstur.
Bu iki denklemin dgru-dan kiyaslanmasi ¢ok aydinlaticgtiéir. Alti tane daha acik
korunum kanunu bulunmgtur ve bunlardan sonsuz sayida @duwarsayiimaktadir.
(Miura, Gardner ve Kruskal, Zabusky [21] ).

Sonsuz sayida polinomsal korunum kanunun ganin ispati ise hemen
gerceklgemedi. Aslinda, bdyle bir ispati elde etmeden dnkerunmuy yogunluklar

icin acik operator formul elde edildi.(mevcut alduvar sayilarak) Fakat formdal
korunum kanunlarinin  vaginin ispati icin kullaniimadi.Boyle bir¢ok korunum
kanunlarin vargindan dolayl, KdV denklemi, gousal olmayan kismi tirevli
denklemler arasinda , @ir birkaci ile, seckin bir rol izler. Ber denklemleri daha
genel bir sinifta inceleyerek ne kadar 6zel olduklaelirlenmeye cagilabilir.

Ornezin; bu tiirden bir sinif

w, —6wPw, +w,,, =0, p=1,2,.. (4.8)
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ile verilmistir. Asagida daha yiuksek mertebeden turev iceren bu denklamfini
genellgtirecesiz. Bu siniftaki ilk denklem tabii ki KdV denklewhr ve ikincisi ise

modifiye edilmi Kdv denklemi denen

v, 6V, +V,, =0 (4.9)

denklemdir ve Qyle ki arasinda lineer olmayan ikakiitleli yay ile kubik kuvvetli
kompleks dgerli desisken deisimi gerektirmektedir) Bu denklem ayrica bir ¢ok
polinom korunum kanuna sahiptir ve bunlarin ilk td&orunmy yogunlugu(6z

kutlesi) gagida verilmitir.

T, =V (4.10)
T, =V (4.11)
T, =V +V2 (4.12)
T, =\° +5v2vf+%vx2X (4.13)

Bununla birlikte , (4.8) denkleminirp =3 i¢in incelenmesi sadece 3 tane korunum

kanunun kgfedilmesine sebep olngtur.

Aslinda daha acik korunum kanunlari tiretmek igapilan argtirmalar bata
usandirici bir cagma olarak bglamistir. Sonsuz tane daha var ofduvarsayimini
desteklersekilde birbiri ardindan dort ilave dahaskedildi. Diger yandan, 1966
yazinda, sadece dokuz tane polinom korunum kanuduguna dair bir soylenti
vardi.Bunun sonucu olarak, M. Miura mevcut olan mow korunum kanunu
hazirlamak icin Peterboro, Kanada yakinlarindaized bir gol kenarinda bir haftalik
tatilini harcadi. Korunmg yogunluklarin hesaplanmasi icgin bir algoritma geghidi
(Kruskal, Miura, Gardner, Zabusky) [21] ve Couramatematiksel bilimler
enstitisinden Donald Stevens AECCDC 6600 bilgisaigin 11. nci korunmg
yogunlugu baariyla hesaplayan bir bilgisayar programi getii. Bu IBM 7094 icin

Formac sembolund hidnerli bir dil olarak kullanam program olmasi agisindan
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onemli bir baariydi. Bu glem Los Alamos bilimsel laboratuarinda gercekiag ve
kullanilacak bellgi asmadan 6nce 5. korunmyogunlugu baariyla hesaplargti.

Modifiye KdV denklemlerinin korunum kanunlariningeledgimiz de anlailacasi
gibi, son u¢ denklem katerim olarak ¢ nin kuvvetlerini icerirken, gier yandan
KdV denklemlerinin korunum kanunlarin isesk&rim u nun kuvvetlerini icerirler.
Bu sebepten, korunum kanunlarini kistirirken , (4.10)denklemini ihmal edilir ve
karsilastirmay! kalan denklemler arasinda yapilirsa : $arda gagidaki Teoremle

Ozetlenebilir : Miura [34]

Teorem: Berv
Qu=v, -6V, +V,, =0 (4.14)
denkleminin bir ¢cozimu ise,
USV2+v, (4.15)
ifadesi de
Pu=u, —6uu, +u,, =0 .18)

denkleminin bir gozimudur.

Ispati:

u=Vv?+v, ifadesiniPu da yerine koydgumuzda,Pu = (2v+ai)Qv
X

elde edilir. Bu yuzdenger Qv=0 ise ,u (4.16)daki KdV denklemini §kar.

Aciklama : Sg tarafindaki eklenngioperatorden dolayr teorem modifiye KdV den
KdV vye sadece tek tarafli bir sonu¢ vermektedikdudaki déngim, Burger
denkleminin Hopf-Cole déogimiunin difizyon denklemine benzerdir. [22] Yalniz
burada her ikisini de ¢dzemgdniz bir lineer olmayan denklemden gdrine
donim vardir. Her ne kadar burada sonsuz sayida koruyasasinin vagini
ispatlama niyetimizden bariz sapmnyibi goriniyor olsak ta , yukaridaki défiin
verilen ispatin anahtaridir. Ayrica KdV denklemiriam ¢6zimu icin ters sacilim

yontemine de bir b#gangi¢ noktasi tkil etmektedir.
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ki mevcut ispat ¢ zamanli olarak Gardner ve Kruskal ile Miura [2&fafindan
bulunmutur. Bu ispat Gardner tarafindan yapgtm Gardnerin (4.15) deki dogiim
genellgtirmesi ile balayip teoremin tersinden gidelim.KdV denklemi bialEean
desismezi old@gu halde , hizli bir inceleme modifiye edignKdV’'nin bdyle
olmadgini gosterir.

Asagidaki deisken dongiumleri yapilirsa :

ot X'z xb—t,
2
1 1 L} 1
u(xt) =u'(x"t)+—, (4.17)
4e

v(x,t) = ew(x',t ')+i,
2&
Asagidaki islemleri yapilirsa Q, denklemde yerine yazilsin :
oEPus(2v+i)Qv=(2v+i)(vt—a/2v +V, ) *)
X ox oo

v, bulunursa:

cen, L dx' 1, d
A :(gw(x t )+Ejt (gw(x t )+—)X d_):+(£w(x t )+—)t d_tt

v =€WX-GZ%+EV\4-

\Y; terimleri bulunursa :

1V,

XX’VXXX

1 g‘l 1 Bdi
Vv, =(ew+-=),. +(ew+-).. =ew,. A+ 0=¢ew.,.
= 5)" dx ( £)t dx X X

Vy = EW,.
Xl

Vi = (EWG. ), B(L = EW,ioye
dx

Vi = EWyey:

Vix = EW,

XXX X'X'X'



Simdi (*) denkleminde ifadeyi acarken kullanilacaéérimler bulunursa:

0
&(vt =BV, V) =V — 12V VE = B/, + V0

3 3
Vix :(Z_EENX'+‘9V\4')X" :vax'x'+£\l\l['x'
Bulunan ifadeleri yerine yazip (*) denklemi acgé :

1.3 1 3
0=Pu= 2(£W+§)[EWX' +EW,. — 6(\N+E)2 LEw,. +5Wx'x'x}+§W e T

XX

+EW — 12£W+2—1£ ¥ - 6(W+—21£ JEW,.. + EW

X'X'X'X'

X'X'X'

=3ww,. + 22w, — 1267w + 23w, +2—i2WX-+V\4-— 6&W+2—1£ Fw,. +

F Wrgrne +2—?;WX.X. +EW W, —12(£W+—2t ZWf. - 6@W+—21£ Y oWy + EWyonone

3 3
— 2 2 2
=W (L+ 282W)+ W (1+ 262 ) @AW~ @v—2—£2+zwx.x.+

(22w ,
Wieryer = 127‘9 Wi + EWyyrx

2 2
(1+ 26 w)
+ £V\I[-WX- - 64—5
(6w - 24w+ 3),
2&2

= (1+ 28w+ 5%)% — 6w (1+ £5W 1+ W,

2
+ Wx'x'x'(l+ 2£ )+ ‘gwx'x'x'x'

gai(‘ﬁ [w+ £2w] w, +W><x><) = e{-B6(w, + 22 Ww, )W, F B(W+ £ W, +W><><><X}
X

28

={-6ew, —12e%w,* — Bevw, — 6 Wi + swxxxx}
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Pu= (2v+-2)Qv = (v +-2 ) - B2, + V) (4.18)
16)4 16)4

Asagidaki deisken dongumlerini yine yapilirsa :
t'=t x'=x+i2t
2¢
u(x t)—u'(x't')+i
’ " 4g?

v(x,t) = ew(x't ')+2i ise Vv, = &w,. E—lzizhswt. olarak elde edilir.
£ £

VOot) = eW(x,t )+ ise v, = (ew+3) 2 + (ew+ ), = sw, 11+ 0= ew,
2& g7 dx g dx

Vy = EW,.

Xl
Vi = (EW,) % = EWyioye

Vieox = EWpryry olarak elde edilir.

v+l = 2£W+£+iﬂ=—1(l+ ?£‘2W+£i) elde edilir.
0Xx g ox' dx ¢ ox'

v, = BVAV, V., :Z_P;WX. +ew. — 6Woe? + 6W+4—§2)€Wx' +EWpoyo

W _6(W+£2W2)Wx' _% +%+Wx'x'x}
<

elde edilir. Burada istenen sonuclari elde etmigke parametresi secilrtir.

=&

Yukaridaki yerlerine koyup parantezleri acilirsa :

d 1 0
(zw&j(vt -6V, +V,, ) =2 @ Zwre & | W =B+ EAW )+ Wy

= (1+ 282w+ g%)[wt. - B+ £2W? W, +WX-X-X.] =R[Lu] (4.19)
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denklemi elde edilir. Burada apostrofsaietleri atiimgtir. Galile dongimu KdV
denklemini dgismez olarak birakir. Ancak , (4.15) d@dinu

u=w+ew, +£2w? (4.20)

bicimine gelir ki , buna Gardner genellemesi denir

Yeni desiskenlerin sunulmasindan dolay! , sonsuz c¢okluktaiom yasasinin var
oldugunun ispatina B#angic noktasi olarak den b&msiz olanu ve x,tve £ nin
bir fonksiyonu olan ve (4.20) denklemindeki dgininden yinelemeli olarak elde
edilecek w ile bglanmstir.. w nin £ cinsinden ve katsayillam ve u nun x

turevlerinin fonksiyonu cinsinden olan kuvvet seaggidaki bicimde olsun.

W(X, 1 €) = W, +EW, +EW, +E3Wa+ ... (4.21)

Fakat (4.19) denklemi
1¢- £ M)[ Lw]=0 (4.22)

seklinde yazabilir.
burada parantezler icindeki ifadeler nun kuvvet serisine agcilabilir. Bu tekrar

¢ozaldiglinde

Sw=w, +(-3n* -2 W3 +w, ), =0 (4.23)

denklemini elde edilir ki bu aslinda Gardner Demkidir. Fakat (4.23) denklemine
bakildginda ¢ nun kuvvetlerinin katsayilari KdV denklemi icinrbkorunum

yasasidir ve bunlardan sonsuz sayida vardir.

£ nun cift kuvvetlerinin katsayilarinirsigar olmayan korunum yasalarini veidi
gosterilebilir oysag nin tek kuvvetlerinin katsayilari daikar korunum yasalarini
verir.(Miura, Gardner, Kruskal [21]).Bunlara ilaeet, (4.15) ve (4.20) denklemleri
arasindaki banti sayesinde , modifiye KdV denklemleri ve Gsed denklemi
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icinde sonsuz ¢oklukta korunum yasasi vardir. Dgdreellgtirerek , (4.8) denklemi

yerine

r
%+upa_u+a u =0

ot ox ox'

(4.24)

denklem sinifini géz 6nidne alinirsa ( batin kataaykolaylik olsun diye bire
esitlenmigtir) , dyle ki buradan korunum yasalari hakkindgagedaki sonuclar elde

edilmistir:

a) Eger r cift ise (mesela Burger denkleminde p =1 ici2 idi), sadece bir tane
korunum yasasi vardir o da denklemin korunum yasas! biciminde yazilan

kendisidir.

b) Eger rtekise, r=2q+1ve q=0,1,... olsun, rhdagi @ 0icin korunms

yogunlukla birlikte her zaman ¢ adet korunum yasaardir.

T2 = u2 , (4.25)

q
T,=ur 2 ()P (p+(p+ E T

g=0igcin, v, +w, =0

denklemini elde etmek icin sadecev=u’+1 yeni deiskenini tanimlamaya
ihtiyacimiz vardir, ki bu denklemin sonsuz taneuktum yasasi vardir ve aslinda
v'nin herhangi ttrevilene bilir fonksiyonun da ofaugibi.

a"u
ox"

birlikte sonsuz ¢oklukta korunum yasasi vardir

p = 0 icin, denklem lineerdir ve T =(=—-)?, n = 0,1,2... korunmuyogunlukla
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p=1vep=2veq-=1durumlar sirasiyla KdV denkne ve modifiye KdV
denklemine kamlik gelir. Diger durumlarin hepsinde sadece (3.25) deki ¢ adet

(polinom) korunum yasalari vardir.

Buradaki sonuglar tablo 1 de Ozetlestini Bu denklemlerin bazilarinin sonsuz
¢coklukta korunum yasalari var iken , gdrlerinin  sadece ¢ tane olmasi
anlgilamamstir. Buradasu soylenmek istenmektedir ; ¢b@a cait korunum

yasalarinin da olmasi mumkindir mesela WahlqeigEstabrook’in bulduklari. Bu
bilim adamlari bunu yakin gecgte diferansiyel formlar kullanarak Backlund

donsUmUuni gektirme calgmalarinda yapmglardir.

Tablo 1. p ve g derleri icin korunum kanunlar sayilari tablosu




BOLUM 5. TERS SACILIM METODU

Bu c¢alismada ki belki de en 6nemli sonu¢ , KdV denkleminin baslangi¢ deger
probleminin tam ¢dziimii i¢in bir metodun gelistirilmesi olmustur.( Gardner, Greene,

Kruskal [23])

Bu metodun sunulmasina kadar , bilinen tam ¢6ziimler sadece solitary dalgalar ve
cnodial dalgalardi. Bu metod bize saf soliton ¢oziimlerini agik bir sekilde elde
edilmesi  ve genel ¢oziimler hakkinda nitel bilgiler elde etmek i¢in bir yontem

gelistirilmesini saglamistir.

Bahsedilen baslangi¢ deger problemi (1.2) denkleminde ki —oo < X <o, araliginda

t>0 ile tanimli KdV denklemidir. Baslangi¢ kosulu ;
u(x,0)= f(x), —oo<Xx<oo,dir. (5.1

oyle ki , f(x) asagidaki kosullar1 saglar:

:0 ]i ZITT dx< oo (5.2)
T (+|xP|f ()| dx < oo (5.3)

Bona ve Smith [24] ilk kosulun KdV denkleminin klasik ¢oziimiintin varligin1 garanti
ettigini gostermistir, Faddeev ‘de [25] ikinci kosulun 6z deger probleminin asagida

deginilen bir ¢oziimiinii varligin1 saglama aldigin1 gostermistir. KdV denkleminin
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c¢oziimlerinin tekligi Lax [40] tarafindan ispatlanmistir. Metodumuzun orijinal

bulusunu (4.15) denklemindeki doniisiime
u=v>+v, (5.4)

geri donerek harekete gegirilir .Eger u yu bilinmeyen olarak ele alirsak, bu sefer v

icin Ricatti denklemine benzer ve

v=Yx (5.5)

seklinde standard doniisiimiiyle bunu lineer hale getirilebilir. Buradan islemler

yapilirsa :

Sonra bulunanlar u da ( (5.4)denkleminde) yerine koyulursa :

2 2
u=| 4| Y| YL o W —Upy =0 elde edilir.
7 v\

Bu bir fizik¢i i¢in adeta zamandan bagimsiz Schrodinger denklemine tanidik gelir
ancak enerji seviyesi terimi burada eksiktir.Bunu telafi etmek i¢in, U nun Galileyan
doniisimii  altinda degismez olan KdV denklemin bir ¢oziimi oldugunu
kullanalim.Bu doniisiim altinda u bir sabit ile yer degistirilebilir ve x- tiirevleri
degismeden kalabilir. Bu yiizden, genelligi bozmadan yukaridaki denklemi asagidaki

ile degistirebiliriz.
Vi —(U= )y =0 (5.6)

ki bu kuantum mekaniginden zamana baglh olmayan Schrondinger denklemidir.

Burada u potansiyel roliinii oynar, 4, enerji seviyesi, i de dalga fonksiyonudur.
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Bu denklemde suna dikkat etmelidir ki, t burada sadece bir parametre rolii oynar ve
bu yiizden zamana bagli Schrondinger denkleminde ki zamanla karistirilmamalidir.

Kuantum mekanigindeki her zaman ki alisila gelmis bir problem olan , verilen u
potansiyeli i¢cin sinir kosul enerji seviyesini ve dalga fonksiyonunu bulmaya yani
0z deger ve uygun ve uygun olmayan 6z fonksiyonlari bulmaya dogrudan sagilim

problemi denir.

Onemli olan problem U yu bulmak olursa buna ters sagilim problemi denir. Once
bu problemi olagan kuantum mekanigi igerigi ig¢inde -yani t sabit iken- nasil
coziilecegini Ozetleyecegiz. Sonrada t ye bagimhiligin nasil dikkate alinacagi
gosterecegiz ve dolayisiyla KdV denkleminin baglangi¢ deger probleminin bir

¢Oziimiine etkisine bakilacaktir.

Ters problemin ¢oziimii , sagilim verisi denen bir 6nsel bilgi gerektirir ,buna sagilim
verisi denir ve bu ayrik 6z degerler ile buna karsilik gelen 6z fonksiyonlarin

normallestirme katsayilar1 ve yansima katsayilarini igerir.

1. Ayrik 6z degerler ; Problemin 6z degerleri A4, =-k: , n=1,.,N degerleridir

oyle ki y, 6z fonksiyon ¢dziimleri dordiil integrabldir.

2. Normallesme katsayilar ; 4, 6z degerine karsilik gelen y, 6z fonksiyon

>

normallestirilmis ise:

[wiodax=1 (5.7)
o zaman normallesme katsayisi

lim e Xy (x)=c, (5.8)

X—>00

ile tanimlanir.

3. Yansima katsayis1; y dalga fonksiyonunu u potansiyeli ile etkilesime girmek

icin sonsuzdan iceriye gonderilmis sabit — diizenli diizlem dalgalarinin uzaysal

bagimli bir pargasi olarak g6z onilinde canlandirilmaktadir.



36

Bu etkilesimin sonucu sonsuzdan geriye dogru bir bdliimiin yansimasi ile potansiyel
tarafindan iletilmis kalintidan meydana gelir. Kompleks degerli gosterimde ,

asagidaki denklem elde edilir:

e ™ 1bk)e™, x>

a(k)e™ | X —> o0 (59

l//(X,t) - {

burada exp(-ikx) ve exp(ikx) sirasiyla sola ve saga giden dalgalar temsil ederler.
b(k) ve a(k) sirasiyla yansima ve iletim katsayilaridir. Bu iki katsayilarda enerjinin

korunumu ile ilgilidirler:

la]"+ [o]" = 1 (5.10)

[letim katsayisina ters problemin ¢dziimii i¢in gerek duyulmayacaktir. Bu niceliklerin

bilindigini varsayarak, asagidaki fonksiyon tanimlansin:
N o0
B() = D cre +2l [ b(k) € dk (5.11)
n=l T~

Burada toplam sembolii ayrik spektrumdan katkilara karsilik gelirken , integral ise
stirekli spektrumdan, yansima katsayisinin Fourier integralinden katkilara karsilik

gelir.

Bu fonksiyon Gelfand - Levitan (ve daha dogrusu Marcenko) lineer integral

denkleminde

K(x,y)+B(x,y)+TB(x+z)K(z,y) dz=0 (5.12)

cekirdek ve tiirdes (homojen)olmayan terim olarak ise yarar. Ters problemin ¢éziimii

ux) = -2 i K(X,X) (5.13)
dx

denkleminden elde edilir.
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Ters sacilim problemi hakkindaki daha detayli arama icin Gelfand ile Levitan] ve

Kay’in caligmalarina bakilabilir.

Buradaki birincil ama¢ KdV denkleminin ¢oziimiidiir ve t parametresi iizerinde u
potansiyeline bagimliligin1 hesaba katmay1 gerektirir. Sonug olarak da 6z degerlere,
yansimaya, aktarim katsayilara ve t ye bagl dalga fonksiyonlarimi da hesaba

katmalidir.

Fakat eger verilen bilgilere bakarsak, sadece t = 0 iken sadece U yu ve U nun olusum

denklemini biliyoruz. Verilen bilgiyi ¢ikartabilmek amaciyla y icin bir olusum

denklemi tiiretelim. Ayrica yansima ve aktarim katsayilarinin olusumlari [x| sonsuza

giderken w nin asimptotik davraniglariyla belirlenir.

(5.6) denklemini U igin ¢oziiliirse ;

+A

Y —U-Dy =0 = uw—ﬂl//=l//xx:>u=wxxl//—w

Va t AV + AV Y — (W AV )y .
= Wt 2/22 Wt BV ey =y 02—

Vo AV )Y (W + AW )y .
ux:( = X) 2( = ) = ise V/zux:WWxxx_l//x‘//xx

Vg

(5.6) denkleminden W+ AW =Uy  elde edilir. (1.2) u,+uu,+u, =0

denkleminde yerine koyarak

w2 (U —6uu,, +U,,)=0 ve v ile carpilirsa :

‘//Zut - ‘//2 Ul + ‘//zuxxx =0

l//zut l//quX

(‘//Wxxt + l//2/11 - ‘//t‘//xx) —6u (‘//'//xxx - ‘//x‘//xx) + V’zuxxx =0
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l//zﬂ‘t + {‘//Wxxt _l//tl//xx}_4‘/jux {‘//xx + ﬂ“‘//} —2UUXl//2 ‘H//zuxxx =0
Uy

(//2/‘[1 + {V/Wxxt - Wthx} o 4‘//ux§//xx - 2(2/1)1//2Ux - 2UUXI//2 + l//zuxxx =0
‘//2/11 + {‘//‘//xxt - ‘//t‘//xx} - 4‘//Wxxux - 2(22’ + U)Vlzux + quxxx =0

w2uy

/—/%
WA A YW st =YW o =W Uy = 2QA+ WY = Wi ) + ¥ U = 0
WP+ (Wi =3y 22+ W | — Y =22+ U+ i |

W2 A0 (W = Wil = 224+ W o + W) =W (W4 —2QA+ Uy, + 1, } =0

R
WA Ay [V Uy —2QA+ Uy + YUy ]~y R =0
WA Y | W~ Uy = 2QA+ U g + Pl | —1oR=0
R X
v A +wRy —v,R=0 = Ay’ +(wR, —w,R), =0 (5.14)
R=y; -22A+U)y, +ywu, (5.15)

Elde edilir ki, burada y nin {igiincii mertebeden ve yiiksek mertebeden tiirevleri (5.6)

kullanilarak elimine edilmistir.

Simdi ayrik spektrum ve siirekli spektrum i¢in iki durumu inceleyecegiz. Ayrik
spektrum i¢in( bos olmadigini varsayalim) , y,, 6z fonksiyonunu normalize edelim ve
(5.14) denklemini - oo, +oo0 arasinda integre edelim,
Buda

In, =0,n=1,2.. (5.16)
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verir ki bu yiizden ayrik 6z degerler t parametresinden bagimsizdir. Bunu sdyle
gorebiliriz: biz t parametresini degistirdik¢e her ne kadar potansiyel KdV denklemine

gore degisse de , potansiyelin sinir kosul enerji seviyesi degismeden kalir.
Boylece baslangic kosulla verilen KdV denklemi hepsi ayni sinir kosul enerji seviyeli

bir parametreli potansiyel ailesi tanimlar. Ayrik 6z degerler KdV denklemi icin

hareketin sabitleridir.
Siirekli-devamli spektrum igin, 1 =k* sabit kabul edelim. Ayrik spektrum igin;
yR,-v,R=0 (5.17)
Denklemi kalir ve (4.6) dan su sekilde yeniden yazilabilir:
Ry—(U-A)R=0 (5.18)
Boylece genel ¢oziim :
R=y, -22A+u)y, +yu, =Cy + Do (5.19)

sekilde verilebilir ki burada w ve ¢ (5.6) denkleminin dogrusal olarak bagimli

coziimleridir ve

x dx
p=y| — (5.20)
74

Ayrik spektrum ve siirekli spektrum durumlart ( x in , swrasiyla -0 ve +oo a

giderken) i¢in  w nin asimptotik davranisini tercihimiz sayesinde basit bir

hesaplama D = 0 oldugunu gosterir.

Normallesme katsayilarinin ve yansima katsayilarinin t ye bagimlhiligini belirlemek
icin , (4.19) denkleminin asimptotik davranisint x sonsuza giderken incelenecektir .

(D = 0 ile birlikte)
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Normallesme katsayilart i¢in , once (4.19) denklemi 1 ile cgarpilirsa sonrada

2(Uu+2A)py, terimi ekleme ve ¢ikartilmasi ile :

=22+ Wy, +y U, =Cy? + Doy

“2(U+2A)pyy
Yy +2(U+ 2y, —4U+ 20y, + Uy ® =Cy’ + Doy

Wy, + Uy, + 4y, — iy, —8yy, + Uy ? =Cy’ + Doy

-4 U=y yx
Wxx

Yy + 22U, — 4y, —8Ayp, +Uy” =Cy’ + Doy

%(coz)t F(Up?), —2p2), — (4Apd), = oy

1
SO+ =2y =4y ), =y (5.21)

denklemi elde edilir. x cinsinden - den +oo a integre ederek ve y nin normalize
edildigini varsayarak , ¢ = 0 oldugunu buluruz, 6yle ki > korunmus yogunluktur.

Sonra i nin asimptotik davranis1 kullanarak,

(Co)y —4KnCy =0
elde edilir ki, buda

¢, (t) = ¢, (0)exp(4k’t) (5.22)

¢cozlimiine sahiptir.
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Yansima Katsayisiicin , C=4ik® kosulunu elde edilir ve bu yiizden
b, —-8ik’0 =0, a =0 dir ve ¢oziimleri

b(k;t) = b(k;0) exp(8ik°t) (5.23)
a(k;t) = a(k;0) (5.24)

denklemleridir. Bu sonuglar asagida verilen teorem ile Ozetlenmeye caligilmistir :

Teorem:

Eger u(x,t) KdV denklemine gére olusursa ve baslangi¢ verileri (5.2) ve (5.3)
denklemlerini saglarsa ;

A, (=4 (), n=12...N
c,(t) =c,(0) exp(4kt) , n=1.2,..N (5.25)

b(k;t) = b(k;0) exp(8ik’t)
a(k;t) = a(k;0)

Bura da 4, (0),c,(0) , b(k;0) ve a(k;0) KdV denkleminin baslangi¢ verileri
u(x,0) =f(x) gore belirlenir .

KdV denklemini ¢6zmek i¢in metodumuzun taslag: ( Sekil 4 de ) ¢izilmistir.(1.2) ve

(5.1) ile verilen baslangi¢ degerleriyle, once asagidaki 6z deger problemi ¢oziiliirse :

v, - (0= =0 (5.26)
buradan A, (0),c,(0) , b(k;0) elde edilir. Daha sonra herhangi bir t zamaninda, bu

nicelikler (5.25) denklemiyle ve
: 2 3 1 K H 3
B(S;t) = Z c, (0)exp(8k:t -k &)+ py I b(k;0)exp[i(8k’t + k<)) dk (5.27)
n=1 T

ile verilirler.
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Bfx+y 1)

Gel fand-Lewitan

A2, A,
e (£, c,(f),. e iz )
Bk, £
Schrddinger
w=—2—Kx xt
uix,  _ _ _ _ (XL

2, — Frits, iy, =0

Sekil 3. Ters sagilim metodu semast

Yukaridaki sema her t zamani i¢in Gelfand - Levitan denklemini ((4.12 denklemi)
tanimlar ve bunun ¢6ziimii K(x,y;t) KdV denkleminin istenen ¢oziimii olan (5.28)

denklemine
u(x,t)= —2di K (X, x;t) (5.28)
X

neden olur.



B(")L}"JM 6. KAV DENKLEMININ PERIYODIK VE TEK
SOLITON COZUMLERI

KdV denklemi kosan dalga denklemi ¢oziimii asagidaki gibidir [26]:
U(x,t)=q(x—at) (6.1)

burada a , bu tiir dalgalarin yayilim hiziyla ilgili herhangi bir sabitdir. Boyle bir

¢ozlimiin varligindan emin olmak i¢in KdV denkleminde uygulamak gerekir.
u, —6uu, +U,,, =0 (6.2)

(6.1) denklemini (6.2) de yerine yazilirsa ve ¢ = X—at denilirse,

1 1 d
Ut:qg'gtz_aq [qg:qzﬁj
UX =0;,-6x= 0. = q'
Uxx =0, = q"
UXXX — qm
g"-6qq'—-aq' =0 (6.3)

denklemi elde edilir . (6.3) denklemi integre edilirse ;
q"- 39°q'— aq = sabit (6.4)

(sabiti sifir kabul edilebilir.)

Simdi V() = -¢° - %qz (6.5)
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seklinde yeni bir fonksiyon tanimlansin. O zaman

dv

aq = -3g° —aq olur.

(6.4) denkleminden
2 2
B9 N ey -V (66)
de do de dg
(6.6) denklemi Hamilton sistemi seklinde yazilirsa ;
dg _ oH dp _ OH 6.7)
de op ’ de aq ‘
p’ p’ a dg
Burada Hamilton H(q, p) = +V(@Q)= —-¢° - Z¢*, p=— (6.8)
2 2 de
burada p momemtum dur.
02 0 .
Eger toplam enerji E= | 2( )—q3(0) - %qz(O) , (g=p)

3

negatif fakat _514 den biiyiik ise hareket periyodik olur ve de (6.4) denkleminin
¢Ooziimii h periyodu ile ¢ nin periyodik fonksiyonu olur.
(s +h)=a(e)

(6.9)
h periyodu ;

he o[ dq (6.10)
% \/Zq3 +aq” +2E

seklinde tanimlanir.

9 ve 0, 29°+agq’ +2E = 0

(6.11)
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denkleminin iki negatif kokiidiir.

3
E nin % <E <0 sartim1 saglayan herhangi bir degeri i¢in (6.11) denkleminin

farkl iki negatif kokii vardir.E nin baglangi¢ enerjisi

)
E =%q 0-'0) - S0 6.12)

icin (6.7) denkleminin agik ¢6ziimii eliptik fonksiyonlarla elde edilebilir.

(6.8) deki  H(qg,p), ¢ danbagimsiz olduguicin H =sabit (6.8) sisteminin ilk
integralidir.
L.
2

q° - =q°=sabit=E (6.13)

N | o

Oysa (6.13) denklemi , (6.4) denklemini q'(¢) ile carpip integre ederek de elde

edilebilirdi.
) . dq
(6.13) denkleminde p yerine de yazilarak
£
1(dg 2 a
=2 =E+?+Z¢? 6.14
(58] ~eva+2q (6.14

elde edilir.

3
E: % <E <0 oldugu i¢in, (6.14) denklemin sag tarafindaki kokler reeldir ve

farkhidir , ikisi negatif biri pozitiftir. Dolayisiyla (6.14) sag tarafi tekrar yazilirsa,

a
E+q3+5q2=(q—a1)(q—a2)(q—a3) (6.15)
o <a, <ay diir.

(6.15) ve (6.14) denklemlerinden hareket o; < q <aj bolgesine kisitlanir.
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Simdi yeni bir fonksiyon tanimlansin,

y’(e)=a(e)-a (6.16)

Burada (6.14) ve (6.15) denklemi yeniden yazilarak

%(2.y'y,)2 z(y2+al_al)(y2_a2+al)(y2_ag +6¥1)

2(y')2:(yz—a2+al)(y2—a3+al) (6.17)

<0 <0

20y <[y (o) [y (s

ﬁ{ﬁ}/%—alz\/%—al\/%—al {1(&}7{1(\/(;’ Voo

-0 \/0‘3_051

buradan w=yJo,—a, , kP=22"% (6.19)
a3 — 0y

\/EW'

a, — o

ile 1w 1 k2w?

dw 3 1 . .
I\/(l—wz)(l—kzwz) _I\/z(%—al)d e

elde edilir.Burada sol taraf eliptik integraldir.

W = sin @ (6.20)
degisken doniisiimii yapilirsa, ( dw=cos¢ dg)

)



cosop do

J Ji=sin?p)(1-ksing) J Ji-KEsin®)
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dg - —(“3;“1)(g—c) (6.21)

elde edilir, ¢ sabiti q(¢)=¢; de & nun degeridir. (6.21) deki integral eliptik

integralin genligi olarak bilinir :
@= am[ 2(as —al)(g—c),kJ
Genligin siniisii Jakobi eliptik fonksiyon olarak belirtilir .
sin @ = sinam [ 2(as —al)(g—c),k} = Sn[ 2(as —al)(g—c),k}

Genligin cosiniisii :

cnz = cosamz = +/1-sn’z

ile gosterilir.

(6.20) ve (6.19) denklemlerinden

y=(a2—a1)8n[ 2(053—a1)(8—c),k}

elde edilir. Son olarak (6.16) ve (6.24) denklemlerinin yardimi ile

Q(X)=a2+(0‘1_a2)cn{ 2(a3—a)(e-c), %}
37

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

cnz ve snz , sinz ve cosz fonksiyonlarina 4K periyodu ile benzerdir , K ise birinci

tiirden eliptik integraldir .

(6.27)
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(6.26) daki cn fonksiyonu KdV denkleminin bu tiirden ¢6ziimii oldugu i¢in knodial

dalga olarak adlandirilir. E — 0 giderken, (6.27) den a3 — a, olur ve boylece k =1

Bu durumda 4K — oo gider yani E sifira yaklasir
Simdi E = 0 olarak kabul edilirse , bu durumda (6.14) den

nody 6.28
J.— 2 y«/2y+a (6.28)

Burada £=0 ve = %a kabul edilmistir . ((6.12) den (,(0) =0 dir)

(6.28) denkleminde q <0 olacagindan y=-z> déniisimiinden

J-q dz -2 -2

o]

&=\ —/— sech™ (6.29)
A 7 E_Zz \/_ %
2
Bu denklemde asagidaki sekilde yazilabilir :
q(z;")=—isech2 ﬁg (6.30)
2 2
Sonug olarak (6.1) denklemine gore KAV denkleminin ¢6ziimii ;
U(x,t)=— Zsechz(g(x at)J (6.31)

(6.31) ¢oziimiine solitary veya KdV denkleminin izole edilmis dalga ¢oziimii

denir.

a>0ig¢in (6.31) KdV denkleminin soliton dalga ¢6zliimii x i¢in simetriktir.

—a . . . .
u(x,0)= EY ve U(X,t) ve tlim tlirevleri |X| — oo iken sifira gider.



BOLUM 7. KdV DENKLEMININ BASLANGIC DEGER
PROBLEMININ COZUMUNUN TEKLIiGi

KdV denklemi i¢in agagidaki baslangi¢ deger problemi incelenmektedir :

u, —6uu, +U,,, =0 —0 < X<,t >0 (7.1)

XXX

u(x,0)= f(x) —00 < X < 00 (7.2)

(7.1) ve (7.2) denklemleriyle ifade edilen problemin u;(X,t) ve u,(X,t) gibi

¢oziimii oldugunu farz edilsin : Oyleki

ou oy

—6u —L+—L=0, u,(x,0)= f(x 7.3
p P 1(%,0) = T(x) (7.3)
au, ou, &u,

—6U + =0, U,(x,0)=f(x 7.4
P 2o T o0 2(%,0) = T(x) (7.4)

Bu ¢oziimlerin farki v olarak tanimlasin [14], Oyleki :

v=u,-U, (7.5)

Buradan ﬂ:% _ yazilabilir .
ot ot ot

(7.3) ve (7.5) denkleminden ;

0 ou ou o’
—(U, —U,)—6| U —+u, —2 |+—(U; —U,)=0
8’[(1 2) [18)( 28)(} a)(3(1 2)

(U —U)(%,0)=0

yazilabilir.

Yukar1 denklemde parantez i¢indeki ifadeye terim ekleyip ¢ikarilsa ;



u  du,  du, 6u2}+ ol (

g(u -u )—6{u —-u -u +Uu
ot 7 ox CPax loax o ax | oo

Sonra bu terimler diizenlenirse ,

0

Yukar1 denklemden

{vt —o[uv, +Vvu, ]+ vXXX} 0

vV(X,0)=0

elde edilir.

Simdi agagidaki enerji integrali g6z 6niinde bulundurulsun :

E(t) :% T Vi (x,t) dx

(7.8) denkleminin zamana gore tiirevi alinirsa :

de 7 ov
— = | v(x,t) —dx
g Al

(7.6) denkleminde elde edilen (7.9) da yerine koyularak ;

3
= _[v(x t){6u @+ 6V%— ﬂ} dx
OX

v(x,t) ifadesi dagitilarak ve integral parcalara ayrilarak ;

_T6u1va—dx+6jv Ao gy - TW dx
é@f(_‘j v.ux:o, jvxvxx

[N —

1%

integral kurallar1 ve ii¢iincii integralde kismi integrasyon yapilarak ,

50

0 ou o’
—(U; —U,)—6| U, —(U; —U,) + (U, — U Z |+——(U—-U,)=0
at(l 2) |:lax(l 2) (1 2) Xi| a)(3(1 2)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)
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0

+6jv azdx 3_[v auldx

= {Z&ulv2 —V.V,, +l(vx)2]
e — 2%/—"
0 0 0

elde edilir . Sonug olarak

—00

j ( My _ O ) gy (7.10)
X ox
o < g M= au2 ou, .
elde edilir. 0 <t <T araliginda = max |25 — =" olsun. Yani
_3j ( 2 M, J Vidx (7.11)
ou, ou
M = max a—xz 67)(1
(7.10) denkleminden asagidaki esitsizlik yazilabilir :
LI 3M.E(t) (7.12)

(7.12) denklemini e”™ ile carpilarak asagidaki gibi yazilsin :

%[E(t). e”'] <0, buradan da (7.13)
E(t). e < E(0) elde edilir (7.14)
E(t) < E(0). ! (7.15)

(7.8) wve (7.15) denklemlerinden E(O)=%IV2(X,O)dX , E(0)=0 ve E(1))> 0

olmasindan ve (7.15) den E(t)=0 bulunur. Bdylece, v(Xx,t)=0 olmalidir

yani U, =U,, buda (7.1) ve (7.2) de ki problemin ¢dziimiiniin tek oldugunu gosterir.
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SONUCLAR :

Bu calismada , son 50 yil icinde KdV denkleminden elde edilen bir takim sonuglarin
bir kagim1 sunma amaci giidiilmiistiir. Ozelliklede Gardener , Grene , Kruskal ve
Miura tarafindan elde edilen sonuglar iizerine sinirlandirilmis bir arastirma olmustur.
Bu c¢alismanin amagclarinin bir kagi sdyle siralanabilir .(i) Russell ‘in dalgalar
iizerindeki ¢ok yiliksek dogruluk oranmna sahip gozlemlerini 100 yila yakin bir
gecikmeyle bile olsa hakli ¢ikdigini gdstermek, (ii) bu arastirma alaninin bilim
adamlari icin silirekli bir merak uyandiracak bir 6neme sahip olacagini gostermek .
Daha fazla arastirmacinin bu gelisen cazibedar alanda calisarak ¢ok daha fazla

problem ve ¢6ziim ortaya koyacagini umut ediyoruz.
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