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OZET

Anahtar kelimeler: Sturm Liouville

Bu c¢alisma diferansiyel denklemler i¢in ters problemler teorisini matematiksel fizigin
catis1 altinda kapsamli olarak gelistirilmesinin sunulmasi iizerine yapilmigtir. Ters
problemler teorisinin kokeni 19. ylizyilin sonlarinda veya 20. ylizyilin baglarinda
ortaya ¢cikmistir.Ters problem, 1s1 ve kiitle transferi, potansiyel teori, niikleer fizik,
esneklik teorisi, sismolojide kinematik problemler, Sturm-Liouville problemini ve
daha fazlasini igermektedir.

Bu caligmada adlandirilan direkt problem, ters problem denklemi bilinmiyorken,
verilen bir diferansiyel denklemin veya denklem sisteminin ¢dziimiinii ek kosullar
araciligl ile gergeklestirilmistir. Bu ¢alismada mevcut olan parabolik denklemler, ters
problemler i¢in en yaygin olandan biridir. Ters problem belirli uygun kosullar altinda
ortaya ¢ikan ¢oziimden yola ¢ikarak bize problemi vermektedir. Son olarak bu
caligmada ters problemin varlig1 ve tekligi de kanitlanmistir.
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INVERSE PROBLEMS OF PARABOLIC EQUATION

SUMMARY

Key Words: Sturm Liouville

This study present the theory of inverse problems for differential equations is being
extensively developed within the from work of mathematical phycis. The sources of
the theory of inverse problems may be found lately in the 19th centry or early 20 th
century.Inverse problems contains heat and mass transfer, potantiel theory, nuclear
physics, elasticity theory, the kinematic problems in seismology, the STURM
LIOUVILLE problem and more.

In the study of so-called direct problems the solution of a given differential equation
or system of equatinos is realised by means of supplementary conditions, while in
inverse problems the equation it self is also unkown.In this study of parabolic
equation is are of the wide spread inverse problems. The inverse problems under
avaliable conditions gives the problem from its solution.Finally in this study, the
uniquess of solution and existence its for inverse problem is proved.
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BOLUM 1.BASIT TERS PROBLEM ORNEKLERI

Bu boliimde, birbirine ters olan birtakim basit 6rnekler sunulacaktir.

Ornek 1.1.

X, Xy,..., X, kokleri verilen n. dereceden bir p polinomunun bulunmasi problemi ile

verilen bir p polinomunun Xx;,X,,...,x, sifirlarinin bulunmasi problemi birbirine

n
terstir. Bunun cOzimii c keyfi bir sabit olmak iizere,

p(x)=c(x—X,)...(x—x.) seklindedir.

Ornek 1.2.

A,, matrisi ileA,..., 4, Ozdegerlerine sahip A+D seklindeki bir D kdsegen

matrisinin  bulunmast problemi ile verilen A+D matrisinin 6zdegerlerinin

hesaplanmasi problemi birbirine terstir.

Ornek 1.3.

Bu ters problem zeka testlerinde kullanilir. a;,a,,...,a, dizisinin ilk birka¢ terimi

verildiginde dizinin olusum kurali bulunur. Genel olarak, sadece sonraki iki ve {i¢
terim dizinin olusum kuralinin bulunusunu gostermek icin incelenir. Uygun gelen

direk problem olusum kural1 verilen bir (a,) dizisinin degerlendirilmesidir.

Ornek 1.4.

Genellikle, yeryiizeyinden Ol¢iim yaparak jeolojik bulgularin yerini, seklini,

parametrelerini hesaplama problemidir. Bir boyutlu basit bir problem ele alalim ve



asagidaki ters problemi ifade edelim. X degisim kuvvetinin f,(X) diisey bileseninin
Ol¢timlerinden h derinligindeki farkli bir bélgenin kiitle yogunlugunun p = p(x)

0<x<1 degisimleri belirlenir. p(Xx')Ax" , X' in bir hacim elemanimnin kiitlesi ve

J(x=x)? +h? uzakhigidir. Yer cekimi degisimi, 7 yer ¢ekimi sabiti olmak iizere

f =y — Newton’un yer¢ekimi kanunu ile tanimlanmustir. Diisey bilesen igin,
r

Afv(x) = y X ogp ,  MROAAX
(X—Xl) +h [(X_Xz)2+h2]é
yazilir.
z
3 %x
* /5
h
i ’? —t
0 z’ 1

Sekil 1.1. Jeolojik bulgularda degisim kuvvetinin diisey bilesenine ait sema

Bu esitlik, p nin belirlenmesi i¢in asagidaki integral denklemini verir:

fv(x):yhlj‘ p(X') 0 0<x<l (1.1)
o [(x=x")* +h?]72

Ornek 1.5. (Ters Sacilma Problemi)

Elektromanyetik dalga veya sesin yogunlugu verildiginde sagilan cismin seklini
bulma problemi ters problemdir. Direk problem ise verilen cismin sagilan dalgalarin
hesaplanmas1 problemidir. Ters sagilma problemleri yikici olmayan materyallerin
testinde, jeofizikte, sismik ve elektromanyetik arastirmalarda, tomografide cesitli

kullanimlara sahiptir.



Ornek 1.6. (Bilgisayar Tomografisi)

Radon déniisiimiiniin en goze ¢arpan kullanimi tibbi goriintiilemedir. Ornegin, bir

insan vicudunda bir bolge ele alindiginda p(X,y), (X,y) noktasindaki yogunluk

degisimini gostersin ve L, diizlemde bir dogru olsun. L boyunda viicuda bir X dalgasi

gonderildiginde viicuttan akan yogunlugun ne kadar oldugu olgiiliir.

L
ky

S

L

Sekil 1.2. Bilgisayar tomografisine ait sema

L, (s,0) ile parametrize edilmistir. Burada seR ve 6 €[0,7) dir. L, 1smmm
koordinatlari:

se” +iue” eC, ueR (1.2)
| yogunlugunun degisimi yaklasik olarak y sabit olmak tizere

dl = —»pldu

ile belirlenir. Isin boyunca integral alinirsa

Inl(u)=—-y j p(se” +iue”)du

veya, p nin bir kompakt destek oldugunu kabul ederek yogunluk kaybi

Inl (0) = -y _[ p(se” +iue”)du

ile hesaplanir. Prensipte, azalma faktorlerinden tiim ¢izgi integralleri hesaplanabilir:

(Rp) (s,d) = o]p(se” +iue)du, seR (1.3)



R,, P nin radon dontisiimii olarak adlandirilir. Direk problem, p verildigi zaman R,
radon doniistimiiniin hesaplanmasidir. Ters problem ise verilen bir R radon
doniistimii i¢in p yogunlugunun belirlenmesidir. p nin agisal olarak simetrik kabul
edildigi yerde sadece diisey 1sinlar almir. O zaman p = p(r), r = x> +y*> ve (x,0)

dan gegen L, 151n1 (x,u), u € R ile parametrize edilebilir.
V (x):=Inl () = =2y [P(y/x* +u’)du
0
p, x:[x]<R  de kompakt destek olsun. u=+/r? —x* degisken degisimi ile

V(x) = (1.4)

0 r R r
o = e

yazilir. z=R*—r® ve y=R*—x’ degisken doniisiimii z— p(vR* —z) fonksiyonu
icin agsagidaki Abel integral denklemi elde edilir:

V(/R?-y) = —yyjp(f VyR:Z)dz, 0<y<R (1.5)

Ornek 1.7. (Abel integral Denklemi)

h> 0seviyesinde bir p, noktasindan h=0 seviyesindeki bir p, noktasina I' egrisi

boyunca bir kiitlenin hareketini ele alalim. Bu kiitleye etkiyen tek kuvvet mg

yer¢cekim kuvvetidir.
¢
j~ P
p Tz =v(y)
Po e

Sekil 1.3. Egri boyunca bir kiitlenin hareket semasi



Direk problem, T" egrisi verildigi zaman p, den p, a hareket eden elemanmn T

zamanini belirlenmesidir. Ters problem ise, gesitli h degerleri i¢in T=T(h) zamaninin

Olgiilmesi ve T' egrisinin belirlenmesi problemidir. Egri x = (y) ile parametrize

edilsin. p nin koordinatlari: ((y), y) olur. Enerjinin korunumu yasasi ile,

E+U =22 +mgy = sabit
z

yazilir. Buradan hiz denklemi

% v = J29(h-y)

i

elde edilir. p, den p, a kadar toplam T zamani

o TOs T [y ()
T_T(h)—p{V —()Hzg(h_y)dy, h>0

seklindedir.

w(y) =1+ (y)’

olsun ve f(h):=T(h) \/5 verilen fonksiyondur. O zaman

hj—duh(i’) y=f(h), h>0 (16)

Jh-y

Abel integral denkleminden bilinmeyen ¢ fonksiyonunu belirlenmek zorundayiz.

Bir benzer problem de sismolojide yer almaktadir. Bu, sismik dalgalarinin varis

stiresi 0l¢timlerinden, diinyanin € hiz dagiliminin belirlenmesi problemidir.
Ornek 1.8. (Geri Is1 Denklemi)

Bir boyutlu 1s1 denklemini ele alalim.
au(x,t)  d’u(x,t)

ot ox?
u@,t) =u(z,t)=0,t=0 (1.7b)

(1.7a)




u(x,0)=u,(x) , 0<x<rx (1.7¢c)

(1.7b) sinir kosullart ve (1.7c) baslangi¢c kosuludur. Degiskenlerine ayirma metodu

ile

u(x,t) =Zane‘“ZI +sinnx (1.8)

n=1

a, == [u, (y)sinnydy
72- 0

¢coziimi elde edilir. Direk problem baglangi¢ sinir deger probleminin ¢oziilmesidir.
Verilen u, baslangi¢ sicaklik dagilimi ve son T zaman ile u(.,T) belirlenir. Ters
problemde ise, u(.,T) son sicaklik dagilimi 6l¢iiliir ve t <T daha dnceki zamanlarda
sicaklik belirlenmeye calisilir, 6rnegin u(., 0) baslangic sicakligi gibi. (1.8) ve

asagidaki integral denklemden u, belirlenir.

u(x,Ty=2 [k y)up(y)dy.0<x< 7 (1.9)
4 0

Burada,

K(x,y):= ie‘”zT sin (nx)sin( ny) (1.10)
n=1

Ornek 1.9.

Homojen olmayan bir ortamdaki 1s1 yayilimi

a“(a’t"t) :%div(k grad u(x,t)) ,xe D,t >0 (1.11)

denklemi ile tanimlanir. Burada c bir sabittir ve k=k(x) ortamla ilgili bir parametredir.

k sabit olmas1 durumunda, D bolgesinde



div(kgradu)=0 (1.12)

denklemine indirgenir. Direk problem, verilen u|aD sinir degeri ve K fonksiyonu i¢in

bir sinir deger probleminin ¢oziilmesidir. Ters problem ise, U ve 0D sinir1 lizerindeki

%ualqsml ve D de ki bilinmeyen k fonksiyonunu belirleme problemidir.



BOLUM 2. PARABOLIK DENKLEM iCiN DIREKT
PROBLEM

2.1. Notasyonlar ve Onemli Esitsizlikler:

Bu béliimde isaretler ve semboller tanitilacak R", n boyutlu oklit uzayidir.
X=(X,..,X,) R" de bir noktadir.

S=0Q Qbolgesinin siiridir; Q=QUS

Q,QcQ ile Q nin sinirl bir alt bolgesidir.

Q= (xt):xeQte(0,T) R"de birsilindirdir.

S; = (x,t):xeoQte O,T Q; nin yanal yiizeyidir.

n, 0Q ye dis birim normaldir.

2

. ou
u, veu,, sembolleri, —ve
i inj aXI J J

Uy = (U ool ) U2 =(U )%, UZ=D ul, fu,]=ul

genellestirilmis tiirevlerdir.

n
|uxx| = uzxx; uxxvxx = Z uxininXj
i,j=1

L, (€2), p = Qiizerinde tiim dlgiilebilir fonksiyonlar igeren Banach uzayidir ve

||u||p,g=[ J|u|”dx} o)

sonlu norm seklindedir.



Genel olarak, L,(€2) de ki norm (,) skaler ¢arpim ve |||| olarak kisaltilir.

1/2
Ul 0 = ( qudX]
Q

1/2
U], = ( I fode
Q

W, (Q) Hilbert uzayt L,(Q) nin elemanlarindan olusur ve Q {izerinde birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevlerin toplamindan olusan karedir. Skaler ¢arpim

asagidaki esitlik ile ifade edilir.

(U V)5, = [(uv+u,y,)dx
Q

ve (2.2)

July, =y

normu ile tanimlanir.

C”(Q), () kompakt destekli sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonlarin sinifidir.

0
W, (Q), C”(Q)uzayinda yogun olup W, (Q) uzaymnin bir alt uzayidir.
W, (Q), L,(€2) den birinci ve ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevlerine sahip

L,(Q)de ki tim elemanlardan olugsan Hilbert uzayidir. Skaler ¢arpim asagidaki

esitlik ile ifade edilir.

u,v)&, = _[(uv+ uv, +u v, )dx (2.3
Q

ve ||||(22§)2 normu ile tanimlidir.
W, (Q) Sobolev uzayi, ¢ bir pozitif tamsayr ve 1<p<co iken, birinci /
mertebeden  biitlin  genellestirilmis tiirevlere sahip L (€2) uzaymnm biitiin

fonksiyonlarini igerir. Bu uzayin normu,

bl S Elol, 24

D, u
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ile tanimlidir.
sz‘o (Q), Q de siirekli iki kere diferansiyallenebilir fonksiyonlardan olusan

W, (Q)nin bir alt uzayidir ve 0Qiizerinde sifira esittir. Eger 6Q c C?ise 0 zaman

1

0
W;O (Q) =W, () "W () Q; silindiri ile ilgili olarak asagidaki uzay verilir.
W, (Q ), W, (Q;) uzaymnn bir alt uzayidir ve S; de sifira esit diizgiin fonksiyonlarin

kiimesidir.

W;%(Q) =L, (0,T);W,(Q) , Q, iizerinde 2—:: i =1,...,,n genellestirilmis

tiirevlerine sahip L,(Q;)uzaymin u(X,t) elemanlarindan olusan Hilbert uzayidir.

Skaler ¢carpimi ve normu asagidaki esitlikler ile tanimlidir.

U,v),0 = j (uv +u,v, )dxdt
o
2.5)

lul, =S

0

W,°(Q,)=L((0,T);W,(Q)) S, de sifira esit diizgiin fonksiyonlarin kiimesi olup
0

W,°(Q;) uzaymin bir alt uzaydir.

0
W;%(Q), L,(Q) den genellestirilmis U, U, veu,, tirevlerine sahip L,(Qr) nin

tiim elemanlarindan olusan Hilbert uzayidir. Skaler carpimi asagidaki esitlik ile

tanimlidir.

V), = I(uv+uxvx +U,V, +U
or

Ydxdt (2.6)

XXVXX
ve normu ||||22;T ile ifade edilir.

sz’bl(QT), (L (Q );W,*(Q)) uzayma ait elemanlar ile W,*'(Q;) uzaymin bir alt

uzayidir.
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V,(Q) =W,°(Q.) L, (0,T);L,(Q) ,sonlu bir |u|QT ze%StSlTJp”u(.,t)”ZQ +||ux||2]QT

normuna sahip W,"°(Q; ) uzayinin elemanlarindan olusan Banach uzayidir.

Burada,

1/2
Jul,o =( [ ufdxdtJ 2.7)
Qr

V,(Q)=W2(Q) AV,(Q,), V,(Q) ninbir alt uzaysdir

0 0
V2 (Q) =V, (@) mW,°(Q;), V,°(Q;) nin bir alt uzayidir. S, de sifira esit diizgiin
fonksiyonlar bu uzayda yogundur. C'(Q), Qde ¢ mertebesine kadar tiirevleri igeren
Q deki tiim siirekli fonksiyonlar kiimesidir.C'(Q), Q de siirekli ¢ dahil olmak

iizere / mertebesine kadar tiirevleri igeren Q deki tiim siirekli fonksiyonlardan

olusan Banach uzayidir. Normu asagidaki esitlik ile tanimlidir.

¢
july =3 >sup
k=0 k xe€

oMu(x)

0.0 (28)

0 ‘ 0 ‘ v
C'(Q), Q bolgesine ait kompakt destekleri iceren C'(Q)kiimesinde yogun C(Q)
uzayinin alt uzayidir.

Ters problemlerin incelenmesi igin genel olarak bilinen ve kullanilan birtakim

esitsizlikler ise asagidaki sekildedir.

(i) Cauchy Esitsizligi,

Zn:aiifi”j

i,j=1

S(Zn:aijfifjj [Zn: aijninjj (2.9)

i,j=1 ij=1

Eiveen Sy VE 17,0, 77, sabit reel sayilar, a; =a; ile negatif olmayan keyfi bir a;&;,7;

kuadratik form i¢in gecerlidir.



(i) Young Esitsizligi,

absidpap +15‘qbq, i+1
p q P q

=1

Herhangi pozitif a,b,d ve p,q>1i¢in gegerlidir.

(iii) Holder Esitsizligi,

14,
L[guk(x)dx < g[éﬂ“k(x)ﬁ dxj

A =1, iﬂk‘l=l

12

(2.10)

(2.11)

Q bolgesinde tanimli u, (X)6lgiilebilir fonksiyonlar igin Holder esitsizligi

kullanilir.Ozel olarak, s =2 ve 4, = 4, =2 iken bu Cauchy-Schwarz Esitsizligi olarak

bilinir.
(iv) Poincare — Friedrichs Esitsizligi,

Jut(dx <, (@) flu| (x)x

(2.12)

0
Wzl(Q) uzaymdan tiim u fonksiyonlar1 i¢in saglanir ve Q,R" uzayinda smirl bir

bolgedir. ¢, () sabiti ise sadece Q bolgesine baglidir.
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2.2. Direkt Problem

Teorem 2.1.

Q, C? smifinin 8Q s ile R” uzayinda siirli bir bélgedir. Q bélgesinde ikinci

mertebeden eliptik denklem igin Dirichlet Sinir Deger Problemi ele alinacaktir.

(L(x)=f(x) , xeQ (2.1)
u(x) =0, X € 0Q (2.2)
Burada L,

Lu= i (&; (x)uXi )Xj + Zn: b, (x)uXi +c(x)u

i,j=1

a; =a;, (2.3)

seklinde bir eliptik diferansiyel operatoriidiir ve

VXGQ,O<VZn:§i2$Zn:a” x;;sﬂigf (2.4)

i=1 i,j=1

kosulu saglamaktadir.

&, &,,....&, reel sabit sayilar ve u ve v pozitif sabitlerdir. (2.4) esitsizliginin sol tarafi
eliptik 0zelligi yansitir ve sag tarafi ise a, katsayilarmin smirliligini ifade eder.

Yukarida ki direk problemin ¢éziimiinde, f kaynak terim ve Q bolgesi, bilinen L

operatoriiniin katsayilarina iligkin u fonksiyonu aranir.
Teorem 2.2.

L operatorii (2.3) ve (2.4) kosullarini saglar,
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—  oa. —
a,; €C(Q), a—”eC(Q), b, eL, vec<Oifadeleri Q bolgesinin her yerinde
X.

saglanmaktadir. Eger f e L (Q) ise (1< p <), (2.1)-(2.2) Dirichlet problemi bir

u eWp2 (Q) ¢dzliimiine sahiptir. Bu ¢oziim belirtilen fonksiyonlarin sinifinda tektir ve

Jullys, <¢

f||p’Q (2.5)

kosulunu saglar.Burada, c* sabiti udan bagimsizdir. Tek ¢oziimle ilgili benzer bir
sonug, C katsayisinin isareti dnemsenmeksizin elde edilebilir.Bununla birlikte, L

operatdriiniin katsayilarmin birtakim sinirlar saglamasi gerekmektedir. Ornegin;

v 1,2

- |b — 0 .
i B, > @9
esitsizligidir.

n 1/2
Bu esitsizlikte b= {Z b? (X)} vec, (Q) asagidaki
i=1

[u? (dx < ¢, () flu, ()| dx 2.7)

Poincare-Friedrichs esitsizligini saglar
Teorem 2.3.

L operatdrii Teorem 2.2 nin kosullarim saglasin ve bir ue W, (Q2) fonksiyonu zayif

¢oziim anlaminda Q bdlgesinde Lu > Oesitsizligini saglasin

O halde,

sup u <supu’
Q oQ
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Sonug¢ 2.1.

Loperatorii  Teorem 2.2 nin kosullart  dogrultusunda olsun ve bir

0
@ €W, (Q) "W, (Q) fonksiyonu Q  bélgesinde  ¢(x) =0, (X) #sabit  sartlarin
saglasin. Bu durumda, mes Q >0 kosulunu saglayan bir Q — Q élgiilebilir kiime

vardir ki bu da Q' kiimesinde Lg <0 seklindedir.
Ispat.

Aksine, Q de Lg >0oldugu varsayilsin. Boylece, teorem Q bolgesinde ¢ =sabit ya
da Q de ¢ <0durumlarini saglar. Fakat, bu sonug 2.1 ile ¢elismektedir. Bu durumda

asagidaki sonug ispatlanir.

Sonug 2.2.

L operatdrii Teorem 2.2 nin kosullarimi saglar ve bir ¢eW,(Q,) W, (Q)
fonksiyonu Q bolgesinde ve @(Xx)=0kosullari1 sagladigi  kabul edilsin.Bu
durumda, mes Q >0 ile bir Q cQ &lgiilebilir kiime vardir ve Q' de Lo <0

seklindedir.
ispat.

Lo # 0 oldugundan dolay1 ¢ # Oolur.

Verilen ¢, ¢ #sabit ya da ¢ = sabit > 0dur.

Eger ¢ = sabit > Oise,

(Lp)(x) = c(x)o(x)

ifadesi saglanir.

@ #sabit i¢in sonug 2.1 istenilen iddiaya yol gosterir.

Simdi,
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u (x,t) —(Lu)(x,t) = F(x,t), (xt)eQ =x(0,T) (2.8)
u(x,0)=a(x) , XeQ (2.9)
u(x,t)=0 , (x,t)eS;, =00x 0, T (2.10)

baslangic ve sinir kosullari ile parabolik denklem ele alinsin.Burada L operatorii

diizgiin eliptiktir. Bunun anlami asagida ki ifade de goriiliir.

Lu=> -0 (A, (u,) + B, (u,, +C(u

721 OX
A=Ay 0<VY & <3 A (EE < ud & (2.11)
Vv, 1 =sabit >0

Buna takiben L operatoriiniin katsayilari,

A, €C(Q), a%”n eC(Q), B el (Q), CeL,(Q) (2.12)

J
seklindedir. (2.8) denklemi i¢in direk problem, (2.9) baslangi¢ kosulu ile (2.10) sinir
kosuluna iligkin denklemin bir U ¢6z{imiiniin bulunusundan olusmaktadir, L ve a

fonksiyonlar1 ile L operatoriiniin katsayilart ve Qx(0,T)bolge verileri ile islem

yapilir.

Tanim 2.1.

UEW;bl(QT) ve (2.8) — (2.10) ifadeleri karsilik gelen bolgelerin her yerinde

saglaniyorsa u fonksiyonunun W,”*(Q; ) sinifindan (2.8)-(2.10) direk probleminin bir

¢oziimii oldugu soylenir.
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Teorem 2.4.

L operatoriiniin ~ katsayilar1  (2.11)-(2.12)  ifadelerini  saglasin  ve

ol
Fel(Q;), acWz(Q)olsun. Bu durumda  (2.8)-(2.10) direk problemi bir
ueW,’y(Q;) ¢oziimiine sahiptir. Bu ¢dziim belirtilen fonksiyonlarin iginde tektir ve

asagidaki ifade gecerlidir.
lull's, <c” IFl,q +lal,q (2.13)

Burada c* , u ya bagh degildir.(2.8)-(2.10) direk problemin ¢oziilebilirligi tizerinde

010
ters problemlerle ilgili birtakim alt dizi ¢alismalart V> (Q;) enerji uzaymda 6nemli

sonuglar elde etmek i¢in gereklidir.

Tanim 2.2.

ueV,°(Q,)ise u fonksiyonu V,°(Q,;) sinifindan (2.8)-(2.10) direk problemin bir

zaylf ¢ozimi oldugu soylenir ve (2.8)-(2.10) sistemi ile asagidaki ifadelerden elde

edilen  (2.14) integral  Ozdesligi  saglanir.Bunun igin  (2.8) ifadesi
#(x,t) =0, (x,t) € S;, olan keyfi bir ¢ e W,*(Q,) elemant ile garpilir.

U, (X’ t)¢(X, t) _¢(X! t)(LU)(X, t) =F (X! t)¢(x! t)

(X DD —¢<x,t)(i (A, 09u,)+ X B (X, +C(x)uJ = F(xDg0u)

J

Yukaridaki ifade Q bolgesinde integre edilir.

j U, (X, (X, t)dx — j¢(x,t)[i a%(pﬁj (X)u, )+ Z B, (X)u, +C(x)u]dx = j F (X, t)(x, t)dx
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Bu kez yukaridaki ifade t ye gore integre edilir.

Hu (X, )@ (x,t)dxd 7 — ”¢(x t)[ —(Aj(x)uxi)+i B,(X)u, +C(x)u]dxdr

i j—l

= j [F(x.g(x,t)dxdz

0Q

ju(x,t)¢(x,t) X dx—tj j u(x,t)g. (x,t)dxdzr -

j ZAJ (X)u, #(x,1) +ZB(x)u #(x t)+<:(x)u¢(x,t)]dxdr: tj [F(xg(x tydxdz

oQ\ij=l

j U(x,t)g. (x,t) —u(x, 0)B(x, 0))dx — ] j u(x, t)g, (x,t)dxdz —

t [ (ZA (), 4, (% t)+ZB(x)u B(X,1) +C(X)ug(x, t)dedz— j jF(x t)g(x,t)dxd

0Q ij=1

j u(x,t)g, (x,t)dx — j u(x, 0)g(x, t)dx — tj j u(x, t)g. (x, t)dxdz —

] | [ZA (0, 4, (x, t)+ZB(x)u B, 1) +C U, t)]dxdr j [FOtg(x ez

H— U, B, (1) + D A (U, 6, (x,1) — ZB(x)u p(x,1) -

i,j=1

C(X)ug(x,t))dxdz + J.u(x, o (x,t)dx — ja(x)¢(x, 0)dx

= t_[_[F(x,t);b(x,t)dxdr (2.14)
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Teorem 2.5.

L operatoriiniin katsayilar1 (2.11)-(2.12) yi saglasin ve F € L,,(Q;), a < L,(£2) olsun.

(2.8)-(2.10) direk problemi bir ueV,°(Q,)zayif ¢oziimiine sahiptir. Bu ¢dziim

belirtilen fonksiyonlarin sinifinda tektir ve enerji denge denklemi gegerlidir. Bunun

icin; (2.8) ifadesi bir u fonksiyonu ile ¢arpilir ve Q bolgesinde integre edilir.
Ju O U, tydx — fu(x, t(Lu)(x, tydx = [F(x,tu(x,t)dx
Q Q Q

J.u (X, Hu(x,t)dx — ju(x t)(zﬁAﬁ (x)uxi +Zn:Bi (x)uXi +C(x)qux

Ijl

= j F (X, Du(x, t)dx

Yukaridaki ifade t ye gore integre edilir.

t

Ju (x tu(x, tydxdz — ”u(x t)(

t

= HF (x,u(x,t)dxdr

a—A“(x)u +ZB (X)u, +Cu]dxdr

i,j=1

L ool ox- ][ 354,000, + 38,00u,0 rc0u -

oQ\ i,j=1

- tj [F(xtu(x tyded

0Q

0oQ\ ij=1

—||u(x t)|| ——||u(x 0)|| —JI[Z A; (Qu, u, +ZB(x)u u+C(x)u? jd

= ”F(x,t)u(x,t)dxdr
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—||u(x t)° +_[ ZAJ(X)U u, —ZB(x)u u—C(x)u? Jd

oQ\ij=l

|a|| + ”F(x t)u(x,t)dxdz (2.19)

Onerme 2.1.

Teorem 2.5 in tiim kosullar ile F € L,(Q, ) verildiginde herhangi bir e € 0,T i¢in

0
u eWZ?bl(QX(g,T))mC( g, T W, (Q)) saglanir.lleriki asama icin, baz1 ifadelerin

tirevleri alinarak baglanir. Daha derin olarak bu arastirilirsa, (2.8) sisteminin

(0]
ueV,;°(Q;) ¢oziimleri igin birtakim ifadelerin ele alinmasi gerekir. Bunlar, énemli

analizleri ylirtitmede kullanilir. Teorem 2.5 in kosullar1 ve 6nerme 2.1 in sagladigi

varsayilsin. Bu anlamda, (2.8)-(2.10) sisteminin 0<t <T igin V,;°(Q,) smifindan bir

¢cOziim gosterilecek.

t
||U(-’t)||2,g sexp —at ”a”Z,Q + IeXp _a(t_T) ”F 2T ||2,QdT (2'16)
0

Burada,

B A s
|z («5)

1
44 = Max 4 ess sup|C(x)|,ess sup[z B/ (x)}2
Q Q i=1

ve ¢ (Q) sabiti (2.7) Poincare-Friedrich esitsizligindeki sabittir. Dikkate edildiginde
o sabiti igin bir smirlama olmadigi goriliir. Sonraki asamada, t=¢ ile (0,T)

araligindan bir € sayisi alinarak, (2.14) 6zdesligine basvurulup asagidaki ifade elde
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edilir. (2.8) ifadesi W,*(Q;) uzaymin keyfi bir ¢ fonksiyonu ile ¢arpilip Q de
integre edilir.

u, (X, )g(x, 1) —g(x, )(Lu)(X, 1) = F (X, 1)@(X,1)
jut(x,t)¢(x,t)dx— j¢(x,t)(|_u)(x,t)dx= j F (X, )@(x, t)dx

ju (X, )g(x, t)dx — j¢(x t)(z —A (9, +ZB(x)u +C(x)u}1x— jF(x t)p(x, t)dx

Ju, (x.p(x, tyax - ZAJ(x)uqﬁ (x,) + Z (x)uxi¢(x,t)+C(x)u¢(x,t)}1x:jF(x,t)¢(x,t)dx

Yukaridaki ifade 7 a gore integre edilir.

j ju (x,1)(x,t)dxd 7 — j ZA”(X)U # (x, t)+ZB(x)u ¢(x,t)+C(x)u¢(x,t)]dxdr

e Q\l,j=L

- j j F(x,t)p(x, t)dxdr

ju(x t)¢(xt| dx — Hu(x t)g, (x,t)dxdz — j ZAJ (X)u, 4, (, t)+ZB (X)u, A(x,1)

+C(X)ug(x,t) jdxdr: [ [F O tg(x.tydxdz
j (U(X, £)d(x, &) —u(x,t)d(x, t))dx - tj ju(x,t)¢,(x,t)dxdf

ZA (X)u, 4, +ZB(x)u #(X,t) +C(X)ug(x, t)dxdrj— j jF(x )é(x,t)dxd 7

e \ U, j=1
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Ju(x.£)g(x, £)dx— [u(x,)g(x,tyox - ] Ju(t)g.dxde

—] Zn:A“(x)uxi¢xi(x,t)+Zn:Bi(x)uxi¢(x,t)+C(x)u¢(x,t) dxdz | = [ [F(x,t(x,tydxdz

e Q\iij=1

t

J Jutx g, (1,0 + Y A, (90,8, 050~ 3B (1, 6061 ~Cxug(x Dz

+ J'u(x,t)qﬁ(x,t)dx— ju(x,g)¢(x,g)dx) = j j F(x,)p(x, t)dxdz (2.17)

(2.1) onermesinde ele alman u fonksiyonunun diferansiyel 6zellikleri sayesinde

0<e<t<T ig¢in (2.17) agagidaki sekilde yazilabilir.

U (X, )g(x, 1) — (Lu)(x,)g(x, 1) = F (x,1)#(x 1)

[ (DB, 1) = (Lu)(x, ) F(x, B))dx = [F (x, D), t)lx

Jw ) = (Lu)(x, DF(x,t))dx = [F(x,t)p(x, t)dx

] [ (6t = (Lu)(x, (% tyd T = tj [F(x.0p(x,t)dxde (2.18)

Onceki ifadenin 0Qx &, T iizerinde sifirlanan bir ¢ eW,"(Qx(¢,T)) olusturmasi

onemlidir. C”( &, T ) wuzaymndan keyfi bir #7(t) fonksiyonu alinir. Agikea,

¢ =u(x,t)n(t) fonksiyonu (2.18) ifadesine iliskin uygun tiim fonksiyonlarin sinifina
aittir. ¢ =u(x,t)n(t) fonksiyonu yukaridaki (2.18) ifadesinde yerine yazildiginda
asagidaki ifadeye ulasilir.



23

tj{ fa, - Lu)u(x,t)dx}(r)df = ][ | F(x,t)u(x,t)dx}r/(r)dr (2.19)

O<e<t<T

(2.19) ifadesi ile birtakim islemlerle asagidaki ifade elde edilir. Bunun igin (2.8)

ifadesi u(x,t) ile carpilir ve Q bolgesinde integre edilirse
u, (X, u(x,t) —u(x, t)(Lu)(x,t) =u(x,t)F(x,1)

Ju, (x u(x tydx = fux,t)(Lu)(x,t)dx = fu(x,t)F (x,t)dx

N |-
Q.lQ

i j—l

j (x,t)dx — ju(x t)[z A, (X, +ZB(x)u +C(x)u]dx—Ju(xt)F(xt)dx

N |-~
QlQ_

Izdx juz Ajuxdx juZB dx—_[(Cu)udx=qu(x,t)dx

n

N |-
Q.lQ_

ol

Ajuxidx]— qun: Biu, dx —I(Cu)udx= Iu(x,t)F(x,t)dx

i,j=1

N~
Q.lQ_

I 2dx+_|.z A, U, dx— IZBU dx—ICuzdx: qu(x,t)dx

Qi j=1 Q i=1

1d
EE”UHEQ IZAJU u, dx — IZB udx—JCuzdx=A‘uF(x,t)dx

Qi j=1 Q i=l

|| ||ZQ+ IZ A, U, dx = Zn:Biuxiudx+cu2jdx+ JuF(x,t)dx (2.20)
Q

Qi j=1 ao\i=l

2dt

elde edilir.(2.20) ifadesine sirastyla Holder esitsizligi ve (2.11) ifadesi uygulanarak
asagidaki ifade elde edilir.
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2 " ||u||ZQ + IZ Au, u, dx SJ[IZ:: Biz(x)) (an:uf (x)j+Cé[u2dx+QIuF(x,t)dx

Qij=1

> dt || ||m+ jz Aju, U, dx < j[i BiZ(X)J (zn:uf (x)] udx+(3||u||2

i, j=1

+ _[u(x,t)F(x,t)dx

n n
D AU 2=V u, ? esitsizligi yardim ile,

i,j=1 i=1

2dt||u||m+J'vZu 2dx<[ZB (X)J (Zu (x)j udx+C||u|| +Iu(x t)F (x,t)dx

%%”UHZJ’ jvzn:uxdeSsup[[(zn: Biz(x)j [Zu (x)j udx:|+C||u||2}+ ju(x,t)F(X,t)dX

i=1

Esitsizligin sag tarafina Cauchy Esitsizligi uygulanirsa,

> dt Sl + IVZU o < g Ju ]+ e Jull”+ |

+

SOOI+l GO, < o, Dl B, (2:21)

2dt

115 o + UG, o [F GO,

elde edilir.

Burada,

h 1/2
14, = max {egssup|C(x)|,egssup[; Bf(X)} }

(2.21) in sag tarafindaki ilk terime Young Esitsizligi uygulanirsa,
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(p=q=2ve s*=v/u)ve

1

2
d v |u
——||u||2+v||ux||2su{;l@+%llullz}miiu|r+||F||||u||

2 dt

L8 vl < 22 o ol < ]
tdpe (0 e sl

Ll (v et < s o+

2
,Ul 2
ol g < 4 o 22

ifadesi elde edilir. (2.22) nin sag tarafindaki ikinci terime Poincare Esitsizligi

uygulanarak,

! 2 ﬂ 2 X 2 L 2
S <Ll = 2l 2 |
LS+ 2o 1< 25 ol
S+ 2 | ol <l
2dt Faoy JFIE=

2
/tl 2
S +{ {4 ol <Ll



1d, 2
S g+ el < ul|F]

29 1)+ afulf <[F|
2 dt

ifadesi elde edilir. Burada,

ve ¢,(Q2) Poincare katsayisidir.

(2.23) ifadesinin her iki tarafi e”ile carpilir ve (&,t) de integre edilirse,

al d al
e Sul+alul )< IF]
t

d t
Vo &l < Ie IFl

t
e Jul-e Ju(x 0 < [ [F|dz

t
e ||uf|-e*a(x) < je“’ F||dz
&

& —0iken

t
e ||u-a(x) < _fe‘”
0

F||dr

t
e”|lu| <a(x)+ _[ec” F||dz
0

her iki taraf e ile ¢arpildiginda,

t
Ju| < e a(x)+e™ je‘”
0

Flldz

t
Ju| < e a(x)+ j e e
0

F||dz

t
ul| < e~**a(x) + .[e’ TR de
0

elde edilir ve buradan (2.16) yardimu ile,

26

(2.23)



27

ol 6,0 o+ [IFC. @20

bulunur. Burada,

ueV Q) ve c,(t) =e""
(2.22) ifadesinin edan t ye kadar integrali alinir ve ardindan & — 0, i¢in limite

gegcilerek agagidaki sonug elde edilir.

3 TS0 e+ . (0 < I[M jnu( o[, dr

+ [luG Ol o IF GO, de

t

2 t
MO0, [0 ges ot e O

£

t
o O e e 2Jllu ||mdr-[m+zjj o0 7+ [ Ol o [F Ol 02

£

—||u (x,1) ||ZQ 2||u (x,€) ZQ+ j||u ||2er< ” u,f dxdr+”4;z1 lu,f dxdr+“4;z1 |u| dxdr

rQ * ™Q

g —>0+iken

1 v ,Ulz
S0+ oo < s+ 2 ol

+ fluColl, o IF G0, . de
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v t 1 2 t
2 [ I 0 SO o i O OO
0 0

Yukaridaki ifadenin her iki tarafinin supremum degeri alindiginda,

2

t
] o e < ek Ol + 45 e suplu

t
+s(1)1p||u(., 9,0 .|.||F(.,t)||2’er (2.25)
|t 0

ifadesi elde edilir.
(2.24) ifadesi (2.25) de yerine yazildiginda (2.8) — (2.10) direk probleminin herhangi

bir ueV,°(Q;) zayif ¢oziimiinii saglar. Bu da asagidaki ifadeyi saglar.

Vv t 1 t
7 ] ol dz < S u 0, .0 al, , + JIFC. 2, d
0 0
2 t
+[ i +%jtc§ O[al,, + IFC.2,,dr *
0

+C (t)[llallz,g + IIIF(-,T)IIO'T} JIF G2, 097

t 1 t
[ ool dz=3e, (t){llallz,g + IFCD,q dr}
0 0

v

v
2
{ o0, +( ol j+zc2 (t){||a||m R j||F(.,T)||2,er]+z J‘||F(.,r)||2’er}

t

v 1 '
> a7 < e, <t>{||a||m + I||F<-,r>||2,_qdr}+
0 0

el 217t 48 Yz 0l JIF O }
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_J'||u (, r)||mdr< c (t){1+2tc (t)(y1 +2—H (|a||+2j||F( t)”szTJ

j||u @ z')||mdr< C (t)[l+2tc (t)(,u1 H[”a”+2ﬂ|F( t)||mdrj

Burada,

2
C,(t) = 1 c,(t) {1+ 2+¢,(t) [,ul + Zﬂﬂ alinirsa,
\ \"

flu, .0l o7 <cy(t) (||a|| +2{|F 0,4 er (2.26)

elde edilir.t, (0,T yar1 kapali oldugundan bir keyfi sabit kabul edilsin. (0,t) sabit

araligindan bir & sayist alinarak asagidaki ifadeyi olusturan bir *e &, T

noktasinin varligindan sz edilebilir.

™ e g,t (2.27)

O<e<t<T

Bu anlamda (2.18) esitliginin tekrar ele alinmasit gerekir ¢ilinkii, uygun

¢ fonksiyonlarinin  kiimesi L,(Q;)uzayinda yogundur. O halde herhangi bir

¢ € L,(Q; ) icin bu esitsizlik gegerli olmalidir. Bundan dolayi,
u, (%, 1) = (Lu)(x,t) = F(x,1) (2.28)

denklemi Q=Qx(e,t) nin her yerinde mevcuttur ve ayrica 7* ve t (2.27)

ifadesinden alinarak

t”(uT—Lu)zdxdr: ]szdxdr % gt, O<e<t<T (2.29)

™*Q *Q



esitligini saglar. Kolaylikla goriilebilir ki (2.29) ifadesi asagidaki esitsizligi saglar.

t”(“f —2u, (Lu) +(Lu)*)dxdz = t”dexdr
e *Q

tjjufdxdr—z]ju,(Lu)dxdf+ ]I(Lu)zdxdr: t”dexdr
”uzdxdr 2”u (Z A, (X, +ZB(x)u +C(x)u]dxdr+”(Lu) dxdr

= ]szdxdr

*Q

”(u +(Lu)?)dxdz — 2”u [Z A, (x)u, dedr 2”u (B,(X)u, +C(x)u)ixdz

™ Q ™*Q

= t”onlxdr

*Q

H(u +(Lu) )dxdr—zjz A, (0, (DU, (X, D)X +

ZJZ A (U, (X, D)u, (%, t)dx +2 Iju (ZB (X)u, +C(x)u)dxdr = IIF dxdr

IZ A (X, (), (x, t)dx+H(u +(Lu) )dxdr<jzA(x)u (x,7")u, (x,7°)dx

Qi j=1 Qi j=1

+2 t“'u, [Zn: B,(X)u, +C(x)u}

t

™Q

elde edilir.(2. 30)- (2.31) ifadelerinde ¢ =1/(444) yerine yazilirsa,

(o <vy &< Z A&E < ,qu j esitsizligi yardimu ile
i=1

i,j=1

30

ddz+ [ [Fdxdr (2.30)
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v [uz (. dxdt+£L[uf+(Lu)2]dxdr < gt fuz(.,7") dx

t t
+M”[2i‘ur|z+4yl lu, [ +Juf jdxdr+ jIdexdr
" Q *Q

vj.ufi (., t)dx + t”[uf +(Lu)2]dxdr < yqui (.,77)dx+ tH%|ur|2 dxdz
Q 0 Q >0

+tH4ﬂ12 (|ux|2 +|u|2)dxdr + t'|'J'|:20|Xdr
o *Q

VJ.Ufi (.,t) d x+ t”[uf +(Lu)2]dxdr Syfufi (.,77)dx + t”%|ur|2 dxdz
Q " Q Q *Q

+ ] I4,uf lu,|* dxdz + t”4;112 |u|2dxdr + ] IFZdXdT
*Q ™*Q ™0

vJ.ufi (.,t)d x+ t”[uf +(Lu)2]dxdr <u qu (.,77)dx + tJ‘J%|u,|2 dxdz
Q Q Q *Q

+ tj _[4;112 lu,|* dxdz + tJ.J.4yfcl(Q) I|u|2dxdr + tJ. IF dxdz
0 0 Q *Q

vJ.ufi (.,0)d x+ t”[uf +(Lu)2]dxdr < ,ujufi (.,7")dx + t“%|u,|2 dxdz
Q ™ Q Q *Q

+ ] j4yf tJ.J.|ux|2dxdr +4pu’c, (Q) tf I|ux|2dxdr - ] Idexdr
*Q *Q a® ™ Q

vj.ufi (.,t)d x+ ].J.[uf +(Lu)2]dxdr Syjufi (., 77)dx +i”%|ur|2 dxdz
Q " Q Q *Q

+442 (1+¢,(Q)) ]J|ux|2dxdr+ “dexdr
*Q *Q
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v juf (.,t)d x+% t'['[ufdxdr+]"[(Lu)2dxdr > ,u'fufi (.,7")dx
Q Q *Q Q

+412 (1+ ¢, (Q)) ]I|ux|2dxdr ++ tj [Fedxdz

*Q T*Q

2 t t
Ju, (02dx<Z fu? (o )dx + A+ G(E) [ flu,7dxdz +1 [ [F2dxdz
Q I VQ I v *Q v *Q

u, (., T*)Hzo _,_M ]I|ux|2dxdr +% t“dexdr (2.31)
' *Q

™Q

2 H
”ux (. t)nz,n < ;

elde edilir. (2. 31) ifadesi (2.32) de yerine yazilirsa (2.27) yardim ile

t

2 U 2 At (1+¢,(Q) o 2 1 e
Ju, (O, < o) gj||ux(.,§)|| dg+ —m s j J|ux| dxdz+— j Qj dxdz

t

2 47 A+c (D)) 2 1 )
||ux(.,t)||2’9£(v(t/ig)+ t - jjj|ux| dxdz + = [ [F2dxdr

™*Q *Q

t t
u Ol <c, ()| |lu,|dxdr+= | |F°dxdr
" Q " Q

O<e<t<T

elde edilir. Buradag (0,t) araliginda keyfi pozitif bir sayidir. Bu esitsizligin sag
tarafindaki ilk terim (2.26) temel alinarak asagidaki sekilde satilir.



BOLUM 3. PARABOLIK DENKLEM ICIN TERS PROBLEM

3.1 Lineer Ters Problem: Bir Kaynak Teriminin Yeniden Ele Alinisi

Bu boliimde, (2.8) parabolik denkleminin bir kaynak fonksiyonunun bulunusu ele

alacaktir. Bu anlamda,

F = f()h(x,t) +g(x,t)

3.1)

formunda bir F fonksiyonu ele alinabilir. Burada, h ve g fonksiyonlari bilinirken,

bilinmeyen f fonksiyonu aranir.h, g, a, b ve y fonksiyonlari, L, B,/ operatorleri ve

Q; bolgesi dikkate alindiginda, Q; =Qx(0,T) silindirinde asagidaki denklemi

saglayan bir o, f fonksiyonu ¢iftine ait ters problem incelenir.

u (x, ) —(Lu)(x,t) = F()h(x, ) +g(x.1), (x,1)eQ;

Baslangi¢ kosulu,
u(x,0) =a(x) ,XeQ

Sinir kosulu,

(Bu)(x,t) =b(x,t) , (x,t)eS; =00x 0, T

ve ek kosulu,

(Lu)(x) = z(x) XeQ

3.2)

3.3)

(3.4)

(3.5)

almacaktir. Burada L sembolii, herhangi bir x € Q igin t den bagimsiz katsayilari olan

bir diizgiin eliptik operator i¢in kullanilir.
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(Lu)(x,t) = Z A,, (), (x, t)+zB(x)u (x,t) +C(X)u(x,t) (3.6)

i, 1—1

A=A 0<vZ§<ZA§§ yZ; , V, 1t = sabit >0

i,j=1

(3.4) sinir kosulunda yer alan B operatoriiniin anlam1 sudur:

(Bu)(x,t) =u(x,t)
ya da (3.7)

Bux ) =25 1 5

Burada, 6_N = z u,, (x,t)Cos(n,O, ) ve n, 0Qye dis normaldir ve o >0 oldugu

i,j=1

kabul edilir. (3.5) de ki (¢u) ifadesi ,t; sabit tutulmus ve w bilinmiyorsa

() =(x), 0<t, <T, xeQ
yada (3.8)

(Pu)(x) = ]u(x, T)w(z)dz , xeQ

ifadesine doniistir.
Bu durumda teori yeniden bigimlenmesine ragmen, (3.3)- (3.4) homojen kosullar

saglanir ve g fonksiyonu (3.2) de sifira esittir. Gergekten, g, a ve b

fonksiyonlar1 ile L ve B operatorleri lizerinde gegerli olan bir yardimci bilgi
mevcutsa, asagidaki bagintilarda direk problemi yeniden olusturan bir v fonksiyonu

ele alinabilir.

v, (X, 1) = (LV)(x,t) = g(x,t) , Xt eQ;
v(x,0) =a(x), XeQ (3.9)
(Bv)(x,t) =b(x,t), (x,t)eS;
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(3.9) problemi ¢oziiliirken karsilik gelen fonksiyonlarin sinifinda tek bir v ¢oziimii

bulunur.Bu nedenle, (3.2) — (3.5) ve (3.9) ifadeleri bir ¢ift u—v, f fonksiyonunun,

(U=v), ~Lu-v) = F(Oh(xt) , (xt)eQ,

denklemini sagladigini belirtir. Burada baslangi¢ kosulu,(3.3) den

(U _V)(X! 0) = U(X, O) _V(Xv 0)
=a(x) —a(x)
=0

(uU-v)(x,00=0 ,xeQ

(3.4) den smirli kosulu,

B(u—v) (x,t) =(Bu)(x,t)—(Bv)(x,1)
=b(x,t) —b(x,t) =0
Bu-v) (x,t)=0, (x,t)eS;

(3.5)den ek kosulu,

L(u=v) (x)=(u)(x)—(v)(x)
= (X) = (tv)(X)
=(X)

MU-v) (=50 , xeQ

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

elde edilir.v , (3.9) direk probleminin bir ¢6ziimii olarak belirlenen bilinmeyen

fonksiyondur. Bu yaklagim, uygun bir tipte ters problemine yol gosterir.Daha detayl

yorum, (3.7) nin ilk bagintisina uyan Dirichlet sinir verisi ile ters probleme dayanir.

Ek kosul, (3.8) in ikinci ifadesi ile bagdastirilan integral formunda ele alinacaktir.

lleri bir ¢oziimleme elde etmek igin, asagidaki bagintilari saglayan ve bir

u— f fonksiyon ciftini saglayan ters problem kurulur.
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u, (X, t) = (Lu)(x,t) = f (x)h(x,t) , (X,t) €Q; (3.14)
u(x,0)=0, xeQ (3.15)
u(x,t)=0, (x,t)eS; (3.16)
]u(x, Ww(r)dr =p(X) , xeQ (3.17)

L operatorii, h,w, fonksiyonlari ve Q bdlgesi verilmistir.
Tanmm 3.1.

ueW,y(Q), f eL(Q) ve (3.14) — (3.17) ifadeleri saglanirsa, bir u, f fonksiyon
cifti. (3.14)-(3.17) ters probleminin bir genellestirilmis ¢oziimii oldugu
sdylenebilir.Ilk olarak , L,(Q)uzaymnda f fonksiyonu igin bir operatér denklem

olusturulur. Ikinci olarak, bu denklemin mevcut olan ters probleme denk oldugu
gosterilir. Bu, Fredholm denkleminin ¢6ziimiinii bularak ters problemin ¢éziimiiniin
de varligin1 gostermis olur ve Fredholm, denklemin tek ¢éziimiinii bulmaya yardim
eder. Tek ¢6ziim bulundugunda varligida kanitlanmis olur.f fonksiyonu i¢in ikinci bir
operator denklemi elde edilir. L operatoriiniin katsayilart (2.11)-(2.12) kosullarini ve

asagidaki ifadeleri saglar.

hh el (Q), ‘ [ h(x,t)w(t)dt‘ >0 (3.18)

xeQ, (5 =sabit), we L,(0,T)

L,(Q) uzayinda keyfi bir f fonksiyonu goz Oniine alinarak (3.14) te yerine
koyuldugunda (3.14)-(3.16) direk probleminin bir u eWzi’)l(QT)tek ¢6zimi bulunur.

Eger bu gergeklesirse, Onerme 2.2 u fonksiyonunun,

u(,t)eC(0,T ;W,(Q)
ve
u(,t)eC(0,T ;L,(Q))
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kosullarina sahip oldugunu garanti eder.Bu 6zelliklerin 151¢1ndaki amac,

(Af)x)= LTJ‘ut (x,t)w(t)dt, x e Q

h(X) 5
h(x) = f h(x,tw(t)dt

(3.19)

kuralina uygun olarak lineer operatoriinii kullanmaktadir. L, (Q2) uzayr civarinda f

fonksiyonu i¢in ikinci tip bir lineer operatdr denklem elde edilir. Bunun igin,
u, (x,t) — (Lu)(x,t) = f (x)h(x,t) ifadesinin her iki tarafi w(t)ile ¢arpilip, [0,T] de
integre edilir.

w(t)u, (x,t) = (Lu)(x, t)w(t) = f (x)h(x, t)w(t)

T.fw(t) u, (x,t)dt — TJ’(Lu)(x, tw(t)dt = E w(t) f (x)h(x,t)dt

0

T_[W(t) ut(x,t)dt—TJ’(Lu)(x,t)W(t)dt = f(x)fw(t)h(x,t)dt

T_[W(t) u, (x,t)dt — T.[(Lu)(x, t)w(t)dt = f (x)h,(t)
Her iki taraf h,(t) ye boliiniirse,

1] 1]
f (X) N ij(t)ut(x,t)olt—m Oj.(Lu)(x,t)W(t)dt

W(x) = hl‘Ti):j(Lu)(x,t)w(t)dt

FO) =(AF)(X) +¥(x) (3.20)

elde edilir. Burada W(x)bilinmeyen fonksiyondur ve L,(Q)uzaymna aittir.ileriki

kisimlarda, eliptik operatdr igin

(LVv)(x)=0, xeQ, v(x)=0,xe0Q (3.21)



38

Dirichlet probleminin sadece asikar bir ¢dziime sahip oldugu kabul edilir. flerde ki
onermeler,(3.20) denkleminin bir ¢oziimiiniin varlig1 ve tersi ile (3.14)-(3.17) ters

problemin ¢oziilebilirligi arasinda saptanan bagintilar i¢in uygun prensipleri saglar.

Teorem 3.1.

Farz edilsin ki L operatorii (2.11) —(2.12) kosullarini saglasin ve h,h, e L_(Q;)

‘f h(x, D)W(r)dz| =5 >0, x €D (5 = sabit)

wel,(0,T) ve ¢ eW/(Q) ﬂV\(l)Zl(Q)

(3.21) Dirichlet probleminin asikar bir ¢éziime sahip oldugu kabul edilir. Eger,

hy (x)

diisiiniiliirse agsagidaki ifadeler gegerlidir.

Y= (L) 100 = [hix Do(e)dr (3:22)

(@) (3.20) lineer denklemi ¢oziilebilirse, o zaman (3.14) — (3.17) ters problemi de
¢oziilebilir.
(b) (3.14) — (3.17) ters probleminin bir u, f ¢6ziimii varsa, o zaman f fonksiyonu

iceren (3.20) denklemine bir ¢dziim verir.
Ispat.

(3.20) denkleminin bir ¢ézlime sahip oldugunu ve (3.22) nin dogrulugunu kabul
ederek (a) maddesinin ispati i¢in yol alinicaktir. (3.20) nin ¢6ziimii f fonksiyonu

olsun. Eger f fonksiyonu (3.14) te yerine yazilirsa, o zaman (3.14) —(3.16) bir direk

problem olarak ¢oziiliir. Teorem 1.1.5 goz Oniine alinirsa u ewi’é (Q;) tek ¢ozlimii

vardir ve Onerme 2.1 den
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u(,) eC(O,T W, (Q))
ve
u (. eC(0,T ;L,(Q)

ifadelerini verir. ufonksiyonunun (3.17) ek kosulu sagladigi gosterilirse iddia

ispatlanmis olur.

T

Jux, ow(r)dr =g,(x) xeQ (3.23)
0

ile u fonksiyonunun yukaridaki ozellikleri anlamli hale gelir. Bu vasitayla

@, eWZ(Q)NW, (Q) ifadesi ortaya ¢ikar.(3.14) iin her iki tarafi w(t) fonksiyonu ile

carpilsin ve ¢ikan ifade t ye gore [0,T] de integre edilirse,

u, (x,t) = (Lu)(x,t) = f (x)h(x,t)

w(t)u, (x,t) — (Lu)(x, t)w(t) = w(t) f (x)h(x,t)

TJ'w(t) u, (X, t)dt — TJ‘(Lu) (x,)w(t)dt = TJ‘w(t)f (x)h(x,t)dt
T_[W(t) u, (X, t)dt — TJ.(Lu) (x,t)w(t)dt = f (x)T'[W(t)h(x,t)dt

fw(t)u, (x tydt - f(Lu) (x Hw €= ()h, (x) *)

T

T'[W(t)ut(x,t)dt— j{ axi(/\juxinznlsiuxi +Cu}w(t)dt = f (X)h,(x)

0 .

ZJ.W(t) u, (x, t)dt — {Tj‘zn: 6% (AU, Jw(t)dt + TJ.Zn: Bu, w(t)dt + ;[Cuw(t)dt}

0i,j=1 j o i=1

+Tj(Cu)w(t)dt = f(x)h,(x)
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|11

TJ‘W(t)ut(x,t)dt {Z A, ju w(t)dt + ZB ju w(t)dt +C juw(t)dt = f ()h,(x)

n a a T n a T T
jw(t)u (x,t)dt — {., l(a_xj A,—J& Ojuw(t)dt+iZ=l:Bi P 6[uw(t)dt+C Ojuw(t)dt}
= f(x)h(x)

jw(t)u (x, t)dlt — {;1; (8% AJJWZ(% Bi}erC(o} — £ (Oh(%)

]

IW(t)u (x,t)dt — {Z AP, +Z B o, +C(P} = FO)h(x)

i J—l

Iut(x,t)w(t)dt —(Lp)(x) = f(X)h(X) ,xeQ (3.24)

Diger bir taraftan, f fonksiyonunun (3.20) nin bir ¢oziimii oldugu goz Oniine

almarak , (3.19) dan

(AF)(X) :ﬁ:)jut(x,t)w(t)dt

(A (¥) = fu (x Hw(t)dt

olur ve

h O)(A F)(X) - (Lo )(x) = F(X)h(X) ,xeQ (3.25)
elde edilir.
(3.24) — (3.25) den ¢ — ¢, fonksiyonu, Laplace operatorii igin direk sabit sinir deger

probleminin bir ¢oziimiidiir.
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[ Ju (s Hwt)dt - (L) () - f (X)hl(X)J = (h, (A F)(X) = (Lo)(x) - F(x)hy(x)) =0

Ju (s HWR)Ydt - (L) () = F 0 () = (A FYO) + (Le)(X) + T (), (x) =0

(A £)0)h (%) = (L )(x) — F ()N (x) —h, () (A F)(X) +(Lo)(X) + T (X)h(x) =0
ifadelerinden,

(Lo)(x) - (Lgy)(x) =0

Lp—¢) (X)=0, xeQ

(p—p)(X)=0, xedQ (3.26)

elde edilir.Bu yiizden, Q nin hemen hemen her yerinde ¢, = ¢ dir ve (3.14) — (3.17)
ters problemi ¢oziilebilirdir. Boylece (a) maddesi ispatlanmis oldu.Simdi, (3.14) —

(3.17) ters problemini ¢dzen bir u, f fonksiyon giftinin varligin1 kabul eden (b)

maddesinin ispatina gecilecektir.Bunun i¢in,(3.14) ifadesi (*) ile gosterilen

T_[ut(x,t)w(t)dt —](Lu)(x,t)w(t)dt = f (x)h,(x) (3.27)

;
ifadesini belirtir ve burada h (x) = jh(x,r)w(r)dr dir.
0

(3.17) ek kosulu ve (3.22) ifadesi yardimu ile (3.27) asagidaki sekilde tekrar yazilir.

(3.22) den,
Y(x)h,(x) = —(Lp)(X)

¥ (x) [h(x, w(t)dt = ~(Lp)(x)

;
h (x) = '[h(x, 7)W(7r)d7 ifadesinden de yararlanilarak (3.27) den,
0
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Ju (x yw(tydt +p(x)h, (x) = T (x)h, (x) (3.2)

yazilir.(3.19) da ki A operatoriiniin tanimi hatirlanarak (3.28) in, f fonksiyonunun
(3.20) denkleminin bir ¢oziimii oldugunu ima ettigi sonucu ¢ikarilir. Boylece
teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Asagidaki sonug, 6nemli kosullar altinda var olan ters problemin tek bir ¢oziimiiniin

bulunabilecegini ifade eder.
Teorem 3.2.

L operatori (2.11) — (2.12) kosullarint saglasin

h,h eL, (Q;)ve >0 >0 0 =sabit

Tjh(x,t)w(t)dt

wit)el, 0,T , peW/(Q) ﬂV\(;zl(Q)

olsun. Apyrica, (2.21) Dirichlet probleminin bir asikar ¢6ziime sahip oldugu

varsayilarak asagidaki esitlik saglanir.

m <1

ml = 571 ”W”z,(o,T) ||m2||2,(o,T) (3-29)

t
m,(t) =exp —at egssup|h(x,0)|+Jexp —a(t—7) esssup|h,(.,7)dz
0 Q

a=|—" —( = 2)
(@ T

n 1/2
4, = max esssup|C(x)|,e§s)ssup[iZ=1: Bf(X)}
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Burada, c, (Q) Poincare-Friedrichs esitsizligi sabitidir. O halde, (3.14)-(3.17) ters

probleminin bir ueW}'(Q,)¢dziimii vardir, bu ¢dziim belirtilen fonksiyonlarm

smifinda tektir ve asagidaki ifadeler (2.13) de ki c* sabiti ile gegerlidir:

[0 =7 o (3.30)
1/2
]
Julls < IIL(ﬂIIm { Jesssup|h(x, b dt] (331)
0
Ispat.

(3.20) denklemi ele almarak ispata baslanilacaktir. Onemli bir nokta ise, (3.20)
ifadesi bir ¢oziime sahipse o zaman Teorem 3.1 ile ilgili ters problemin

coziilebilirligini saglar. A; lineer operatdrii igin (3.29) da ki m, sabiti ile

IAT],q<m|f],q . fel(Q) (3.32)

ifadesinin gecerli oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in (3.19) ifadesinden yola ¢ikilirsa,

(A F)X)|= ju (x, Hw(t)dt

h1()

(A F)(x)| = ju (x,tw(t)d t|

Ihl( ) s
(AHEI|= oIlut(x,t)llvv(wldt
(A D00 = Wl ] o,

A x [ =W, ulf,,

II(M)(X)I dx < I i, o, 0
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1
|4l <5 [, o, 8
Q

1
Al ==y i 9
Q

1 T
AT = S, f i p
Q\0
1 T
At S | o
Q

0
T

1
AT, <l Jlu et

0
1 T 1/2
ATl < | 63
0

elde edilir.Diger bir taraftan, f eL,(Q)olarak (3.14) — (3.16) sistemi (2.8)- (2.10)

sistemi gibi aym tip haline gelir. Onerme 2.1 de ki (2.27) dan yararlanilarak
asagidaki ifadeler elde edilir.

FT

IIAlfIIQSgIIWIIO,T feLa+F(0),,+ [ |F.], d7)
0 0

1 T ! t (-7
It <2l e Il IF GO, + e, ja
0 0

T

1 -a 2 ! —a(t-r
QOB T R R
Q 0

0

fh

T
Q

1 T By 1/2 t m 1/2
||Alf||ng||W||(0vT) Oje ‘egssuph(x,O)( jfz(x)de dr+ fe Jesssuph, (x,0) [f2(0dx | de

Q 0 Q

1 ! —al t —a(t-7
811, = Sl | e esssumbu ], Jo = sssupn, 1,0 1], e

1 o " s
||A1f||955||W||(0,T) Of(e tegssuph(x,O)dr+Je ¢ ’egssuph,(x,O)drj||f||Q



1 T
ATl =L pul, [m o] 1], o
0
1 T 1/2
1L, =2 @ e
0

1 T 1/2
A1 = 2 11 o
0

1
”Alf ”Q < g”W“(O,T) ||m2 (t)”(O,T) ” f ”Q

[Afl, =< m ]t

ifadesi elde edilmis oldu.

Ayni zamanda,

”ut ("t)”Z,Q < m2 (t)” f ||2,Q ! te O’T

sonucuna varilir ve

m,(t) =exp —at egssup|h(x,o)| ,a:{ v (ﬂﬁ

2¢,(Q)

n 1/2
14, = Max {egssup|C(x)| , egszssup[izl: Bf(x)} }

Burada, ¢, (Q) Poincare-Friedrichs esitsizlik katsayisidir.
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2]

m, <liken, (3.20) lineer denklemi L,(Q2) uzaymndan herhangi bir  fonksiyonu tek

¢oziimiine sahiptir ve ozellikle , W =—L¢/h ifadesinin (3.22) yi sagladigi kabul

edilebilir. Eger Oyleyse, (3.30) ifadesinin dogrulugu kesindir ve su sekilde elde

edilir;bunun i¢in (3.20) ifadesinden yola ¢ikilirsa,

[f]=[AT+%¥|

£ =|Af ]
fIfFdx=|Af+¥[ dx
Q
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I <2{ o +fof o)

Q

I <2[ Il + oo
Q

(3.32) ifadesi ile,

2
1 <m0+ [ofox

Q
1/2

2

|Hksmmwm+{wﬂdg
Q

1/2
Il <[ [ o)
1/2
I£]l, @-m,) s[ j|t11|2 dx]

Q

elde edilir ve buradan de (3.22) ifadesinin yardimu ile,

1/2
de

1 a-m =2 Joof o

—(L(ﬂ)(X)

|HLa—m>[J

1
[l @=my) < <Lel,

5—1
fll <
1), <2

Lol .
1

Boylece (3.30) ifadesi elde edildi. Benzer sekilde (3.31) ifadesi de elde edilir.Bunun

icin

lul<c=(|F|+]al) (2.13) ifadesi kullanilir.
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Ayrica (2.9) kosulundan,

Jul<c|F|
Jull <] £ ConGe,b)

Jul sc*(j(f (x)h(x,t))zdtJ

Ju]<c* Tjh(x,tydtj [ij(x)zdtJ

i
Ju|<c* Iesssup |h(x,t)|2 dt]” fl,
0 Q

5—1
1-m

Lol

§
Ju|<c* Iesssup|h(x,t)|2 dtj
0 Q

luf < c*o” [ Lgp||Uess sup [h(x,t)[° dtj (3.31)
- 1-m o @ ’

elde edilir.Boylece, Teorem 3.1 (3.14) — (3.17) ters probleminin ¢oziimiiniin

varhigimmi ifade eder.Yukarida ¢oziimii bulunan (3.14)- (3.17) ters problemin

u, f, veu,f, iki farkli ¢6ziim kiimesi oldugu var sayisin. Bu durumda, f;

fonksiyonu f, fonksiyonu ile ¢akisamaz, ¢linkii onlarn esitligi u,ve u,arasindaki
esitligi dogrudan dogruya belirtir. (2.8) — (2.10) direk problemi i¢in teklik
teoreminden ). Teorem1.2.10 in (b) maddesi, f, ve f,fonksiyonlarinin ikisinden
birinin (3.20) denkleminin bir ¢6ziimiinii verdigini gosterir. Bununla birlikte bu, daha
once belirtilen (3.20) denkleminin tekligi ile uyusmamaktadir. Ciinkii, (3.14)-(3.17)
ters problemin ¢dziimiiniin tek olmadigi kabul edilmisti. Dolayisiyla iddia dogru
degildir. (3.31) ifadesi (2.13) ve (3.30) un bir direk kosullu Onermesidir, boylece

teoremin ispat1 tamamlanir.

Simdi — parabolik denklem i¢in son ek kosul ile asagidaki ters problem dikkate

alinacaktir.
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u, (x,t) — (Lu)(x,t) = f (x)h(x,t), (x,t)eQ; (3.34)
u(x,0) =0, XxeQ (3.35)
u(x,0) =0, (x,t)eS; (3.36)
u(x,0) = p(x), XxeQ (3.37)

Daha iyi anlagilmasi i¢in, (3.34)-(3.37) ters probleminin bir ¢dziimii i¢in 6nemli bir

tanim asagidaki ifade edilir.

Tanim 3.2.

u eszl(')l(QT), f eL,(Q) ve (3.34)-(3.37) ifadeleri saglaniyorsa bir u, f fonksiyon

cifti (3.34) — (3.37) ters probleminin bir genellestirilmis ¢ozimudiir.

L operatoriiniin katsayilarinimn (2.11) — (2.12) ve
hheL,(Q), [h(xT)|=5>0, xeQ, (5 =sabit) (3.38)

kosullarini sagladigi kabul edilsin.
Bu varsayim altinda, (3.34) — (3.36) ifadeleri L,(Q2)uzayindan keyfi bir fonksiyon

almarak ve bu (3.34) denkleminde yerine koyularak bir direk problem olarak
algilanir. Teorem 1.1.5 e gore asagidaki ozellikler ile (3.34)-(3.36) direk probleminin

tek bir u eW,(Q;) ¢dziimii vardir.

u(.,t)eC(0,T :W2(Q))
ve
u(.,t)eC(0,T :L,(Q))

Ileriki ¢dziimler igin,

1
h(x,T)

(A f)(x)= u (x,T) ,xeQ (3.39)
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ifadesini saglayan
A, L(Q) - L(Q)
lineer operator kullanilir.f fonksiyonu i¢in ikinci tipte lineer operatdr denklemi

L, (Q2) uzayina aittir.

Teorem 3.3.

L operatorii (2.11)-(2.12) kosullarini saglasin ve

hhel,(Q), |h(xT)=5>0xeQ & =sabit,

Qe sz Q) ﬂV\(;zl Q)

olsun.(3.21)Dirichlet probleminin sadece asikar bir ¢6ziime sahip oldugu kabul

edilerek

1
Y(x)= —m(l—@(x) (3.41)

yazilir. O halde asagidaki ifadeler gegerlidir:

(a) (3.40) ¢oziilebilirse, o zaman (3.34) — (3.37) ters problemi de ¢oziilebilirdir.

(b) (3.34) — (3.37) ters probleminin bir u, f ¢6ziimii varsa, o zaman f fonksiyonunu
iceren (1.2.40) lineer denkleminin bir ¢6ziimiinii verir.

Teorem 1.2.3 , Teorem 1.2.1 nin ispat1 gibi ayn1 sekilde ispatlanabilir.Ters problemin
coziilebilirlik sorusu (3.40) denkleminin dikkatli analizi ile yakindan ilgilidir. (3.32)
esitsizligindeki durum gibi ayn1 mantikla A, operatorii i¢in asagidaki ifadelerden

(3.42) elde edilir. Bunun igin, 6ncelikle, (3.39) ifadesinden,
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(A, T)(X)| = ‘ u( T)‘

(A, F)(X)| = Ju, (x,T)|

[n(x T)I
|(A2f)<x)|sg|ut(x,T)|

flea, )0k < % flu (xT)ldx

flca, 00 e <= flu(x T o
Jenwre] <2 juwnr | o

1/2
1
1At , < g[ et )\de
Q
||ut (t)|| <m,(t) || f || ifadesinden yararlanilarak,

[Af],q < ||u ||
||A2f||ZQ 2” ||2Q

”AZ f ||2,Q = m3 ” f ”2,9 (3-42)

ifadesi elde edilir. Burada,

.
m3=%{exp(—aT)egs)ssup|h(x,0)|+ _[exp -a(T —1) GSSSUD|h(-,t)|dt
0

-
“Tloci AT

n 1/2
5 =max esssup|C(x)|,ess sup[izzl: B (X)}

ve ¢,(Q), Poincare — Friedrichs esitsizlik sabitidir.
Teorem 3.3 ile ilgili alt dizi ile lineer A, operatoriine sabit nokta teoremi ve (3.42)

ifadesi uygulanarak 6nemli bir sonug elde edilir.
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Teorem 3.4.

L operatori (2.11) — (2.12) kosullarin saglasin ve

hheL,(Q), [h(x,T)|=5>0, xeQ (5 =sabit), p e W, (Q) ﬂV\Zl(Q)
olsun.Ayrica, (3.21) Dirichlet problemi bir asikar ¢dzlime sahip oldugu farzedilsin.
m,(1 (3.43)
esitsizligi (3.42) ifadesindeki mj icin gegerli ise, (3.34) — (3.37) ters probleminin bir
ueW,; Q; ¢dziimii vardir ve bu ¢oziim belirtilen fonksiyonlar sinifinda tektir.

(2.13) ifadesindeki c* sabiti ile,

5—1
7l = T Il (3.44)
- c* st T ) 12
||u||2‘QT < T ||L(p||mx 'fe(szssup|h(x,t)| dt (3.45)
3 0
ifadeleri gegerlidir.

Ispat.
(3.40) ifadesinden yola ¢ikilarak,

1|=laf +¥]
1 <lAf 4

2 2
[If[dx= [|A, £+ dx
Q Q
I <2 e +fof o
Q

I < z(nAzfnz  f dx]
Q
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2 2
[f1 < moflfl,q + Jl¥Tax
Q

1/2
I, <mll,, {ﬂwr dx]

Q

1/2
1l -ml .. s( o dxj
Q

If],, @-m,) < ( j|\1J|2 dx]

ve (3.41) den yararlanilarak,

-1

MRECRL

1, @-m)=<|

Q

2 1/2
dxj

l ; 1/2
fl (- < L d
I, @-m,) < Qj|h(X’T)|2|( ?)(X)| x]

[ £l @=my) < %( fleo)eof dx]

1
[, @-mo) < <[Le,,

|t], @=m;) <57Le],
elde edilir ve buradan da

5—1
1-m,

], < ILel, (3.44)

bulunur.Simdi, (3.45) ifadesini elde etmek i¢in |ul|<c*(|F|+[al) (2.13) ifadesi

kullanilir.Ayrica (2.9) kosulundan,



Juf|<c*[[F]
Jul| < c*[ f (x)h(x.1)|

e ot conceya
fu]<c* Tjh(x,t)zdtJ [ij(xydt]

T ) 12 51
||u||sc*[0j'e§s)ssup|h(x,t)| dtj RML(/)”ZQ

c*o™ ! 2 "
ey ||Lgp||muegssup|h(x,t)| dtj

<
ol <3
bulunur.
Uyan 3.1.
n 2
(Lu)(x,t) = Au(x,t) = zw
i=1 axi

Laplace operatdrii verilsin.Sadece t ye bagl h fonksiyonunun
h,heC O,T ,
h(t) ,h*(t)>0,h(T) =0

kosularini sagladigi kabul edilsin ve

o= >0ve my, =1-m,
2¢,(Q)

1 T
m, =mojh(t)exp —a(T —t) dt
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ifadeleri verilsin. m, > Ooldugundan, M, <1 esitsizligi dogru olur. Diger bir taraftan

h(T)=0ile keyfi bir h(t) >0 fonksiyonu i¢in M, >0olur. Bu yiizden, herhangi

T>0i¢in 0<m, <1 olur ve Teorem 1.2.4 0<T <ooiken herhangi T i¢in ¢dziimiin

tekligini ortaya koyar.
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Ornek 3.1.

Verilen son kosul ile ters problemin ¢6ziimiinde Fourier degiskenlerine ayirma
metodunun nasil uygulanacagi ele alinir. Bu amagla, asagidaki ifadelerden yeniden

diizenlenen u(x) ve f(x) fonksiyonlari i¢in ters problem ortaya konulur.

u(x,t)=u, (x,t) +f(x) ,0<x<z ,0<t<T (3.46)
u(x,0)=0, O<x<mrm (3.47)
u,t)=u(z,t)=0,  0<t<T (3.48)
ux,T) =ep(x), O<x<rm (3.49)

@ eW?(0,7) igin simr degerleri @(0)=¢ £ ¥ almir. (3.46) — (3.48) sistemine

degiskenlere ayirma metodu asagidaki sekilde uygulanarak birtakim ifadeler elde

edilir.
uxH = 3T, O, 1

f(x,t) = f,(t)Sinzx+ f,(t)Sin2zx +...+ fn(t)Sinnzx +...= Z f. (t)Sin(nzx)
n=1

Her taraf Sin(kzx) ile garpilip integre edilirse,

f (x,t)Sin (k7Z'X)=§: f. (t)Sin (nzx)Sin (k7x)

n=1

[ f(x,0)Sin(kzx)dx=>"f, t ISin(n;rx)Sin(k;rx)dx
0 n=1 0

:% f (1) (n=k ise)

n=Kk iken,



Z[f (x, 1) sin (knx)dx = %fk (t)
f. (t) :E ]f (x,t)Sin (nzx)dx
7 0

u(x,t) = > T, (t) Sin (n7x)
=1
denklemde yerine yazilir.

u (x,t)=u,, (x,t)+ i f. (t)sinnzx

u(x,0)=0 -
u(0,t)=u(r,t)=0
u(x,T) =e(x)

u, = > Tn'(t)Sin nzx
n=1

u

X

nz T, (t)Cos nzx
n=1

u, =—>(n7)T,(t)Sin nzx

n=1

ST ®)Sin nex = -3 (n7)7T, ()Sinnzx + £ 1)Sin (n7x)

Baslangic kosullarindan,
u(x,0)=> T,(0)Sin nzx=0
n=1

0(0.H) =T, (H)Sinnz0 =0

n=1

u(z,t) =iTn ®) Sin(nz)z =0
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u(xT)= 3T, (T)Sinnzx = p(X)

S TSI+ Y (1), Sin(nzx) = 3 £, (1) Sin(nzx)

i T, (1) +(n7)°T,(t) - f,(t) Sin(nzx) =0

n=1
Adi dif. denklem ¢6ziimiinden,

t
T.(M)=a,e " '+ e "VCIf (r)dr
0

Buradan,
W0t = 3T, (0X, ()

0 0 t
=> ae ™ Sin(nzx)+ | Sin(nzx) j e I f (£)dr
n=1 n=1 0

t
f (r)e”™ " dzSin(nzx)

n

u(x,t)

~ >
. IMe 2

u(x,t) f (r)exp —k*(t—7) dzSinkx

J
t
J
u(x,t)=>" f, k? [1-exp —k%t ]Sin kx
k=1
ifadesi elde edilir.Burada,
27 .
fi == [F(x)Sin kedx
P
X, (x) =Sink, .
sistemi ve 4, =k? f:l dizisi,
X (X)+A4X(X)=0, 0<x<7m

X, (0) = X, () =0
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(3.51)

spektral problemi ile iliskilendirilen Sturm-Liouville operatdriiniin 6zdegerleri ve 6z

fonksiyonlari olarak bulunurlar.Denklemin katsayilarina uygun olarak
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p(x) =Y f .k (L—exp(-k?T))Sinkx = > ¢, Sinkx
k=1 k=1

f =k, (1—exp(-k*T)) ¢, (3.53)

elde edilir. Buradan da f fonksiyonu igin,

F(x)= 3 K2 (1- exp(—k?T)) g, Sinkx (3.54)

k=1

ifadesi yazilabilir. (3.50) ve (3.53) ifadelerinden yola g¢ikarak bilinmeyen u

fonksiyonu iizerinden asagidaki sonug ortaya ¢ikar.

u(x,t) = i k?(1-exp(=k?T)) o k2 (1— exp(-k>t))Sinkx

k=1

= 3" (1 exp(~k?T)) (L exp(~k?t))p, Sinkx (3.55)

k=1

(3.54) ifadesinin her iki tarafin karesi alinip integre edildiginde,

£2(x) = > k*(L-exp(—k?T)) ZpZSinkx
k=1

[f200dx= | i k* (L—exp(—k2T)) 2 p2Sin?kxdx

_o k=1
( “ f ('[)|2 dt = 2 “ f, (X)|2 dxj Ters Fouirer Dontisiimii ile

T

||f||§,9=i k*(L—exp(-k?T))?#? elde edilir.

k=1

3o

Boylelikle, L, (0,7 ) uzayinda bir f ¢éziimiiniin varlig1 i¢in ¢ fonksiyonu gereklidir.

Yukarida elde edilen ifadenin sag tarafindaki seri yakinsak olmalidir.
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> 2K @ exp(-KTI) 2 < 2 (- exp(-T)) YK

k=1

Bu anlamda (3.54) ifadesindeki serinin yakinsakligi k — +oo iken ¢ fonksiyonunun

fourier katsayilarinin nasil davrandigina baglidir. Benzer bir ifade (3.55) deki
yakinsaklik karakteri ile ilgilidir. (3.54) ve (3.55) nin 6zel aragtirmalar1 fourier

serilerinin genel teorisi catisinda yiiriitiilebilir. Ozelde, ¢(x) = Sinx olarak kabul

edilirse (3.54) — (3.55) asagidaki ifadeyi meydana getirir.

u(x,t) = (L—exp(=T)) " (1 —exp(-t)) " Sinkx
f(X)=(1—-exp(-T))-1sinx , k—>ow

3.2. Lineer Ters Problem: Fredholm Coziimii

Bu béliimde, (3.2) — (3.5) ters problemin ilging bir 6zelligi olan Fredholm karakteri
tizerinden vurgulanir. Bu noktadaki bir durum, ¢oziimin varlig1 teoremini
vurgulayan teklik teoreminde gergeklesebilir. Final kosulu ile (3.34) — (3.37) ters
problemi diisiiniilerek sonraki genel goriiniimiin ¢ikarimi yapilir. Teorem 3.3 de ikinci

tiir operator denkleminden bu ters problemin ¢oziilebilecegi ispat edildi.
Teorem 3.2.1.

L operatori (2.15) — (2.16) kosullarini saglasin ve
hhel (@) |h(xT)=5>0 xeQ(s=sabit)olsun. A, operatérii L,(C)de

tamamen sureklidir.
Ispat.

Oncelikle, Onerme 2.1 ve 2.2 den ortaya ¢ikan A, operatdriiniin bir o6zelligi
tanimlanir. Genel olarak, sabit olan L,(Q)uzayindan keyfi bir f fonksiyonu

diigtiniilir ve (3.34) te yerine yazilir. Bu, bize (3.34) — (3.36) sisteminin (2.12) —

(2.14) sistemi olarak ayni tipte oldugunu gosterir. Teorem 2.5 in gatisinda (3.34) —
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(3.36) problemi ¢dziildiigiinde yukarida bahsedilen sabitligi saglayan ueW,y(Q;)

tek fonksiyonu bulunur. Onerme, 2.2 den

0
u eC(0,T ;L(Q)NC(eT ;W,(Q), 0<e<T ifadesini belirtir.

0
Bundan dolayi, (3.39) ile belirtilen A, operatdrii W, (Q) i¢inde L,(Q) uzayindadr.

0
W, (©Q) normunda A, (f)in ifadesinde (3.34) — (3.36) sisteminin terimleri alinarak

(3.42) esitsizliginden yararlanilir. Bu,
2 2 ! 2 2
Jus T <M GO, + (M i[5, dt © v el,
0

C; Ve Cy( 2.42) de ki ile aymdir ve f e bagh degildir. (3.39) ve (3.1) ifadeleri

birlestirilerek,

A, 0 <C ) fla Y el(Q)

Burada,
2 1/2

.
c, =1¢.(T) esssup|h(x,0)|2+c6(T)jesssup|ht(x,t)|2dt
0 Q

Q

(3.2) ifadesi L,(€2)uzaymdan herhangi bir f fonksiyonu icin gecerlidir ve ¢,
katsayis1 f den bagimsizdir.
(3.2) ifadesinin L,(Q2) de tamamuyla siirekli lineer A, operatorii ifadesi yardimi ile

olusabilecegi kolayca gozlemlenebilir. Gergekten, D L,(Q2) uzayinda smirh bir
0
kiime olsun , A, operatdriiniin zellikleri ve (1.3.2) ifadesi, A, (D) kiimesi W, (Q)

0
uzayina aittir ve W, (Q) de smirlidir. Bu durumda Rellich’s teoremi L,(Q2) uzayinda
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A (D )kiimesinin kompakt oldugunu belirtir. Bu durumda L, (Q2) uzayinin herhangi
bir smirli kiimesi L,(Q) de kompakt bir kiime {izerinde operatdrdiir. A, operatdrii

L, (©2) de tamamen siireklidir ve teorem ispatlanmis olunur.

Sonug: 3.2.1.

Teorem 3.2.1 in kosullar1 altinda takiben Fredholm alternatifi (3.40) denklemi igin
gegerlidir : yani (3. 40) denkleminin bir ¢oziimii vardir ve L,(Q2) uzaymndan

herhangi bir ¥ fonksiyonu igin tektir ya da
f=Af (3.56)

homojen denklemi bir nontrivial ¢6ziime sahiptir. Yukarida ifade edilen sonug,
ozellikle, (3.56) homojen denklemi sadece trivial bir ¢6ziime sahipse, o zaman (3.40)
denklemi herhangi bir ¥ € L,(Q2) i¢in tek ¢oziime sahiptir. Diger bir deyisle, sonug

3.2.1, (3.40) icin varlig1 belirten teklik teoremini ortaya ¢ikarir. (3.34) — (3.37) ters

problemine gore asagidaki teorem kurulur.
Teorem 3.2.2.

L operatori (2.15) - (2.16) kosullarini saglasin ve

hheL,(Q), [h(xT)[=5>0 xeQ (5 =sabit) , (oeWZZ(Q)ﬂV\Zl(Q) olsun.

(3.21) Dirichlet problemi sadece bir trivial ¢ozlime sahipse, o zaman asagidaki

cikarimlar gecerlidir.

a) Eger (3.56) lineer homojen denklem sadece bir trivial ¢6ziime sahipse, (3.34) —
(3.37) ters probleminin bir ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim belirtilen fonksiyonlarinin

sinifinda tektir.
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b) Eger teklik teoremi (3.34) — (3.37) ters problemi i¢in gegerli ise, (3.34) — (3.37)
ters probleminin bir ¢oziimi vardir ve bu ¢dziim belirtilen fonksiyonlarin

sinifinda tektir.

ispat.

Oncelikle (a) maddesi ispatlansin (3.56) sadece trivial bir ¢6ziime sahip olsun sonug
(3.56) ile herhangi bir Wel,(Q2) i¢in (3.40) homojen olmayan denklemin bir
¢ozimi vardir (6zel olarak W (3.41) formundadir) ve bu ¢6ziim tektir (3.34) — (3.37)
ters probleminin ¢6ztiimiiniin varligi Teorem 3.3 den takip eder ve sadece tekligini

gostermek i¢in durur. Aksine (3.34) — (3.37) ters probleminin wu, f, ve wu,,f,
farkli iki ¢ozlimiiniin oldugu kabul edilsin f, ,f, ye esit olamaz, ¢iinkii , (3.34) —
(3.36) tipindeki direk problem icin teklik teoremi ile u, ile u, arasinda esitligi

belirtir ve bu ¢akismaya neden olur. Teorem 3.3 iin (b) maddesine gore f —f,

fonksiyonu (3.3) homojen denkleminin bir nontrivial ¢6ziimiidiir. Fakat bu baslangig
varsayimi ile ¢elisir. Boylece, (a) maddesi tamamiyle ispatlanmis olur.

(b) maddesinin ispatina gegilsin. Teklik teoremi (3.34) — (3.37) ters problemini
saglasin. Bu, asagidaki homojen ters probleminin sadece bir trivial ¢éziime sahip
olabilecegi anlamindadir.

Simdi parabolik denklem igin son ek kosul ile asagidaki ters problem dikkate

alinmalidir.

u, (x,t) = (Lu)(x,t) = f (X)h(x,t) ,(x,t) eQ; (3.57)
u(x,0) =0, XeQ (3.58)
u(x,t) =0, (x,t)eS; (3.59)
u(x,T)=0, XxeQ (3.60)

Acikga, (3.56) homojen denklemi Teorem 3.3 iin catisinda (3.58) — (3.60) ters

problemi ile iliskilendirilir. Aksine, f eL,(Q) (3.56) iin bir nontrivial ¢dzlimii
olsun. F (1.3.4) te yerine yazilarak ve Teorem 2.5 yardimi ile (3.58) — (3.60) direk
problemi ¢dziilerek Lemma 2.2 de belirtilen diizgiinliik 6zelligi ile bir ueW, 5 (Q;)

fonksiyonu yeniden ele alinir. Agik¢a dogrulanir ki u fonksiyonu,
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u (X, T) = (Lu)(x,T) = F(X)h(x,T) (X, 1) eQ (3.61)

ifadesini belirten (3.58) denkleminin basit bir goézlemi ile (3.60) ek kosulu da
saglar.Diger bir taraftan, f fonksiyonu (3.58) ifadesine baglhdir, bu

h(x, T)(A, f)(x) = f(X)h(x,T) , (X, T)eQ

A, operatoriiniin (3.39) tanimindan, (3.60) sinir kosulu ile iki onceki ifadelerin

birlesimine takiben u(x,t) fonksiyonu

Lu(x,T) =0 ,xeQ;u(x,T)=0xed

Dirichlet problemini ¢ozer Bu teoremin kosullar1 altinda sadece bir trivial ¢dziime
sahiptir. Bu yiizden, xeQ icin u(x,T)=0 ve u,f ¢ifti boylece (3.58) — (3.60)

ters probleminin bir nontrivial ¢6ziimii olarak elde edilir. Fakat bu, teklik teoremi ile
ilgili olan (b) maddesinin bir kosulu ile ¢elisir. Boylece, (3.56) homojen denkleminin
bir nontrivial ¢6zlimiiniin varlig1 hakkindaki ¢ikarim dogru olamaz.

Sonugta , (3.56) denklemi sadece bir trivial ¢dzlime sahip olabilir ve (b) maddesinin

¢ikarimi (a) maddesinin ¢ikarimindan takip eder. Boylece, teorem ispatlanmis olur.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, ters problemlerin kullanildig1 alanlara ait bir¢ok ornekler verilmistir.
Parabolik denklem igin direkt problem ile ters problem arasindaki iliski yapilan
islemlerle ve bunlarin  sonucunda elde edilen birtakim kestirimlerle ortaya
konmustur.Ayrica ,parabolik denklem i¢in mevcut olan ters problemim varligi ve
tekligi sonucu elde edilmistir.Daha fazla arastirmacinin gelisen bilim kosullari

altinda calisarak daha fazla problem ve ¢6ziim ortaya koyacagini umut ediyoruz.
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