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OZET

Anahtar Kelimeler: Hareketli cisim, Adjoint yaklasim, Uzaysal hareket, Aksoid,
Euler-Savary analogu

Bu tez dokuz béliimden olugmaktadir. Birinci boliimde diferensiyel geometriden ¢ok
iyi bilinen temel kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde Oklid uzayinda regle yiizeyler
iizerinde durulmus ve gerekli teoremler 6zetlenmistir.

Ucgiincii boliimde bir regle yiizeye adjoint bir egrinin yeni bir yaklasimi incelenmis
ve bir regle ylizeye adjoint bir egrinin sabit nokta kosulu bulunmustur. Dordiincii
boliimde uzaysal harekette bir nokta yoriingesinin temel denklemleri elde edilmistir.
Besinci boliimde aksoidlerin indirgenmis yap1 parametrelerinin kinematik anlamlari
ortaya konulmustur. Altinc1 bolimde hareketli cisimdeki bazi noktalar (ivme
merkezi, infleksiyon yiizeyi, Bresse hiperbolii) 6zel kinematik anlamlari ile hareketli
aksoidin dogal {igyiizliisiinde konumlandirilmistir. Yedinci boliim, iki alt baslik
altinda incelenmistir.Birinci alt boliim uzaysal harekette bir nokta yoriingesinin
hareketli ¢atisina ayrilmis, ikinci alt bolimde ise bir nokta yoriingesinin geodezik
Euler-Savary analogu ve Euler-Savary analogu kurulmustur. Kiiresel harekette bir
nokta yoriingesinin ani geometrik 6zellikleri ise sekizinci boliimde tartigilmstir.

Dokuzuncu béliimde tiim g¢alismanin kisa bir 6zeti yapilmistir. Ayrica, uzaysal
harekette aksoidlerin geometrik 6zellikleri ekte anlatilmistir.
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DIFFERANTIAL GEOMETRY OF A RIGID BODY IN THREE
DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

SUMMARY

Keywords: Moving body, adjoint approach, spatial motion, aksode, Euler-Savary
analogue

This thesis consists of eight chapters. In the first chapter, we have given basic
concepts well known from differential geometry. In the second chapter, ruled surface
were explaned in three dimensional Euclidean space and necessary theorems were
summarized. In the third chapter, a new approach of a space curve adjoint to a ruled
surface was examined and fixed point condition of a curve adjoint to a ruled surface
was obtained. In the fourth chapter of this thesis, the basic equations of a point
trajectory in spatial motion were obtained. In the fifth chapter, the kinematic
meaning of the induced construction parameters of axodes were revealed. In the sixth
chapter, some points (the acceleration center, the inflection points, the Bresse
hyperboloid) with special kinematic meaning in the moving body are located in the
natural trihedron of the moving axode. The seventh chapter was separated with two
subchapter. The first subchapter was devoted to the moving frame of a point
trajectory in spatial motion and the second one to the geodesic Euler-Savary
analogue and Euler-Savary analogue of a point trajectory. The invariants of a point
trajectory in spherical motion were discussed in the eight chapter.

Finally, a brief summary of the study is in the tenth chapter. Also, the geometrical
properties of axodes in spatial motion have been related in appendix.
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BOLUM 1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1. Bos olmayan bir climle 4 ve bir K cismi iistliinde bir vektor uzay1 V
olsun. Bir f: AxA—V fonksiyonu,

1) VP,Q,Re 4 icin f(P,0)+f(O.R)=f(P,R)

2) YPed ve VaeV igin f(P,Q)=a olacak bigimde bir tek O € 4 noktas

vardir.

Sartlarini sagliyorsa A ya V vektor uzayi ile birlestirilmis Afin uzay adi verilir [3].

Tamm 1.2. A bir reel afin uzay ve 4 nm birlestigi vektor uzayi da 7 olsun. V' de

bir i¢ carpim islemi olarak

Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile 4 da uzaklik ve a1 gibi metrik
kavramlar tanimlanabilir. Bdylece 4 afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid uzay1

adim alir [3].



Eger A=R" swrali n—lilerin ctimlesi ve V' =R" n—boyutlu standart vektor uzayi
olarak almirsa V =R" vektdr uzaymnda Oklid i¢ ¢arpimu ile birlikte 4=R", Afin

uzay1, n—boyutlu standart Oklid uzayi olarak adlandirilir ve E” ile gdsterilir [3].

Tanmm 1.3.

d'E'"xE" >R

(v) > d (x.0) =[] = [T 0 )

seklinde tanimlanan 4 fonksiyonuna E" Oklid uzayinda, uzaklik fonksiyonu ve

d (x, y) reel sayisina da x, y € E” noktalar1 arasindaki uzaklik denir [3].

Teorem 1.1. E" de uzaklik fonksiyonu bir metriktir [3].

Tanim 1.4.

d:E"xE"—> R

(x,y) — d(x,y) = nyH
seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonuna E” de Oklid metrigi denir [3].

Tamm 1.5. Vx,y,z€e E" i¢cin ;y\z acisinin dl¢iisii




den hesaplanan @ reel sayisidir [3] .

Tamim 1.6. E" de sirali bir {P P,P ,ﬂ} nokta n+1-lisine R" de karsilik gelen

EESERPERE

{Po—f; ﬁz,...,ﬁn} vektor n-lisi R" igin bir ortonormal baz ise {F,,P,P,,...,P,}

5o 0o L5 Ly sene

sistemine E” de bir dik cat1 veya Oklid ¢atis1 denir [3] .

Tamm 1.7. E" deki {EO,E,,...,En} catisma standart 6klid ¢atis1 denir ki burada

drr [3].

Tamm 1.8. E" de bir X noktasmin E" deki Standart Oklid Catisina gore ifadesi

seklindedir. Burada
x:E" >R, 1<i<n,

fonksiyonlarina X noktasin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {x,x,,...,x,} siral

ve reel degerli fonksiyonlar 7 -lisine de E” in Oklid Koordinat Sistemi ad1 verilir

[3].



Tamm 1.9. X bir climle ve X in alt kiimelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. Eger 7

koleksiyonu
1) X,per,
2) VA,A,et=>A4 N4, er,

3) Al.ez',ier,UAier

iel

onermelerini sagliyorsa 7 ya X iizerinde bir topoloji, (X, 7 ) ikilisine de topolojik

uzay denir [3].

Tanim 1.10. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f:X->Y

fonksiyonu siirekli , /' tersi var ve f~' de siirekli ise f ye X ten Y ye bir

homeomorfizm (topolojik doniigiim) denir [3].

Tanmm 1.11. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi iki farkli noktasi i¢in
X de swrasiyla, P ve O noktalarini i¢ine alan A4, ve A4, a¢ik alt ciimleleri
A, A, =2 olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayma Haussdorf uzay1

denir [3].

Tanmm 1.12. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki onermeler dogrulaniyor
ise M ye n-boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik #-manifold) adi

verilir [3].



1) M bir Hausdorff uzayidur.

2) M nin her bir agik alt ciimlesi £” e veya E” nin bir acik alt ciimlesine

homeomorftur.

3) M sayilabilir coklukta agik ciimlelerle Ortiilebilir.

Tamm 1.13. M bir n—boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt

cimlesi olsun. U bir v homeomorfizmi ile M nin bir ¥ alt ciimlesine eslenebilir.

v:UcCE' >WcM

(l//, W) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita denir [3].

Tamm 1.14. M bir topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisit U, olsun. U, acik
ciimlelerinin « indislerinin ciimlesi 4 olmak tizere U, Ortiisi i¢in {Ua }&E , yazilir.
E" de U, ya y_, homeomorfizmi altinda homeomorf olan bir acik ciimle ¥, olsun.

Boylece ortaya ¢ikan (U, ) haritalarmmn

(v U},

koleksiyonuna bir atlas denir [3].

Tamm 1.15. / — R bir acik alt aralik olmak iizere



a:l—>FE" IcR

diferensiyellenebilir fonksiyona E” de bir egri adi verilir ve M ile gosterilir.

Burada (I ,a) ya M egrisinin koordinat komsulugu , re/ degiskenine de M

egrisinin parametresi denir [3].

Tamm 1.16. E" de bir M egrisi (/,a) ve (J,B) koordinat komsuluklari ile

verilsin.

h:aof:J—>1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi (yani M nin

I daki parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir [3].

Tamm 1.17. M c E" egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

||0¢’||:I >R

£ [e(1) =’ ()]

seklinde tanimlanan ||a’|| fonksiyonuna, M egrisinin (I ,a) koordinat komsuluguna
gore skalar hiz fonksiyonu ve ||a’(t)|| reel sayisina da M nin (I ,a) koordinat

komsuluguna gore o (¢) noktasindaki skalar hizi denir [3].



Tamm 1.18. M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vs e/

i¢in

o)) =1

ise M egrisine (I ,a) koordinat komsuluguna gore birim hizli egri, sel

parametresine de yay-parametresi ad1 verilir [3].

Tanim 1.19. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir [3].

Teorem 1.2. E" de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komsulugu vardir [3].



BOLUM 2. REGLE YUZEYLER

Bu kisimda E° de regle yiizey kavramini ele alacagiz ve regle yiizeyler igin temel

ozellikleri verecegiz.

Tamm 2.1. M c E’ yiizey olsun. VP e M noktasinda, E° {in M de kalan bir
dogrusu var ise M ye bir regle ylizey , P € M noktasindan gecen ve M de kalan

dogruya da M nin bir dogrultmani ad1 verilir [3].

Teorem 2.1. M c E’ bir regle yiizey olsun. M nin dogrultmanlari, M de hem
asimptotik ve hem de geodezik ¢izgilerdir [3].

Teorem 2.2. M < E° bir regle yiizey ve M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olsun.
Bu takdirde VP e M i¢in K (P)<0 dir [3].

Simdi regle yiizeyler i¢in atlas kavramini ele alalim. M bir regle yiizey olsun.

ol ->M

egrisinin teget vektdr alam 7 olmak iizere, Vse/ igin «(¢) noktasmda M nin

dogrultmani 7 ile lineer bagimsiz olacak sekilde verilsin. a(t) € M noktasindaki

dogrultman,



B:R>M

B(v)= (a, (1)+va,(1),....0 (1) +va, (t))

seklindedir.  Burada, q,(t)eR, 1<i<3, skalarlar, dogrultmanm «a(r)

noktasidaki bilesenleridir. Boylece,

p:IxR > E’

qo(t, v) = (a] (t) +va, (t) N0 (t) +va, (t) , Oy (t) +va, (t))

olmak {izere; {([ X R,(p)} sistemi, M 1i¢in bir atlastir. o :/ —> M egrisinin yay-

parametresi ile verildigini ve dogrultmanin tizerindeki

tanjant vektoriiniin de V7 e/ i¢in birim vektor oldugunu kabul edelim. a: 1 —> M

egrisi <T , X > =0 olacak sekilde sec¢ilmis ise M nin birim normali N olmak iizere

{T,X,N}

sistemi, @ boyunca bir ortonormal sistem teskil eder (Sekil 2.1).
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N|
(1) X
h / a()
/
/ s
s /
q) / / /
s %
’ / v s
s 7 s % ,
7 ’ % v ,
// / // g 7
%
/ / / /3T
/ 7 a(r)
IxR 7 () X
X / / / 4
s / v /
/ / s % pd
s s % / ,
/ v s P
s s % ,
% v ,
’ s
, s
, 7

Sekil 2. 1 {T,X, N} ortanormal sistemi

Simdi {T , X ,N} sisteminin « boyunca degisimini, yani, 7 ye gore her birinin

kovaryant tiirevlerini bulalim. a boyunca,

1=(T,T)=(N,N)=(X,X)=0=T[(X,X)]|=2(D, X, X)
= (D, X, X)=0

dir. Benzer sekilde

(D,N,N)=

0
(D,T,T)=0

dir. Burada a,b,c e C*(M,R) fonksiyonlar,
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[N}
I

(D,T,X)

a(1) a(r)

0 2.1

S
I

(D,T,N)

(1)
¢l uto (D,X,N)

a(1)

seklinde tanimlanirsa,

D.T =aX +bN
D,X =—aT +cN (2.2)
DN =-bT —cX

elde edilir. (2.2) denklemi matris formunda ,

D,T 0 a
DX |=|-a 0
DN -b -c

S o0 >
= N

seklinde ifade edilir.

@(t,v)=a(t)+vX(t) ile verilen ifade {(Ix R,(p)} atlasnda Vv eR sabit degeri

igin M nin bir @, : Ix{v} — M egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alam

A=T+vD, X

ve burada D, X =—aT +cN oldugundan
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A:(l—av)T+ch

seklinde bulunur. Bu ifade eder ki, 4 vektor alan1 da X e diktir.

Bir dogrultman boyunca, M nin teget diizlemlerinin ¢akisik oldugu genellikle dogru

degildir. Ancak, bu diizlemlerin daima sabit olmasi, ¢ € C* (M ,R) fonksiyonu ile

yakindan ilgilidir. Bu ilgiyi bir teorem ile verelim:

Teorem 2.3. Bir regle ylizeyin, bir dogrultmani boyunca teget diizlemleri

aynidir< ¢ =0 [3].

Tamm 2.2. Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki
komsu anadogru arasindaki agiya oranimna regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

denir [3].

Anadogrularinin birim dogrultman vektorii X olan bir regle yiizeyin dralini P, ile

gosterelim. Komsu anadogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki birim vektor,

vektorel carpim ile, X A X’ oldugundan bu dogrultudaki birim vektor

XAX'
X

dir, burada X' = D, X dur.
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X+dX

QI

a+da

Sekil 2.2. Dayanak egrisinin komsu iki noktasi

Dayanak erisinin komsu iki noktasi a (s) ve P (s+ds)= P (s)+ da (s) olmak

iizere bu noktalardaki anadogrular arasindaki en kisa uzaklk, d o vektdriiniin

XAX'
X

vektori tizerindeki izdiistimiidiir. Boylece en kisa uzaklik % ile gosterilirse

k= <d&',u>,
X7

_det[da, X, X']
x|

(2.3)

dir. Eger anadogrularin kiiresel gostergesini géz oniine alirsak, komsu iki anadogru

arasindaki agiy1 yay elementi cinsinden



ds = ||DTX||ds =~a’+c’ds

ax
dw ===
¥ H ds

olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali

k
p ——
X dy
det[da, X, X'] :||X’||ds
¢
d t[d“,x,x’}
_ ds c
X 2
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(2.4)

(2.5)

(2.6)

seklinde bulunur. Regle ylizeyler i¢in dral koordinat degisimlerine gore en basit

diferensiyel invaryanttir.

Tanim 2.3. Bir regle ylizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni1 ise regle

ylizeye agilabilirdir denir [3].

Teorem 2.4. Bir a(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir [3].

Tanim 2.4.

0:IxR—>E’
o(t,v) > o(t,v)=a(t)+vX(1)

(2.7)
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regle yiizeyl V¢t el igin

p(t+27,v)=0(t,v)

olacak sekilde peryodik ise regle ylizeye kapalidir denir [3].

Kapal1 regle yiizeylerin dayanak egrileri ve anadogrularmin kiiresel gostergeleri

kapali egrilerdir. Yani bir peryod sonra her anadogru kendisi lizerine gelir.

Tanim 2.5. Bir (p(t,v) regle ylizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi denir [3].

Tamm 2.6. Bir (p(t,v) regle ylizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

esas dogrultman iizerindeki ayagma bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi adi

verilir [3].

Tanim 2.7. Bir (p(t,v) regle ylizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi

olustururken bogaz noktalarmin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon)

cizgisi (egrisi) ad1 verilir [3].

Tanim 2.8. Bir (p(s,v) regle yiizeyinin merkez noktasmnin P yer vektorii dayanak

egrisinin ;(s) yer vektorii, X (s) dogrultman vektdrii ve dayanak egrisine olan i

uzaklig1 cinsinden
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a(s,u)=a(s)+u X(s) (2.8)
seklinde ifade edilebilir. & parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorii

ve dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X (s) ve X (s)+dX (s)

olan komsu ti¢ ana dogrusu verilsin (Sekil 2.3.).

X+ Xds

Sekil 2.3. Regle ylizeyin komsu {i¢ anadogrusu

P,P" ve Q0,0 komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular tizerindeki

ayaklar1 olsunlar. Ilk iki komsu anadogrunun ortak dikmesi

X(s) /\(X(S)+DTX(S)dS) =X(s)AD,X(s)ds (2.9

bagmntisindan dolayr X A D, X vektoriine paraleldir. Limit halinde P—Q vektorii PP

ile cakisir ve bogaz ¢izgisinin tegeti olur. Boylece

<X,1TQ>=0, <X+DTde,P—Q'>:0 (2.10)

olacagindan
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D, X,PO)=0 (2.11)
(p,x.PO)

elde edilir. Ayrica (2.8) dan dayanak egrisinin s yay-parametresine gore tiirevi

alinirsa ve (2.11) denkleminden

<DTX,d—“> =0 2.12)
ds

<DTX,T+CCZZ—MX+LTDTX> =0,
S

(D,X,T)+u@|D, X[ =0

g:_<DTX’T2>: 2 (2.13)
| x| @ e
bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii i¢in (2.8) den
(s) = (5) -2 ) x ) EAn
s)=al(s)————=FX (s :
|- x|

elde edilir. Eger |D,X||=0 ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal

regle yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle yiizeyler i¢in striksiyon egrisi

dayanak egrisi olarak alinirsa (2.13) formiiliinden

elde edilir [3].
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Teorem 2.5. ¢ # 0 olmak iizere M bir kapali regle yiizey olsun. M nin

0:IxR—>E’
o(t,v)=a(t)+vX (1)

fonksiyonu ile tanimli {(I X R,go)} atlas1 verilsin. M nin dogrultmanlar1 arasinda,

ortogonal yoriingeler boyunca en kisa uzaklik

b @
a’+c’

degerine karsilik gelen
o, 1 —>M

egrisi boyunca Olciilen uzakliktir [3].

Simdi, ¢# 0 olmak lizere bir kapali regle ylizey i¢in merkez noktasi ve striksiyon

¢izgisinin tanimini degisik bir sekilde olmak iizere asagidaki gibi verebiliriz.

Tanim 2.9. ¢ # 0 olmak lizere kapali M regle ylizeyi

o(t,v)=a(t)+vX (1)
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icin atlas

{(IxR,p)}

olarak verilsin. M nin her bir dogrultmani tizerinde

degerine karsilik gelen noktaya o dogrultman iizerindeki merkez nokta
(bogaz noktasi) ve M nin merkez noktalarinin geometrik yerine de M nin

striksiyon ¢izgisi denir [3].

Merkez noktasini karakterize eden bir teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.6. M regle yiizeyi {([ x R,(p)} atlas1 ile verilsin. O zaman, «(t)

noktasindan gecen anadogrultman {izerinde (p(t,vo) noktast merkez noktasidir
< a nin teget vektor alan1 7 ve dogrultmanin teget vektor alan1 da X olmak iizere,

¢(t,v,) noktasindaki teget diizlemin bir normali D,.X dir [3].

Teorem 2.7. Bir regle yiizeyinin Gauss egriliginin mutlak degeri, bir dogrultman

boyunca, bu dogrultman iizerindeki merkez noktada maksimum degerini alir [3].

Sonug¢ 2.1. Bir regle yiizeyin dagilma parametresi yalnizca dogrultmanlara baghdir

[3].
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Teorem 2.8.(Chasles Teoremi) M bir regle yiizey, M nin bir dogrultman1 boyunca

normali N , bu dogrutman lizerindeki merkez noktada M nin normali N i1se N ile
N, arasindaki agmin tanjanti, merkezden N, nin baslangi¢ noktasina olan uzaklik ile

dogru orantilidir [3].



BOLUM 3. BiR REGLE YUZEYE ADJOINT BiR EGRININ YENI
BIR YAKLASIMI

E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir L dogrusu bir I", uzay egrisi boyunca hareket

ederken bir ¥ regle yiizeyini meydana getirir ki bu regle yiizeyin vektorel denklemi

2:R(o,u)=r,(0)+uL(o) 3.1

dir. Burada rP(a), I', egrisinin yer vektoriidiir ve £ nin dayanak egrisi olarak

adlandirilir. L(a), L dogrusunun birim vektoriidiir ve £ nin dogrultmani olarak

isimlendirilir. Ayrica o ve u,X nm parametreleridir. Genelde £ nin striksiyon

egrisi, ~ nim dayanak egrisidir ve o parametresi L dogrusunun kiiresel gosterge
egrisinin yay uzunlugudur. Bir regle ylizeyin vektorel denklemi bir standart form
olarak adlandirilir. Bu calisma boyunca aksi belirtilmedik¢e vektorler kalin harfle

gosterilmistir.

% regle yiizeyinin Frenet ¢atisi (dogal ligyiizliisii) {r,,E,, E,, E,} olmak iizere

E=L(o), E=—, E,=EXxE,), (3.2)

seklinde tanimlanir. Frenet catisinin orijini £ nin merkezinde ya da striksiyon

noktasindadir ve bu r, vektorii ile gosterilir. Simdi {r,,E,, E,,E,} Frenet gatismin

diferensiyel formiillerini hesaplayalim [7].
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dir.

E, = aE, +bE, +cE,

seklinde yazilabileceginden

dir. Buna gore

Ezr =-E + ﬁE3

olarak bulunur.

E, =dE, +eE, + fE,

olsun. Bu takdirde



23

e :—<E3,—E] +ﬁE3>
e :<E3,E]>—ﬁ<E3,E3>
e =-f

dir. Boylece

dir. Boylece Frenet ¢atisinin diferensiyel formiilleri

W B +yE,
do

dE, _
© (3.3)

dir. Buradaki o, f,y katsayilar1 X in yapi parametreleri [9] ya da ¥ 1n egrilik

fonksiyonlar1 [5] olarak adlandirilir.
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Bu arada L dogrusuna ait olmayan bir 4 noktasi, sabit ¢at1 o—ijk da bir I",
egrisini ¢izer. Fakat 4 noktasmm I, daki her bir konumu daima X iizerindeki L

nin bir konumuna karsilik gelir ya da 4 noktasi L dogrusuna adjointtir. Bundan
dolayr I', egrisi £ regle yiizeyine adjointtir. X , orijinal bir regle ylizey olarak, I"

ise X nin adjoint egrisi olarak tanimlanir. Boylece I, nin vektorel denklemi

I',: R, =r,+x,E +x,E, +x,E,, (3.4)

seklinde yazilir. Burada (x,,x,,x;), {rP,E],Ez,E3} Frenet catisindaki 4 noktasmin

koordinatlaridir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Hareketli cisimdeki bir 4 noktasmnin sabit ¢att 0 —ijk daki I”, yoriingesi

(3.3) denklemine gézoniine almmirsa R, nin o ya gore 1. tiirevi :
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dr
dRA :—p+%E]+X]%+%E2+X %+%E3+x3%
do do do do do *do do do

dx dx dx
=(ak, +;/E3)+d—G‘E] +x,E, +d_02E2 +x,(—E, +ﬁE3)+d—G3E3 +x,(-BE,)

:(%+a—x2]El +(%+xl _ﬁx3]E2 +(%+7+ﬁxsz3

do

dR,
do

= AE, + AE, + AE, (3.5)

dir. Burada

dir. Yukaridaki esitligin o ya gore tiirevi alinarak R, nimn herhangi bir siradaki
tiirevleri elde edilecek ve daha sonra I, egrisinin invaryantlar1 £ regle yilizeyinin

invaryantlar1 tarafindan ileride gosterilecektir.

A

Eger A noktasi, o—ijk sabit catisinda sabit bir nokta ise =0 olur. Boylece

do
(3.5) denkleminden
4 :%+—x2 +a=0
do
A =x+3_pe —0 (3.6)
do
A,= Bx, +%+7/ =0
do

esitlikleri bulunur. Bu esitliklerin saglanmasi durumunda A4 noktasi sabit bir nokta
olarak adlandirilir. Ayrica (3.6) denklemi de bir regle yiizeye adjoint bir egrinin sabit

nokta kosulu olarak tanimlanir.



BOLUM 4. UZAYSAL HAREKETTE BiR NOKTA
YORUNGESININ TEMEL DENKLEMLERI

Iki kat1 cisim arasindaki izafi uzaysal hareket, bir aksoidin digeri iizerinde ortak
dogrultmanlar1 boyunca kaymasi ve birinin digeri etrafinda donmesi olarak

diisiiniilebilir. Tki aksoidden sabit aksoid X, , hareketli aksoid X_ ile gosterilir. T
ve X, aksoidlerinin, sirasiyla, o_—i_j k_ hareketli ve o, —i;j.k; sabit referans

catisindaki standart vektorel denklemleri asagidaki gibidir.

(4.1)

2. R (o, 1) =1, +/,thm}
IR (0, ) =1+ 1S,

Burada r, ve r,, swrasiyla, X ve X nin striksiyon egrilerinin vektorleridir. S ve
S;, ani donme ekseni (ISA) nin birim vektorleri ya da X ve X, nin

dogrultmanlaridir. Ayrica o, ve o, swrasiyla, S_ ve S, in kiiresel gosterge

egrisinin yay uzunlugudur. £ ve X, aksoidlerinin, sirasiyla, {rm,E](m’,Eém),Egm)}
ve {rf,E](f),ng),ng)} Frenet catilar1 (3.2) denklemindeki kosullar1 saglar ve = _ ve

X, 1in swaswyla, o, B,y ve o _,B.,7, Yyapt parametreleri (3.3) denklemi ile elde

edilir.
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Js
k

Sekil 4. 1. A noktasmimn hareketli ve sabit cisme gdre yoriingesi

Simdi sabit aksoid X, 1 orijinal bir regle ylizey olarak alalim ve sabit referans gatis1

o, —i.j.k, deki hareketli cisim X nin sabit bir 4 noktasinin yoriingesi olarak
inceleyelim. Herhangi bir anda A4 noktas;, X, nin Sf(Eﬁf)) dogrultmanina

adjointtir. Boylece 4 noktasmin yoriingesi, sabit aksoid X, nin bir adjoint egrisidir

(Sekil 4.1). I', nim vektorel denklemi:
I,: R, =r,+xE"+x,E" +x,E" (4.2)

seklindedir. Buradaki (x,,x,,x,), {rf,E](f),Ef),ng)} Frenet ¢atisindaki A
noktasmnin koordinatlaridir. Eger (3.3) denklemi gozoniinde bulundurulursa R, nin

2, e gore birinci tiirevi
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dx
g : E3(f)+x3(—ﬁfE2(f))

Oy
d d d

= g x [EO | S22k~ pox, |ED | S5 4y 4 Bx, |ED
do, doy doy

R .
C(li = 24 X, t E](t) +| X+ dx, - Bix; Eéf) +| Bex, + dx +7¢ E3(f) (4.3)
o; do, do, do,

seklinde elde edilir. Diger yandan hareketli aksoid X_, orijinal bir regle yiizey olarak
alinir ve hareketli cismin sabit bir 4 noktasinn '™ yoriingesi, 0_—i j k_
hareketli referans ¢atisinda incelenebilir. 4 noktas1 herhangi bir anda X nin
dogrultmanma adjointtir. Bu yiizden I'™ yolu X_ nin bir adjoint egrisidir.
0. —i j k

m

de I', nin vektorel denklemi
r": RY =r +xE™ +x,E™ +x,E™ (4.4)

dir. Burada (x,x,,x;), {rm,E](m),Eém),Egm)} Frenet c¢atisindaki A4 noktasinin
koordinatlaridir. Herhangi bir anda hareketli aksoid X ile sabit aksoid X, temas
eder ki y_=y, ve do_=do; dir. Bu ifade eder ki iki Frenet catis1 cakigiktir.
Buradan (4.2) ve (4.4) denklemlerindeki (x,,x,,x;) in ayni oldugu anlasilir. Bu
arada 4 noktast 0_—i_j k_ de sabit bir nokta oldugundan (3.6) denklemindeki

sabit nokta kosuluna gore

dx dx
1 2
_x2_am’ __x]+ﬁmx3’

do,,
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elde edilir. Bu ifade (4.3) denkleminde yerine konulursa

((11[;’* =(x,—a, - X, +a; )El(f) +(x + Bx; —x, —ﬁfo)Ef)
f

+( By =V = By + 7. ES)

= (ocf —-a, )E](f) —(ﬁf -B., ))@Eé”
+ [(ﬁf - B )xz + (7/f “7m )} ng)

=a'E"" - B x,E" + (ﬁ*x2 +y° ) EW"

—iI;A =a"E" + B (n,E\" — x, EL") (4.6)

f
elde edilir. Burada
a*:af_am’ ﬂ*:ﬁf_ﬁm’ 7*:7f_?/m:0 4.7)

dir. a*,p",y" parametreleri X, ve X _ nin indirgenmis yapi parametreleri olarak
adlandirilir. Bunlar uzaysal hareketin ani invaryantlaridir. do =do; =do

oldugundan do tarafindan degistirilebilir. Benzer sekilde

R * (f) *
Ry 49 g o B I (5, E" - x,E")
do do do, do
(f) (f)
o $epo, 95 A pe 4B g
do do, do, do,

esitliginde (3.3), (4.5) ve (4.7) denklemleri yerine konulursa R, nin o ya gore

ikinci tlirevi
Rl _ (O{*' +ﬂ*x3)E](f) +(a* _ﬂ*!x3 —,B*zxz " IB*}/m )Eéf) +(,B*'X2 —ﬂ*x, _ﬁ*2x3)E§f) (48)

olarak bulunur.



BOLUM 5. AKSOIDLERIN INDIRGENMIS YAPI
PARAMETRELERININ KINEMATIK ANLAMLARI

Bolim 4 de verilen «, B°, y* yap1 parametrelerinin kinematik anlamlari, hiz ve

ivme yardimiyla incelenebilir. Ani donme ekseninin tanimiyla hareketli cismin A4

noktasinin hizi

E](f) Ez(f) E3(f)
a)E](f) Xr=| o 0 0
X X, X3

= —a)x3E2(f) + a)sz3(f)

= (x2E3(f) - x3E2(f) )
1fadesinden

2

V,=vE" +0E" xr=vE" +a)(x2 EW" —x, E(f)) (5.1

seklinde bulunur. Burada v; X _, 2. ve X_ nin ortak dogrultmanlar1 boyunca
kaydirildiginda agisal hiz, @ 1se X, X, ve X nin ortak dogrultman: etrafinda
dondiiriildiigiinde hareketli cismin donme hizidir. Burada, r, £, nin striksiyon

noktasindan 4 noktasina olan uzakh@m vektériidiir ve r=x E” +x,E" + x,E"

dir. Eger (5.1) denkleminin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
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E(f)
a, =D Wpo [ AE 40y 4O pa_ pi)s | 422 9O g
dt dt do, dt dt do_dt

. dE" do, dx, do O dEY" do,
*do, dt do, dt ° 7’ do, dt

elde edilir. Yukaridaki denklemde (3.3) ve (4.5) denklemleri yerine yazilirsa, A
noktasinin ivme vektorel denklemi

dv, (dv do do do do » do
a, =—2= —+ox,— |[E" +| v——x,—+ 0y, ——0f x,— |EV
Pode (dt 3dt] ‘ ( ar Sa PO g TP ] ’

biciminde elde edilir. Burada (::1_60’ E" (ISA) boyunca ¥ _ ye bagli _ nin donme
t

ivmesi ve 1 acisal ivmedir. Diger yandan (4.2) denklemindeki R, nin ¢ ye gore
t

1. ve 2. tiirevleri alimarak V, ve a, asagidaki gibi elde edilebilir.

dR do
\% AR —
Ade A de 53)
L 4V, &R, o, (d_ajz r &0 '
A de dz? Al dr A de?

Eger (4.6) denklemi (5.3) denkleminde yerine konulursa ve (5.1) denklemi ile

karsilastirilirsa v, @ ve o', B arasinda asagidaki sekilde bagnt1 elde edilir.

«do «do
a7
2 2
dv a*'(d—] va 4O (5.4)
dr dt dr
do .(do) _.d*c
_:ﬁ (_] ﬁ 2
dr dr dr
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Burada (5.4) denklemi &  ve B~ m kinematik anlamlarmi ortaya koyar ve onlar

uzaysal hareketin invaryantlaridir [9].



BOLUM 6. HAREKETLI CiSIMDEKI OZEL KINEMATIK
ANLAMLI NOKTALAR

Bu béliimde hiz ve ivmeye 6zel degerler vererek hareketli cisimde bazi karakteristik

ozelliklere sahip noktalar1 elde edelim.

6. 1. ivme Merkezi

{rf,E](f),ng),ng)} Frenet catisindaki ivme merkezinin koordinatlari, (5.2) ve (5.3)

denklemlerini sifira esitleyerek bulunabilir. Boylece

dv do do do do do
a, =| —+ox,— |[E" +|v——-x,— 40y, ——-0f'x, — |E"
A (dt . dt] : (V TR TR LTI dt] ’

do do do
+ —x,—0ox,——w B x,— E(f):()
(dr BEGFra dt] ’

denkleminden

B wx 39

ds ds

dv dw do « do
— =X ——toy,—— 0 —=0
a Sar g Py
do do « do

—X, WX, —— —=0

dr ° " dt px ds

\(
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do| do doe dv( do)’ ( *daj . dv ( daj
X =1—|v—+ —+—|wo— — |+ p — 0-——
! {dt {V a g dt(a) dt) }/ F 5 )P dt}/ dr

-1
=14 o v do ) o) 6.1
dt dr dr de dt de

bulunur. Herhangi bir anda X, nin Frenet ¢atis1 ile £ nin Frenet catist cakisiktir.
Bundan dolay1 bulunan (x,,x,,x,) ayni zamandaki ¥, nin Frenet ¢atisindaki ivme

merkezinin koordinatlaridir.

6. 2. Infleksiyon Yiizeyi

Infleksiyon noktalar1 a, xV, =0 ile belirlenebilir. (4.6) ve (4.8) denklemleri (5.3)

denkleminde yerine yazilirsa

i x B ym)(daj g dzd}Ezm

d dr?
}E (f)

do
dt

a, {(a*#ﬁ*xs)(i—jjz e }E(”

elde edilir. Determinant alinirken bir satirin veya siitunun katin1 almak determinantin

degerini degistirmeyeceginden V, =R’, =a'E,"” = p'x,E,'" + B"x,E," almnabilir.

Boylece



(f) (f) (f)
E E, E
(24 - x, B x,

aAXVA: sf * dO' 2 *dZO' * sf %2 5 dO' 2 *dZO' sf * %2 dO' ? *dZO'
(0" +p x3)(—) o' S (0" =8 =B x,+ ym)(gj —xp T (x,8"-p'x - x3)(—) T ik

dr

* *f dG ? * dG ? %2 dG ? * dZG * dG ? *f dG ? *2 dG ? * dG ? * dZG
={—ﬁ |:x2x3ﬁ (Ej —xx,p (Ej -x,’B (E) +x,%,8 ?foza (E) —X,%p (Ej -x,°f (E) +x,7,,8 (Ej - X, e E!"
) ( ;
%2 dG ? * okl dG ? Py dG ? * ok dG ? * *dZG *f ok dG ? %2 dG ? * *dZG
+{“ () e (G e (G ) ramnG ) xew Gt p () wn” () e p G £ =0

* okl dG 2 * ok dG 2 * k2 dG ? * *dZG ok dG ? #2 dG ? * *dZG
+{x2a B (Ej —xa (E —xa f (—j +x,a P B (E) — X%, 8 E) —x,a 2 E,"

G¢



36

denkleminde gerekli diizeltmeler yapilirsa

a (a* +ﬁ*7/m)+( ‘o —a' B )x3 +B° (x32 —a*xz) =0
o Bx, +(ﬁ*a*’ —a*ﬁ*’)x2 ra B x4 B =0 (6.2)

—(oc* +ﬂ*7/m)x2 + B x,x, + B (xz2 +x32) =0

bulunur. Bu ii¢ denklemde sadece bir uzay egrisinde kesisen ii¢ ylizey ya da iki

bagimsiz denklem bulunmaktadir.

6. 3. Bresse Hiperbolii

Hareketli cisimdeki bir Bresse Hiperbolii, (a,,V,)=0 ile belirlenebilir. (5.1) ve

(5.2) denklemleri

_ 2 2 2 * dG
<aA,VA> v—+va)x3d— va)x3d—+a)x3 1 O XY, ——+ O XX, m
d do
+ox," — — 0’ XX, o’ x,x, o
t

denkleminde yerine vyazilrsa {r ,E™. E™ E™! Frenet catisndaki Bresse
y y m? 1 > 2 >3 9

hiperbolii agagidaki gibi bulunur.

(6.3)
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Ozellikle £ nin o, y,, ve X, nin «,, y, parametreleri sifirsa = _ hareketli cismi

kiiresel harekettedir. Buna gore (6.1) ve (6.3) denklemleri asagidaki gibi degisir.

a) a =a, —a, oldugundan o" =0 ve o =0 dir.

2 2
b) dv =a” (d_aj +a’ d ? oldugundan Y0 ve vea'dZ oldugundan v=0
dr dr dr dr dr

dir.
Boylece

Ivme merkezi: x, =0, x, =0, x; =0

Infleksiyon noktalari: x, =0, x, =0

Bresse hiperbolii: wx,x, t—j+ (x,2+x,7 )Cil_c;) =0 bulunur.



BOLUM 7. UZAYSAL HAREKETTE BiR NOKTA
YORUNGESININ ANI OZELLIKLERI

X, X, uzerinde kayarken ve IS4 etrafinda yuvarlanirken 0.—i; j. k; sabit

m?

referans c¢atisindaki yoriinge egrilerinin Ozellikleri, X nin noktalar1 tarafindan

belirlenir. Bir nokta yoriingesinin ani geometrik 6zellikleri hareketli ¢at1 yoluyla ele

almar [7].
7. 1. Uzaysal Hareketteki Bir Nokta Yoriingesinin Hareketli Catisi

Bir nokta yoriingesinin geometrik Ozelliklerini incelemek i¢in 4 noktasinin
0, —1i; j; k; sabit ¢atisindaki /", yoriingesinin bir {R 4> €15 €5, e3} hareketli catisini

kuralim. Hareketli ¢atinin orijini I, tizerindeki 4 noktasindadir. e, 4 noktasinda

I, nin tegetidir. ‘?—A =a'E" + " (x,E\" —x,E") denklemi ile bir tek AP,
O¢
normal dogrusu bulunur ki bu dogru ani ddnme ekseninden geger ve E" e diktir. Bu

dogru hareketli ¢atinin e, lglincii ekseni olarak alinir ki AP, dogrusunun birim

vektoridiir (Sekil 7.1).
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J

Sekil 7.1. Uzaysal harekette bir nokta yoriingesinin hareketli ¢atisi

{R,, e, e,, e,} hareketli ¢atisi asagidaki sekilde elde edilebilir.

_ R,

a*E](f) _ﬁ*x3E2(f) +ﬁ*x2E3(f) OC*El(f) _ﬁ*x3E2(f) +ﬁ*x2E3(f)
6’] — = =

R’ - %2 %2 9 %2 2 %2 %2 2 2
3 2 2 3
” A” \/a +p0 x+p x \/a +p (x +x )

() * (f) * ()
_aE -B xE," + B x,E,
R

=



Oj E3(f)

() s () L () s () L () (o (0 L o)
L _ Ry xE o (EV<ED)-x,p (B <ED) 4+ x, 8 (EV < E)
3T ' o) — 2 %2
LA VB a2+ B,
X a3 (D
=g 0 5 E
r r
ve
) () )
EY EY E
a Bx, :
€ =eXxXe=— - B x,
R r
0 X X
r r
* 9 E)) * *
X X ax ax
_[_Bx  Bx ]E]“)—( 3_0]E2(f)+( )
Rr Rr Rr Rr
ﬁ*(x22+x32) © X Lo X,
g _Ehpn,dhp
Rr Rr Rr
ﬁ*rz (f) a*x3 () a*xz (f)
e,=-L g0 _ZHp0, 2hp

Rr

olarak bulunur. O halde

R!
e = R’A
IRY|

e, =exe =
!

R, xE,

R

()

pr
R

& =1
HRAXE]

(f)

Rr Rr

- a_*E](” +p (% E® -

Rr

X X
— _2E2(f) +_3E3(f)
r r

X
3 (f)
_E2

R

J

[ X X
E](f)+a (_2E3(f)__3E2(f)

Rr

J
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(7.1)
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dir. Burada

1 1

2

R:(a*z+ﬁ* rz)g ve r:(x22+x32)2
dir. I, nm s yay uzunlugu

s ZJ'”R’A”dG:j\/OC*Z +B rdo :IRdU

oldugundan yay uzunlugunun diferensiyeli
ds =Rdo (7.2)

dir.

Boylece {R,, ¢, e,, e,} hareketli ¢atisinin diferensiyel formiillerini bulalim.

d ) .
% =ae, +be, +ce, seklinde yazilabilir. Boylece,



- ) e d
dir. Ustteki son ii¢ esitlik gozoniine alinirsa g e, +k,e,
ds " ¢

... d
Benzer sekilde e de, +ee, + fe, olmak lizere
ds

denklemlerinden de _ —k,e +1 e, elde edilir.
ds ! ¢

Son olarak de; = ge, + he, + me; denklemini gozoniinde bulunduralim.
ds

42

oldugu aciktr.
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denklemlerinden % =—k,e,—7,e, elde edilir. Boylece

% =ke, + kge3

[oN

6

e =—k,e +7,¢ (7.3)

[oN

e

3 _
K = —kge] —Tg€2
yazilabilir.

Burada k,, k, ve 7, sirasiyla normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik torsion

olarak adlandirilir. k* =kn’> +kg®> olup k, A noktasmda I", nm egriligidir ve

2 2

k,, dszA nin e, yoniindeki bileseni iken %, dszA nin normal bilesenidir. (7.1) ve

(7.3) denklemleri birlestirilirse k,, k, ve 7, asagidaki gibi bulunur.

de, _de do
ds do ds

* (f) * (f) *

do po) o B 4B g _pge &5 pio_pge B0 B g
de, do do, do do do, do
ds R
()
B ;xz E3(f) +Bx, dE; ]R_dR( *Elm _ﬁ*x3E2(f) +ﬁ*x2E3(f))
O f do do
" R’ ds

oldugundan (3.3), (4.5), (4.7) ve (7.2) denklemleri burada yerlerine yazilirsa
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R® R R*

! * *2 x % ¥l 2 % %2 % %2
de, _|a” PBx; a’a afBr af xx, af xy,|.m
ds D " - R* £

+{a_*_ﬁ* x3 . ﬁ* x2 . ﬁ*ym . a*a* ﬁ*x3 .\ ﬁ* i*4x3r2 ~ ﬁ* ]xz]fzx3 _ ﬁ* ;3427/“1 \]Ez(f)

R* R R?

1
R R’ R’

bulunur. Buradan

! * %2
+{ﬁ X, Bx B x
2

ﬁ*xz _ﬁ* ﬁ*fxer +ﬁ* x]x22 +ﬁ* X, X3V E(f)
R* R* 3

*

d 2 *  xl * k! %2 * * *
b~ )= E{ a0 ) a4 B )
r

Rr

elde edilir. Benzer sekilde

oldugundan £, ve 7,

seklinde elde edilir. Sonug olarak

* 2
X X, X, X. X
+(ﬁ 2_7/_m+ 1 23+ 37/m

X Bx " x1x22 n X X3 m EO
R R ?

]E3(f)

_ —a'x,+ B+ B (x5 —%,7,)

R*r

*

" [04
(x2 +a )+W(X]X3 —Xz}/m)



de r2 *  xl * ! x2 a* * * *
kn:<—‘,e2> _R3r(ﬁa -a B +p )@)—E(a x+By.x+0 xlxz)

de, _ —a’x, +ﬁ*zr2 + B (x]x3 —xzym)
R*r

dir.

7.2. Uzaysal Harekette Bir Nokta Yoriingesinin Euler-Savary Analogu ve

Geodezik Euler-Savary Analogu.

7.2.1. Bir nokta yoriingesinin geodezik Euler-Savary analogu

45

(7.4)

Bir I', nokta yoriingesinin Ozelliklerini belirtmek i¢in (7.4) denkleminde bazi

degisiklikler yapilirsa yani:

) 5 P ]/2
55t (a v p7) |
Dg: 2
B
sin9,:—ﬁ x‘,sin9:§
¢ D, r

alinirsa (7.4) denkleminin ikinci ifadesi

(7.5)



- —a X+ B + B xx, = Bx,y.,

g 2
8 R’r

_ —a'x, +ﬁ*zr2 + B - By,

*2 2 *2
(ﬁ r+aoa )r

seklini alir. Pay ve payda B"r ye boliiniirse:

_ a’x, ﬁ x27m ﬁ*x1x3
g B B
r2+(a*/ﬂ*)2

bulunur. Burada sinf = ﬁ, cosf =22 dontistimii yapilirsa:

r r
r—{cos@ ’ ¢ +"i47/m —sin@ *4
r + a /ﬁ

D
ifadesi elde edilir. Burada pay D—f’ ile carpilip gerekli diizeltmeler yapilarak

4

_ r—D, cos(9+9g)
r2+(a*/ﬁ*)2

46

(7.6)
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bulunur. &, geodezik egrilik p, geodezik yarigap ile degistirilirse, yukaridaki

denklemi

P, [r—Dg cos(9+9g)]:r2 +(a*/ﬁ*)2 (7.7)

ya da

o ,
L - Pe (7.8)

ro(py-7) (oc*/ﬁ*)2 +p D, cos(0+6,)

seklinde buluruz.

(7.6) ve (7.8) denklemleri geodezik Euler-Savary analogu olarak adlandirilir. Clinkti
onlar, diizlemsel hareketteki Euler-Savary formiiliiyle benzerlik gostermektedir. Bu

arada, I', nin n asli normali genel halde, ani donme ekseni ile kesismez. Fakat o

diizlemsel hareket yapar. 4 noktasindaki I”, nm egrilik merkezi O, dir (Sekil 7.2).

IS A (B

Sekil 7. 2. A noktasindaki [, mn egrilik merkezi
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Eger hareketli cismin 4 noktasi tarafindan ¢izilen [7, yoriinge egrisinin £,

geodezik egriligi sifirsa, 4 noktasi geodezik infleksiyon noktasi olarak adlandirilir.

Bu anda hareketli cisimdeki geodezik infleksiyon noktalarinin tamami

_r-D, cos(0+0g)
r2+(05*/ﬁ*)2

\

r—D,cos(0+0g)=0 (7.9)

denklemi tarafindan belirlenen bir ylizey lizerindedir. Bu yilizey geodezik infleksiyon

ylizeyi olarak tanimlanir. (7.5) denklemindeki D, ve 6,, x, in verilen bir degeri i¢in
sabittir. Boylece (7.9) denklemi E,(f) nin ekseni boyunca gecen bir ¢ember
denklemidir ve El(f) ye dik olan (Ez(f),E3(f)) diizlemi tizerindedir. Bu c¢ember
geodezik infleksiyon ¢emberi olarak adlandirilir. (—oo,+oo) araligindaki x,

degerlerini ya da El(f) nin eksenindeki konumlar g6z Oniine alinarak (7.9)

denklemine geodezik infleksiyon c¢emberinin bir ailesinin denklemi olarak
bakilabilir. Ya da geodezik infleksiyon yiizeyi (7.9 denklemi), (Sekil 7.3) de
gosterilen geodezik infleksiyon c¢emberlerinin bir ailesini kapsar. Geodezik

infleksiyon ylizeyinin iki ek 6zelligi asagidaki gibi verilebilir:

1) Geodezik infleksiyon ¢emberinin merkezi, striksiyon noktasinda, X hareketli

aksoidinin normali tizerinde bulunmaktadir.
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2) a"+ By, =0 oldugunda geodezik infleksiyon yiizeyi tepesi £ _ nin striksiyon

noktasinda olan bir konidir.

ISA (™)

g2

Sekil 7. 3. Geodezik infleksiyon yiizeyi

7.2.2. Bir nokta yoriingesinin Euler-Savary analogu

E", e, edik ve k> =k’ +k,” oldugundan uzaysal harekette bir nokta yoriingesi

icin bu anda k,=0 ise ancak ve ancak k =k, dir. Buna gore

2 *

PERE 4 * yx! %2 (04 * * *
r(ﬁa —-a' B+ p x3)+E(ax3+ﬂ ymx3+ﬂx1x2):0
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oldugundan

r (ﬁ*a*' —a’ " +ﬁ*2x3)+a* (a*x3 +B7y,.x, +ﬂ*x1x2) =0
2 2 2 : 2 2 . .
dir. Ayrica k* =k,"+k,” ve k, =0 ise k* =k, olup k =k, dir. Boylece

k= —a’x, +ﬁ*zr2 + B xx = By,
Rr

elde edilir. Sonug olarak (7.4) denkleminin ilk iki ifadesi asagidaki gibi yazilabilir.

P (ﬁ*a*' —a'p” +ﬁ*2x3)+oc* (oc*x3 + L7y, % +ﬁ*x1x2) =0

k= —a’x, +ﬁ*zr2 +Bxx, - Bxy,
Rr

Bu esitligin birinci ifadesi diizenlenip (7.5) denklemi gbz 6niine alinirsa
r[r(a*/ﬁ*)’+r2sin9+a*Dgsin(9+9g)}:0 (7.10)
bulunur. Ayrica k, =0 dan k =k, olup

B r—D, cos(9+9g)
r2+(a*/ﬁ*)2

(7.11)
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elde edilir. £ egriligi, p egrilik yarigapi ile degistirilirse, yukaridaki denklemi,
p[r—Dgcos(9+9g)]:r2+(a*/ﬁ*)2 (7.12)
ya da

1. — (7.13)
rop-r (a*/ﬁ*) +ngcos(9+9g)

seklinde buluruz.

(7.11) ve (7.13) denklemleri uzaysal harekette bir nokta yoriingesinin Euler-Savary
analogu olarak adlandirilir. (7.12) denklemi

A0, AT, = AP +(o" 1 ) (7.14)

seklinde de ifade edilebilir. Burada 4 hareketli cisim tizerindeki iz noktasidir. 0, ,

I', yoriingesinin egrilik merkezi ve A0 p egrilik yarigapidir. Geodezik

A

infleksiyon ¢emberi ve I°, nin n asli normalinin kesisme noktas1 J, iken P,, ISA

ile I', nin n ashi normalinin kesisme noktasidir. Geodezik infleksiyon ¢emberi,
A(x,x,,x;) noktasmdan geger ve E{" nin cksenine dik diizlem iizerindedir (Sekil

7.4). A noktasi hareketli cisimde herhangi bir nokta degildir. Geodezik Euler-Savary
analogunu saglayana dek bir yoriinge ¢izen bu nokta bir anda hareketli cisimdeki

(7.10) denklemi ile tamimlanan yilizey lizerindedir. Bagka bir deyisle uzaysal
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harekette herhangi bir nokta yoriingesi i¢in geodezik Euler-Savary analogu

bulunmaktadir. Fakat baz1 nokta yoriingeler i¢in Euler-Savary analogu vardir.

ISA (E

Sekil 7.4. Geodezik infleksiyon ¢emberi

k,=0 ve k, =0 ise hareketli cisimdeki 4 noktasi, (7.10) denklemi ile tanimlanan

ylizey ve geodezik infleksiyon yiizeyinin kesisim egrisi lizerinde olmalidir.

k* =k,* +k,* oldugundan bu anda bu nokta infleksiyon noktasidir. (7.10) ve (7.11)

denklemleri birlestirilir ve ¢oziiliirse

_ —a'x, + BB (x5 —x,7,)

r2+(a*/ﬂ*)2

\(

—-a’x, +ﬁ*zr2 +p° (x]x3 —xzym) =0
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elde edilir. Buradan
—(oc* +ﬁ*7/m)x2 + B xx, + (x22 +x32) =0
bulunur. Bu son denklem (6.2) denkleminin 3. ifadesi ile aynidir. Benzer sekilde

a (a* +ﬁ*7/m)+(ﬂ*a*' —a*ﬁ*')x3 - B (oc*x2 —xf) =0

a’fx, +(ﬂ*a*' —a*ﬁ*')xz +oc*ﬂ*2x3 +ﬂ*2x2x3 =0

ifadeleri de elde edilir. Bu ifadeler (6.2) denkleminin 1. ve 2. ifadesi ile aynidir.
Sonug olarak infleksiyon noktalarindan olusan egrinin denklemi, (6.2) denklemi ile

ayni olur.



BOLUM 8. KURESEL HAREKETTE BiR NOKTA
YORUNGESININ ANI GEOMETRIK OZELLIKLERI

Eger aksoidler (ocf =a, =0, y,=7, :0) konileriyse kat1 bir cismin uzaysal
hareketi kiiresel harekettir [10]. Kiiresel hareketteki bir I, nokta yoriingesinin

vektorel denklemi, (4.2) denklemi gibi yazilabilir. Boylece

. — () () ()
I',: R, =r,+xE " +x,E, +xE;

dirve I', nin o ya gore 1. tiirevi

dR, _ dr N dx
do do, do

dx dx
DB 4 ED B D+ fED) - B - xS E

m m m

dir. Bu esitlik (4.5) ve (4.7) denklemleri ile birlestirilirse
R, =f (x2E3(f) _x3E2(f)) (8.1)

bulunur. I", egrisinin geometrik 6zelliklerini gdstermek i¢in, kiiresel hareketteki I,

nokta yriingesinin {R, ¢, e,,e,} hareketli ¢atisi yeniden tammlanabilir.

O halde



.- Ry _Fx o Bx o
1 R’ ” - [)’*r 3 [)’*r 2
IR,

X S X3 ()
e‘_7E3 -—FE,

dir. (8.1) denkleminin o ya gore diferensiyeli alinirsa

' * (f) ol (f) Y * (f)
R, =p x3E1f -p x3E2f +(ﬁ x,— B xl)E3f

bulunur. Buradan

R/, xR’ = ﬁ*2x2x3 (E3(f) XE](f))—ﬁ*ﬁ*’xz)% (E3(f) XEz(f))—ﬁ*2x32 (Ez(f) ><El(f))

—B B xyx, (E, " < E") = " xx, (B, x E\7)

_ =2 (f) 2 (f) x2 2 (f)
=p x1x3E1 -p xzxsEz -p X3 E3

' n| _ x4 2 2 2 2 44
||RAXRA||_\/ﬁ NxT =B T -fx
_ x4 2( 2424 2)
= B x5 (% +x" +x
[ S ——

RZ

s

= ﬁ*zxsts

! n
R, xR},

elde edilir. Bu son denklemler e, = ||R’ R’ ”
A X A

denkleminde yerine yazilirsa

X X X
€2 :_]E](f) +_2E2(f) +_3E3(f)
R R R

N N N
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elde edilir. Simdi e; U bulalim:

e, =e xe,
2 2
X, X X XX X.
e (E3(f) XE](f))+ 2 (E3(f) XEz(f))_ 13 (Ez(f) ><El(f))_ 3 (Ez(f) ><E}(f))
Rr Rr Rr Rr

2
—r r , X XX (f)
EV+22p 0 S5 p
Rr Rr Rr

dir. Sonug olarak

_X @ X o)
e =2ED_E
r r
X X X
ez :_]E](f)+_2E2(f)+_3E3(f)
R

s N s

2
=r X, X, X, X
e3 — E](f)+ 1V2 Ez(f)_ 173 E3(f)
Rr Rr Rr

) 12 V2 .
dir. Burada R = (x]2 +x,° +x32) ve r= (x22 +x32) dir.
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(8.2)

Hareketli ¢atida e, nin ekseni, aksoidlerin striksiyon noktasmna ya da yaricap R, ile

kiirenin merkezine yonelir (Sekil 8.1).
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Sekil 8. 1. Kiiresel harekette 4 noktasmin yoriingesi

I', nin ds yay uzunlugu s:J.”R;”da ve ds=prdo dir. (7.3) ve (7.4)
denklemleri g6zOniine almarak k, normal egriligi, k, geodezik egrilik ve 7,

geodezik torsion asagidaki gibi elde edilirler.

de, _de do
ds do ds

() (f)
dx2 E3(f) + x2 d'E3 — %Ez(f) —_x3 dE3 J— i(sz:g(f) - x3E2(f))
do,, do, do, do; o

r’ ds

do

dir. Son denklem, (3.3) ve (4.5) denklemleri gz oniine alinirsa



bulunur. Buradan

\(

=050 Rm2
€3

dir. Simdi 7, yi hesaplayalim.

de, _de do
ds do ds

1 1 2 2 3
do do, do, do, do,

(_ dy po_ dg,"” Ay po d£," _dy po

R,
d;' (_x]E] -x,E, _X3E3) do

R’ ds

s

dir. Son denklem, (3.3) ve (4.5) denklemleri gz oniine alinirsa
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bulunur. Sonug olarak

1 R’x, + B'r’x
e Y R (83)
Buna gore 4 noktasindaki /", nin k£ egriligi
B 12
k=(k2+k2)" {—;ixé +;‘_1] +%} (8.4)
r r "

dir. R, (yadae,) O_Og dogrusu ile bir 6 agis1 olustururken bu anda /", nin egrilik

merkezi O, dadir. Geodezik egrilik merkezi O, ve

k,
P =-f=kR (8.5)

dir (Sekil 8.2).
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Sekil 8. 2. Geodezik egrilik merkezi

Kiiresel hareketteki X hareketli aksoide adjoint bir egrinin sabit nokta kosulu (4.5)

denkleminde « =0 ve y_ =0 alinarak asagidaki gibi bulunabilir.

oldugundan (8.3) denkleminin o ya gore diferensiyeli alinip sabit nokta kosulu ile

birlestirilirse

! Rs * * 2 2 Py
k, :ﬁ*er {ﬁ x2[3x]x3—(ﬁm—ﬁ )r }—r x,f }

bulunur. Kiiresel hareketteki duragan egriligin kibii k'=k, =0 ile elde edilir.

Boylece
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=0

2 ! 2 * *2 2

. -B B Rx,r" =B Rx;r +30 Rxx,x,+ Rx,r
g *25
pr

\(

5 _(Bu-B)r, Br
r 3x, 38°x,

bulunur. Burada diizlemsel harekete gore bir birlesmis form elde etmek i¢in
x,=rcosf, x,=rsinf, x =R cos¢ (8.6)
almirsa duragan egriligin kiibii

1 1

ctg ¢ Msin@ NcosO (8.7)
elde edilir. Burada

i:ﬁm_ﬁ* i: ﬁ*y (8.8)

M 3 7 N 38 '

alinmustir. Hareketli cisimdeki noktalar, (bu noktalarm o, —i; j .k, sabit catisindaki

yoriingeleri k'=0 ve k"=0 yada k, =0 ve k; =0 ile belirlenebilir)
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(8.7) denklemi ve onun o ’ya goOre diferensiyeli ile belirlenebilir. O halde (8.7)

denkleminin o ya gore diferensiyeli alinirsa

by, _dr Ly —(M’x3 +de3jr 9 N —(N’x2 +Ndxzjr
d do do do
- 0
r M’x} N’x,’

bulunur. Bu denklem (8.6) ve (8.8) denklemleri ile birlestirilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

(lﬂgze){z—ﬁmM L MN+3M tg9+1+zv tg29+ﬂmM—1

1
M? MN N? kA _thw} +1g'0=0(89)

elde edilir. Bu altinc1 dereceden bir denklem oldugundan eger M, N, 8 ve bunlarin

birinci tiirevleri verilirse en fazla alt1 reel kokleri olur. Bu alt1 reel kok, Burmester’in
noktalar1 olarak adlandirilir. Bu ylizden hareketli bir cisimde herhangi bir anda alt1
Burmester’in noktasi bulunur. Bu alt1 Burmester’in noktasindan her bir noktanin yolu
sabit catidaki bes kii¢lik konumda bulunan ¢emberin iizerinde olacaktir. Burmester’in

noktalarmin hepsi (8.7) ve (8.9) denklemleri ile belirlenebilir.



BOLUM 9. SONUCLAR

Yeni yaklasim (Bir regle ylizeye adjoint bir egri), uzaysal hareketin kinematik
geometrisini incelemek konusunda yararli ve etkili olmustur. Bir nokta yoriingesi,
hareketli aksoid ve sabit aksoid arasindaki iligki sabit nokta kosuluyla gosterilmistir.
Bu yaklagima dayanarak uzaysal hareketteki yap1 parametrelerinin kinematik
anlamlar1 agiklanmistir. Bir nokta yoriingesinin geometrik ozellikleri incelenmis,
geodezik Euler-Savary analogu elde edilmistir. Kiiresel hareket, uzaysal hareketin bir
ozel hali olarak alinmistir. Kiiresel harekette bir nokta yoriingesi tartigilmis ve
duragan egriligin kiibik egriligi elde edilmistir. Son olarak hareketli cisimdeki

Burmester noktalar1 konumlandirilmistir.
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EKLER

Ek-A Uzaysal Hareketteki Aksoidlerin Geometrik Ozellikleri

Ani donme ekseni ISA herhangi bir anda X ve X, i¢in ortak bir dogrultmandir. O
halde

El(m) = El(f) (AD)

alabiliriz. £, ve X_ nin Frenet ¢atisinin orijini, swrastyla, £, ve P, noktalarindadir

(yada Z; ve X, nin striksiyon noktalarindadir) ve

PP =h r,+r —r,=hE!" (A2)

dir. Burada

r

om?

o; —1.j;k, sabit referans catisinin oryjininden o —i j k, hareketli referans
catisinin orijinine olan vektordiir. r,, o, —i, j.k; sabit referans catisinm orijininden

2. nin Frenet ¢atisinin (striksiyon noktasina) orijinine olan vektordiir.
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Sekil A.1 Uzaysal hareketteki aksoidlerin hareketi

r

m?

o, —i_j k_ hareketli referans catisinin orjjininden X_ nin Frenet ¢atisinin

orjjinine (ya da striksiyon noktasma) olan vektoriidiir. £, e bagli X nin uzaysal

hareketi El(f) boyunca kaymasi ve El(f) etrafinda donmesi ile ifade edilebilir. Yani

PV:wEﬁ”ZwEf? (A3)

v =vE!™ =vE")

Burada w, ¥ nin X, e bagl agisal donme hizidir. v ise £ nin X, e bagh kayma

(6teleme) hizidir.
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Biz, £ ve X, nin iki Frenet catisinin hareketi yoluyla X, ve X _ nin geometrik
ozelliklerini bulabiliriz. Herhengi bir anda ISA degiskeni boyunca X, sabit aksoidi
ile X hareketli aksoidi temas edeceginden X, ve X _ nin iki Frenet ¢atis1 ISA nin

konumuyla degisir.

2 nin Frenet catis1 bir kat1 hareket ve geometrik hareket yapar. Bu iki hareket bir
donme ve bir otelemenin birlesimidir. X nin Frenet catisinin hareketi biri 6teleme

digeri donme olmak lizere iki parcaya ayrilabilir.

1) Oteleme

dr, ~dr, dr dt dr, do,

+ = +

do, do, dt do, do, do;

drdr. _VE](m>dt+(amE,("“)+ymE3('“))dam

do, do; do; do,

dr,,, +dr, =vE"dt+ (e, E™ +y,E™ )do,
2) Donme

dE](m) N dr, ~ dr £ (m do,, N WXE](m)

do, dt do, ° do, do,

dE™ +dr, df = E,"do, +W x E™dt = E,"do
dE™ + W xE™dt = E™do

dr

m

m

Buradan
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dr,_+dr, =vE™dr+ (amE](m) +y E™ ) do,

(A4)
dE™ + W xE™dt = E™do

m

denklemi elde edilir. £, nin Frenet ¢atis1 ise bir geometrik harekete sahiptir. £, nin

Frenet ¢atisinin hareketi agagidaki gibi iki parcaya ayrilabilir.

1) Oteleme
r, = (afE](f) + 7fE3(f)) dr; = (afEl(f) + 7fE3(f) ) do,
do;
2) Donme
(f)
dE _po dE" = £0do,
do;
Buradan
dr, = (afE](f) + ;/fE3(f) )daf A5)
de!") = E"do,
denklemi elde edilir.

(A1) ve (A2) denklemlerinin diferensiyeli aliirsa
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de/™ do, dE"" do,
do  do;, do; do;

E™do_ B Edo,

do, do,

EMdo, = E"do,

(f
dr, N dr, dr, dh EW+h de"
do; do; do; do; do;
(f)
dr, dt N dr, do _(afE](f)+7/fE3(f)): dh E](f)+th]
dt do, do, do; do; do;

vE™dr (0" +7, B )do, (0B +yEV)dor gpp® pdE® do,
+ = +

do; do; do; do; do. do;

vE™dr + (0, B + 7, B )do, ~(a, B + 7, £ )do, = dhE" + hE,Vdo,
bulunur. Bu iki denklem asagidaki gibi diizenlenirse

E"do, = E,"do,

E™(a,do, —a,do, )+ E "y, do, — ENy.do, +vE™dt = hE,"do, + E"dh

bulunur. Bu denklemin 1. ifadesi ile (A4) ve (AS5) denklemlerinin 2. ifadelerini

karsilagtirirsak, dE'" =dE/™ elde edilir. Buda E™ nin mutlak sonsuz kiigiik
donmesi ile El(f) nin kinin ayn1 olmasi anlamina gelir. Yukaridaki denklemin ikinci

ifadesi de E,(m) ile E,(f) nin sonsuz kiiciik otelemeleri arasindaki farki tanimlar.

Ayrica yukaridaki denklemin 1. ifadesinden
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do,=do; yada o, =0, +c,

bulunur. (A1) den E/™ = E" idi. Yukarida da E,'™ = E," olduguna gére

bulunur. Buna gore X ve Z. nin Frenet catilar1 ¢akisiktir, dolayisiyla striksiyon

noktalar1 da cakisiktir. O halde #=0 dir. Bu bulduklarimiz1 yukaridaki denklemde

yerine yazarsak

E"(a,do, —ado, )+ E™y, do, —EVy.do, +vE™dt = hE,Vdo, + EOdh

E"™(a, —a;)do, + E™ (7, ~7;)do,, +VE™dt =0

1

elde edilir.

—a'do,, =—-vdt denklemi yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

E](m) (—a*dam)+E3(m) (Vm —;/f)dam +vE1(m)dt ~0

—~vE™dt +E™ (y,,~7,)do,, +vE™dt =0



Vm—7: =0 dolayisiyla y, =y,

bulunur. Boylece bu denklemlerden

EM=E" =123
do,=do; yada o, =0, +c,

Ym=Y: » h=0

(a; —a, )do, +vdt = dh

elde edilir.

7
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