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ONSOZ

Bu gahismada Paskal ticgeni ile Fibonacci sayilan arasindaki iligki ve Fibonacci
matrisleri tizerinde duruldu. Paskal tiggenindeki binom katsayilarindan Fibonacci ve

Lucas sayilar1 bulunmaya ¢aligildi. Fibonacci matrisleri lizerinde galismalar yapilds.

Tezin hazirlanmasimn  her asamasinda, yardumlarini  esirgemeyen, degerli
fikirlerinden yararlandigim, sayin hocam Yrd. Dog. Dr. Serpil HALICT'ya en igten

tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

Anahtar Kelimeler: Fibonacci ve Lucas sayilan, Paskal tiggeni, Binom katsayilar

Bu c¢alismada, Fibonacci ve Lucas sayilarinm Paskal tiggeni yardimiyla nasi elde
edildigi gortldii.
Birinci kisimda, Binom katsayilar: yardimiyla Fibonacci ve Lucas sayilar elde

edildi. Fibonacci ve Lucas sayilan ile Paskal tipi {iggenler arasinda gesitli bagmtilar
elde edildi.

Ikinei kissmda, Fibonacci ve Lucas sayilan ile elde edilen ¢esitli matrisler tizerinde
calisildi. Bu matrisler Fibonacci ve Lucas matrisleri olarak adlandinids

Son olarak, Fibonacci ve Lucas sayilari ile matrisler arasinda kapali bir halka oldugu
gorildi.



PASCAL TRIANGLES AND FIBONACCI MATRICES

SUMMARY

Key words: Fibonacci and Lucas numbers, Pascal’s triangle, Binom coefficients

In this study, we have seen how Fibonacci and Lucas numbers can be generated from
Pascal’s triangle.

In the first part, Fibonacci and Lucas numbers were investigated by using the Binom
coefficients. The various relations between Pascal type triangles and Fibonacci and
Lucas numbers were then obtained.

In the second part, the various matrices were studied which are involving Fibonacci
and Lucas numbers. These matrices are called Fibonacci and Lucas matrices.

In additon, it has been seen that, there is a close link between matrices, Fibonacci an
- Lucas numbers.
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BOLUM 1.GiRiS PASKAL UCGENI

Bu boliimde ¢ok iyi bilinen Paskal liggeninden yararlanarak, Fibonacei sayilarinin
nasil hesaplandip1 galisilacaktir. Once Binom katsayilari, yani(x + »)" agilim ile

baslamak uygundur.

1.1. Binom Katsayilar: & ve n negatif olmayan tamsayilar ols,un.[g Binom

katsayist; efer k S nise;

ny il
k) R(n-k)

seklinde tamimlamir. k& <» olmamasi durumunda ise 0°dir. Bu ifade C(w,#) veya

nCr ile de gosterilir.

" 5 !
Ornek olarak; (3} = 3!(55' By =10 verilebilir. Tanumda & = 0 oldugu distiniiliirse,

() _ n! _n =1
0) Ol(n-0) 1l

dir. Ayrica k = n iken;

] ! _ul -1
n) mn-n)! A0

dir.

n 7 )
Boylece, ( J= 1 =( ] yazilabilir.
0 n



Teorem 1.1. » ve k negatif olmayan tamsayilar ve k& <» olsun. Bu durumda;

i)-(o-)

dir.

. (n ] ! n nt (H]
Ispat: = = = =

n—k) (m-kn-(n-k)! @m-EK kK#x-k)! (k
dir.

Omek olarak;

25 25 25
= = = 53,130
20 25-20 5

olur. Asagidaki teorem, binom katsayilaninin sagladigi 6nemli bir tekrarh bagintiyr

ifade eder.

Teorem 1.2. (Paskal dzdesligi) n ve k pozitif tamsayilar, £ < » olsun. Bu durumda,
n n—1 n—1
= +
k k-1 k

Ispat: Esitligin sag tarafinin sol tarafina esit oldugu kolayca gosterilebilir:

n—1 . n-1)  (p-1! N (n-1)
k-1) \k T k=-Dln—-k) Kn-k-D!

__ ket (=R
T kE-Din-k) (n-k).(n—k =1k

dir.




_ k(=D (n=k)(n-1)
K-k K(n-k)

_(-Dk+(=k)] _ (n-Dn
T Hm-B K-k

_ 1! n
K-k K

1.2. Pascal Uggeni: 0<k <n olmak iizere, [ZJ bir {iggen bigiminde dizilebilen

binom katsayilart Paskal {icgenini olugturur. Bu durum Sekil 1.1 ve Sekil 1.2°de

HE
AR
OO e

D006 e

gosterilmistir.

Sekil 1.1. Binom Katsayilan



1 0. dizi
1 1 1. dizi
1 21 2. dizi
1 3 31 3. dizi
1 4 6 41 4.diza

Sekil 1.2. Pascal Uggeni

Paskal iiggeninde birgok ilging 6zellik vardir. Bunlardan bazilari sdyledir:
1- Her satir 1 ile baslar, 1 ile biter.
2- Paskal iiggeni, ortadan dikey ¢izgi ¢izildiginde bu ¢izgiye gore simetriktir.

3- Her satirin i¢ kismundaki her sayi, bir Onceki satirda o saymun safindaki

vesolundaki sayilarn toplammdir.

4- Her satirdaki sayilarm toplami 2’nin tamsay1 kuvvetidir.

Asagidaki teorem Binom katsayilarmin (x+ y)"’nin, Binom ag¢iliminda nasil

kullanildigim gostermektedir.

Teorem 1.3. (Binom Teoremi) x ve y herhangi reel sayilar ve n negatif olmayan

herhangi bir tamsay: olsun. Bu durumda

(x+y)n e i[f}xﬁ'"ryr

r=

dir.
fspat. »=0 oldugunda;  sol taraf =(x+y)° =1 ve sag taraf
0.0
= Z[ ]xo"’y” = x°y° =1 dir.
ra=l) r

Béylece sol taraf = sap taraf olur. Farz edelim ki, esitlik »>0 i¢in dogru olsun.

Yani,



oo =5

p=0

olsun. Buradan

x+) =+ (x+y)

olup,
ol n-r . .r
= X"y x+y)
r=o \F
- IR n+1wr r ne r r+l
r=0 (” ] ;(" }
I (AR 7 nel-r Cifn ner L rdl n+l |
= "+ x + x +
[y FECk ]
n+ 1 e+l + i ra+1wr r + ﬁ: n nl-r v + n+ 1 n+l
= X X
0 —\r —r—1 Y n+1 4
n+ 1 nst 1 I n n ntier _ r n+ 1 n+l
= x" + + +
0 ,Z_,,_[rJ [r—l]:;" Y (n+1 y_
n+l n+l -t 1 niler o n+l n+l
= X + X -+ +
P8 02 8 i
oluar.

Teorem 1.2. yardimyla da

S+l nt-r ¥
(x+}’)"+1“2£ . Jx y

=0

oldugu goriilebilir. Buna géire, tiimevarimdan, formiil

dogrudur.

¥ n>0 tamsayilan igin



Sonugc 1.1.
2 (n
o(l+x)" = Z(_]x" ve
i=0 H
1 “ n n "
(-2 =) D
J=l
dir.
Sonug¢ 1.2,

22l

dir. Buna gére; tek Binom katsayilarinin toplamu, ¢ift Binom katsayilarimn toplamina

egittir.
L.3. Fibonacci Sayilar:

Paskal ticgeni ile Fibonacci sayilarmn nasil bir baglanti oldugunu gérmek igin,

diizenlenmis 6zel bir liggene basvurulur (Sekil 1.3).

Bu ticgende kuzeydogu dogrultusu boyunca ficgen iizerindeki sayilar toplamirsa,

~ bunlarn 1,1,2,3,5,8,... oldugu ve bu sayilarin Fibonacci sayilan oldugu goriiliir.

Sekil 1. 3. Fibonacci sayilan



Teorem 1.4. (Lucas Formiilii)

dir.

fspat. » =0 oldugunda sag taraf

i 0~i) (0 1
=0 i 0 -
dir. Soltaraf;, F,,, =F =1 oldugu goriilir.

Simdi bu esitlik, &’ den kiigiik veya esit biitiin negatif olmayan tamsayilar i¢in dogru
olsun(k z 0,keyfi tamsay1).

e
=

=0\ f

Paskal 6zdesliginden

(k+2) {2} (k+2)
2

=y k+2—i [ }k+1-~i [2}k+1~—i
s E )

yazilabilir.

k ¢ift say1 olsun. Bu durumda

{(hz)



}(k;j] J%kk +§ fi] L0

=F +F,

lt(k+])

2
=0

=Fk+2

yazilabilir. Bu esitlik, & tek say: oldugunda da kolayca gosterilebilir:
(ke2)

4 k+é-«i.
3 (g B

i=0 i

Matematiksel tiimevarimdan biitiin » = 0 tamsayilar1 i¢in formiiliin tutarh oldugu

goriliir, Ornek olarak

!
Il
-
—

(=2}
=
—
i
Pt
<o N
Nl
+
TN
Uy
e
‘ +
—
[ S N
T
+
TN
Nt
i
fum—y
+
T
+ .
[#2%
+
oy
Il
e
(9

verilebilir.

Binom teoremi, Binet ve Lucas formiilleri bir diizen ig¢inde ardarda Fibonacci ve
Lucas 6zdesliklerini tiretmek - igin kullamlabilir. Daba genel olarak agagidaki

dzdeslik yazilabilir.

Teorem 1.5. (Lucas Ozdesligi)

=0}

Z(”}F=Fz . >0
1

dir.

{spat. Binet formillinden; (not: F, = >—

n nF_n j7) ai__ﬁi
o \J f-f:oi a-f




ve Sonug 1.1°den yararlanilarak

_(Qtay —(+py @ —lia, §o1s )
a-p

2rn

(xzn"”ﬁ
a-p
=F,

bulunur. Lucas sayilan i¢in benzer bir iddia daha vardir:

i(?)Li =Ly (n20)

=0

Ispat. L, =a” + " 3%[?)& =i(?j(ai +57)

=0 f=l)

Rl

=(1+a)" +(1+B)"
=a2n +ﬁ2n

= L.’Zn

Ornek olarak

= (4 4 4 4 4 4
Z T2 IO A R VR B AR R
o \d 0 1 2 3 4
=2+4+18+16+7=47=1L,

yazilabilir.



1.4. Satranc Uzerindeki Kalenin Fibonacci Yollar:

1970’te Edward T. Frankel, Fibonacci sayilarinin bos bir satrang lizerinde kalenin bir

koseden karsiki koseye farkli yol sayisimn sayilmasindan elde edilebilecegini

gosterdi.

Bunu gdrmek igin, Paskal figgeninin ilk 8 satir1 ( 0°dan 7’ ye) diisiiniilsiin.

Serit igindeki kismun Paskal iiggeninin 3. satm oldufu agiktir. Satirlar 7 slitunlar j

olmak tizere,

7 1

Nt oo 1| 2 31 4 |5 | 6|7
o | 1 1 1/% //1 1 1|1
1 1 | 2 //3 // 415 |6 |7]8
2 |1 g7 //6 10 |15 | 21 |28 |36
5 11 //4 10 | 20 |35 | 56 |8 |120
s 0 1s |15 |35 |70 | 126|210 | 330
5 01 |6 |21 | 56 | 126 252 462 792
6 |1 |7 128 | 84 |210] 462|924 [1716
8§ |36 | 120 | 330 | 792 |1716 [3432

Sekil 1.4. Satrang lizerinde kalenin Fibonacei yollan

A, J) = AG, j~ 1D+ AG -1, /)

dir. Buradan

A(6,3) = A(6,4) + A(5,5) , 462=210+252

A(T,6) = A(7,5)+ A(6,6) , 1716=792+924

sonucu elde edilir.




0 1 2 3 4 5 6 7
0 (0} [1 2 3 4 5] 6 7
0 0 0 0) \0 0 0 0
. (1 (1 2 3 4 5 6 (7
1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 (4 (5 6< 7 (8 9
> 12 2 2) |2 2 2 2 2)
3 ARG 6y (7} (%) (9 (10
1) s 3) 3) 3 \3] 3) A3
4 5 6 7 8 9 10 (11
41l 4 4 4 4 4} (4 4
5 6 7 8 9 10 11y (12
> |45 5] s 5 (5] (5 5) s
6 7 8 9 (10} (11} (12} [13)
® lle) 6/ l6) 6 (6) (6 6) 6
7 8 9 10 11 12 13) (14
Ty 7 7) {7) [7} (7 7)) \7

Sekil 1.5. Satrang izerinde kalenin Fibonacci yollannn binom katsayilan ile gbsterimi

Sekil 1.6. Kalenin yollar: tizerindeki Fibonacci sayilan

3
g8 | 8
13 |21 |2
13 | 34 |55 |55
34 |89 |144 | 144
89 |233 |377
233 | 610

1"
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Sekil 1.7. Kalenin yollar tizerindeki Fibonacci sayilart

Bir kale, bir oyun tahtas: iizerinde ya yatay ya da dikey olarak hareket eder. Fakat
aymi hareketi iki yonde de yapamaz. Varsayalim ki, yatay olarak saga dikey olarak
asagiya hareket etsin. Iyi bilinir ki, Sekil 1,4’teki her girig iist sol kdseden bu hiicreye

bir karenin hareket sayisim belirtir.

Omegin; A4(2,1) =3sunu ima eder; (0,0) duwrumundan (2,1) durumuna hareket
edebilen kalenin 3 farkh yolu vardir. Bunlar (IR1D) , (IDJR) ve
(2D,1R) *dir.

Kalenin iist sol koseden (7,7) alt saf kosesine miimkiin hareketlerinin sayisi
3432 dir. Kombinatorivel gosterim kullanarak Sekil 1.5°te gosterildigi gibi Sekil 1.4

teki siray1 tekrar yazabiliriz.

Sekil 1.6, iist sol kdseden kalenin hareketlerinin sayisim gosterir ki; bu hareketler
yatay ve dikey gizgilerle sirhidir. Bu banttaki timm girisler Fibonacci sayisidir. Bu
bant 4 Fibonacci sayismdan olugmusgtur. Sira, {ist sol tepede 1 ile baglar. Her bir

giris, kendisinin hemen tstiindeki ve hemen solundaki girislerin toplamudir.

Sekil 1.7 Fibonacci gosterimini kullanarak aym siray1 temsil etmektedir. 1.5 ve 1.7

sekillerinden anlagilan o ki, (0,0) durumundan (7,7j durumuna kalenin Fj; =610
muhtemel hareketi vardir. Daha genel olarak; »n x n lik bir diizenekte kale, tist sol

koseden alt sag kdseye F,, , kisith harekete sahiptir.



BOLUM 2. PASKAL TiPi UCGENLER

Paskal ticgeninden, Fibonacci sayilarimn nasii tiretildigi 1. boliimde g&sterilmistir.
Bu bslimde Paskal tipi 6zelliklere sahip benzer figgenlerden Lucas ve Fibonacci

sayilarinin nasil bulundugu incelenecektir.

2.1. n. Kuvvetlerin Toplamm

r ve §,x° - px—g =0 quadratik denkleminin ¢tziimleri olsun.

5 2
Boylece,
r+s=pvers=-q
dur. Dolayistyla;
rPast=(r+s) ~2rs=p* +2g
ve

75t =(r+5) ~3rs(r+s5)=p° +3pg

dur. Benzer sekilde devam edilirse, " + 5" toplamlarinin degerleri hesaplanabilir.

FHs=p

P +s’=p*+2g

st =p’+3pg

rt 45t =pt +4pPg+2g’
rP+s5’=p° +5p°q+5pq’

r st =pf+6piq+9pigt +2¢°
r'+s =p" +7p’q+14p°q" +Tpg’
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Daha genel olarak, Draim ve Bicknell matematiksel tiimevarim kullanarak

H y
r+s" =) Amip"yq' (2.1)

0

n—i n—i-1
om0
i i
Paskal 6zdesligi kullanilarak, 4(»,i) i¢in formiil basitlestirilebilir:

A(n,i)=(n;i {(";i]w(n“:wlﬂ

oldugunu gosterdiler.

_ ,..mﬂw{”j"') @2
-1 I

Béylece (2.1) formiilii yeniden yazilabilir:

g
ras" =) Anip"q’ (23)

0
A(n,ﬂ:@[”f’j , OSis[-’ﬂ
n—1i !

A(n, 1) 'nin cesitli -degerleri, Tablo 2.1°de gdsterildigi gibi Paskal tipi bir li¢gene

yerlestirilebilir.
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Tablo 2.1. Lucas sayilan

N0 1 2 3 4 5 | Satir toplamm
1 j1 1
2 }1 2 3
341 3 4
4 11 4 2 7
511 5 5 11
6 |1 6 9 2 18
M
7 1 7 14 7 29
1 g 20 16 2 47
9 11 9 27 30 9 76
101 10 35 50 25 2 123
/Y

i=0 , n=1=Ani)~=1

i=1, n=2:->A(n,f)=—'~’-~:‘[n-l}mz'
- n- i i

. 6 (4
i=2 , n=6= Ani)=-—- =9
4 {2

Ozellikle ,7 ve 5 ;x* =x+1 denkleminin ¢bziimleri olsunlar.7 =¢ ve s=f igin

Denklem (2.3)

L =5 Ani) (2.4)

i=0

H
formiiliinii verir. (2.2) denklemi kullanilarak,

L =S —”—-["_ij (2.5)

formiilii yeniden yazilabilir.

Ornek olarak

2 5 4 3
pN Rl FE R SR IE N (g RN ) ISP S S 189 5
s )T so) e )T
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yazilabilir.
Tablo (2.1)’deki tiggensel diizen agagidaki ilging dzellikleri saglar.
1- A(n,0) =1’ den dolay1 her satir 1 i£e baglar.
2- A(n,i);
An,iy= A(n-1,0+ A(n-2,i-1) | (2.6)
bagintisini olugturur.

Eger n23 ise, her A(n,i) girdisi, bir fist satirdaki girdi ve onun iistiindeki satirn

solundaki girdinin toplam ile elde edilir. Omek olarak tablodaki oklara bakilabilir.
I- Eger i > B} ise, A(n,i)=0dur.

2- Eger n cift ise,
| 1) . satinin sonu 2 °dir.
2) n. satir ve (n +1). satir girdilerinin ayni numaralarim kapsar.
1- Eger n tekise,
1) n. satirin sonu #’dir.
2) n+1.satir n. saﬁrdan bir fazla girdiyi kapsar.

Bu sonuglar kolayca ispatlanabilir. Ornek olarak, n tek olsun.

Anl5])45)

(n+1))
_n | 2
T n+l M

2

( 2 ) 2n n+l
n+l [(n—l) n+l 2
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n tek oldugunda,

[(n+1)]_(n+1) (n-1) [ }rl
2 ] 2 2 2

dir. Bdylece »+ 1. satir, n. satirdan bir fazla girdiyi kapsar.
2.2.L, I¢in Alternatif Bir Formiil

Onceki  tartigma Ln’ | icin alterne formiil formunda muhtesem bir bdlinen
verir. A =+ p*4qg olsun.2r = p+A ve 2s = p—A olur. Boylece;
i < n n-l A
@) =(p+a)y =3 " pa
0

LA A7

e =(r-ay =3[ o)

o~y

@) +@s) =2.% ”}p"w

igift Z

[(r) +(s)" '] 7. g["] n=2i p2i

| &
2nw1 . [(r)n _|_(S)n:|m (; )pn—Zt’Ali

INEE-]

olur.

Ozellikle, p =1= g olsun. Buradan A =+/5 olur ve

1 % n )
L = -5 2.7
s @

formiiliini verir, Ornek olarak,
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yazilabilir.
2.3. n. Kuvvetlerin Fark

Bu kisimda da » ve s ’nin » kuvvetlerinin farki incelenecektir.

_ptty (p-A)
2 2

F g2 :I:(P”;A)T_{(P‘Z‘A)T = pA

Benzer sekilde devam edilirse,

r—s=A

F3

r? -5 = pA

rt—s? m(p2 +q)A

rf—st=(p’ +2pg)A

r’-s'=(p" +3p’q+g")A

P s =(p° +4p’°q+3pg*)A
r'—s" =(p*+5p'g+6p’q” +q")A

elde edilir.

Daha genel olarak,

s = A%(H —: - l}pn_ifqi (2.8)

yazilabilir.

B(n,f)m[”“.i“l) : osis[(””l)}
I .

2

katsayilan, liggensel bir sira i¢inde diizenlenebilir. Bu, Tablo 2.2°de gosterilmistir.

Tablo 2.2, birkag 6nemli 6zelligi saglar
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1- B(n,i) tekrarli bagintisy;
B(n,i) = B(n—1,i)+ B(n—2,i—1)

olarak hesaplanabilir.

B(n—1,0)+ B(n—2,i~1) =[”",i_1]+["”_i"zj=["'_i—1}w B(n,i)

i i i
2- B(n,0) =1 den her satir 1 ile baglar.

3-Eger n tek ise, ». satirin sonu 17dir. Dolayisiyla,

(n-1)

B(f’l, lim:l] = B(nﬂ.gzl__—_l)_) b 2 =1 |
2 2 (n-1)
2

dir.

4- Kabul edelim ki » tek olsun.

[(nwl)}” (n-1) _[ﬂ}
2 1 2 |2

oldugundan; »n. satir ve n-+1. satir girdilerin aym numaralarm kapsar.

5- Kabul edelim ki # ¢ift olsun. n. satirm sonu g ve n+1. satir n. satirdan bir fazla

girdiyi kapsar.
- n-3 ! .
6- n =5 icin, B(n,3) =[ . } stitun 2°deki tiggensel numaralan verir.
i
n—4 . .
7- B(n,4) =( ) ] stitun 3’teki tetrahedral numaralar verir.
i

Kabul edelim ki p=1=g olsun.r=a,s=f ve A= V5 ise denklem (2.8) F, igin

birlesik formil verir.
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F, =Z[""f“1) 2.9)

Bu formiill yardimmyla Tablo (2.2)deki » satmn elemanjarmmn  toplamm

hesaplanabilir.
Tablo 2.2

N[O 1 2 3 4 5 Satir Toplam
1 1
211 1 ”

v Pozitif Tamsayilar
311 1 2
411 2 3 ..

= Ucggensel Numaralar

5 3 1 5

4 3 8

¥ Tetrahedral Numaralar

711 5 6 1 13

b
g1 6 10 4 21

¥
911 7 15 10 1 34
o1 8 21 20 5 55
4
F,

2.4. F, Icin Alternatif Bir Formiil

Denklem 2.1 ve 2.8°den

(2F)" ~(25)" =2- ZC") PN

itek

{(ﬂ—l)

2!? (rn - Sn) - 2‘_ i} n n—Zf—1A2f+l
o \2i+1

&
noWA_ 1 . n fm2i-1 g 20+l
st [2i+1)p A

elde edilir. Ozellikle, p=1=g olsun. A= V5 *ten F, icin bagka bir birlesik formiil

elde edilir:
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[e52]
) ( " JS | (2.10)

)53
N2+l 54 5% == (6+100+150) = 8
1) (3 5 32

verilebilir.

2.5. Lucas Ucgeni

£.(x,¥) = (x+»)"" - (x+2y) polinomal genislemesindeki katsayilar: aragtiralim. 11k

alt: agihm,

Sixy)=x+2y

£,06, ) =x% +3xy +2y°

fix,y) =x" +4x’y+ 507 +2y°
filx,y)=x* +5c7y +9x%y* + Txy’ +2y°

fo(x, ) =x° +6x*y +14x°y? +16x7y" + 9xy* +2y°
Foln ) =x% + 767y +20x° y? +30x°y® +25x%y" +11xp° +2)°

seklindedir.

Bu agilimlar dogrulanabilir. Bu polinomlarin cesitli katsayilar1 tiggensel bir diizen
icinde yerlestirilebilir. Bu diizenleme ile sekil 2.1 elde edilir ve bu sekil Lucas figgeni

olarak adlandinlhir. Her satir 1 ile baglar 2 ile biter.
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Nloo 1 2 3 4 5 6
11 2
211 3 2
311 4—5 2

v
411 5 9 7 2
511 6 14 16 9 2
6|11 7 20 30 25 11 2

Sekil: 2.1. Lucas Ucgeni

£, =32"""den,n 21 igin n.satirdaki sayilarin toplami 3.2"" dir,

C(n,j),nz1 ve jz0 igin n satir ve j. situndaki girdiyi belirtsin.C(#, ) igin

asagidaki gibi agik bir formiil bulunabilir.

o i1
(x+3) 122(1. )F Ty

0

Fixy) =@+ (x+2y)
A1)
s e

Paskal dzdesliginden; C(n, j) = x"~ y’ *nin katsayist

740
(362

elde edilir. Ornek olarak;

C(6,3) = @ +@ =20+10 = 30

dur.

Sekil 2.1 deki liggensel diizen ii¢ ilave ozellik saglar:



23

¢ > C(k,j)=C(n+1,j+1)
k=1
o> C(k])=C(n+12)
k=1
e Cmn-2)=(n~1)° , nx2
2.6. C(n, j) Igin Tekrarh Bir Tanim

Formiil 2.11 kullamlarak, C(n, /) nin agagidaki tekrarl: tamm sagladifi kolayca

dogrulanabilir:

Cm0)=1 , Cah=2
Cln,jy=Cn-1,j-D+Cn-Lj) , (njzl

Bu tekrarli baginti Paskal 6zdesligine benzer. Yani;C(n,j), tam yukansindaki
C(n-1,7) ve solundaki C(n-1,j-1) elemanlanmn toplam ile elde

edilir. C(n,n) =1 olduguna dikkat etmek gerekir.
Ornek olarak

C(4,2)=14=5+9=C31)+C(3,2)
verilebilir.

Paskal iiggeninin 7. ve n~1. satirlarindan her C(n,j) terimi elde edilebilir.n—1.

satirin elemanlar: bir basamak safa kaydinlir ve ». satirm elemanlan ile alt alta

yazilarak toplamir. Bu da n. satiin C(n, j) elemanlarim verir. Bu algoritma n=4

asagida 6rneklenmistir.

Paskal tliggeninin 3. satirt 1 3 3 1
—_—

Paskal {iggeninin 4. satir: +1 4 6 4 1
—p

Sekil 2.1%in 4. satin 1 5 9 7 1

Sekil 2.1%in késegenleri iizerindeki elemanlan topladigimizi farz edelim.

Sekil 2.2°den toplamlarin Lucas sayilar: oldugu goriiliir. Bu sonug rastlant1 degildir.
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Bunun dogrulugu igin; 7. kdgegen lizerindeki elemanlarin toplami
5 Bl Bl
ZC(n-f,j)=Z[” .“’)+Z(" - J

) J 0 Jj-1

] 2
nej 2 n- j—zJ
+
e

+F

oy
i o

i
™

1l
;‘1} >

+1

I
r~

n
ile verilir.

Ornek olarak 6. kbsegen tizerindeki elemanlarin toplam 18 = I, >dr.

Lucas sayilarn

Sekil 2.1 deki Lucas tiggenini saga dogru dikey olarak dondiiriiliirse ve elemanlan

metnin sol kenanna kaydirilirsa, agagidaki sekil elde edilir.

nJ 0 1 2 3 4 5 6
1) 2 1
21 2 3 1
312 5 —»4 1
v
41 2 7 9 5 1
51 2 9 16 i4 6 i
6§ 2 11 25 30 20 7 i

Sekil 2. 2 Lucas Uggeninin bir yansimas:

D(n, /), bu siralanista ». satir ve j. stitunun kesisimindeki eleman: gostersin.

paO=2 , DEh=1
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ve
D(n, jy=Dn~1,j-D+Dn-1,j) , n22
dir.

Bu C(n,j) ile hesaplanan tekrarl: Fibonacci bagmtisia benzer. Sekil 2.3 Lucas

ficgeninin bir yansimasi oldugundan;

' =2
D(n, jy=C(n,n-j)= A .
-] n—j—1

145

Dolayisiyla, sekil 2.3 “lin her satiim Paskal tiggeninin n. ve n—1. satrlarim (her

dir.

ikisi de sola hizal) toplayarak elde edilebilir. Algoritmanin ispati asagidaki gibidir.
Paskal tiggeninin 3. satirt I3 3 1
—

. . MRS
Paskal ticgeninin 4. satin + 1 4 6 4 1

Sekil 2.37lin 4. satir 2 7 9 5 1

Sekil 2.3’teki diizen gok ilging bir 6zellik saglar. Her kosegen zerindekielemanlar

topiamrsa, her toplamin Fibonacci sayis1 oldugu goriiliir. Bu agikérdir ¢linki,

n n

$ooein-5{7) 30

=F,

n+l

=F,

nd2

+F,

dir.
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Sekil 2. 3 Fibonacci sayilart

Sekil 2.3°teki diizen, fi¢ ilave dzellik saglar:

1- 3" D(k, j)= D(n+1,j+1)

k=1

2- D(n2)y=(n-1> , n=2

3- > Dkl =n
k=]

Oyle bir halka kuralim ki, j. elemanlar ile Lucas {icgeninin j. siitununu asagiya
kaydiralim. Sekil 2.5°teki siralama sonucu gostermektedir. E(n, j) bu siralamanmn 7.

satir ve j. situnundaki elemam gostersin.
0<j< [ﬂ iken; E(n, )= A(n - J.J)
E(n, j);
E(n,j)=Emn-L)+E(n-2,j-1)

tekrarh bagintisim saglar.

2.7. Lucas Sayilarinin Kuvvetleri

1970 yilinda Harlan L. Umansky, Lucas sayilarimn kuvvetleri icin agsagidaki

formiilleri gelistirmigtir.
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L =1,

=L, +2.(-1)"

L =L, +3.(-D"L,

=L, +4(-10)"1-2

L =L, +5(-1'L ~5L,

L8 =L, +6(-1)"L}—9L +2.(-1)"

L =L, +7(0"L ~14L +7.(-1)"L,

L} =L, +8.(-1)"Lf -20L, +16.(~1)" L} -2

Birkac ay sonra Hoggat, cesitli Lucas sayilarinin katsayilannin tam degerlerinin ve
onlarin kuvvetlerinin, Sekil 2.5°teki {iggensel siralamadaki girdiler ile aym oldugunu

gOstermigtir.

Teorem 2.1.(Hoggat,1970)

2

L = L+ 3 B(m, ) (1) - Ly

n =
J=l

dir.
ispat. Matematiksel timevanmdan formiil;

m =1 olduunda toplam sifir oldugundan kolayca dogrudur. Kabul edelim ki k <m

iken, biitin & > 0 tamsayilar i¢in dogru olsun:

k

2
Ly = Ly + ) Bk - (-0 LT

s

Buradan

.

2
L =L, <Ly, + 3 EOm, ) ()" L

j=1

dir. Fakat
Ln * Lmn = L(rﬂﬂ)n + (_1)" L{mml)n

yani,
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&

L7 = Ly + D" Ly, + B, ) - (1) L7 (2.12)
J=i
dir.
Tiimevanmdan dolay,
o)
2
Loy =L = 3 E(m=1,/)- (1) L2
Jj=l

%]

2

D Ly = (D" L7 = Y Em 1, ) ()00 L2
=

j+1=r olsun. Buradan

[c=)

i 2z
(__l)n L(m..1)n = (____l)n Lr:-—l - Z E(m _ 1,], o 1) ) (_.,.1)”"'””'"'] Lr:—.’lm]
—

olur. Sonra denklem (2.12) den,

]
) 2
Lr:+l - L(m+1)n +,(.....])” Lj:wi + ZE(WI - 1,1’ ml)_(ml)nr-rr-—] L.v:-zrﬂ
r=2n
H
+ E(m, r) . (nl)nr-i—r—l L}:-—2r+l (2.13)
r=2
olur.
Nlo 1 2 3 4 5 6
[
Iy 1
211 2
311 3
41 1 4 2
51 1 5 5
%

6| 1 6 9 2

v
741 1 7 14 7
81 1 8 20 16 2




m =2t oldugunu varsayahim.

[ﬁ}[&ﬁiﬂ] . EQLi)=2
2 7

EQt-1t-1)=2t-1
EQt+1Lt+1)=2t+1
olur.

Diger bir yolla, m = 2t +1 olsun.

[%z—]H:{(m;D}:tH

EQCt+Lt+1=0ve EQt,1)=2 ;

Buradan; E(Q2r+2,f+1)=2 olur.

Penklem 2.13°ten;

]

2 .
LJ:-:—] =1 + ZE(m +1, f') . (__1)nr+r—1 L?:—Zr'i-!
r=1

- H(m+n

olur. Dolayisiyla, tiimevarimdan formiil her 7> 1 igin tutarhidir.

29



BOLUM 3. FIBONACCI MATRISLERI

Matrislere bagvurulursa, Fibonacci ve Lucas teorileri mitkemmel b&liinenler verir.

3.1. O Matrisi

Matrislerin &zelliklerini kullanarak, Fibonacci sayilan ve matrisler arasinda kapah

bir halka oldugu kanitlanabilir.

11
o[} o
matrisi dikkate alinsin.

Bumatris O matrisi olarak adlandirilir. |0] = —1 olduguna dikkat ediniz. _

R S R

dir. Benzer sekilde;

L[5 3
752

Ayrnica,

dir.

Buradan bir modelin meydana ¢iktifa goriilebilir. Daha genel olarak asagidaki ilgi

¢ekici sonug elde edilir.

Teorem 3.1. »>1 olsun. Bu durumda
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dir.
Ispat. Tiimevarim yardimiyla dogrulugu goriilebilir.

n =1 i¢in;
- [F, F 1
<[ 2l oo
sonug dogrudur. Simdi, keyfi & pozitif tamsayisi i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

Qk:[Fk+l Fk j}
ST

Buradan

elde edilir.
3.2. Cassini’nin Diizenlenmis Formiilii
Teorem 3.1, Cassini formiilitniin degisik bir ispatim saglar.

Sonug¢ 3.1. » =1 olsun. Bu durumda,

FFy—F =1

dir.

Ispat. |0 = ~1°dir. O halde, |Q"| = (~1)" dir. Fakat Teorem 3.1°den;
Q"= F,uF o~ F;

dir. Buradan,

Fn+1F ~1 __Fnz = (_l)n

n

dir.



Ornek olarak,

5 3

3 2
verilebilir.
Sonug 3.2.
Fm+n~1~} = Fm-t—iﬁ;wi + Fan (3°1)
Fm+n = Fm»f—]F'n + Fan-—E (3'2)
Fm+n mFan+l+Fm—1Fn (33)
Fm+n—1 = Fan + Fm-an—] (3‘4)
dir.

Ispat. Q7 -Q" = Q™" "den; |

‘Fm-z»l . Fm Fn+1 Fn - Fm+n+1 Fm+n
F, F, E F, - F, Fm+n—1

m mw1 n n-i

elde edilir. Soyle ki;

Fm+]Fn+l+Fan Fm+1Fn+Fan-—E _ Fm+n+1 Fm+n
F,F.+F_F,  F,F,+F_F_| |F F

m* mn mr=1

olur. Ozellikle m = n olsun. Bu durumda 3.1 &zdesligi;

Fn2+] +Fn2 = F2n+l
formtiléin verir.
32 Oz‘desligib( Fm+n = Fm+IE1 + Fan—i )

F, =F F,+FF _ =F(F, +F. )

n = Ly dy
yardumiyla,
FZn = FnLn

formiiliinii verir.
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Sonug33. F L + FL =L ‘dir (3.5)
Ispat. 3.1 6zdesliginde » yerine n +1 yazilip 3.2 Szdesligi ile toplanirsa,

E

n+2

+F F

n+l T

=F

F;Ml mn+2

4+ F,,F, +F,F _=F

m+n

m+1( n+2+“F;:)+F (Fn+1+F-}) m+n+2+Fm+n
F Ln+}+Fan mL

m+] Mmn+]

elde edilir. Burada » verine n—1 vazilirsa,

Lypw=Fp L +F L.

elde edilir,

Fibonacci ve Lucas sayllarimin her ikisinin de halkalardan saglandifim géstermek
i¢in3.2 ve 3.3 Hzdeslikleri kullanilabilir. Bunu gostermek igin her iki 6zdeslik

toplanirsa,

Fm(Fn-I 1)+F( m»«]+Fm+1) 2F

m+n
olur. Buradan,

F.L +FL =2F

olur.

L,... icin benzer bir formiil,
2L,.,=L,L +5F F

dir.

Sonug 3.4.

2F,

m+h

=F,L +F1L (3.6)

2Lm+n = Lml‘n + Sl:ln’F:a (3°7)



3.3. m Matrisi

Q matrisinin yerine, ona ¢ok benzeyen M matrisini dikkate alalim.

v

matrisi M matrisi olarak adlandirilir. Matematiksel tiimevarimdan; her » 21 igin

Mn — [FZI?-i FZ}? }
F.'Zn F2n+1

oldugu gosterilebilir.

Ispat. n =1 igin;

wo| BB,
R R 2]

dir.

Simdi, & = 0 keyfi tamsayist i¢in dogru oldugunu kabul edelim:

M k — [FZICWI FZfC j|
F2k F2R‘+]

Mk+1 - Mk ‘Ml - mFlk-—l Flk :|.[FE FZ:!
_F.Zk F2k+1 F2 F3

m_F2k~1F1l+F2kF2 sz-le"'szF;i}
Loy + By o Foy By + By By

F 2k+1 F 2k+2j!
_F 2k+2 F 2k+3

Bu durumda,
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lim Fy
k—»oo Fk—-l

= ¢ denilirse

olur.

M" | L. e (L -
Fibonacci matrislerinin dizisi, matrisine yakinsar.
el a l+a

R

Benzer sekilde { 0

271

. | 1ra -
dizisi; { matrisine yakinsar.
o ‘

3.4. Karakteristik Denklem

4=(a;),., ve I’da nxn tipinde birim matris olsun.

nxn

|A—x[ 1 =0 denklemine A matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin

koklerine 4 matrisinin karakteristik kokleri denir.

Q" matrisinin karakteristik koklerinin determinantindan, onun - karakteristik

denklemini arasgtiralim:

Fn+1 - X Fn
Q" -xl|=
F, F_,—-x
- (Fn+] —x).(Fnul .,.x)_Fnz
=x2 W(Fn+1 +Fn—])x+ananH WFnz
=x’—Lx+(-1)"
Bu karakteristik denklem
x? ~Lx+(-1)"=0 (3.89)
seklindedir.

Quadratik formiilii kullanarak, karakteristik koklere ulagilabilir:

L, $1/L;’; ~4-(-1)"

2

X =
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Fakat , I ~4-(~1)" = 5F} dir.

O halde

LT J5E,

2

olur.

o ~B" = \/an ve ¢ + " = L, oldugundan,

n Ln + \[EF n n Ln ,.. 'JEF n
o = t—— 1 oy B =t
2 2

elde edilir.

Teorem 3.2. Q" nin karakteristik kékleri a” ve B” dir.

Sonu¢ 3.5. O ’ nun karakteristik kokleri o ve 8 dir.

n=1 oldugunda x*-x—1=0,0 ° nun karakteristik kokleri olur. Meshur Cayley

Hamilton teoremine gore, her karesel matris kendi karakteristik denklemini saglar. O
halde,

0’ -0-1=0
yazilabilir.
3. 5. R Matrisi

O matrisinin benzeri olan R matrisini inceleyelim:

I 2
R=

2 -1
Ln+1=
5FE

n+l

F

nrl

=1

n+l

+2Fn ? Ln=2F;1+t—Fn

+2L , SF,=2L,,—L,

formiilleri kullanilarak,
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2 -1||F, F,
[F_+2F, Fn+2Fn_]]

n “1 2 Fn+1 Fn
RQ i .

nd

2Fn+l“Fn 2Fn—Fn-}

L L

n n~1

_ an-rl I‘n }

Her iki tarafin determinanti ahnirsa,

I 2 'Fnﬂ n - Ln+1 Ln
2 =1 |F, F. |L L.

elde edilir. Buradan

n+1*n-

L.l - Lf, = (~5)-(F,,F,_, — F,,z) = 5. (=)™
elde edilir.

O halde,

L L~ =5 (D)™ (3.9)

n+l<n-t T

dir.
3. 6. Cassini Formiilii Ve Cramer Kuralh

Bu kisunda;2x2°lik lineer sistemler i¢in Cramer kurali kullanilarak Cassini

formiiltiiniin nasil elde edilecegi gosterilecektir:

ax+by=¢
ex+dy=f

2x 2°lik lineer sistemin bir tek ¢dziimii vardir ancak ve ancak ad ~bc # 0’dir. Bu

¢hzim
e b a e
f d ' c f
X e N ym
a b a b
d ¢ d

ile verilir.
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Ozellikle;

Fx+F _yv=F

n+l

Foax+Fy=F_,

n
sistemi gbz Oniine alinsin.

Fibonacci tekrarh bagmmtisi nedeniyle (F,,F,,;})=1"den, x =y =1 bu sistemin tek

¢oziimiidiir. Cramer kuralindan,

E, F.
F., F,
dir. Buradan
FnFn+2 "Fnil ;Fnz _Fn—anH
ya da
FyFyy = Fly = ~(F, By = B
dir.

p, =F, F, ~F! olsun. Budenklem, p, =~p, , tekrarli bagmtisi verir.

n

Bu tekrarl: bagintidan; p, = (—1)" elde edilir. Buradan

F_F. . —-F'=(1 , nxl

elde edilir.

Simdi, komgu Fibonacci ve Lucas sayilar tarafindan bigimlendirilen vektériere

dénelim.
3.7. Fibonacci ve Lucas Vektirleri

U,=(F,.F)veV, =(L,,L,) vekidrleri gbz Oniine alinsm.

Bu vektorlerin boylar;



U, =F;

n+l

+F'=F

Zn+l )

ve

’an = Li-i-l + Li
=[s72, + 41 |+ 572 +4-(-1y"]
ZS'(F: +'F:1i-1)

=5F, .
ile verilir. Bu vektorlerin yonleri ise,

L
L

n

tan@ = F, ve tanf =
F

H+i n+1

ile verilir. Daha sonra,

F, d5-1_1 L, _J5-1_1
Fn+l - 2 a Ln+] - 2 2
oldugu gosterilecektir.
; eS| Fn+2 Fn+]
UDQ = (LO) Fn+] Fn = (Fn+2’pn+1) = Un+1 = UnQ
olduguna dikkat ediniz.
Benzer sekilde,

VOQHH = Vn+§ = VnQ

dur.

Ayrica 3.1 ve 3.2 dzdeslikleri kullanilarak;

U Qn (F F ) Fn«}-l F-'?
m - m+l** m Fn an
Fm+1Fn+! +Fan
= F F = (Fm+n+l’Fm+n)
m+l*t n + Fanwl
=U

mnl

elde edilir. Benzer sekilde,
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Van = Vm+n+1

dir. Simdi R matrisine geri dontilstin.

refs ]

|R| = -5 % 0 olduguna dikkat ediniz. Boylece R tersinirdir ve

e 112
512 -1
dir.
VR=(L L)1 2
n* n+l?~n 2 "'I
=(Ln+1+2Ln=2Ln+} '—Ln)

== (SFn+595Fn)
=5U,

V, =(5U )R =5U,R™)

=35 1(F F)1 2
- 5 n+l’n2__1

=(F +2Fn92Fn+t._Fn)=(Ln+19Ln)

0+l

Benzer sekilde,
UR=V, velU,=R"V,

dir.

R nin sifirdan farkli herhangi bir U = (x, y) vektdrii tizerindeki etkisi nedir? Bunu

belirlemek igin gunu inceleyelim:

2
J =(x+2y,2x—y)

1
UR= (x,y){2
UR" = (x +29)" + 2x - y)’
= 5" +3%)
=)’
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Buradan, R Fibonacci matrisi, sifirdan farkh her vektorit \/’S~ * in bir ¢arpani kadar
biiyiitiir. R nin U vektdriintin egimi lizerindeki etkisini bulmak i¢in, U ve UR

vektorlerinin x ekseni ile yaptign dar agilarin sirasiyla @ ve 6 oldugu distiniilstin:

tand =2 ve tanf' = Xy

X x+2y
tan(9+9')=w
1-tan@tand

) Cx-y)

_ () x+2y)  yx+2p)+x(2x-y)

|- Cx-p) x(x+2y)-p(2x-)

(x) (x+2y)
22(x:‘+y;)=2
x4y

U ve UR vektorleri arasindaki ag: 2y olsun. O zaman,
O+A=0 —y

olur. Boylece,

2y =6+6
~elde edilir.
tan2y = ?—% formiilinden; t?iw% = 2 elde edilir.
Buradan,
tan’y +tany —1=0
olur.

dir. Dolayisiyla,
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2y =tan™" 2 & 63,43 ise y 31,7175
dir. Boylece,

dir.

Teorem 3. 3. (Hoggat ve Ruggles) R matrisi, sifirdan farkhi bir U =(x,y)

vektoriinti, |UR|=+/5[U| olan UR vektorime doniigtirir ve (cor,x) bigimindeki

vektor ile — B egimi arasindaki agiy1 iki esit pargaya boler.

Sonug 3. 6. R matrisi, U, vektoriinti ¥, vektériine, V, vektortind JsU , vektdriine
dontigtiiriir.

3. 8. ligi Cekici Bir Fibonacci Matrisi

> F,F,F, toplam belirlensin.

[NR 2
I+ fak=m

Coziim; asagidaki sonsuz boyutlu Fibonacci matrisini saglar:

Hﬂ,n
Hl,n
H

mh

Her bir 4, ; eleman asagidaki gibi tanimlansin:

hy; =0 eger =0 ise;
b, =1 | eger j =1 ise;
h =0 eger i > j ise;
By, =h,+h +h eferiz1lve j=2ise (G.10)



43

Ornek olarak,

Ry s =hy, +hy, +h,
= (hyy +hyy A+ (hyy +hyy +hs)+ F,
=(0+1+F)+{1+(h, +h, +h1,2)+F3]+F;

(3.10) tekrarl bagmntisindan |

hl,j = hx,j—z +h‘l,j-1 + hO,j-—l
= hl,j—2 + hl,j»;

dir. Dolayisiyla; &, , = F, elde edilir. Boylece;
hys =2+[1+(0+1+ F,)+2]+3=10

elde edilir.

Her j>0 igin h,; =0 kosulu; H matrisinin en {ist satirinin sifirlardan olustugunu
belirtir. 4, =17 in aniarm; ana kosegen ‘izerindeki her elemann 1 olmasidir.i > j
igin A, =0 mn anlamy; H matrisi Ust {iggensel matristir 6y1c ki, ana kdsegenin
altindaki her eleman sifirdir.

(3.10) tekrarl bagntisy, her 4, ; elemammn, aym satirdaki 7, ., ve iki onceki 7, _,

elemam ve A, ’in tam yukansindaki /., elemanlarmm (i21,j=2)

toplamindan elde edildigini belirtir.



Bu apagik ileri siiriilen bilgileri kullanarak, H ’nin gesitli elemanlar belirlenebilir

Wlo 1 2 3 4 5 6 7 8

ol o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1fo 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 «F,
200 0 1 2 5 10 20 38 71 130 235

H= +

30 0 0 0 1 3+9 22 51 111 233 474

4l 0 0 0 0 1 4 14 40 105 255 593

s| o 0 0 0 0 1 15 56 176 487 918

h3,6 = hs,s +h3,4 +hz,5
=04+34+10=22

olduguna dikkat ediniz. Aynca,

h,, =38
=1-8+1-5+2-34+3-2+5-148-1
=Fh+ Fhys + By + Fyhy + Fhy, + Fohy

7 7
= Zthu—f = ZFJFM
J=t =1

= > F/F,

Skl
JHE=7

dir.Daha genel olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.
h2,n = ZF jF k
k2
Jrk=n
dir.

[spat. Tiimevanmdan, n =1 igin;

sol taraf=h,; =0

sag taraf= ) F,F, =0

J =l
Jk=1
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O halde 7 =1 igin dogrudur.

Kabul edelim ki, m>2 olmak {izere m ’den kiigiik biitiin pozitif tamsayilar i¢in

dogru olsun:
h2m = szFk
Jk2i
Jrk=m
Buradan

> FF, ZFW%

Jkzl
J+k=m+l

) By + Fay)

- j

+ZF _—

m— +ZFFmIJ EnF—l
J=1

1l

3 ?Ms ?Ma
"1‘1

——

I

m Py T E,
+ hﬁa,m—l + hl,m

Z,m+l

1l
23"3“33"\,

elde edilir.

h,, = F,’ dan,bu teorem asagidaki sonucu verir.

Sonug 3.7.

= Fih
|
dir.
Her h,, elemans; hy, 7y, 5.0y, elemanlart ile F,F,,...,F,, sayilarmm
sirastyla garpilip, toplanmasindan elde edilebilir(% , =0 oldufunu hatirlayn). Bu

sonuca karsilik olarak, H matrisinin 3. satirt icin benzer bir teorem verilebilir.



Teorem 3.5.
h3,n = ZP-‘ith-«i
i=]

dir.

Bu teoremden, her &, eleman,h,, .k, ,,....,h,; elemanlan ile F,F,,...

sayilarinin sirastyla ¢arpihip toplanmasindan elde edilebilir.

Ornek olarak;

.
h3,n = ZF]hz,v-f
]

=Fhys+ Fyhy s + Fily g+ Fiho s + Fohy + Fohy,
=1.20+1-10+2-5+3-2+5-1+8-0
=51

verilebilir.
Asafdaki sonug, ik Snerilen problemin cevabimi saglar.
Sonuc 3.8.

hii,n = ZEFij

1,J.k21
i+ j+k=n

dur.

ispat. Teorem 3.5 ten,

h3,n = i P:hzn-—i
i=}

=S F( Y FF,)

i=1 Fk=1
Jrk==n=1

= ZEFJ'FR'

i.Jf,kzl
i+ f+k=n

dir.
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Ornek olarak,
hs,s = ZF;FJ'FIC
ikl
it jak=5 .
=F, Y. FF,+F, > F,F,+F ) F,F,
k2t FkE1 s
JAk=4 Jik=3 Jk=2
= F(FF, + EF, + ER)Y+ F(FF, + BF)+ E(RE)
=1-(1-2+1-1+2-D+1- 1 1+1-D+2-(1-1)
=9
verilebilir.

Aslinda, sonug 3.7 ve sonug 3.8 asafndaki gibi genellestirilebilir.

Teorem 3.6.(Libis)

hm,n = i F;'hm-i,n.,: m=2

[
dir,
3.9. h,, Ve b, f¢in Acik Formiiller
h,, ve h,, igin agik formiiller bir £ operatdrii tanimlanarak verilecektir.
Eh, , = h, ., olsun.

Buradan,

(denklem 3.10' dan)
olur. Dolayisiyla,
(E*~E-1)"h,,=0

dir.
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Bu yol takip edilirse,
hy, =(an+b)F, +(cn+ adF,, ' (3.11)
ve

hy, = (an® + bn+C)F, +(dn’ +en+ f)F,,
bigiminde olmahdir (a,b,c,d, e, f kararh sabitler).
by, =0 , hy,=1, h,=2veh,= 5’den, Denklem 3.11

a+b=0 2a+b+2c+d=1
6a+2b+3¢c+d =2 120 +3b+8c+2d =5

lineer sistemini verir. Sistem ¢dziildiigiinde;

ve d=0

=-b , c=g
5

elde edilir. Buradan,

_(n=1F, +2nF,_,

h . (3.12)
olur. Omegin,
6F, +14F, 6-13+14-8
Yy = = - 38
' 5 5
dir. Benzer sekilde,
Z
by, = (5#° —3n-2)F, ~6nk, (3.13)

50

dir. Omegin,

3 (5-5°-3-5-2)F,-6-5F, 108-5-30-3 _

h
3 50 50

9

dur.

h,, ve h;, tamsayilar oldugundan,



(n~-1F, +2nF, | =0 (mod5)

(5n* =3n-2)F, = 6nF, _, (mod50)

dir.

3.10. Sonsuz Boyutlu Bir Lucas Matrisi

49

L, Lucas sayilar i¢in yapilan benzer bir ¢alisma baz ilging bdlimenler verir. Bunu

gormek igin, sonsuz boyutlu X = (k, ;) matrisini gbz 6ntine alinsin. Her k, ; tekrarh

eleman: i, j > 0 i¢in asagidaki gibi tammlansin:

M k,=0
@ k=1
B3) k,,.=2,j21

4) k ;=0 , j<i-1 ise
(5) k ;= i,j-2 +ki,j-—1 +k

iJ -1,/~1

izlve j22

(1) sart; 0. satirin sifirlardan meydana geldigini gosterir.(2) ve (3) sartlan, satir 1°

deki ilk iki elemanmn 2 ve 1 oldugunu gésterir. (3) sartindan, asil kbsegenin altindaki

kdsegenin elemanlarinin 2 oldugu anlasilir. (4) sartindan, bu kdsegenin altindaki her

elemanin sifir oldugu anlagilir. (5) sartinn kullanarak X *min geriye kalan elemanlar

hesaplanabilir.

k. . elemans; iki 6nceki &

LJ iJ

k., ., elemammn toplammdan elde edilir.

4 ve k., clemanlan ile &, elemammnin tstlindeki

Nlo 1 2 3 4 5 6 7 38
0|0 0 6 o 0 o O 0 O
1|2 1 3 4 7 11 18 29 47 «— Lucas sayillan
210 2 3 8 14?5\30 56 104 189
K=310 0 2 5 15 35 80 171 355
4 10 0 0 2 7 24 66 170 407
510 0 60 0 2 9 35 110 315
610 0 60 0 0 2 11 48 169
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Tekrarh formiilii kullanarak,

Ry = Ry + Ky + g
=kypo + Ky +0
=Rypa T K
oyle ki; ko, =2 ve &y, =1 ° dir. Buradan; k,, = L, elde edilir. Béylece 1. satirm

elemanlarinin Lucas sayilan oldugu asikérdir. Burada ilging bir gdzlem vardar:

k,, =104
=1-184+1-11+2.74+3-4+5-3+8-1+13.2

Daha genel olarak agagidaki teorem verilebilir,

Teorem 3.7. (Koshy)
ky,= 2. FL, (3.14)
k20
Jrk=n
dir.

fspat. # =0 oldufunda, her iki taraf 0 oldugundan sonug dogrudur. m ’den kiiciik

negatif olmayan her tamsay igin dogru oldugu kabul edilsin:

Ky, = ZFJL;C

k20
Jrk=m

Buradan,
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S FL =%FL,,,

J.k20 =0
Grk=mat

y+F,..L,

m+i

i

D= M <M
o
t-.‘

i~ j m J-i

- m—j +ZFij«~jv~i +Fm+lL{)
0

=]

FL, + ZFJ.LW a+FoLy +Fy L,

= kl,m + kZ,m»l + ZF;M-I (ZFm-i-E . Fm = Ln i Ln = k]m)
= kz,m + k25m~1 + kl,m
= k?.,m+]

bulunur. O halde formiil her »2> 0 i¢in dogrudur. &, =L, den; (3.14) formiilii

yeniden yazilabilir:

ZF k., (3.15)
J4z0
_1+r "
Teorem 3.7 yardimyla,
k= Fhyyy= Y FFL  (3.16)
| 0 ijs k?{ﬂ
i4 j4lo=n

oldugu kamitlanabilir.
Ornegin,

kys = Fokys + Fiky, + Fok,y + Fk,, + Fik, +Fik,
=0-30+1-15+1-8+2-3+3-2+5-0

=35
olur.
Teorem 3.8. (Koshy)
= Zl«'}lcm_l,n_j m=2 (3.17)
=0
dir.

fspat. Batiin m °ler igin dogru oldugu kabul edilsin.
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¢
kpo=0=Y Fk,, ; oldufundan » =0 i¢in dogrudur.

0

n =1 oldugunda, sol taraf &, , ve;
1

sa taraf = ZFskm-l,H = Fokyay + Pk p == 0Ky g0 = Ky dar.
0

i>2 igin;
kyy=2=k, ve k;; =0=k,_, oldugundan, m 2 2 i¢im; £,y =k, dir.

V¢ =72 olmak tizere biitiin ¢ tamsayilan i¢in dogru oldugu kabul edilsin.

Buradan

£+1 1t}

Z F jkmwl,ml—i = Z F (km—i,f—r'»i + kmwl,!v-i + km-—2,!—r‘)
0 0

=1 141 141

= Z Fikm-l,r—i-l + Z F;km——t,f——l' + Z Ekm—Z,b—i
0 0 0

1wl

t i
= “F:'km—-l,r-—i—l + Z F'fkm-l,!—i + Z Ekm—z,l—f
0 0

0
o= km,!—i + km,.r + km—i,f

=k

m g+l

elde edilir. O halde formill V# = 0 i¢in dogrudur.

Diger taraftan, denklem (3.17)’nin her »20 i¢in dogru oldugu kabul

edilsin. Vm > 2 icin dogru oldugunu kamtlayalim.

Denklem (3.14) yardimiyla m =2 igin; denklem (3.16) yardimiyla m=3 icin
dogruluklar gortliir.

Yt > 72 olmak lizere ¢° den kiiciik biitiin tamsayilar icin dogru oldugu kabul edilsin:

kl,n = Z 'Fikrwl,nv-r'
¢



Buradan

)

n
Z F;'kr,n—i = Z F (kf,nwiwz + kr,n—l-—f + kl—l,n-l-«i)
(L

0
R H H

= ZEkf,nwfwz + Z F;'kr,n—l—r’ + Z Fik.r—l,n—l—f
0 0 0

fre2 n-1 -1
= Z 'Fz kr,n-r‘—lz + Z F:kr Ji=l-i + Z F;'kr-l,n—-i-—i
0 1] 0
= kr+1,n-2 + kwl,n-—l + k.',n—i
= kw%,n

elde edilir. O halde sonug, m > 2 icin de dogrudur.

Ormegin,
5 4
k:z,s = Z F;kB,Swi = Z kas,s—s
) i
= F1k3,4 + F2k3’3 + F3k3!2 +Fk31=15+5+4+0=24
elde edilir.

3.11. k,, Ve k,, I¢in Acik Formiiller

K matrisinin 2. satir1 ilging bir model barmdirir.

kyy=0=1-0
ky =2= 21
ky,=3=3-1

kyy=8=142

Béylece; k,, = (n+1)F, oldugu goriliir.
Teorem 3.9.(K0§hy)

ky, =(n+1)F,
dir.

ispat. k,, = 0=(0+1)F, oldugundan » =0 igin dogrudur.

(3.18)

53



¢ 20 igin; ¢* den kiiglik biittin tamsayilar i¢in dogru oldugu kabul edilsin.
Buradan

=(1+2)F, + F)
=1F,, '*'(t;i'i)];; +F +2F

t+)F,

+1

elde edilir.
Fakat F, +2F,_, = F, + F,_, = L, oldugundan,

(t+2)F, =(+20F +F)
=tF_ +({+D)F, + 1L,

=kyqthy, +h,

+1

= k2,1+!

Buradan, formiiliin biitiin » > 0 sayilan i¢in dogru oldugu goriltir.

k,,; (an+b)F, +(cn+d)F,

n-1

kurulabilir. Buradan,
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formunda kabul edilirse, 3.18 formiilii yeniden

k,,=m+DF, =Y F,L,, (3.19)
0

elde edilir.

Aym sekilde; k,,; (an® +bn+c)F, +(dn’ +en+ f)F,., formunda olmalidir.
ky,’dan k, ;e kadar olan degerler kullamlirsa;

1 1 ! —?— ve f=0

oldugu goriiliir.

N (n* +n—2)F, +2n(n+2)F,
- 10

k3,n

F +2F, , = L, bagmtisi kullanilarak tekrar yazilirsa,

_ {(n+2)nlL, - F,)

k
3 10

(3.20)
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elde edilir.
Ornek olarak;
k,, = 7L, - F,) _ H7-29~13) _171
’ 10 10
verilebilir.

Denklem 3.20°den (n+2)nL, — F,) =0 (mod 10) oldugu agiktir.

Daha genel olarak, (1),(4),(5) sartlart kullamlarak ve iki yeni sarta dayanarak yeni

bir G matrisi insa edilebilir:

2) G, =a
(3) G,=b

Burada ¢ ve b keyfi tamsayilar,G,, = b —a’dir.

N1 o 1 2 3 4 5 6
0 | o 0 0 0 0 0 0
1 |p-a a b a+b a+2b 2a+3b 3a+5bh «— GFN;
G= 2 | 0 b-a b 3b-a 5h 10b 2a+18b
4 4
3 0 0 b—a 2b-a 6b-3asl3b—4a 29b-Ta

G matrisinin 1. satinn Genellestirilmis Fibonacci saytlardir (GFN, ).

a=1=p oldugunda G, = F, ve a=1,b=3 oldugunda G, = L, olur.

Teorem 3.10.(Koshy)
G =D FGry s m=2 (3.21)

dir.

Ornek olarak,



i

5 4
ZFfG:z,s—f = ZF;GZ,S«i

o 1
=[G, , + F,G,, + G, , + F,G,,
5b+(3b - a)+2b +3(b—a)
=13b—4a

G3,5

verilebilir.

Ozellikle, m = 2 ve m =3 oldugunda (3.21) formiilii

GZ,n =‘zn: ‘FiGi,nwi = iEGn—i
& 0

ve

il
bagintilarim verir.
3.12. Lambda Fonksiyvonu
o V& A7 =(a, +1),,, olsun.

A=(a;)

Buradan, 4 matrisinin her elemanina 1 eklenerek 4"’ m elde edildigi gortlir.

AMA) =

|4

Ornek olarak,

P,

il
—
o 2
ISR S
| S

olsun.

Buradan,
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y Ja+1 B+1
e+l d+1

a+l b+1

el do =(@+D(d+D)—-(b+1)c+D)

=(ad —bc)+{(a+d—-b-c)
AMAy=a+d-b-c
elde edilir. 4 *nun her elemanina stirekli bir £ elemanim ekleyelim. Boylece

a+k btk
c+k d+k

#

m(ad-—bcr)+k(a+d—b——c)

o

=]4|+ kA(4)

+kA(Q") olur.

Qn

elde edilir. Ozellikle 4 = Q" olsun. Buradan; |(Q")*

Fakat A(Q")=F,  +F _-2F, =F_~F ,=F,, olur. Dolayisiyla Cassini
formiiliinden,
@)= 1y

elde edilir. Simdi k& = F, olsun. Buradan

Fa+F  F +F

={-DN"+FF
F +F F . +F D non3

yani,
Fn+2 2Fn n
= (_1) + FnFrzﬁS
2Fn Fn+]

elde edilir.



58

Boylece,

4F’=F _F

n ne2fnel T F.F, +(_1)n+§ (3.22) -
ozdesligi elde edilir.

3.13. p Matrisi

~

i
_-0 O
_ ey

L S R

Fibonacci matrisini ele alarak bu mairisin kuvvetleri tizerinde durulursa,

1 1 1 1 2 4 4 6 9
P=|2 3 4 PP=l4 7 12 P*={12 19 30
1 2 4 4 6 9 9 15 25
elde edilir.Sonug olarak;
F: RE R R RF,  F}
P=|2FF 1‘72"‘—1‘5‘9]7i 2R F, P = 2HF, Ff -FKF, 2FF,
Flz FF, 1;«22 | Fzz £y Fy Fsz
F}  RF,  F
P’ =|2F,F, F42—F2E% 2FF,
F} FF, F
ve byle devam eder.
Tiimevarimdan;
Fnzwl Fn—iFn Fn2
P" = 2Fn—1Fn Fn2+1 _Fn—-1Fn ZFMFn-I—I
F‘n2 FnFn+§ Frz2+1

oldugu gorilebilir.



a b ¢
A=|d e f
g h i

olsun. Buradan,

a+e-b-d b+f-c—e

MA) = :
d+h—-g—-e e+i-h-f

elde edilir.

Ozel olarak 4 = P" alinsin. Buradan,

AP = F’ +F’ —4F, _F, 2F _F +2FF,  —F!-F,
3Fn—§Fn +FnFn+1 —Fnz —_Fnz-k] ZFnza-l -'_3Fn-1Fn —Fnani

olur. Sonug olarak,

2F,_F, +2F,F,, ~F?~F>

" n n4l

=2F,(F + F.) —(F] + F)
=2F L, = F,,

=2F,. —F,
= 1, = (Fyp —
=F, - Fops
=F,

n+l

FZn)

elde edilir.

A(P™)’ nin diger ifadeleri benzer yolla basitlestirilebilir. Son determinant;

F2n~*3 FZYJWZ
- Fnz—z (_l)n - Fn-—2Fn—l
= Fp o [(-1)" = F,,F, )+ FLF,
=(-1D)"(F - F,5F,.)
= (=1)" ( P"* ’nin merkezdeki elemani)

A(P") =
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BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu béliimde nxn tipindeki paskal matrisinin nasil elde edildigi incelenecektir. nxn
tipindeki Paskal matrisi Paskal figgeninin ». satirmdan elde edilir ve satirlarin sag fst

kisimlan sifirlardan olusur. nxn tipindeki Paskal matrisi;

(i—l) o
. s 12
ij= Jj-1

0 , farkli hallerde

seklinde tamimlamnr.
Buradan ilk 4 Paskal matrisi
1000
100
10 1100
o , , 1110
11 11210
121
1331

seklindedir. Bu matrislerin tersleri de agik olarak hesaplanabilir.

Ozel olarak »n = 4 igin;

1

100 0Y 10 00
11060 |[-11 00
1210 |12 10
1331 ~13-31

seklindedir. Benzer gekilde sifirdan farkli her bir eleman icin Paskal matrisinin

tersinin elde edilebilecegi goriilmektedir,

Teorem 4.1. nxn tipindeki O matrisi,
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o (~1)’“’(;::J=iz.f

0 , farkl hallerde

seklinde tanimlansin, Buradan P = Q elde edilir.

0,i<j

Ispat. (PQ)U z{ _ oldugu agiktir. Bu nedenle , (PQ),.J. =0, (i > j) oldugum

?

gostermek yeterlidir.

i > j oldugunu kabul edelim ve i = j+/ (/> 0) yazalim. Buradan

/ ! -1 k-1
(PO), = 3Pt mz[f * ]["' * j(—)

A j+Ek-10 j-1

Lo (-1} e -1 0
S rhoohat) - G St

(- k) -1t

(Bl (o=

elde edilir. Sifirdan farkl herhangi x ve y reel sayilar olmak lizere (x+ y)’ nin

acilimi icin binom teoremi asagidaki formiilii verir.

0 , farkly hallerde
P[0] zdeslik matrisidir.

0° =1 oldugu kabul edilirse ,P[0] ozdeslik matrisini verir. Ayrica P[l]=P ve
Teorem 4.1. den P[—-» I] = P! olur. Orek olarak ;,

P[x] =

o O o

LT A S
(8]
9
]
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verilebilir.

Teorem 4.2. Herhangi x ve y reel sayilan igin,
Plx}Ply]=Plx+ 5]

dir.

Ispat. Eger x =0 veya y =0 ise, iddia 6nemsizdir. Eger ne x ne de y sifir degilse

ispat Teorem 4.1.” in ispat: gibidir.

Sonuc 4.1. Herhangi bir j ve k& (k # 0) tamsayilarn igin;

a) P/ =Plj]

(i) -

ispat. Pli}=P ve P[0] 6zdeslik matrisini hatirlayalim. j iizerinden tiimevarim

kuHanalim. P[j]=P/ ,j>0 olsun.

Buradan ; Pl-1]=P7' elde edilir. Benzer sekilde , |j] tizerinden tiimevarim

kullanilirsa P[_/] =P, j <0 oldugu gosterilir.

N
Daha genel olarak, teorem 4.2. ve (a) , (P[%D = P[]] = P’ oldugunu gdsterir.

Herhangi x tamsayisi i¢in, P nin x —inci kuvvetleri gsterilebilir.

Ornek olarak » =4 i¢in, P nin karekokii ve kiip kokii verilebilir.

1 0 00 1 0 00
%100 %100
1 1
Pl=|= , Pl=|=

[2]}-110 [3}1510
4 9 3
133, LI
8 4 2 27 3
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PASCAL TRIANGLES AND FIBONACCI MATRICES

Ugur KOK

SUMMARY

Key words: Fibonacci and Lucas numbers, Pascal’s triangle, Binom coefficients

In this study, we have seen how Fibonacci and Lucas numbers can be generated from

Pascal’s triangle.

In the first part, Fibonacci and Lucas numbers were investigated by using the Binom
coefficients. The various relations between Pascal type triangles and Fibonacci and

Lucas numbers were then obtained.

In the second part, the various matrices were studied which are involving Fibonacci

and Lucas numbers. These matrices are called Fibonacci and Lucas matrices.

In additon, it has been seen that, there is a close link between matrices, Fibonacci an

Lucas numbers.



PASKAL UCGENI VE FIBONACCI MATRISLERI

Ugur KOK

OZET

Anahtar Kelimeler: Fibonacci ve Lucas sayilan, Paskal ticgeni, Binom kétsayllarl
Bu calismada, Fibonacci ve Lucas sayilarmnin Paskal tiggeni yardmuyla nasil elde
- edildigi gorildil

Birinci kisunda, Binom katsayilari yardmmyla Fibonacci ve Lucas sayilar: elde
edildi. Fibonacci ve Lucas sayilan ile Paskal tipi liggenler arasinda ¢esitli bagmtilar
elde edildi.

Ikinei kisimda, Fibonacci ve Lucas sayilan ile elde edilen gesitli matrisler tizerinde

calisiidi. Bu matrisler Fibonacei ve Lucas matrisleri olarak adlandirldi.

Son olarak, Fibonacci ve Lucas sayilan ile matrisler arasinda kapali bir halka oldugu

gorildit,



