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OZET

Anahtar kelimeler: Bozon Cebiri, Deforme Bozon Cebiri, inhomojen Kuantum
Degismezlik Gruplari, Hopf Cebiri

Bu c¢alismada d-boyutlu, d-parametreli deforme bozon cebiri ele alinmisg ve bu
cebirin inhomojen degismezlik grubuna sahip oldugu gosterilmistir. Ardindan bu
cebirin iki boyutlu hali i¢cin R-Matrisi yazilip, bu matrisin Yang-Baxter denklemini
sagladigi gosterilmistir.

Vil



D-DIMENSIONAL D-PARAMETER DEFORMED BOSON
ALGEBRA AND THE INHOMOGENEOUS INVARIANCE
GROUP OF THIS ALGEBRA

SUMMARY

Key Words: Boson Algebra, Deformed Boson Algebra, Inhomogeneous Quantum
Invariance Groups, Hopf Algebra

In this study, d-dimensional and d-parameter deformed boson algebra is considered
and it is proved that this algebra has an inhomogeneous invariance group. After that,
for two dimensional case of this algebra R-Matrix is constructed and it is proved that
this matrix satisfies the Yang-Baxter equation.



BOLUM 1. GIRIS

Fizik yasalar1 19. Yiizyilda atomik mertebelerdeki bazi olaylar1 agiklamada yetersiz
kaldi. Mesela kara cisim 1simasinda, disar1 yayilan enerjinin degeri i¢in deneysel
veriler teorik hesaplamalarla tutarsiz ¢ikiyordu. Diger bir tutarsizlik fotoelektrik
olayda s6z konusuydu. Fotoelektrik olay 1s18in o zamana kadar kabul edilen dalga
dogasiyla aciklanmaya calisildiginda, yine deneysel veriler teorik veriler ile
tutarsizlik gosteriyordu. Bu oOrnekleri ¢ogaltmak miimkiindiir. 1923 yilinda Arthur
Compton’ un yapmis oldugu deney ki bu deney Compton Etkisi olarak da bilinir,
1518in dalga modeli ile agiklanamamaktaydi. Yine 1923 yilinda, elektron demetini
kristal yapidaki bir orgii tizerine gonderen de Broglie, elektron demetinin kirinima
ugradigimi goézlemlemistir. Bu durum Compton olaymin aksine elektronun pargacik
yapistyla agiklanamamaktaydi [1]. Tiim bu olaylar igin ihtiya¢ duyulan agiklamalara
kuantum mekanigi sayesinde ulagsmak miimkiin oldu. Max Planck kara cisim
1s1masinda yayilan 151k enerjisinin 151gin frekansi ile orantili oldugunu ve tiim enerji
degerlerinde olamayacagini, ancak izin verilen bazi enerji degerlerinde olabilecegini
gosterdi. Bu durum enerjinin kesikli olmasi anlamina geliyordu. Einstein fotoelektrik
olayda, 15181in dalga dogasinin yaninda bir de parcacik dogasi olmasi gerektigini
belirterek bu olay i¢in ihtiya¢ duyulan tutarli teorik hesaplamalar1 yapmisti. Einstein
15181 pargacik yapisina sahip oldugunu ortaya koyarken, bu pargaciklara hv
enerjisine ve h/ A momentumuna sahip fotonlar adin1 vermisti. Buradaki h, Planck
sabitini gosterirken, v 15181n frekansini ve 4 da 15181in dalga boyunu gostermektedir.
Compton olayinda da serbest elektronla c¢arpisan 15181, carpigma sonrast sapma
acisinin hesabinda, yine 15181n parcacik yapisi, yani “fotonlar ” goz oniine alinmistir.
Bu carpismadaki enerji ve momentum korunumu yasalar1 foton ve elektron ig¢in
uygulanmis ve dogru sonuca ulasilmistir. de Broglie ise kristal Orgii iizerine
gonderilen ve kirmnima ugrayan elektron demeti i¢in, maddi pargacik olarak kabul
edilen elektronlarin da bir dalga dogasinda olmasi gerektigini soyleyerek, bu

olaydaki teorik tutarsizliklar1 gidermistir. Bu olay sonucunda da, bir p



momentumuna sahip herhangi bir maddi pargaciga, h/ p kadar bir dalga boyuna

sahip bir dalganin eslik ettigi gercegine varilmistir. Isi8in pargacik dogasi ve maddi
parcaciklarin dalga dogasi, bir objenin fizikte hem dalga, hem de pargacik olarak ele

alinabilecegini bize gostermistir [1].

Kisaca dzetlemek gerekirse kuantum mekanigi yaklagimi, varliklarin pargacik-dalga
dualitesinin varhigmi ve enerji gibi bazi1 fiziksel biyliklerin kesikli degerler

alabilecegi gercegini ortaya koymaktadir.

Klasik fizik yasalari ile ¢oziilebilen her problemin kuantum fizigi yaklagimlari ile de
coziilebilmesi aslinda klasik fizigin kuantum fiziginin bir limit durumu oldugunu
gostermektedir. Yani, kuantum mekanigi denklemlerindeki h sabiti sifira giderken
denklemler bilinen klasik fizik denklemlerine doniismektedir. Bu yiizden klasik fizik

yasalar1 ile agiklanabilen her olay, kuantum fizigi yasalari ile de agiklanmalidir.

Bu c¢alismanin temelindeki fiziksel sistem harmonik salinici sistemidir. Klasik
fizikte, harmonik salinici bir yayda titresim hareketi yapan bir kiitle olarak
diistintilebilecegi gibi dairesel bir yoriingede dolanan bir kiitle olarak da
diisiiniilebilir. S6z konusu kiitle i¢in klasik fizik denklemleri goz oniine alindiginda,
bu kiitlenin konum, enerji ya da momentumunu veren ifadeleri bulmak hi¢ de zor
degildir. Ote yandan harmonik salinici sistemi kuantum mekaniksel olarak da ele
alinabilir. Kuantum harmonik salinict problemi i¢in, salinim yapan kiitleye eslik eden
dalga fonksiyonu ve bu kiitlenin sahip olmaya izinli oldugu enerji degerleri farkh
metotlar 1s13inda  bulunabilir. Oyle ki istenilen ¢oziim Hermite polinomlar
yardimiyla bulunabilecegi gibi carpanlara ayirma metodu olarak da bilinen metot
cercevesinde de bulunabilir. Carpanlara ayirma metodu gergevesinde tanimlanan
operatorler ki bu operatorlere yaratma ve yok etme operatorleri de denilir, kendi
aralarinda bir komiitasyon bagintisina sahiptir. Bu operatorler sistemin enerji
seviyesinin zw kadar artirllmasi ya da azaltilmasindan sorumludur. Burada sistemin
enerjisini hw kadar arttirmak ya da azaltmak yerine, her biri @ enerjiye sahip
0zdes parcaciklardan olusan sisteme %@ enerjisine sahip bir baska pargacigi
eklemek ya da cikarmak esdeger olarak diisiintilebilir. Yaratma ve yok etme

operatorlerinin saglamis oldugu cebirsel yapi, s6z konusu 6zdes pargaciklarin



karakteristik 6zellikleri 15181nda bozon cebiri olarak da bilinirler. Bu bozon cebirinin
reel bir g-deformasyon parametresi ile deforme edilmesi sonucu g-deforme bozon

cebiri elde edilir.

Bu c¢alismada, d-parametre ile deforme edilmis d-boyutlu bir bozon cebirinin
kuantum degismezlik grubu arastirildi. Oyle ki bdyle bir simetrinin varligindan
bahsedebilmek i¢in Oncelikle cebirin elemanlarini doniistiiren bir doniisiim matrisi
yazildi. Ancak bu matrisin elemanlar1 operatérlerden olusmaktaydi. Bu operatdrlerin
saglamis oldugu cebirsel yapinin Hopf cebiri aksiyomlarini sagladig1 gosterilerek,
g0z Oniine alinan sistemin bir inhomojen kuantum degismezlik grubuna sahip oldugu
gosterildi. S6z konusu kuantum grubu igin R-Matrisi yazilip, bu R-Matrisinin Yang-

Baxter denklemini saglayip saglamadigi incelendi.



BOLUM 2. KUANTUM HARMONIK SALINICI SISTEMI

Harmonik salinici problemini ¢6zmek igin salinici icerisindeki parcacigi tanimlayan
dalga fonksiyonlarin1 ve bu dalga fonksiyonlarina karsi gelen pargacigin enerji
degerlerini bulmak yeterli olacaktir. Bunu gergeklestirmek icin Scrodinger dalga

denklemi

l 22
V= > Ma* X (2.1a)
esitligi ile ifade edilen potansiyel igin

2 2
) T ey ()= By () (21b)

seklinde vyazilarak ¢ozilebilir. Burada m kiitleyi @’ da agisal frekansi
gostermektedir. Kolaylik olmasi acisindan da bir boyutlu bir sistem goéz Oniine
almmistir. Buna ragmen (2.1b) diferansiyel denklemini ¢6zmek cok da kolay
degildir. Ancak bu denklemin Hermite polinomlar1 yardimiyla ¢oziimii pek g¢ok
lisans kitabinda mevcuttur. Bu sebeple burada bu metot 1s181inda elde edilen ¢éziim
irdelenmeyecektir. Calismanin bundan sonraki bdliimiinde saglamis oldugu
kolayliklardan faydalanmak maksadi ile, P. A. M. Dirac tarafindan gelistirilen Dirac
notasyonu (Bra-Ket notasyonu) kullanilacaktir [2]. Bu notasyon 1s1ginda parc¢acigin
durumunu tanimlayan dalga fonksiyonu terimi yerine pargacifin ozketi, enerjisi

yerine de enerji 6zdegeri terimleri kullanilacaktir.

Harmonik salinict sistemi i¢indeki parcacigin Hamiltonyen’i



2 22
Mo~ X
H=F_

o 5 (2.2)

seklindedir. Buradaki H, p ve x sirasiyla, Hamiltonyen, momentum ve konum

operatorleridir. Bu operatorler fiziksel gozlenebilirlere karsilik geldiginden
Hermitseldir. Hamiltonyen operatoriinii asagidaki esitliklerle tanimlanan operatorler

cergevesinde yeniden yazmak miimkiindiir.

a:\/@(x+i—pj, a’ :\/@(x—ii) (2.3)
2h Mo 2h Mo

Bu operatorler sirasiyla, yok etme ve yaratma operatorleri olarak bilinirler.
Operatorlerin - bu sekilde adlandirilmalarinin  sebebi  ilerleyen  kisimlarda
anlatilacaktir. (2.3) esitligindeki * isareti, operatoriin transpozunun, kompleks
eslenigi anlaminda kullanilmaktadir. (2.3) esitliginde verilen tanim 1s18inda yaratma

ve yok etme operatorleri ¢arpilirsa,

2 -
a*a:@(x2 + E 2jJrL(xp— px) (2.4)
@

ifadesi elde edilir. Burada xp ve px ifadeleri operator ¢arpimi oldugundan birbirine
esit degildir. Kuantum mekaniginden, kanonik komiitasyon bagintis1 xp — px =ik

oldugu asikardir. Bu bagint1 (2.4) denkleminde yerine konuldugunda ve gerekli

diizenlemeler yapildiginda,

a"‘a:i—1 (2.5)
ho 2

ifadesi elde edilir. Bu denklemden H operatorii gekilirse,

H= ha)(a*aJr%j (2.6)



denklemi elde edilir.
N=a"a (2.7)

tanimlamasi ¢ercevesinde, Hamiltonyen

H = ha{N + %j (2.8)

scklinde yeniden yazilabilir. |n), N operatdriiniin dzketini gdstermek iizere
N|n) =n[n) (2.9)

esitligi yazildiginda, Hamiltonyen operatorii i¢in
1
Hn) =ha{N +§j|n>
yazilabileceginden, (2.9) esitligi kullanilarak
1
Hn) = [n +Ejha}| ) (2.10)

ifadesi elde edilir.

a, a  operatorlerinin sirasiyla yok etme ve yaratma operatorleri olarak
isimlendirilmelerindeki gerek¢e hakkinda fikir sahibi olmak ig¢in, once bu
operatorlerin kendi aralarindaki komiitasyon bagintisina, ardindan da her ikisinin de
N operatori ile aralarindaki komiitasyon bagintilarina bakmak uygun olacaktir. Bu

bagintilar sirasiyla,



U T . _
[a,a"]=aa aa—Zh( i[x, p]+i[p,x])=1

[N,a]=[a'a,a]=a"[a,a]+[a",a]la=-a
[N,a*']=[a'a,a"]=a’[a,a’]+[a",a"]Ja=a"
esitlikleri ile ifade edilebilir.

Na* n>=([N,a*]+a*N)n>

ifadesi, (2.13a) esitligi kullanilarak

Na*

n)=a’|n)+a’n/n)

seklinde yazilabilecegi gibi;

Na/n) = ([N,a]+aN )n)

ifadesi de, (2.12) esitligi kullanilarak

Na|n) = —a|n) +an|n)

seklinde yazilabilir. Yani (2.13b) ve (2.13c¢) esitlikleri i¢in sirasiyla

Na*

n)=(n+1)a’

)
Na/n) = (n—1)an)

esitliklerini yazmak miimkiindiir.

(2.11)

(2.12)

(2.13a)

(2.13b)

(2.13c)

(2.14)

(2.15)



(2.14) ve (2.15) esitlikleri aslinda N operatorii ig¢in birer 6zdeger denklemi gibi

diisiiniilebilir. (2.14)’ de, N operatoriiniin 6zdeger denkleminden elde edilen

0zdeger n+1 olduguna gore, bu operatdriin etki ettigi 6zket de aslinda |n +1> ozketi

gibi diisiiniilebilir. Soyle ki;

a'ln)=c’

n+1). (2.16)

yazilabilir. Aym sekilde, (2.15) de, N operatoriiniin 6zdeger denkleminden elde

edilen 6zdeger n—1 olduguna gore, bu operatdriin etki ettigi 6zket de aslinda |n —1>

0zketi icin yazilmis gibi diisiiniilebilir. Yani;
aln)=c/n-1). (2.17)
yazilabilir.

Iste buradan goriiliiyor ki, a“ operatdri,

n) durumundaki sistemi bir birim artirarak,
|n +1> durumuna doniigtiirmiistiir. |n> notasyonu ile gosterilen durun n tane 6zdes

pargaciktan olusan bir sistem olarak yorumlanabildiginden, a“ operatérii bu yorum

cercevesinde N ozdes pargacikli sistemden (n +1) 0zdes parcacikli sisteme gegisi

saglamigtir. Yani bir pargacigin yaratilmas ile ilgili islem yapmigtir. Bu sebeple a”

operatorii yaratma operatorii olarak da adlandirilir. Benzer sekilde, a operatori de,

|n) durumundaki sistemi bir birim azaltarak [n—1) durumuna déniistiirmiistiir. Bu

yiizden a operatorii de yok etme operatorii olarak adlandirilir.

(2.17) esitligindeki ¢ normalizasyon katsayisi

(n|N[m) = {nfa"aln)

n=((nfa"faln))=c"c=c?



esitlikleri kullanilarak

c=+n

seklinde bulunabilir.

Benzer sekilde (2.16) esitligindeki ¢’ normalizasyon katsayisi da

(n|(N +1)fn) =(n|aa"

)

12

n+l= (<n|a)(a* n>): cc”* =c

esitlikleri kullanilarak

c'=+/n+1

seklinde bulunabilir.

Bu normalizasyon katsayilari (2.16) ve (2.17) esitliklerinde yerine konursa

a’|n)=vn+1n+1). (2.18)
ajn)=+/n|n-1). (2.19)

ifadeleri elde edilir. Bu esitlikler g6z oniine alinan sistemdeki N operatorii i¢in
asagidaki yorumu yapmay1 miimkiin kilar. N operatorii |n> durumuyla ifade edilen,
bir sisteme etki ettiginde, aslinda orada kag¢ tane parcacik oldugunu 6lger. Mesela n
tane parcaciktan olusan bir sistemi ifade eden |n> durum o6zketine etki eden N

operatorii, bu sistemin kag¢ pargaciktan olustugunu ifade eden n 6zdegerini verir. Bu

yiizden N operatoriine sayr operatorii de denilir. Ayrica N operatoriiniin lineer
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fonksiyonu olan H operatorii de n parcaciktan olusan sistemi tanimlayan |n>

durum 6zketine etki ederse, bu n pargacikli sistemin enerjisi 6l¢ililmiis olur.

Bu ¢aligmanin asil temelini olusturan bagmnti, (2.11) ve (2.12) esitliklerinde ifade
edilen komiitasyon bagintilaridir. Bu bagmtilar, literatiirde standart bozon cebiri
olarak da bilinirler. Ancak bu ¢alismada ele alinacak cebirler deforme bozon cebirleri

olacaktir. Bu yiizden tiglincti boliimde deforme bozon cebirleri hakkinda 6zet bir

bilgi verilecektir.



BOLUM 3. DEFORME BOZON CEBIiRLERI

Kuantum harmonik salinici sistemi goz Oniine alinarak elde edilen

aa'—a‘a=1 (3.1)
[N,a*]=a" (3.2)
[N,a]=-a (3.3)

ifadelerinden, (3.1) esitliginin reel bir q parametresi ile deformasyonu sonucu elde

edilen yapi1 q-deforme bozon cebiri olarak bilinir. Deforme edilmis bu cebirsel
yapinin énemi kuantum gruplari ile arasindaki iligkinin varliginin gosterilmesi ile bir
kat daha artmistir. Oyle ki, Macfarlane [3] ve Biedenharn [4] yapmus olduklar:

calismalarda, q-deforme bozon cebirlerini kullanarak SUq(Z) deforme Lie cebirinin

insa edilebilecegini gdstermistir [5]. Istatistik mekanik alaninda yapilan ¢alismalara
bakildiginda sadece bir deformasyon parametresi degil, iki deformasyon parametresi
iceren sistemlerin de genis bir uygulama alanina sahip olduklari goriilebilir. Ancak
bu calismalarda s6z konusu olan sistemler sadece deforme bozon sistemleri degildir.
Fermiyon cebiri olarak bilinen cebirsel yapinin deformasyonu da istatistik mekanik
ile ilgili calismalarda 6nemli sonuclarin elde edilmesinde kullanilmaktadir. Kuantum
cebiri, kuantum optiginden [6], fermiyon-bozon etkilesimlerine [7] kadar genis bir
uygulama alanina sahiptir. Ancak bu c¢alismada deforme pargacik cebirlerinin
uygulamalarindan bahsedilmeyecektir. d-boyutlu ve d-parametreli deforme bozon
cebiri ele almip, bu cebirin sahip oldugu simetri incelenecektir. Bu sebeple bu
boliimde oOncelikle ¢ok boyutlu bozon cebirinin ¢ok parametreli deformasyonu

hakkinda kisaca bilgi verilecektir.
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3. 1. Bir Boyutlu ve Bir Parametreli Deforme Bozon Cebiri

(3.1) esitligiyle verilen komiitasyon bagntisi reel bir ¢ parametresiyle deforme

edildiginde
aa" —g‘a‘a=1 (3.4)

ifadesi elde edilir. Bu ifade ilk kez Arik ve Coon tarafindan ortaya konmustur [8,9].

Buradaki a ve a" operatorleri standart bozon cebirindekinden farkli olarak, sirasiyla

deforme yok etme ve deforme yaratma operatorleri olarak isimlendirilirler. Standart

bozon cebirinde a‘*a operatorii say1r operatérii olarak adlandirilmisti. Bu

isimlendirmenin arkasinda yatan sebep de bu operatoriin spektrumunun dogal sayilar

vermesi ile alakaliydi. Ancak (3.4) denklemi ile tanimlanan cebirsel yapida a‘a
operatoriiniin  spektrumunun standart harmonik salinicininkinden farkli olacagi

asikardir. Fakat bu farklilik g =1 i¢in ortadan kalkacaktir. Bu sebeple (3.4) esitligini

saglayan deforme yok etme ve yaratma operatorleri i¢in de a*a ifadesi deforme say1

operatdrii olarak adlandirilir ve

a‘a=[N] (3.5)

ile gosterilir. Benzer sekilde aa” ifadesi i¢in de

aa" =[N +1] (3.6)

yazilabilir. Deforme say1 operatdrii [N] igin zdeger denklemi, |n) &zketleri

gostermek {izere

[N][n) =[n]n) (3.7)

esitligi ile ifade edilebilir. Bu durumda
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[N +1]|n) =[n+1]n) (3.8)

esitligi de yazilabileceginden, (3.4) esitligi bir |n> Ozketine etki ettirilirse
[n+1]-9g*[n]=1 (3.9)
ifadesi elde edilir. Burada fark denkleminin [0] =0 ilk durumuile

=1

[21=1+9°

[3] :1+q2(1+ q2)=1+q2 +q*

[N=1+9*+q* +---+q*"? (3.10)

esitlikleri ile ifade edilen bir tekrarlama bagintisin1 sagladigi goriilebilir. Denklem

(3.10)’ u diizenlemek iizere

n-3,,2

—y" = (X=X Xy 4 XY ey

n

X

matematiksel 6zdesliginden faydalanilirsa, (3.10) ifadesi daha sade olarak

2n

=

o (3.11)

2

seklinde yazilabilir. Bu ifade deforme sayr operatoriiniin 6zdegeri icin elde

edilmistir. Boylece deforme say1 operatorii igin
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2N

1-¢

INI="

(3.12)

yazilabilir. Esitlik (3.4)’ e ilave olarak deforme bozon cebirini tanimlayan

komiitasyon bagintilari, standart harmonik salinici cebirine benzer sekilde

[N,a]=-a (3.13)

[N,a']=a" (3.14)

denklemleri ile ifade edilir. Burada ¢ok onemli bir nokta a ve a“ sirasiyla deforme
yok etme ve yaratma operatorii iken, bunlarla komiitasyon bagintisi i¢inde bulunan

say1 operatorii, deforme say1 operatorii [N] degil, standart say1 operatorii N ° dir.

Kuantum harmonik salinicinin yok etme ve yaratma operatorleri arasindaki
komiitasyon bagmntisinin bir parametre ile deformasyonu sadece esitlik (3.4)° deki
gibi gergeklestirilmemistir. Mesela Macfarlane [3] ve Biedenharn [4] birbirinden
bagimsiz bir sekilde yapmis olduklar1 ¢alismalarda deforme bozon cebirini (3.4)
denkleminden farkli bir ifade ile tanmimlamistir. Yapmis olduklar1t tanimlar
cercevesinde, deforme bozon cebiri ile deforme Lie cebiri insa etmenin miimkiin

oldugunu goéstermislerdir. Biedenharn’ n ele aldig1 cebir

aa"—qa‘a=q" (3.15)

ifadesini igermektedir. Yine buradaki g reel ve pozitif deformasyon parametresidir.

Unutulmamalidir ki, (3.15) ifadesi (3.13) ve (3.14) esitlikleri ile beraber deforme

bozon cebirini olusturmaktadir.

Macfarlane’ in ele aldig1 cebir ise Biedenharn’ 1n ele aldig1 cebirden kiigiik bir farkla

(3.15) yerine

aa"—qra'a=q" (3.16)
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ifadesini icermektedir.

Her ne kadar esitlik (3.4) ile (3.15) ve (3.16) ifadeleri oldukga farkli goriinseler de

a/ BN qil/Zaq¥N/2 (317)
donligiimii altinda bu ifadelerin birbirleri ile iliskilerini gérmek miimkiindiir [10].
Burada islii ifadelerde asagiya yazilan isaretler (3.4) ile (3.15) denklemleri
arasindaki doniisiimii ortaya koymak i¢in yazilmisken, yukariya yazilan isaretler
(3.4) ve (3.16) denklemleri arasindaki doniisiimii ortaya koymak i¢in yazilmistir.

3. 2. D-Boyutlu ve Bir Parametreli Deforme Bozon Cebiri

Bir parametreli deforme bozon cebirlerinin ¢ok boyutlu genellestirmeleri ¢ok

cesitlidir. Arik ve Coon [9] bir boyutlu g-deforme cebirini d tane komiitatif kopya

alarak
a3, —q°a’a =1, i=12,..,d (3.18)
[a;,4;]1=0, i,j=12..d (3.19)

seklinde genellestirirken, Pusz-Woronowicz [11] bu genellestirmeyi

aa; =0a;a, i<j, i=12..,d-1ve j=23..d (3.20)
aa, =0qa;a, i#j, i,j=12..d (3.21)
a,a —q°a’a =1 (3.22)

aa —-q°a’a =a,a, -a,a,, i=23..,d (3.23)
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a,8," —a, a, =q*" (3.24)

esitlikleri 1s18inda gergeklestirmistir. Pusz-Woronowicz (PW) salinict olarak da

bilinen bu sistem SU (d) simetrisine sahip olacak sekilde genellestirilmistir.
Bir baska d-boyutlu genellestirme ise

* * N
a;a; —0a; & =q 5".

(3.25)
[4,3,]1=0, i,j=12..d (3.26)

esitlikleri ile ifade edilen Newton salinicidir [12]. Bu sistemin Newton salinicisi
olarak isimlendirilmesinin sebebi, harmonik salinict i¢in kuantizasyon islemine
Hamiltonyen denklemi yerine Newton denklemi gbz Oniine alinarak baslanmasi ve

cok boyutlu genellestirmesinin Newton denkleminin gostermis oldugu U(d)

simetrisine sahip olacak sekilde gerceklestirilmesidir [13].
3. 3. D-Boyutlu ve iki Parametreli Deforme Bozon Cebiri

Kuantum harmonik salinici sisteminin yok etme ve yaratma operatorleri arasindaki
komiitasyon bagintisinin deforme edilmis hallerine bakildiginda bu deformasyon

islemlerinin sirasiyla Arik-Coon ve Macfarlane-Biedenharn salinicilarinda
aa" —ga‘a=1

aa"—qa‘a=q"

esitlikleri ile ifade edildigi hatirlanacaktir. Bu esitliklerin

aa"—qg a'a=q, (3.27)
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seklinde daha genel bir ifadesinin yazilmasiin miimkiin oldugunu gérmek hi¢ de zor
degildir. g, =q ve q, =1 i¢in esitlik (3.27), esitlik (3.4) ile 6zdes hale gelirken,
0, =q Ve g, =q " icin de esitlik (3.27), esitlik (3.15) ile 6zdes hale gelmektedir. Tki

b

tane deformasyon parametresi igeren (3.27) ifadesi i¢in deforme say1 operatorii [N]

nin spektrumu

2N 2N

[ — (3.28)

2

9, —Q,

seklinde ifade edilen Fibonacci temel sayilaridir. Bu sebeple bu salinici Fibonacci
Salmicist [5] olarak adlandirilmustir. iki deformasyon parametresi igeren bu sistemin
cok boyutlu genellestirmesini PW salinicisinda uygulanan metot 1s1ginda

gerceklestirmek miimkiindiir. Oyle ki, Fibonacci salinicisini tanimlayan esitlikler cok

boyut i¢in
q L )
a,a; _q—la a, i<j, i=12..,d-1, j=23..d (3.29)
2
aa, =qQa;a, i#j, ij=12..d (3.30)
a,a’ —0qa"a =q," (3.31)
aa”-0’°a’a =a,a " —q,a a, i=23..d (3.32)
aq ad* _q;ad*ad = Q12N (3-33)
. -q,"
Za. a =" 72— (3.34)
i= q _qz

seklinde yazilabilir.
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3. 4. D-Boyutlu ve D-Parametreli Deforme Bozon Cebiri

Cok boyutlu ve gok parametreli deforme bozon cebirlerinin genel bir halini d(d +1)

deformasyon parametresi igerecek sekilde

d
aa’ —q’a’a =H =]]m", i=12...d (3.35)
j=1
m; .
aa, =—aa, i#] (3.36)
m;
aa, =mym;a’a, i#]j (3.37)
aH, =m’Ha, i j=12...d (3.38)

esitlikleri ile yazmak miimkiindiir [14]. Bu esitlikler m; —q; limit durumunda,

inhomojen kuantum simetrisi incelenecek olan

aa, —:j—‘ajai =0 (3.39)
i

aiaj*_qiqjaj* =H5ij (3.40)

aH :qizHai (3.41)

esitlikleri ile ifade edilen d-boyutlu ve d-parametreli bozon cebirini verir. Burada
I, j=12,...,d olup, H Hermitsel bir operatordiir. (3.39), (3.40) ve (3.41) esitlikleri
ile ifade edilen sistemin kuantum simetrisinin varliginin nasil incelenecegi hakkinda

fikir vermesi maksadi ile gelecek boliimde bazi temel tanimlardan bahsedilecektir.



BOLUM 4. KUANTUM MATRIS GRUPLARI

Kuantum grubu kavrami tanimlanmadan 6nce bu kavramin daha iyi anlasilmasina

yardimci1 olacak tanimlar1 kisaca hatirlatmak uygun olacaktir.
4.1. Grup, Cisim, Vektor Uzay1 ve Cebir
4.1.1. Grup

G bir kiime ve g@,,d,,.,0, de bu kiimenin elemanlarin1 gostermek iizere bu

kiimenin elemanlar1 arasinda tanimlanmig ve o seklinde gosterilen bir grup islemi

icin i, j,k =1,2,...,n olmak {izere

9.,9,€G = g;°09; €G, kapallik

9,9;,9,€G = gi°(9j°9k)=(gi°gj)ogk, birlesme

Vg, €G = g;°0,=0,°0,=0;, 0, birimeleman

1

Vg, €G =  g,°0, =0, °0g,=0,, ¢, terseleman

aksiyomlar1 saglaniyorsa G kiimesine o islemi altinda bir grup denir ve (G,o)
seklinde gosterilir [15]. Eger g; o g; =g, o g; sart1 da saglaniyorsa G * ye degismeli

(komiitatif) veya Abelyen grup denilir.
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4.1.2. Cisim

F bir kiime olmak iizere ve bu kiimenin elemanlar1 arasinda toplama + ve skaler

carpim e olmak iizere, iki ayr1 islem tanimlandiginda;
F kiimesi toplama islemi + altinda Abelyen bir grup

F kiimesi sifir hari¢ (F - {0}) carpma islemi e altinda Abelyen bir grup ve

Carpma islemi, toplama islemi {lizerine dagilma 6zelligine sahip

oluyorsa F kiimesine toplama islemi + ve c¢arpma islemi e altinda bir cisimdir
denilir ve (F,+) seklinde gosterilir [16]. Reel sayilar ve kompleks sayilar cisime

birer ornektir.
4.1.3. Vektor uzayi

Bir vektor uzayi, elemanlart v,,V,, - v, €V ile gosterilen bir V kiimesi ile
birlikte elemanlar1 f,, f,,----, f. € F olan bir F cisminden olusur ve V kiimesinin

elemanlar1 arasinda tanimlanmis bir toplama islemi + ve F cisminin elemanlar ile
V  vektor kiimesinin elemanlari arasinda tanimlanmis bir ¢arpma isleminden e

olusur. Oyle ki bu durumda

(V,+) Abelyen bir gruptur ve

ffeFvev,eV = fiev;eV, kapalilik

f,fjeFvev eV = in(fjovk)z(infj)ovk, birlesme

leF vev,eV = 1ley,=v,el=v, birim
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flfeFvev,veV = fie(v,+v)="f ey +f ey veya
= (fi+fj)ovk=fiovk+fjovk, dagilma

aksiyomlar1 saglanmalidir. Ayrica s6z konusu vektdr uzayi (V,+; F) seklinde

gosterilir [15].
4.1.4. Cebir

Elemanlart v,,v,, -« eV ile gosterilen ve vektor olarak adlandirilan bir V' kiimesi
ile elemanlar1 f, f,,----€ F olan bir F cisminden; V kiimesi elemanlar1 arasinda

tanimlanmis bir vektorel toplama islemi +, F cisminin elemanlar ile V vektor
kiimesinin elemanlar1 arasinda tanimlanmis bir ¢carpma islemi e ve V kiimesinin
elemanlar1 arasinda tamimlanmis bir vektdrel carpma islemi ¢’ dan olusur. Oyle ki

V'’ ye F cismi lizerinde tanitmlanmis bir cebir diyebilmek i¢in (V,+; F) bir vektor

uzay1 olmali ve
v,v, eV = vov,eV, kapalilik

Vi, Vo,V €V = v O(v, v, ) =V, 0v, +V,0v,,

= (v, +V, v, =V,0v, +V,0v,,  dagilma
aksiyomlar1 saglanmalidir. Bu yap: (V,<>,+; F) seklinde de gosterilir [15]. Eger s6z

konusu yap1 asagidaki ek aksiyomlar1 da saglarsa o zaman isimlendirmelerde kiiciik

degisiklikler olacaktir. Soyle ki;
Vv, 0(V,0v, ) = (v,0v, JOv,,  birlesmeli cebir
v,;01=10v, =v,, birim elemanl cebir

V,0(V,0v, ) = (V,0v, Jov; +V,0(v,0v, ), tiiretilebilme ézelligine sahip cebir
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seklinde adlandirilacaktir. Cebir tanimini daha somutlastirmak i¢in asagida cebir

yapisint saglayan drnekler verilmistir.

nxn matrislerin olusturdugu bir kiime, matris toplami ve skaler ile matrisin garpimi

islemleri altinda n® boyutlu bir vektér uzayr olusturur. Ugiincii bir islem olarak

matris ¢arpim islemi tanimlanirsa,
(AOB)ik = z Aij Bjk (4.1)
i=1

bu matrislerin kiimesinden olusan vektdr uzayr matris c¢arpimi islemi altinda
birlesmeli bir cebir olusturur. Ciinkii nxn matrisleri arasindaki matris g¢arpimi
sonucu elde edilen eleman yine nxn matristir. Matris ¢arpim islemi matris toplama
islemi {lizerine dagilma 6zelligine sahiptir. Matris ¢arpim islemi birlesme 6zelligine

de sahiptir.

Yukaridaki 6rnekte oldugu gibi biitliin nxn matrisleri géz Oniine almak yerine,

sadece
AT =—A 4.2)

esitligini saglayan nxn antisimetrik matrisler goz Oniline alindiginda, bu
elemanlardan olusan kiimenin matris ¢arpimi altinda bir cebir olusturmayacagi
agikardir. Ciinkii matris ¢arpimi altinda, iki tane antisimetrik matrisin ¢arpimi yine
bir antisimetrik matris vermek zorunda degildir. Ancak nxn antisimetrik matrisler
icin matris ¢arpimi yerine antisimetrizasyonu saglayan 6zel bir ¢arpim islemi

tanimlamak miimkiindiir. Oyle ki
AOB =[A, B] = AB — BA (4.3)

seklinde tanimlanan bu 6zel islem A ve B’ nin komiitasyon bagintis1 olarak da

bilinir. A ve B antisimetrik matrisler oldugundan
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A" =—A ve B' =-B

esitliklerini saglar. A ile B arasinda tanimlanan ¢ iglemi altinda elde edilen C

matrisinin de antisimetrik bir matris olacagini

AB=C=AB-BA =

C'=B'"A"-A'B"' =BA-AB=-C

esitlikleri 1s131nda gérmek miimkiindiir. Oyleyse

O:V®V >V, v,v,,v;eV, bceF olmakizere

v,0v, eV (4.4)
(v, +V, oV, = V0V, +V,0v, Ve V,0(v, +V;)=Vv,0v, +V,0v, (4.5)

aksiyomlarmin saglandigir soylenebilir. Yani antisimetrik matrislerin olusturdugu
kiime matris toplam1 ve F cisminin elemanlar ile skaler ¢arpim altinda bir vektor
uzayidir ve bu vektoér uzayr da tanimlanan komiitasyon bagintisi islemi altinda bir
cebirdir.

Vi, Vo ] =iV, =,V

[v,,bv, +cv,]=Db[v,,v,]+clv;, V5]

esitliklerini saglayan cebirsel yap1 Jacobi 6zdesligi olarak da bilinen

[A[B,CI1+[C,[A Bl +[B,[C,Al]=0 (4.6)
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esitligini de sagladigindan Lie Cebiri olarak da adlandirilir. Jacobi 6zdesligi aslinda
tamamen tiiretilebilme 6zelliginin komiitasyon bagintis1 islemi i¢in diizenlenmis

halidir. Yani tiiretilebilme 6zelligi olarak bilinen

[A[B.CIl1=[[A B],C]+[B,[ACI] (4.7)
esitligi diizenlenerek esitlik (4.6) kolaylikla elde edilebilir.

4.2. Lie Gruplan ve Lie Cebirleri

Bir grup elemanlarini ifade eden parametrelerin siirekli ve tiirevlenebilir olmasi, bu

grubun bir Lie grubu olmasi anlamina gelir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta

her siirekli grubun Lie grubu olarak adlandirilamayacagidir.

Genel lineer grubu GL(n;R) matris carpimu altinda Lie grubuna bir 6rnektir. Yine

dik doniisiimler de Lie grubu yapisindadir. Mesela iki boyutta donme islemini ifade
eden bir dik doniisiim matrisi incelendiginde, bunun i¢in diizlemde bir V vektoriinii

0 kadar dondiren R matrisi

. :[ cosd sin «9] (4.8)

—-sin@ cosé@

formunda yazilabilir. V vektoriiniin bilesenleri X ve y ile, doniismiis vektoriin X’

ve Yy’ bilesenleri ve R doniisiim matrisi birbirlerine

(x’] (cos& sin HJ(XJ
= _ (4.9
y' —sin@ cosé \y

denklemi ile baghdir. Burada R matrisinin bir dik matris oldugu kolayca

goriilebilmektedir. Oyle ki
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; (cose sin@}(cos@ —sin&} [1 Oj
RRT = - ~1 (4.10)

—sin@ cos@ )\ singd cosé 0 1

esitligi saglanmaktadir. Bu sebeple iki boyutta donme islemini gergeklestiren R

matrisinin O(2) grubuna ait oldugu soylenebilir. Ayrica bu matrisin determinanti

incelendiginde
det R =cos®* #+sinH=1 (4.11)

oldugu goriiliir. Bu durumda da determinant1 1 olan bir dik doniisiim matrisi “6zel
dik donlisiim matrisi” olarak adlandirilir ve SO(2) seklinde gosterilir. SO(2)
doniisiim matrislerinin parametreleri olan & agilarina bakildiginda siirekli olduklari
goriilir ve ayrica bu matrisin elemanlar1 6 parametresine gore tiirevlenebilir
oldugundan SO(2) donisiim matrislerinin olusturdugu gruba bir Lie grubu
denilebilir [17]. Gerek genel lineer doniisiim grubu, gerekse dik doniisiim grubu reel
yerine kompleks ifadeler de icerebilir. Bu durumda bu gruplar sirasiyla GL(n,C) ve

O(n,C) seklinde gosterilirler [18].

Lie grubunun elemanlarmin her mertebeden tiirevlenebilme 6zelligi, grup iireteci
kavraminin tanimlanabilmesini miimkiin kilmistir. Bu 06zellik sayesinde grubun
biitiin elemanlariyla ilgilenmek yerine grubun birim elemaninin komsulugundaki

grup elemanlari tizerine ¢alismak miimkiin olmaktadir [19].

Biraz 6nce g6z oniine alinan doniislim matrisinin, 1 birim matrisi olmak {izere

0 —i
= 4.12
0, [i 0 J ( )
esitligi 15181nda
cosd sin@ . .
R(0) = ) =1cosd+io,sind =exp(io,l) (4.13)
—sin@ cosé
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seklinde yeniden yazilabilecegini séylemek miimkiindiir [19]. Burada o, SO(2)
grubunun fireteci olarak adlandirilir. Bu dreteci R(€) matrisinin birim eleman

civarinda tiirevini alarak da gérmek miimkiindiir. Oyle ki
o, =—1— (4.14)

esitliginin saglandigin1 gérmek hi¢ de zor degildir. Burada i ¢arpani iireteci
Hermitsel yapmak i¢in konulmustur [19]. Esitlik (4.13)’ de yazilan ifade birim

elemanin sonsuz kii¢iik komsulugunda

R(o¥) =1+io,00 (4.15)
seklinde de lineer bir sekilde yazilabilir. Burada 66’ nm iki ve daha yliksek
mertebeden terimleri g6z ardi edilmis ve dolayisiyla bu terimler esitlik (4.15)” deki

toplam ifadesinde yazilmamistir.

Esitlik (4.15) sonsuz kii¢iik donmeye karsi gelmektedir. Bu sonsuz kii¢iik donmeler

k kere uygulandiginda sonlu dénme elemani R(#)’ yi elde etmek miimkiindiir.
Bunu gormek i¢in oncelikle 60, ve 60, donmelerinin her ikisine birden karsilik

gelen elemanin
R(9,)R(9, )= R(00, + 0, )=(1+ic,, 1+ic,8,) (4.16)
seklinde yazilabilecegini hatirlamak uygun olacaktir. Bu durumda

R(O)= l!in;[R(&H)]k = lirgo(1+i025491)k (4.17)

esitligini yazmak miimkiindiir. k defa dénme i¢in &0 =6/k segildiginde, esitlik
(4.17)
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R(0)= m(m io, %} (4.18)

seklinde yeniden yazilabilir. Boylece grup elemaninin

R(O)=3 ( 62,0)k

e (ic,0) (4.19)

seklinde tistel bir bigimde yazilabildigini gérmek tekrar miimkiin olacaktir [19].

Bir grubun iireteci, o grubun sonsuz kiigiik donmelerine karsilik gelmektedir.
Dolayisiyla SO(2) grubunda, esitlik (4.15)* den goriilebilecegi gibi sadece bir iireteg
vardir. Grubun iretegleri, grubun mertebesi ile ayni1 boyutta lineer bir vektor uzayi

olusturur [19].

Herhangi bir Lie grubuna karsilik gelen Lie cebiri hakkinda yeterince detayli fikir
sahibi olmak i¢in iireteci birden fazla olan bir Lie grubunu géz oniline almak uygun

olacaktir. Birden fazla grup parametresi igeren bir grubun elemanlar1 R, ile

gosterilsin. Burada i=12,... seklinde degerler alabilmektedir. Bu grubun sonsuz
kiiciik grup parametresi ¢; i¢in grup elemanlari
Ri(g)=1+1J,¢ (4.20)

R () =1-1J,¢ (4.21)

seklinde lineer bir formda yazilabilir. Ciinkii &, sonsuz kii¢iik oldugundan,

yukaridaki ifadede ¢&;” nin iki ve daha yiliksek mertebeden terimleri ihmal

edilebilmistir. Oyleyse, grubun R, - (&)R; -+ (£))R;(&;)R; (&) elemani igin

R, (/)R ()R, ()R (&) =1+&&,[3;, I, 1+... (4.22)
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ifadesi yazilabilir. Ancak unutmamak gerekir ki grup aksiyomlarindaki kapalilik
ozelligi sarti, esitlik (4.22) deki ifadenin yine bir grup elemani olmasii zorunlu

kilmaktadir. Bu sebeple esitlik (4.22)

R, (/)R ()R, (/)R (&) =1+&&, > .ClJ, +.. (4.23)

seklinde yazilabilecektir. Buradan da

[3,,9;1=D.CiJ, (4.24)

esitligi elde edilir [19]. Grubun {iretegleri arasindaki islem esitlik (4.24)’ deki
komiitator ile tanimlandig1 takdirde, grubun iireteclerinin olusturmus oldugu vektor

uzayinin bir cebir oldugunu s6ylemek miimkiin olur. Bu cebir tiiretilebilme 6zelligini

de sagladigindan dolay1 Lie cebiri olarak adlandirilir [15]. Burada Ci'j( grubun yap1

sabitidir.

Simdi daha somut olmasi agisindan SO(3) ve SU(2) Lie gruplarina karsilik gelen

Lie cebirleri arasindaki iliskileri hatirlamak uygun olacaktir.
4.3. SO(3) ve SU(2) Lie Gruplar ve Lie Cebirleri

SO(3) Lie gruplar1 elemanlart dik (orthogonal) olma sartini saglayan ve
determinantlar1 1 olan 3x 3’ likk matrislerin, matris ¢arpimi altinda olusturduklar: bir
gruptur. Bu grubun elemanlari aslinda 3 boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde, bir
vektorlin bir eksen boyunca belli bir ag1 ile donmesini saglar. Yani bu grubun
elemant bir vektore matris carpimi ile etki ederse, carpim sonucu elde edilen vektor,
o eksene gore belirtilen ag1 kadar donmiis vektorii verir. Mesela z eksenine gore ¢
acis1 kadar dondiiriilen bir vektorii ifade etmek icin kullanilacak SO(3) grubu

eleman1
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cosg sing O
R,(#)=| —sing cosg O (4.25)
0 0 1

seklinde yazilabilir. Bilindigi gibi 3 boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde x ve y
olarak isimlendirilen iki eksen daha vardir. X ve y eksenleri i¢in dénme agilar

sirastyla @ ve ¢ olarak tanimlanirsa, bu eksenlere gore donmeleri ifade edecek grup

elemanlari
1 0 0

R (6)=]0 cosé sing (4.26)
0 —sin@ cosd

cosg 0 —sing
R(p)=| 0 1 0 | (4.27)
sinp 0 cose

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla SO(3) grubu ¢, € ve ¢ parametreleriyle

tamimlanir.  Yani bu ii¢ parametre bu grubu tamimlamaya yetmektedir. Bu
parametrelerin sayist ayni zamanda bu grubun {ireteglerinin sayisini vermektedir

[20]. Simdi (4.14) denklemine benzer sekilde, SO(3) Lie grubunun diretegleri

sirastyla
-1 0
J, =i aRM)\ so=i 0 0 (4.28)
% 0 O
0 O
_0R, (6 .
L= aé )|9_0 = 0 —i (4.29)
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0 1
00 (4.30)
00

seklinde yazilabilir. SO(B) grubu elemanlarinin, yani donme operatorleri R, (9),
Ry(go) ve R, (¢)’ nin birim eleman komsulugunda lineer olarak yazilmas istenirse,

bu operatdrleri sonsuz kiigiik olmayan 6, ¢ ve ¢ agilar icin degil, bunun yerine
sonsuz kiiciik olan 60, op ve o acilar icin ele almak gerekir. Bunun agikca

goriilmesi i¢in (4.25), (4.26) ve (4.27)’ de verilen ifadeler, sonsuz kiiciik a¢ilar i¢in

X
CoOSX=1-—+——----
21 4
3 X5
SiNX=X——+——---
| g

esitlikleri yardimiyla

1 0 0
R(#®)=|0 1 oo (4.31)
0 - 1
1 0 -dp
R,(dp)=| 0 1 0 (4.32)
S 0 1
1 & 0
R,(%)=|-% 1 0 (4.33)
0 0 1

seklinde elde edilir. Burada sonsuz kii¢iik agilar igin iki ve daha yiiksek dereceli
terimler ihmal edilmistir. Boylece (4.31), (4.32) ve (4.33) esitliklerinde ifade edilen



31

grup operatorleri, kendi ireteglerinin cinsinden, lineer olarak asagidaki gibi

yazilabilirler:

1 0 0 0y (0 0 0
R(®)=|0 1 &@|=|0 1 0|+il0 0 —ilW=1+iJ 0 (4.34)

0 - 1 1) o i o0

1 0 -8 (1 0 0 0 i
R,(G)=| 0 1 0 |=]0 1 0[+i 0 0 Oldp=1+i),5 (4.35)

s 0 1 00 1) (=i 00

1 & 0) (1 00) (0 -i 0
R,(%)=|-% 1 0|=/0 1 O|+iji O O|%=1+i,68. (4.36)

0 0 1) {00 1) (0 00O

Eger (4.24) esitligindeki gibi SO(B) grubunun iretecleri arasindaki komiitasyon
bagntilar1 yazilmak istenirse; bu bagintilar (4.28), (4.29) ve (4.30) esitlikleri

kullanilarak
[JX,Jy]:iJZ, [Jy,JZ]ziJX, [JZ,JX]:in (4.37)

seklinde yazilabilir. Bu esitlikler SO(S) Lie grubuna kars1 gelen Lie cebirini ifade
eden esitliklerdir. SO(3) Lie cebirinin bazlart J,, J, ve J,’ dir. (4.19) esitliginden
de bilindigi gibi, sonsuz kiigiik degisimlerin art arda uygulanmasindan sonlu
degisimler i¢in SO(B) Lie grubunun elemanlar1 insa edilebilir. Oyle ki bu elemanlar
SO(B) Lie cebirinin bazlarimin iistel fonksiyonlar: seklinde yazilabilirler. Yani J,,

J, ve J, SO(3) Lie cebirinin bazlari olmak iizere; SO(3) Lie grubunun elemanlari

R,(6). R, (¢) ve R, (9) icin

R(0)=exp(ia@,) (4.38)
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R, (¢)=e0(ig,) (4.39)

R,(#)=exp(ig,) (4.40)

yazilabilir. Elbette bu durum sadece SO(3) igin gergeklesmez. SU(2) ve diger Lie

gruplar1 ve bu gruplarin cebirleri i¢in de gecerlidir.

SU(Z) Lie grubunun elemanlari birimsel matris olma kosulunu saglayan ve

determinantlart 1 olan 2x2’ lik matrislerdir. Bu grubun grup islemi matris

carpimidir. Bu grubun elemani olan matrisler genel olarak

a b
U:(_b* a*] (4.41)

seklinde yazilabilir. SU (2) Lie grubunun mertebesi tigtiir. Bu grubun elemanlari ii¢
adet reel grup parametresi ile ifade edilebilir. Bu parametreler «, § ve y olarak

yazildiginda ve SU (2) Lie grubunun iiretegleri olarak

o, = (i ;j (4.42)
o, = (? _oij (4.43)
oy = ((1) _01] (4.44)

esitlikleri ile ifade edilen Pauli spin matrisleri kullanildiginda, SU(2) Lie grubunun

elemanlari
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U(a,B.7) = em(L?sjexp(_ igaz jexp[_ igalj (4.45)

seklinde yazilabilir [19]. Bu grubun iiretegleri arasindaki komiitasyon bagmtilar

daha 6nce SO(3) Lie grubu i¢in yazilan Lie cebirine benzer sekilde

[o,,0,]=2ic, (4.46)
[o,,0,]1="2i0, (4.47)
[o;,0,]="2i0, (4.48)

esitlikleri ile ifade edilir. Oyle ki J, =0, /2 igin SU (2) ve SO(3) Lie gruplar i¢in

elde edilen Lie cebirlerinin ayni oldugu goriiliir.

SO(3) grubunun iiretegleri igin yazilan Lie cebiri Cartan-Weyl formu olarak bilinen

bir formda da siklikla karsimiza cikar. Oyle ki (4.37)° de ifade edilen Lie cebiri

3. =3+, 3 =3,-1,, J =1 (4.49)

tanimlamalar1 gergevesinde,

[J,,.]1=4J3,, [J.,J 1=2J, (4.50)
seklinde tekrar yazilabilir. Gelecek bolimde de harmonik salinict cebiri olarak
bilinen, yaratma ve yok etme operatorleri arasindaki komiitasyon bagimtist
kullanilarak (4.50)” deki Lie cebirinin insa edilebileceginden kisaca bahsedilecektir.

4.4. Jordan-Schwinger Yaklasim

Birbirlerinden bagimsiz iki harmonik salinici cebiri géz oniine alindiginda
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aa —a a =1 (4.51)
a,a, —a,a,=1 (4.52)
a,a, —a,a =0 (4.53)
a,a, —a,a =0 (4.54)

esitlikleri yazilabilir. Bu esitliklerdeki yaratma ve yok etme operatdrleri kullanilarak

J,=aa, (4.55)
J =a,’a (4.56)
J, = ai*ai - az*az (4.57)

operatorlerini tanimlamak miimkiindiir. J,, J_ ve J, operatorleri arasindaki

komiitasyon bagintilarinin, (4.51)-(4.54) esitliklerini kullanarak, agisal momentum
operatorleri tarafindan saglanan Lie cebiri oldugunu goérmek miimkiindiir. Bu
yaklagim Jordan-Schwinger yaklasimi olarak bilinir [3,4] ve bu durumun
gerceklestigini gdrmek i¢in sirasiyla asagidaki esitlikleri goz Oniline almak uygun

olacaktir:

1 * * *
[‘]z"]+]:|:§<al a, —a, aZ)’al az}
1 * * * * * * * *
=§(a'l aa a,—-a, ,a a,—a d,a a +a, a,a, az)

1 * * * * * *
za(al aZ(alal - al)+ (azaz -, az)a1 az)
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=a'a,=J, (4.58)

Benzer sekilde

1 * * *
[J,,3_] :|:§(a1 a, —a, az)az al:l
1 * * * * * * * *
=§(a1 a3, a —a,aa, 8-, 4a a, +a, 4a, az)

1 * * * * * %
= E((al a —aq )az a, +a, al(az a, —a,a, ))

——a,a, =-J_ (4.59)
elde edilir ve
[D.J1=[a'a,a, al=aa,a,a —a, a3 a,

=a, aa,a, —a,a'a, a, =a, 3,8, —aa, (azaz* —1)

=a'a,a, a8 8,3, +aa =(a'a —aa ha, +aa

=-a,a, +a,a =2J, (4.60)
ifadesi elde edilir.

4.5. Ko-Cebir, Bi-Cebir ve Hopf Cebiri

Simdiye kadar Lie grubu ve Lie cebirinden bahsedildi. Ancak mevcut ¢alismada
kuantum grubunun kullanilmasindan dolay1 kuantum gruplar1 hakkinda da 6zet bir

bilgi verilmesi uygun olacaktir. Cebir’ in tanimi bolim (4.1.4)° de yapilmisti. Buna
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gbre bir cebir (A, O, +; F) seklinde gosteriliyordu. Cebir aksiyomlarindan

hatirlanacag1 gibi, bir cebirin cebir olmasi i¢in gerek ve yeterli sart, cebir icin
tanimlanan A vektor uzayindaki bilineer (bilinear) ¢arpimm m: A® A— A hem
kapalilik 6zelliginin hem de A kiimesi elemanlar1 arasindaki toplama islemi +’ nin

iizerine dagilma 6zelliginin var olmastydi.

Boliim (4.1.4)° de de belirtildigi gibi cebir aksiyomlarna birlesme 6zelligi ilave

edildiginde, bu cebire birlesmeli cebir adi verilir. Bu 6zellik v,,v,,v; € A olmak

uzere,

v, 0(V,0v, ) = (v, 0V, Jov,

seklinde gosterilebildigi gibi v;,v,,v, €V i¢in

mo (m(v,,v, )V, )=mo (v, m(v,,v,)) (4.61)
seklinde de gosterilebilir [21]. Burada o isareti fonksiyonel bileskeyi temsil etmek
icin kullanilmistir. Esitlik (4.61)’ de birlesme 6zelligi tanim kiimesinin elemanlari

kullanilarak ortaya konmustur. Oysa bu 6zellik asagidaki gibi sadece tanim kiimeleri

kullanilarak da ifade edilebilir.
mm(A® A)® A)=m(A®@m(A® A)) (4.62)

Vektor uzayindaki birim iglemci Vv, € A i¢in id (Vi):Vi tanimlanirsa, (4.62)° de

ifade edilen esitlik
mm(A® A)®id(A)]=m[id(A)@m(A® A)] (4.63)
seklinde yeniden yazilabilecegi gibi, bu esitlik

m(m®id)=m(id ®m) (4.64)
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seklinde de ifade edilebilir [16,21].

Eger ele alinan cebir birlesme 6zelliginin yaninda, ayrica birim elemana da sahipse

bu cebire birim elemanl birlesmeli cebir denir. S6z konusu 6zellik 77: F — A lineer

doniisiimii i¢in

m(id ®7)=m(n ®id)=id (4.65)
esitligi ile ifade edilebilir.

Bir cebir, birlesme 6zelligine ve birim elemana sahipse; cebrin sahip olmus oldugu

bu ozellikler (4.64) ve (4.65) esitlikleri ile ifade edilebilecegi gibi, asagidaki

diyagramlarla da 6zetlenebilir:

A®A® A > A®A ARF~A~F®A— »A®A
id ®m
m® id - id ® 2
A® A m > A A® A > A

Sekil 4.1. Birlesme 6zelligi ( soldaki ) ve birim fonksiyon ( sagdaki ) i¢in degismeli diyagram

Yukaridaki diyagramlara degismeli diyagramlar denmesinin sebebi, diyagramlarin

her iki yoniine de gidildiginde ayn1 sonuca varilmasidir.

Degismeli ve birim elemanli cebir tanimmin (4.1) diyagrami ile ifade edilmesi
(C,A,+,g; F) seklinde gosterilen ko-cebirin de nasil tanimlanabilecegi hakkinda bir

ongorii de bulunabilmeyi miimkiin kilar. Ciinkii ko-cebir ile kastedilen yapi, A ile

gosterilen cebirsel yapinin dualidir [16,21].
Ko-cebir

(id ®A)A = (A®id)A (4.66)
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(id ®s)A = (e ®id )A (4.67)
esitliklerinin saglanmasi kaydiyla

A:C—>C®C

e:CoF

lineer doniisiimleri ile tanimlanir.

Cebir igin ¢izilen degismeli diyagramlara benzer sekilde ko-cebir i¢in yazilan esitlik

(4.66) ve (4.67) igin de;

C »C®C C »C®C

eX®id

id ®¢&e

d®A ,cecec C®C—> COF=C=F®C

C®C

Sekil 4.2. Ko-birlesme 6zelligi ( soldaki ) ve ko-birim fonksiyon ( sagdaki ) igin degismeli diyagram
degismeli diyagramlarini ¢izmek miimkiindiir.

F cismi tizerine tanimlanmis bir bi-cebir (B,+,<>,77,A,.9;F) olmak kaydiyla F
tizerinde hem bir cebir hem de bir ko-cebirdir. Oyle ki bi-cebirin cebirsel yapisi, ko-

cebirin cebirsel yapisi ile uyumludur. Bu durum
7:B®B —>B®B

seklinde tanimlanan bir permiitasyon operatorii yardimiyla asagidaki diyagramlar ile

ozetlenebilir [21].



B®B B®B
ASRDA Mees
(B®B)®(B®B) d®z®id | (BeB)®(B®B)

Sekil 4.3. Bi-cebirdeki ko-garpim ve standart ¢arpimin simetrik uyumu igin degismeli diyagram

F=z=F®F »B&®B
A/
\ ‘A
B
Sekil 4.4. Bi-cebirdeki ko-¢arpim ve birim fonksiyonun uyumu i¢in degismeli diyagram
B&®B
ER¢&
\ &
B
Sekil 4.5. Bi-cebirdeki ko-birim fonksiyon ve standart ¢arpimin uyumu igin degismeli diyagram
F _ > F
id
\ /
B

Sekil 4.6. Bi-cebirdeki ko-birim fonksiyon ve birim fonksiyonun uyumu igin degismeli diyagram

»F®F=F

39
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Hopf cebiri
m(S ®id )A = m(id ® S)A
esitligini saglayan S:H — H lineer doniisiimii ile tanimlanan antipoda (antipode)

sahip bir bi-cebirdir [22]. Dolayisiyla Hopf cebiri i¢in simdiye kadar gizilen
degismeli diyagramlara ek olarak asagidaki diyagram da gizilebilir [16,21].

H®H »H®H
4 S®id

Y id®S

» H®H

Sekil 4.7. Hopf cebirindeki antipodun tanimi

Hopf cebiri i¢in gerekli tanimlamalar1 yaptiktan sonra, artik kuantum gruplarindan
bahsetmek miimkiin hale gelmistir. Kuantum grubu isimlendirmesi her ne kadar grup
sozcligili icerse de bilinen grup kavramindan daha farkli bir yapiy1 anlatmaktadir. Bu
yapiya ilk olarak kuantum alan teorisi ve istatistik mekanikte integrallenebilir
sistemler calisilirken ihtiyag duyulmustur. Oyle ki Kulish, Reshetikhin [23],
Sklyanin, Takhatajan ve Faddeev [24] yapmis olduklar1 ¢alismalarda SU(2)’ nin g-
deforme karsiligini yazmislardir [22]. Drinfel’d [25] ve Jimbo [26] Lie cebirinin
deformasyonunu g6z Oniine alarak kuantum grubu ile ilgili caligmalar
gergeklestirmislerdir. Bu caligmada ise Lie cebirinin deformasyonu ile elde edilen
kuantum gruplarindan ziyade Woronowicz [27] tarafindan gergeklestirilen yaklasim

1s181inda gz Oniine alinan kuantum matris gruplari ile ilgilenilmistir.
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Kuantum matris gruplarinin matris elemanlar1 operatordiir. Bu operatdrler arasinda
tanimlanan cebirsel yap1 Hopf cebiri yapisindadir. Dolayisiyla matris elemanlari i¢in
ko-garpim, ko-birim ve antipodun Hopf cebiri aksiyomlarini saglayacak sekilde

tanimlanabilmesi gerekir. Matris kuantum gruplar1 i¢in bu tanimlar

AM) =M ®M
eM)=1
S(M)=M"

esitlikleri ile ifade edilebilir. Burada ® gdsterimi matris tensdr ¢arpimini temsil

etmektedir.

Kuantum matris grubu i¢in bu matrisin elemanlar1 arasindaki bagintilarin toplu halde

bulundugu,
RM,;M, =M,M,R (4.68)

esitligini saglayan bir R-Matrisi bulmak miimkiindiir. Burada M kuantum matrisini
gostermek lizere M, =M ®1 ve M, =1®M ’ dir. Ancak esitlik (4.68)’ deki R-

Matrisini, Hopf cebirinin evrensel R-Matrisi olarak adlandirabilmek igin bu R-
Matrisinin

R12 R13R23 = R23R13R12 (4-69)

esitligi ile ifade edilen Yang-Baxter denklemini saglamasi gerekir. Esitlik (4.69) da

yazilan R,, R ; ve R,, sirasiyla

(Ry,)ie = RiwSs (4.70)



(Rls)abc = R(?fcé:)

def

(st)abc = Rng5da

def

seklinde ifade edilebilir.
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(4.71)

(4.72)



BOLUM 5. D-BOYUTLU D-PARAMETRELI DEFORME BOZON
CEBIRININ INHOMOJEN DEGISMEZLIiK GRUBU

Uciincii boliimde, d adet deformasyon parametresi iceren, tutarli, d-boyutlu bir bozon
cebirinin (3.39)-(3.41) denklemleriyle ifade edilebilecegi goriilmiistii. Bu boliimde
bu denklemler icin inhomojen kuantum degismezlik grubunun nasil arastirildigi

detayl bir sekilde ortaya konulacaktir. S6z konusu sistem i¢in bir simetrinin varlig
(3.39)-(3.41) denklemleriyle ifade edilen a, a,", H ve 1 operatorleri igin bir

doniisiim matrisi yazmay1 miimkiin kilar. Bu matrisin elemanlar1

Ay B M7
Ky A MV
X X Xz Xa

0 0 0 1

M = (5.1)

seklinde yazilabilir. Burada ilk asamada dikkat edilecek nokta bu matrisin
elemanlariin birer operatér oldugudur. Bu matris igerisindeki i ve Kk indisleri 1’
den d’ ye kadar deger almaktadir. Yani matrisin ilk basta 4x4° liik bir matris gibi

goriilmesine ragmen, aslinda (2d +2) x(2d +2)’ lik bir matris oldugu asikardir. a,,

a,", H ve 1 igin lineer déniisiimler, (5.1) esitligiyle ifade edilen doniisiim matrisini

kullanarak, matris tensoér ¢arpimi yardimiyla

a Ay P M7 a

* ) A - el a ’
ai — Klk ik lul VI ® k (52)
H' X Xx Xz Xa

1] Lo 0o 0o 1) (1
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seklinde yazilabilecegi gibi

a —a, ®a +f4, ®a +7 ®H+y, ®1 (5.3)
ai*! =K, ®a, +4, ®a, + ®H +v, ®1 (5.4)
H' =y, ®a, + 1, ®a, + 1, ®H +y, ®1 (5.5)
1-1®1 (5.6)

esitlikleri ile de ifade edilebilir. Esitlik (5.3)-(5.5) k indisi tizerinden 1’ den d’ ye
kadar toplam ifadesi icermesine ragmen, bu esitliklerde toplam sembolii
kullanilmamisgtir. Ancak bu esitliklerdeki k indisinin Einstein indis toplama kurali
cergcevesinde, k indisi tizerinden toplam ifadesine sahip oldugu unutulmamalidir.
Esitlik (5.4), esitlik (5.3) ifadesinin kompleks esleniginin transpozu oldugundan (5.4)
esitligindeki x ve A operatdrlerinin «, = B, , A, =, esitliklerini saglamasi
gerektigi kolaylikla goriilebilir. H ve 1 Hermitsel oldugundan da gz =n," ve

v, =y, olur. Ayrica Hermitsel H operatdriiniin doniisiim esitliginde yazilan a, ve

a, > Iiterimler igin y, ve y,’ ler gegmis galismalarda yapilan hesaplamalardan elde

edilmis deneyimlere gore [28,29] sifir segilecektir. Bu bilgiler 1s18inda dontisiim

matrisi M

ay B MmooV

(5.7)
0 0 2

0 0O 0 1

seklinde yeniden yazilabilir. Boylece her bir doniisiim i¢in lineer doniisiim esitlikleri

a, =a, ®a, +p, ®a, +17, ®H+y, ®1 (5.8)
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!

a  =p ®a +a, ®a +n ®H+y ®1 (5.9)
H =7 ®H+y, ®1 (5.10)
1=1®1 (5.11)

!

bi¢imini alir. (5.8)-(5.11) denklemlerinde ifade edilen doniisiimler 1s181nda ai', a’

H' operatorleri (3.39)-(3.41) denklemlerindeki a,, a,", H operatorlerinden farkl

’ ’

olmasina ragmen, s6z konusu sistem i¢in arastirtlan simetrinin varlig1 a, , ai* , H'
operatorlerinin de (3.39)-(3.41) denklemlerindeki esitlikleri saglamasini gerektirir.

Bu durum doniisiim matrisi M’ nin elemanlar1 arasinda asagidaki esitliklerin

varligin1 zorunlu kilar:

a5 =ﬂajlaik (5.12)
ik
q,
By =3 pa, (5.13)
g0, "
ﬂikﬂjl Z&ﬂjlﬂik (5-14)
idi
* q|q *
&) :qulan iy (5.15)
* q|qq *
aikﬁjl =—Jlﬂjl (24D (5.16)

k

ﬁikﬂjl* =qiqjqkqlﬂjl*ﬂik (5.17)



Ayl = ql > i ik
jHk
Q;
Y _q_yjaik
i
2
g9
ﬂikﬂj: qk ﬂjﬁik
i

ﬂiij :%ﬂ'ﬁik

]

i = —n;m;
q;

777’—&7/77_1
g T 2l g

J

a;

Yivi =—77i
a;
2
Ay X3 :;2)(30%
K

Uy Xa = qiz;{4aik

BiXs= Qizqkzlsﬂik

BuXs= qi2754ﬂik

nixs = qizlsﬁi

oF
__a'jkﬂik - aikﬁjk
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(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)



a7

MiXa =0 Xall (5.30)
ViXs =0 XV (5.31)
Vida =0 XY, (5.32)
ayn, = qi—qzjnj*aik (5.33)
i

ay; =097 (5.34)
Biny” =499 1, B (5.35)
By =947 B (5.36)

75 =00, (5.37)
my; —99,7, =%(zs5i,- +0,0; 8 B —aikajk*) (5.38)
Yivi 49,7 7 = XaS (5.39)

Ancak bu esitlikler sistemin simetrisini ifade etmek i¢in yazilan matrisin bir kuantum
matris grubu oldugunu gostermeye yetmez. S0z konusu matrisin kuantum matris
grubu oldugunu soOyleyebilmek i¢in, matrisin elemanlar1 arasindaki cebirin Hopf
cebiri olmasi gerekir [28]. (5.12)-(5.39) bagntilar1 ile ifade edilen cebirin Hopf
cebiri oldugunu gosterebilmek icin bu bagmtilarda bulunan operatorlerin
kogarpimlarinin Hopf cebiri aksiyomlarin1 saglayacak sekilde yazilmasi gerekir. Bu
durum matris kuantum gruplar1 s6z konusu oldugunda daha kolaydir. Oyle ki soz

konusu operatdrlerin ko-¢carpimlart A:M - M ® M



AM)=M &M

ifadesi 15181nda tanimlanabilir. Yani

olmak Uzere
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(5.40)

(5.41)

(5.42)

olarak yazilabilir. Bu matris tensor ¢arpimi acik olarak yazildiginda, ko-carpim

elemanlari

A(aik ) = @y + i ® ﬂmk*

A(ﬁik): iy ® Py + P Bty

A7) = Gy @1y + P @11 +11, ® 15

A(J/i)zoﬁm ®7/m +ﬂim®7/m*+77i ®ZA+7/i ®1

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)
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MBS )= B ®ap +a ® By (5.47)
Al )= B’ ® B+t ® (5.48)
A )= B’ @11+’ @y 411 ® 7 (5.49)
Ay )= B’ @y +ay ®yn’ +1" ® 4+, ®1 (5.50)
Mys)= 25 ® 25 (5.51)
AN2a)= 2 ® 24+ 24 ®1 (5.52)

seklinde ifade edilebilir. Bi-cebirlerdeki ko-cebirin cebir homomorfizmlerinden
hatirlanacag iizere ko-carpim ve standart ¢carpim birbirleri ile uyumludur. Buna gore
donlisim matrisinin elemanlar1 arasindaki (5.12)-(5.39) bagmtilari, ayni sekilde
(5.43)-(5.52) esitlikleriyle verilen ko-cebir elemanlari i¢in de saglanmak zorundadir.
Bu c¢ergevede yapilan islemler sonunda ko-cebir elemanlarinin da (5.12)-(5.39)
bagintilarim1 sagladigr goriilmiistiir. Ayrica bu hesaplamalar esnasinda géz Oniine

alinan denklemlere ek olarak

XsXa = XaXs (5.53)

ifadesi elde edilmistir. Bu ifadenin de ko-cebir elemanlar1 i¢in saglanip saglanmadigi

kontrol edildiginde, tutarli yapinin bozulmadig1 goriilmustiir.
Ko-birimin
e(M)=1 (5.54)

tanimi1 gergevesinde birim matris yardimiyla elde edilebilecegi asikardir. Bu sebeple,

Hopf cebiri yapisinin varligindan bahsedebilmemiz
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sM)=M" (5.55)

esitligi ¢ercevesinde tanimlanan antipodlar1 bulabilmemize baglidir. Yani doniisiim
matrisi M ’ nin tersinin varligt incelenmelidir. M matrisinin birbirleri ile degigmeli
olmayan operatorler de igermesi sebebiyle bu matrisin tersini bulmak ¢ok da kolay
degildir. Oyle ki matris eleman1 olan operatdrler arasindaki bagmtilar farkli grup
parametreleri igermektedir. Bu durumu biraz daha kolaylastirmak i¢cin M doniisiim

matrisini agagidaki gibi yazmak uygun olacaktir.
M — ﬁlk alk 77| yl =[ ] (5.56)
0 B

Burada A, T" ve B matrisleri sirasiyla

ay Py
A= [ﬂik* aik*J (557
r- ( o J (5.58)
7
X Xa
B —( o 1 j (5.59)

seklindedir. M matrisi ile onun tersi M ™ carpildiginda birim matris 1 elde

edileceginden yani MM ™ = M M =1 olacagindan, (5.56)’ deki forma gore M ™

-1 pA-lpp-l
mio| A A rls (5.60)
0 B~
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seklinde olmalidir. Burada M ™’ in bulunmasi icin aslinda A™ ve B™’ in
bulunmasi yeterli olacaktir. B matrisinin elemanlarinin degismeli olmasindan dolay1
tersinin bulunmast kolaydir. Dolayisiyla M matrisinin tersinin varligindan so6z
etmek i¢in A matrisinin tersinin varligina odaklanmak uygun olacaktir. A matrisinin

elemanlar1 farkli g ve p parametreleri igerdiginden, bu matrisin tersini bulmak icin
Schirrmacher’ in ¢ok parametreli deforme genel lineer grup GLgj, p; () igin yaptig

calismay1 hatirlamak uygun olacaktir [30]. Oyle ki Schirrmacher’ in ele aldig1 grup
bir kuantum grubu oldugundan bu matrisin tersinin varligindan bahsetmek
miimkiindiir. Eger burada Schirrmacher’ in ele aldigi matrisin elemanlar ile bizim
ele aldigitmiz A matrisinin elemanlari arasindaki komiitasyon bagimtilar1 birbirleriyle
tutarl ¢ikarsa, bu durum bizi s6z konusu A matrisinin, Schirrmacher’ in géz 6niine

aldigi GLq;, p; (n) kuantum matris grubunun 6zel bir hali oldugu sonucuna

gotiirecek, dolayisiyla da A matrisinin tersi oldugu sonucuna ulastiracaktir. Bunun
igin dnce Schirrmacher’ in GLg;, p;(n) grubu igin elde ettigi komiitasyon

bagintilarin1 yazmak gerekir. Bu bagintilar

A AL = p, AbA', (5.61)
AiaAja =qijAjaAia (562)
i ai_ Qi ai i
ApAla =——A2AY (5.63)
pab
i ai _ Pab pi i RIAN
AA=—2AWAa + Pap —— AbA'a (564)
j ab

seklindedir. Buradaki st indisler i ve j’ ler GLqy, p;(n) kuantum matris

grubundaki satir numaralarini, alt indisler a ve b’ ler de siitun numaralarini temsil

etmektedir. (5.61)-(5.64)” daki bagntilar i < j ve a <b igin gegerlidir.

A matrisinin elemanlari i¢in elde edilmis olan komiitasyon bagmtilarini
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aa, =——a,a, (5.65)
k™l qjqk JIik
ay Py :Lﬁjlaik (5.66)
q;9: 9
BBy =% g5, (5.67)
idi
Ay = a; q; (5.68)
< 4cq, o
% qqu *
aikﬂjl :—Jlﬂjl i (5.69)
Qi
ﬂikﬂjl* = qiqjqkqlﬂjl*ﬂik (5-70)

seklinde topluca tekrar yazmak miimkiindiir. (5.61)-(5.64) bagmtilar1 ile (5.65)-
(5.70) komiitasyon bagintilarini kiyaslamak i¢in indis notasyonunda yazilan A
matrisinin agik olarak yazilmasi gerekir. A matrisinin elemanlarinin indisleri igin

i,k =1,2,3 degerleri gbz oniine alindiginda 6x 6’ lik asagidaki matris elde edilir.

ay  , sy Py P P

Ay Qg Qyz Par Pay Pas (5.71)

Bu matrise karsi gelen GLg;, p;(n) kuantum matris grubu da Schirrmacher’ in

caligmasinda kullandig1 notasyon 1s1ginda



AN A A A
NN KA KA
NOA A A A A
ACAA A A A
AN A A A
ALK A A A A
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(5.72)

seklinde ifade edilebilir. (5.72)’ deki matris elemanlar1 i¢in yazilan (5.61)-(5.64)

komiitasyon bagintilar1 ile (5.71) daki matris elemanlar1 i¢in yazilan (5.65)-(5.70)

komdiitasyon bagintilari mukayese edildiginde;

9 i<j<3
a;

0y =Py =40,0; <] 1<i<3 3<j<6
9
g, 3<i< <6

(5.73)

esitlikleri 1s18inda bu komiitasyon bagimtilarinin ayni oldugu sdylenebilir. Yani

(5.71)’ da yazilan A matrisi Schirrmacher’ in g6z Oniine aldigi ¢ok parametreli

deforme GLq;, p;(n)’ in 6zel bir halidir. Esitlik (5.73)" de elde edilen sonug

I,k =12,...,d olacak sekilde genellestirildiginde

9 i<j<d
a;
0y =Py =104,0; <] 1<i<d
94
g, d<i<j<2d

d<j<2d

(5.74)
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A matrisinin GLg;,q;; “(2d) seklinde ifade edilen bir kuantum matris grubu oldugu

sOylenebilir. Yani, goz Oniine alinan doniisim matrisi M bir kuantum matris
grubudur. Burada dikkat edilecek nokta A matrisindeki bagimsiz deformasyon

parametre sayisinin d olmasidir.

Doniistim matrisi M ’ nin elemanlar1 arasindaki (5.12)-(5.39) ve (5.53) bagintilariyla

ifade edilen komiitasyon bagintilarini
RM,;M, =M,M,R (5.75)

esitligini saglayan bir R -Matrisi yardimiyla daha 6z bir sekilde ifade etmek

miimkiindiir. (5.75) esitligindeki M, ve M,, M doéniisiim matrisini gostermek iizere
M, =M ®1 (5.76)
M,=1&M (5.77)

seklindedir. Yani



55

ﬁik

0
0

0

ﬂik

0
0

IBik

0

:Bj| i 7
,Bn* ajl* i 7

a;

*

Xa

X3

Xa

X3

:Bj| i

ajl

Xa

X3

i 7

ﬂjl
0 ﬁjl* ajl* 77,'* Vi

0

a;

0
0

0

Xz Xa

0
0

0

1

0

(5.78)

yazilabilir. Ancak R -Matrisini (5.75) esitligi yerine

(5.79)

=C,C,

RC,C,
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esitligini kullanarak elde etmek daha kolay olacaktir [31]. (5.79) esitligindeki C,C,

ve C,C, ifadeleri sirasiyla

(5.80)

H
(5.81)
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esitlikleri ile ifade edilebilir.

(5.75) veya (5.79) esitligi kullanilarak elde edilen R -Matrisinin elemanlarinin indis
notasyonu ile ifade edilmesinin matris elemanlarinin tam olarak anlasilmasinda olasi
bir karmasaya sebep olmamasi i¢in R -Matrisinin elemanlarmi sadece i, j,k,I =1,2
icin yazmak uygun olacaktir. Oyle ki bu R -Matrisi gdz 6niine alman (3.39)-(3.41)
esitlikleri ile ifade edilen d-boyutlu d-parametreli deforme bozon cebirinin dontisiim
matrisi i¢in yazilmis bir matris olmaktan ziyade, d =2 durumuna karsi gelen yapi
icin elde edilen bir R -Matrisi olacaktir. i, j,k,I =12 i¢in (5.75) veya (5.79) esitligi
g0z Oniine alinirsa 36x36° lik bir R -Matrisi elde edilir. Bu R -Matrisinin sifirdan

farkli elemanlar1 da

RI=RS=R!=RZ=R¥=1 (5.82)
Ris =R =R;, =Ry =Ry =Ry =1 (5.83)
Ry, =R55 =Rs, =R =Ry =1 (5.84)
Rz —pz = (5.85)
2 — N1 — :
a,
R7 _ R16 _ ql (5 86)
7 — ™6 T )
q,
3 5 27 1
Ry =Ry =Ry =— (5.87)
g,
RlO_Rll_RZS_i 5.88
10 — Ny = Rog =7 ( )
d,
R RS =1 (5.89)
4 — Rg = .
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R =R}, =RZ =q,° (5.90)
R =RX=Rx =0, (5.91)
Ris =Ris = 0,0, (5.92)
R, = RY = ——— > (5.93)
20,
10 10 1
Ry =R3s =——— (5.94)
29,
RS = R = RE =R = (5.95)

esitlikleri ile ifade edilir. Buradaki iist indisler 36 x 36’ lik R-Matrisinin satirlarini ve

alt indisler de siitunlarmi temsil etmektedir.

Elemanlar1 (5.82)-(5.95) esitlikleri ile ifade edilen R -Matrisi

R12 R13R23 = R23R13R12 (5-96)

seklinde yazilan Yang-Baxter denklemini de saglar. (5.96) esitligindeki R,,, R;; ve

R,; matrisleri

(Ry, )i = RiSS (5.97)
(Ris )i = REfSY (5.98)

(st)abc = RyS; (5.99)

def



esitlikleri 1s181nda bulunabilir.
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BOLUM 6. SONUCLAR

Bu calismada (3.39)-(3.41) esitlikleri ile ifade edilen d-boyutlu, d-parametreli
deforme bozon cebirinin inhomojen kuantum degismezlik grubunun varhigi,
elemanlar1 (5.12)-(5.39) ve (5.53) esitliklerini saglayan (5.7) esitligi ile ifade edilen
bir kuantum matrisi yazilabilmesinin miimkiin olabileceginin gosterilmesi ile ortaya
konmustur [32]. Esitlik (5.56)’ da A ile gdsterilen matrisin, (5.74) esitlikleri 15181inda
cok parametreli genel lineer kuantum matris grubunun o6zel bir hali oldugu
gosterilmistir.  Bu sebeple bundan oOnce yapilan c¢alismalarin [29,33,34]

isimlendirilmelerine  benzer sekilde, s6z konusu degismezlik grubunu

BIGLqij,quTl(Zd) seklinde isimlendirmek miimkiindiir. Burada B bozonik, |

inhomojen, GLqij,quTl(Zd) de 2d boyutlu, ¢cok parametreli deforme genel lineer
kuantum grubunu ifade eden kisaltmalardir. inhomojen kuantum matris grubunun
homojen boliimii i¢in her ne kadar ¢ok sayida deformasyon parametresinden

bahsedilse de p; :qi}l esitlikleri sebebiyle bagimsiz deformasyon parametresi

sayisinin d adet olacagina dikkat edilmelidir.

Literatiirde d-boyutlu ve d-parametreli deforme bozon cebirinin farkli limit durumlari
icin degismezlik grubunun arastirildigi birgok c¢aligma [28-29] ,[33-36] yapilmistir.
Mevcut ¢aligmanin  g; =¢; =q limit durumunda g-deforme bozonik Newton
salinicist i¢in elde edilen sonuclart [29] verdigini gérmek hi¢ de zor degildir. Bu

durum mevcut calisma ile g-deforme bozonik Newton salinicist icin yapilan

hesaplamalarin daha genel halinin ortaya kondugu gergegini gostermektedir.
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