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SIMGELER VE KISALTMALAR

AB,C,... Matrisler A = (a;;) € R™"

At A matrisinin Moore-Penrose tersi

A1 A matrisinin tersi

A®B A ve B matrislerinin kronecker ¢arpimi

diag(sy, sz, ...,S,)  Kosegen elemanlart sq,s,,...,s, olan nxn boyutlu kdsegen

matris
dim(.) Boyut
I Uygun Boyutlu Birim Matris
iz(A) A € R™" matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami
N(4) A matrisinin sifir uzayi
x, Xo, h,... Vektorler x = (x;) € R™?
R™ n boyutlu reel vektor uzay1
R™X" mxn boyutlu reel elemanli matrislerin kiimesi
Sa A matrisinin siitun uzay1
SVvD Singiiler Deger Ayrisimi (Singular Value Decomposition)
O’ Transpoze
€ Elemanidir
vec Vektor operatorii



MATRIS DENKLEMLERININ SINGULER DEGER AYRISIMI
ILE YAKLASIK SIMETRIK COZUMLERI

OZET

Anahtar kelimeler: Moore-Penrose ters, en kiigiik kareler ¢oziimii, singiiler deger
ayrisimi (SVD), tutarsiz matris denklemi, en iyi yaklasik simetrik ¢6ziim.

Calismanin ilk boliimiinde SVD kavrami ve onun tarihsel gelisimi 6zetlenmektedir.

Ileriki boliimlerde temel araglar olacak olan bazi kavram ve teoremler Boliim 2’de
sunulmaktadir. Sonraki boliimde SVD detayli bir bigimde tartisilmakta ve sayisal bir
ornek verilmektedir.

Bolim 4’de, once, lineer denklem sistemleri ile ilgili genel bir teoriden
bahsedilmektedir. Sonra Ax = g sisteminin tutarsiz olmasi durumunda en kii¢iik
kareler ¢ozlimleri arasindan x vektoriinii bulma problemine en iyi yaklasik ¢oziim
sunulmaktadir.

Boliim 5°de, ilk olarak Boliim 4’deki sonuglar AXB = C lineer matris denklemlerine
genisletilmektedir. ikinci olarak AXB = C lineer matris denklemi ve Ax = g lineer
denklem sisteminin tutarliligi icin gerekli ve yeterli kosullar SVD yardimiyla
verilmektedir. Son olarak bu denklemlerin ¢oziimleri ig¢in genel bir ifade yine SVD
kullanilarak ortaya koyulmaktadir.

Sonraki boliimde, AXB = C tutarli matris denkleminin 6zel bir durumu olan AX = C
tutarlt matris denkleminin simetrik ¢éziimleri verilmektedir.

Bolim 7’de, son zamanlarda litaratiirde c¢alisiimakta olan, AXB = C matris
denkleminin tutarsiz olmasi durumunda en kii¢iik kareler simetrik ¢oziimleri
arasindan simetrik X matrisini bulma problemine en iyi yaklasik ¢6ziim SVD
kullanilarak ele alinmaktadir. Ayrica ortaya koyulan baglica teorik sonuglar
aciklamak i¢in sayisal bir 6rnek de verilmektedir.

Vi



APPROXIMATE SYMMETRIC SOLUTIONS OF MATRIX
EQUATIONS BY SINGULAR VALUE DECOMPOSITION

SUMMARY

Keywords: Moore-Penrose inverse, least squares solution, singular value
decomposition (SVD), inconsistent matrix equation, best approximate symmetric
solution.

In the first chapter of the work, the concept of the SVD and its historical evolution
are summarized.

Some concepts and theorems that will be fundamental tools for the further chapters
are introduced in the Chapter 2. In the next chapter, the SVD is discussed in detail
and a numerical example is given.

In the Chapter 4, first, a general theory about the linear equations systems is
mentioned. Then, the best approximate solution to the problem of finding the vector
x from among the least squares solutions set of the system Ax =g if it is
inconsistent is presented.

In the Chapter 5, firstly the results in the Chapter 4 are extended for the linear matrix
equation AXB = C, secondly the necessary and sufficient conditions for consistency
of the linear matrix equation AXB = C and the linear equations system Ax = g are
given via the SVD. Finally, the general expression for the solutions of these
equations is also established using the SVD again.

The symmetric solutions of the consistent matrix equation AX = C which is a
special case of the consistent matrix equation AXB = C are given in the next chapter.

In the Chapter 7, the best approximate solution to the problem, studied in the
literature recently, finding the symmetric matrix X from among the least squares
symmetric solutions set of the linear matrix equations AXB = C if it is inconsistent is
considered using the SVD. Moreover, a numerical example to explain the main
theoretical results established is given as well.

Vil



BOLUM 1. GIRIS

Matrisler teorisinde, matris ayrisimlarindan biri olan singiiler deger ayrisimi, cesitli
bilim alanlarinda problemlerin ¢6ziimiinde sagladigi pratiklik agisindan 6nemli bir

yere sahiptir.

Singtiler deger ayrisimi, ilk olarak iki uzayin lineer bagimsiz ortogonal doniistimleri
araciligi ile bir reel bilineer formun digerine esit yapilip yapilmayacagin belirlemek
isteyen diferensiyel geometriciler tarafindan gelistirilmistir. 1873 ve 1874 yillarinda
Eugenio Beltrami ve Camile Jordan, matris olarak temsil edilebilen bilineer
formlarin ortogonal doniigiimler altindaki degigsmezlerinin bir tam kiimesini olusturan
singiiler degerleri bulmuslar; 1889 yilinda ise James Joseph Sylvester, reel kare
matrislerin singiiler deger ayrisimin1 yapmis ve singiiler degerleri, ayrigimi yapilan
matrisin kanonik c¢arpanlart olarak isimlendirmistir. Autonne diger calismalardan
bagimsiz olarak 1915 yilinda singiiler deger ayristmina, polar ayrisim vasitasiyla
ulagmustir. Dikdortgensel ve kompleks matrisler icin singiiler deger ayrisiminin ilk
ispatini, singiiler deger ayrisimina hermit matrisler i¢in ana eksen doniistimiiniin bir
genellemesi olarak bakan, Carl Eckart ve Gale Young 1936 yilinda yapmistir. 1907
yilinda ise Erhard Schmidt bazi zayif varsayimlar altinda kompakt olan integral
operatorlerin singiiler degerlerini tanimlamis ve bu teori ilk kez singiiler deger
terimini  kullanan Emile Picard tarafindan 1910 yilinda gelistirilmistir.
Singiiler deger ayrisimini pratik hesaplama yontemleri 1954-1955 yillarinda
Kogbetliantz ve 1958 yilinda Hestenes’e kadar uzanir. 1965 yilinda Gene Golub ve
William Kahan singliler deger ayristmint  hesaplamak i¢in  bir metod
yayinlamiglardir. 1970 yilinda ise Golub ve Christian Reinsch bugiin hala sikca
kullanilan Golub/Kahan algoritmasinin degisik bir bigimini yayimnlamistir [20].

Calisma boyunca SVD ile agagida agiklanacak kavram anlasilacaktir.



UeR™™ VeR™ ortogonal matrisler ve D € R™ kdsegen olmak tizere, r

rankl1 bir A € R™" matrisinin singiiler deger ayrigimi,

A= U(g 8) yT (L1)

bi¢iminde ifade edilir. (1.1) ifadesindeki D kosegen matrisi A”A matrisinin 6z
degerlerinin pozitif karekokleri oldugundan A matrisindeki degisimler D
matrisindeki degisimlere karsilik gelir [8]. Ayrica ayrisimda sifir 6z degerleri dikkate
alinmayarak gereksiz veriler atilmis boylece daha kiicliik boyutlu matrisler elde
edilmis olur. Ayrisimdaki U ve V matrisleri lineer bagimsiz siitunlardan
olustuklarindan dolay: singiiler deger ayrisimi iliskili degerleri, iliskisiz degerlerin
kiimesine doniistiiriir. Bu haliyle SVD, 6rnegin, istatistikte kullanim alanina sahiptir
[22]. Miihendislikte ise bir yapisal sistemin singiiler deger ayrisiminin yapilmasi,
klasik metotlara gore daha fazla bilgi agiga ¢ikarmasinin yani sira, hesaplamali
alanda islemci siiresi ve hafiza kullaniminda biiyiik avantajlara sahip oldugundan
sistemin cevabinin belirlenmesi anlamma gelir. Singiiler deger ayrigimi veri
madenciligi yapilacak, gereksiz ylizlerce degiskenden olusan veri kiimesinin
boyutunu indirgemede sik¢a kullanilan bir yontemdir. Ornegin bir iiriiniin satisina
iligkin olarak diizenlenen veri kiimesinde tiiketicilerin telefon numaralari gereksiz bir
degisken olarak yer alabilir. Bu tiir gereksiz degiskenler elde edilecek Oriintiileri
kalitesizlestirebilecegi gibi veri madenciligi siirecinin yavaslamasina da yol agar.
SVD bu tiir problemlerde gereksiz verileri bosa ¢ikararak ihtiya¢ duyulan bellek ve

zaman miktarini azaltir [1, 2, 3].

Singiiler deger ayrisimi, sagladig1 bu avantajlar ile 20 yili askin siiredir arastirilan
yiiz tanima teknikleri, kara yol kopriilerinin deprem davranislarin1 inceleme gibi

giincel problemlerde sik¢a kullanilan bir yontemdir [4, 13, 17, 19].

Y= (g 8) olmak tizere Ax = g lineer denklem sisteminde A matrisinin yerine

(1.1)’deki singiiler deger ayrisimi yazilirsa,

g=Ax =UzVTx



olur. g; = ZV7Tx olmak iizere,

g1=U'g

yazilabilir. Boylece A matrisinin siitun uzayindaki g vektorii, U matrisinin siitun
uzayinda ifade edilmis olur. Benzer sekilde herhangi x € R™ vektori, V' matrisinin
siitun uzaymna gore x; = V' x biciminde ifade edilebilir. Ax = g lineer denklem
sisteminin her iki yan1 soldan U7 ile carpilir ve A matrisinin yerine (1.1)’deki

singiiler deger ayrigimi yazilirsa,

Ulg=UTAx=UTUZVTx = 2VTx = Ix,

olur. Boylece, UTg = g; ve UTg = Zx; esitliklerinden Ax = g lineer denklem

sistemine denk ve ¢oziimii daha kolay bulunabilen,

X1 =01

kosegen lineer denklem sistemi elde edilir.

A, B ve C matrisleri bilinen matrisler ve X matrisi bilinmeyen matris, x = vecX ve

¢ = vecC olmak tizere AXB = C matris denklemi,

(BT®A)x = ¢

klasik lineer denklem sistemi olarak yazilabilir.

Bu c¢alismada baglica olarak AXB = C tutarsiz matris denklemlerinin simetrik en
kiigiik kareler coziimleri arasindan en iyi yaklasik ¢Oziimiinii bulma problemi
singliler deger ayrisimini kullanarak ele alinmaktadir. Yukarida agiklanan fiziksel
problemler ve SVD’nin sagladig: basitlestirmeden dolay1 problem bu yaklasim ile ele
alimmaktadir. Calisma uygulamali bilimlerde ortaya cikabilecek olan ve benzer
matris denklemlerini igeren fiziksel problemlerin ¢oziimiinde kolaylik saglayabilir.

Calisma boyunca reel elemanli matrisler kullanilacaktir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu bolimde, sonraki bolimlerde kullanilacak olan Moore-Penrose ters, kronecker
carpim, vec operatorii kavramlari, Gram-Schmidt Yontemi ve ilgili teoremler

verilecektir.

2.1. Moore-Penrose Ters

Tamm 2.1.1. A matrisi bir mxn boyutlu matris ve G matrisi bir nxm boyutlu matris

olmak tizere,

1) AGA=A ise G’ye A matrisinin bir genellestirilmis tersi denir ve G, A~ ile gosterilir.
2) AGA=A, GAG=G ise G’ye A matrisinin bir yansimali genellestirilmis tersi denir
ve G, A; ile gosterilir.

3) AGA=A, GAG=G ve GA simetrik ise G’ye A matrisinin bir minimum normlu
yansimal1 genellestirilmis tersi denir ve G, A~ ile gosterilir.

4) AGA=A, GAG=G, GA ve AG simetrik ise G’ye A matrisinin Moore-Penrose tersi

denir ve G, At ile gosterilir [9].

Teorem 2.1.2. Her A matrisi igin bir Moore-Penrose ters var ve tektir [16].

Teorem 2.1.3. Herhangi bir A matrisinin Moore-Penrose tersi A™ olmak iizere,

1) (AN)t=4,

2) (AT)*=(a)T,

3) (ATA)* =A% (AT)*, (AATY*=(AT)* A",
4) (AATY*=AA* ve (ATA)*=A*A,

5) Eger A=0,,,,,, i€, AT=0,,, ,



6) Tekil olmayan A matrisi icin A*=A"1

dir [16].

Teorem 2.1.4. P, Q matrisleri sirastyla mxm boyutlu ve nxn boyutlu ortogonal

matrisler ve A matrisi mxn boyutlu herhangi bir matris olsun. Bu durumda,

(PAQ)* = QTA*PT

dir [7].

Tamm 2.1.5. A matrisi, m;xn; boyutlu matris ve B matrisi, m,xn, boyutlu matris

olsun. Bu durumda A ve B matrislerinin kronecker (direkt) carpimi A®B olarak

gosterilen m;myxnyn, boyutlu bir C matrisidir ve

Abll Ablz Ab1n2 \ bllA ble blnzA \
C= Ab21 Abzz Aban b21A bzzA banA
Abm21 Abm22 Abmznz bmzlA meZA bmznzA

olarak tanimlanir. C matrisinin, her biri m;xn; boyutlu olan m,n,tane alt matrisi
icerdigine ve C;; ile gosterilen ij. alt matrisinin  Ab;; olduguna dikkat etmek gerekir.

Bazen C=(C;;)=(Aby;), i=1,2,...,my, j=1,2,...,n, seklinde de yazilabilir [7].
Teorem 2.1.6. A=(a;;) , B=(b;;), C=(c;;) ve D=(d;;) uygun boyutlu matrisleri i¢in,
1) AQBRC=(A®B)®C=AR(B®C(),
2) (A+B)®( +D)=A®C + A®D + B®C + B®D,
3) (A®B)(C®D) = ACR®BD,

4) (A®B)"=A"®B"

dir [16].



Tamm 2.1.7. A matrisi, siitunlar1 a; € R™ i=1,2,...,n olan mxn boyutlu bir matris

olsun. mnx1 boyutlu vecA vektori,

vecA=(al,al, ...,a)T

olarak tanimlanir [15].

Teorem 2.1.8. A, B, C uygun boyutlu matrisler olmak iizere,

vec(ABC)=(CT ®A)vecB

dir [7].

2.2. Lineer Bagimsizlik ve Baz Kavramlari

Tamm 2.2.1. R"’de wvq,vy,..,V, vektorlerinin bir lincer kombinasyonu,
i=1,2,..,m igin ¢; skaler olmak tizere c;v; + cv, + -+ + ¢, V), seklindeki bir
ifadedir [21].

Tamm 2.2.2. R"’de iki veya daha fazla vektorden olusan kiimeye, eger vektorlerden
biri digerlerinin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabiliyorsa lineer bagimlidir
denir. Lineer bagimli olmayan kiimeye lineer bagimsizdir denir [21].

Tamm 2.2.3. S, R"’nin bir alt uzayi olsun. S’nin bir t alt kiimesine, eger S’deki her
vektor t’nun elemanlarinin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabiliyorsa S’yi gerer

denir [21].

Tamim 2.2.4. S, R" 'nin bir alt uzay1 olsun. S’nin bir 1 alt kiimesi lineer bagimsiz ve

S’yi geriyorsa, S’nin bir bazidir denir [21].

Teorem 2.2.5. t ={vy, vy, ..., VU, } kiimesi ile iiretilen R™ ’nin bir alt uzay1 S olsun. Bu

durumda t’nun S i¢in baz olacak sekilde bir alt kiimesi vardir [21].



Bir Uretici Kiimeyi Baza Indirgeme Yontemi: A, a; = v; olmak iizere nxm boyutlu
matris ve B matrisi, A’nin satir indirgenmis esolon bigimi olsun. Eger wy, wy, ..., w
vektorleri, B’nin farkli elementer siitunlarina (elemanlarindan bir tanesi 1’e esit,
digerleri 0’a esit olan vektor) doniistiiriilen t’daki vektorlerse bu durumda

To = {w1, Wy, ..., w.}, S’nin bir bazidur.

Teorem 2.2.6. S, © = {vy,v,, ..., U, } kiimesi ile tretilen R™’nin bir alt uzay1 ve
71 = {Wy, Uy, ..., Ug}, S’nin lineer bagimsiz bir alt kiimesi olsun. Bu durumda t; U 5,

S igin bir baz olacak sekilde t’nun bir T, alt kiimesi vardir [21].

Lineer Bagimsiz Bir Kiimeyi Baza Genisletme Yontemi: A matrisi, i = 1,2, ..., s igin
a; =u; vej =1.2,..,migin azy; = v; olmak iizere nx(s+m) boyutlu matris olsun.
Bir baska deyisle A matrisinin ilk s siitunu T, ’deki vektorler ve son m siitunu t’daki
vektorlerdir. B, A’nin satir indirgenmis esolon bi¢imi olsun ve wq,wy, ..., w,
vektorleri eq, ey, ..., e;’den (e; vektord, i. elemani 1’¢ esit, diger elemanlar1 0’a esit
olan vektor) baska B’nin farkli elementer siitunlarina doniistiiriilen t’daki vektorler

olsun. Bu durumda t,={wy, w,, ..., w, } dir.

Ispat. Bir iiretici kiimeyi baza indirgeme yontemine gére A matrisinin, B nin farkli
elementer siitunlarina karsilik gelen siitunlari, S icin bir baz olusturur. A’nin ilk s
stitunu lineer bagimsiz oldugundan, bu ilk s siitun B’nin ilk s siitunu olan
ei, ey, ..., e vektorlerine doniistiiriilen A’daki vektorlerdir. Dolayisiyla t41’in her
eleman1 bazdadir. Diger baz vektorlerin kiimesi T, olsun. Her bir eleman1 A’nin son
n situnundan geldiginden t,, t’nun bir alt kiimesidir. Boylece t; U T, biitiin baz

elemanlarinin kiimesidir. m

Ornek 2.2.7. v1=(1, 0, -1, 1) ve v,=(1, 1, 1, -1) olmak tizere R*’de lineer bagimsiz
vektorler kiimesi t,;={vy, v, } olsun. Bu kiimeyi R*iin bir bazina genisletelim.
R*, T ={e;, ey €3 €4} kiimesi ile iiretildiginden t; U T,, R* igin bir baz olacak

sekilde t kiimesinin bir T, alt kiimesi bulunabilir. Lineer bagimsiz kiimeyi baza



1 1 10 0 O
. ; - 0 1 01 .0 0 o
genisletme yontemi izlenerek | 1 1 00 1 0 matrisi olusturulur ve
1 -1 0 0 0 1

satir indirgenmis esolon bigime doniistiiriiliirse,

10 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 -2 0 -1
0 0 0 0 1 1

matrisi elde edilir. T kiimesinin e; ve ez vektorlerinin satir indirgenmis esolon bigimli
matrisin farkli elementer siitunlarina doniistiiriilen vektorler oldugu goriiliir. Boylece

{v1,v,, e, e3} kilmesi R* i¢in bir bazdur.

2.3. Ortogonal Bir Baz Olusturma Yontemi

Tanmm 2.3.1. V, reel sayilar {lizerinde bir vektor uzay: olsun. V’de bir i¢ ¢arpim,
V’deki her u ve v vektor ifti i¢in dyle bir fonksiyondur ki, bir reel say1 olan (u, v),

V’>deki her u, v ve w vektorleri ve her c skaleri i¢in asagidaki 6zellikleri saglar:

1) (u, v)=(v, u),

2) (u, v + w)=(u, v)+(u, w),
3) (cu, v)=c(u, v),

4) (u, u) >0 ve (u, u)=0<-u=0.

V vektor uzayina i¢ ¢arpim ile birlikte bir i¢ ¢arpim uzayi denir [21].

Oregin, u=(uq,uy, ...,u,) Ve v=(vy,v,,..,v,), R* vektér uzaymdaki keyfi

vektorler olmak tizere u ve v vektorlerinin,

(u, v) =wv; + upvy + -+ u, v,

olarak tanimlanan nokta ¢arpimlari, R" vektor uzay1 icin bir i¢ ¢arpim tanimlar. Bu

carpim genel olarak matris gosterimi ile u” v seklinde verilir [21].



Tamm 2.3.2. u vektori, bir i¢ ¢arpim uzaymda vektér olmak iizere, u’nun normu

|[u]| ile gosterilir ve |[ul|] = /(u, w) ile tamimlanir [21].

Tanmmm 2.3.3. Bir V i¢ carpim uzayinda (u,v) =0 ise u ve v vektorlerine
ortogonaldir denir. Bir S vektorler kiimesinde her bir farkli vektor ¢ifti ortogonal ise
S’ye bir ortogonal kiime denir. Ortogonal bir S kiimesinde her vektoriin normu 1 ise

S’ye ortonormal kiime denir [21].

Tanim 2.3.4. V bir i¢ carpim uzay1 ve 1, I/’nin bir baz1 olsun. Eger t ortogonal bir
kiime ise, T’ya V’nin ortogonal bir bazi, T ortonormal bir kiime ise, t’ya V’nin
ortonormal bir bazi denir [21].

2.3.5. Gram-Schmidt Yontemi (Bir Ortogonal Baz Olusturma Y dntemi)

{uq,uy, ..., u, }, V i¢ ¢arpim uzaymin bir bazi olsun. {vq, vy, ..., v,} ortogonal bazi

asagidaki sekilde olusturulur:

V1 = Uq,

_ _ (uZ'vl)
V2 = o) L

o, Quzv) o (u3vy)
Vs = Us (v1.v1) (avy) 2

(un,v1) (un,v2) (Un,Vn-1)
v, = - - — e — 21].
n = Un (v1.v1) (v2,v2) Wn-1Vn-1) " [21]



BOLUM 3. SINGULER DEGER AYRISIMI

Bu boliimde 6z deger, 6z vektor, kosegenlestirme tanimlari, spektral ayrigim ve

singiiler deger ayrisimi verilecektir.

3.1. Oz deger, Oz vektor, Kosegenlestirme ve Spektral Ayrisim

Tamm 3.1.1. Bir A matrisi i¢in AAT=AT A= ise A matrisine ortogonaldir denir [12].

Ortogonal A matrisi kare, tersinir ve A~1=A" olan matristir.

Teorem 3.1.2. nxn boyutlu A matrisi, a; A matrisinin i. siitununa karsilik gelen nx1
boyutlu vektoér olmak iizere A=(aq, a,, ..., a,) olarak ifade edilsin. A matrisinin

ortogonal matris olmasinin gerekli ve yeterli kosulu,

1) i=1,2,...,n i¢ina a;=1

2)i=1,2, ...,n,j=1,2, ..., nve i i¢in al a;=0
olmasidir [21].

Tanim 3.1.3. A matrisi bir kare matris olmak tizere, A matrisinin elemanlar1 arasinda

i#j i¢in a;; = aj; esitligi yazilabiliyorsa, A matrisine simetrik matris denir [12].

Tamm 3.1.4. A matrisi R cismi iizerinde bir nxn boyutlu matris olsun. Eger Ax=\x
olacak sekilde sifirdan farkli bir x vektorii varsa A skaleri, A matrisinin bir 6z degeri
ya da karakteristik degeri olarak adlandirilir. Bu bagmtiy1 saglayan her x vektoriine
A’nin A Oz degerine ait 0z vektdorli veya karakteristik vektorii denir [12].
A € R™™" matrisinin birbirinden farkli olmas1 gerekmeyen n tane A 6z degeri vardir

ve bu 6z degerlerin bir kismi1 ya da tamami kompleks olabilir.
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Teorem 3.1.5. nxn boyutlu bir A matrisinin en az bir tane sifir 6z degerine sahip

olmasinin gerekli ve yeterli kosulu A matrisinin tekil olmasidir [12].

Teorem 3.1.6. A matrisi, nxn boyutlu tekil olmayan bir matris ve A, A matrisinin bir

1 S ..
0z degeri olsun. Bu durumda o A~ matrisinin bir 6z degeridir [12].

Tamm 3.1.7. Eger bir D=(d;;) kare matrisinde kdsegen lizerinde olmayan tiim

elemanlar sifir ise D matrisine kdsegen matris denir [12].
Tamm 3.1.8. A matrisi ve B matrisi nxn boyutlu iki matris olsun. Eger,
B=vl4av

olacak sekilde tekil olmayan bir V' matrisi varsa A matrisi ile B matrisi benzerdir
denir [12].

Tamim 3.1.9. D=V 1AV bir kdsegen matris, yani A matrisi, bir D kdsegen matrisine
benzer olacak sekilde tekil olmayan bir V' matrisi varsa A matrisine

kosegenlestirilebilir denir [12].

Teorem 3.1.10. Birnxn boyutlu A matrisinin bir D kosegen matrisine benzer
olmasimin gerekli ve yeterli kosulu A matrisinin n tane lineer bagimsiz 6z vektore
sahip olmasidir. Burada D matrisinin kdsegen elemanlari, A matrisinin 6z degerlerdir
ve V matrisi, siitunlari A matrisinin 6z degerlerine karsilik gelen 6z vektorlerden

olusan matristir [12].

Teorem 3.1.11. A matrisi, nxn boyutlu reel simetrik bir matris olsun. A matrisinin 6z

degerleri reeldir ve her bir 6z degere karsilik gelen bir reel 6z vektor vardir [12].

Teorem 3.1.12. A matrisi, reel simetrik bir matris olmak tizere, A; ve A, A matrisinin

herhangi iki 6z degerleri ve x; ile x, sirasiyla A; ve A, 6z degerlerine Karsilik gelen
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6z vektorler olsun. Eger A, ve A, farkli ise xJ x,=0 dir. Yani x; ve x, ortogonal

vektorlerdir [12].

Teorem 3.1.13. A matrisi, nxn boyutlu reel simetrik bir matris olsun. Bu durumda

A’nin n tane lineer bagimsiz 6z vektorii vardir [12].

Tamm 3.1.14. Sifir olmayan her x vektorii igin x” Ax >0 esitsizligini saglayan reel
simetrik bir A matrisine pozitif kararsiz matris denir [12].

Pozitif kararsiz matrislerin higbir 6z degeri negatif degildir [12].

Tamm 3.1.15. A matrisi, nxn boyutlu reel simetrik ve pozitif kararsiz bir matris
olsun. D kosegen elemanlar1 pozitif olan kdsegen matris ve V nxn boyutlu bir

ortogonal matris olmak iizere, A matrisi,

'@ v

seklinde ifade edilebilir ve bu ayrisima A matrisinin spektral ayrisimi denir [8].

Gergekten nxn boyutlu reel simetrik A matrisinin n tane lineer bagimsiz 6z vektori
vardir ve bu durumda V matrisi bu lineer bagimsiz 6z vektorlerden olugan ortogonal
bir matristir. Ayrica A pozitif kararsiz matris oldugundan, A’nin hicbir 6z degeri
negatif degildir ve bu 6z degerlerin pozitif olanlar1 D kdsegen matrisi olusturur.
Bundan sonraki asil ¢aligmamiz spektral ayrisimin daha genel bir ifadesi olan A

matrisinin kare olmamasi durumundaki ayrigimdir.
3.2. Singiiler Deger Ayrisimi

Teorem 3.2.1. A, r rankli mxn boyutlu bir matris olsun. nxn boyutlu V ortogonal

matrisi ve rxr boyutlu tekil olmayan D késegen matrisi,

VTATAV=(DO i 8) (3.1)
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esitligini saglasin. V matrisi, V/; matrisi r stitunlu bir matris olmak tizere V=(V;, ;)
olarak pargalansin. U matrisi, U;= AV;D~! ve U,, siitunlar1 U; matrisinin siitunlarina

dik olan mx(m — r) boyutlu bir matris olmak tizere U =(U;, U,) olsun. Bu durumda,

uTav=(? O)

0 0 (3.2)

dir. (3.2) ifadesindeki (D 0) matrisi, sirasiyla r=0, r=m, r=n, r=m=n oldugunda

0 0
0, (D,0), (g ) ve D bigimlerinde olur [8].

Ispat. V=(V;, V) oldugundan,

DZ 0 —yT aT — [1T T
=V 'A"AV= ATAV ,[/

_ <V1TATA

VZTATA> (VL VZ)

viATav, VvIATAv,
viATAv, V]AT AV,

dir. Buradan,

VI AT Av,=D?, VI AT AV,=0, V] AT Av,=0, V.] AT AV,=0

yazilabilir.

0=VJ AT AV,=(AV,)T (AV,) esitliginden,

AV,=0 (3.3)
oldugu goriiliir. Teoremin ifadesindeki,

U,=AV;D1 (3.4)
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esitliginin her iki yani sagdan D matrisi ile ¢arpilirsa,
U1 D=A V1 (3 . 5)

esitligi elde edilir. (D™1)T=D"! oldugu gbz 6niine alinarak (3.4) esitliginin transpozu

alinirsa,
ur'=p=tyraT (3.6)
olarak bulunur. (3.3), (3.5) ve (3.6) esitlikleri géz 6niine alinirsa,

_ (D7l ATAv; U0
-\ uvlup ulo

_( D~1D? 0)
S \(U{U)™D 0

=( o)

UTAV,  UTAV.
UTAV:(Ul,UZ)TA(Vl,VZ):<1 - 2>

ulav, ulav,

elde edilir.m

Boylece teoremin (3.1) esitligini saglayan nxn boyutlu bir V ortogonal matrisi ve
pozitif kdsegen elemanli rxr boyutlu D kdsegen matrisi vardir. Ayrica teoremdeki U
matrisi ortogonal alinabilir. Bunu gdrmek i¢in D matrisini, kdsegen elemanlar1 AT A
matrisinin sifirdan farkli fakat birbirinden farkli olmasi gerekmeyen r tane 6z
degerinin pozitif karekokleri olacak sekilde, V matrisini de teoremin (3.1) esitligini
saglayan nxn boyutlu ortogonal bir matris olarak secelim. Bir matrisin sifir uzayi ile

0 matrisin transpozunun siitun uzay1 birbirinin ortogonal tiimleyeni oldugundan,
N{UDHS Sy, =R™
ve dolayisiyla

dim[V (UT)]+dim(Sy, )=m
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yazilabilir. Matrisin siitun uzayimin boyutu o matrisin rankini verdiginden,

dim[NV (UD]+rank(U;)=m

dir.

Ulu, =D~ ATAv,D~'=D~1D?D1=], (3.7)
esitligi ~ ve  rank(U;) =rank(UTU;) =r oldugu géz ©Oniine alinirsa

dim[NV (U)]=m — r bulunur. U, matrisinin siitunlar1 V(U7 ) nin ortonormal bazi

olacak sekilde segcilirse,

ur uru, U'vu I 0
UTU: 1 U,U - 1Y1 1Y2 :( r )zl
<UZT>( v U2) (u{m vlu, )\ 0 n

elde edilir.

Sonu¢ 3.2.2 A, r rankli mxn boyutlu bir matris ve D matrisi kdsegen elemanlari

pozitif olan rxr boyutlu kosegen matris olmak tizere,

(3.8)

vrav=(2 ?)

0 0

olacak sekilde mxm boyutlu U ve nxn boyutlu V ortogonal matrisleri vardir. U ve V

matrisleri ortogonal oldugundan (3.8) sagdan V7 ile, soldan U ile garpilirsa A matrisi

A=U (g 8) yT (3.9)

bi¢ciminde ifade edilebilir. (3.9) ifadesine mxn boyutlu A matrisinin singiiler deger

ayrigimi1 denir [8].

D matrisi, kdsegen elemanlar1 s; skalerlerinden olusan rxr boyutlu késegen matris,

U; swrasiyla r tane uq,u,,...,u, situndan olusan matris ve V; sirasiyla r tane
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Vi, Vs, ..., U, siitundan olusan matris olmak tizere A matrisinin singiiler deger

ayrisimi,
_ (D 0\, 7_ D o[V
=0 (@ Qvr=w.un (8 9)(1%)
=U,DV{
:er=1 SiuiUiT (3.10)

bi¢iminde yada sy, S, ..., S, kdsegen elemanlarindan farkli olanlar @4, ay, ..., a; ile

gosterilmek fizere j = 1,2, ..., kigin [; = {i:s; = aj} Ve q; :ZiEL]- w;v! alinirsa,

A=Y, a5 g (3.11)
bi¢iminde de ifade edilebilir [8].

Teorem 3.2.3. A matrisi mxn boyutlu bir matris olsun. U mxm boyutlu, V nxn

boyutlu ortogonal matrisleri ve D rxr boyutlu tekil olmayan késegen matrisi,
Truo_(D O

urav=( 0 0)

esitligini saglasin. Bu durumda U; matrisi ile V; matrisi r siitunlu matrisler ve
U= (Ul, Uz), V:(Vl, Vz) olmak tizere,

rank(4) =r, (3.12)
T AT ar—(D% 0

VAT av=( A O), (3.13)
T AT —(D? 0

uT AA U_( A 0), (3.14)

U, = AV;D71, (3.15)
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Vv, =ATUu,D! (3.16)
dir [8].

Ispat: D matrisi rxr boyutlu kdsegen matris oldugundan rank(UTAV) = r dir. Bir
matrisi sagdan ve soldan tersinir matris 1ile ¢arpmak matrisin rankini
degistirmeyeceginden,

r =rank(UT AV)=rank(4)

dir. U ve V matrisleri ortogonal oldugundan,

D? 0)’

VTATAV = VTATUUTAV:(UTAV)T(UTAV):(g O)T (D 0):( 0 0

0 0

UTAATU=UT AVVTATU =(UTA V) (UTAV)T:(IS 1 O)T - (D2 0)

0/\0 0 0 0
dir.
D 0 r ul urav, ufav,
=UTAV = AWV = 3.17
(0 0) (U{) (n.V2) (UZITAV1 ug AV, (3.17)
esitliginden,

Ul Av,=D ve Ut AV,=0
oldugu ve

Ui
T

L,=UTU=0UT=(U,,U,) (U
2

>=U1U1T +U,UT (3.18)

esitliginden de,



UL Ul =1, — U,U]

oldugu g6z oniine alinirsa,

U, = U;DD' = U, (UTAV))D! = (U,UH AV, D!
= (I, — U,UAV, D1
= AV;D~! — U,(UTAV;)D!
= AV;D~1-U,0D!
= AV;D™!

olarak bulunur. Ayni sekilde (3.17) esitliginden,

Ul Av,=0, UT AV,=0 oldugu ve

v

VT>:V1V1T+V2 vy
2

L= VVT:(VlvVZ)(

esitliginden de,
wil=r, —v,vrf

oldugu g6z oniine alinirsa,

vV, =V, DT (D"t =v,(ufav)"™Dt = vl ATu, D!
= (In-V2V; )ATU D™}
= ATU D™=V, (UT AV,)T D!
=A"u;p7' - v,0D!
=ATU; D!

olarak bulunur.=

18

(3.19)
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A=U (g 8) VT ayrisimindaki D kosegen matrisinin  kosegeni iizerindeki

S1,S3, ..., S, elemanlari, AT A matrisinin sifirdan farkli fakat birbirinden farkli olmasi
gerekmeyen 0z degerlerinin pozitif karekokleridir. Bu degerler U ve V ortogonal
matrislerinin se¢iminden bagimsiz olarak tektirler. sq,s,,...,s, skalerlerine A’nin
singiiler degerleri denir ve sayilar1 A matrisinin ranki kadardir. Ayrica ayrisimdaki U
ortogonal matrisinin, siitunlart AA”T matrisinin 6z degerlerine karsilik gelen 6z

vektorlerdir. Bunlarin ilk r tanesi s;2,s,%, ...,s,2

0z degerlerine karsilik gelen 6z
vektorler, kalan m —r tane siitunsa sifir 6z degerlerine karsilik gelen oz
vektorlerdir. V ortogonal matrisinin siitunlari da ATA matrisinin 6z degerlerine
karsilik gelen 6z vektorlerdir. Bunlarin ilk r tanesi 512,522, ...,sr2 0z degerlerine
karsilik gelen 6z vektorler, kalan n — r tane siitunsa sifir 6z degerlerine karsilik
gelen 6z vektorlerdir. U; = AV, D! esitliginden V matrisinin ilk 7 siitunu belli iken
U, tek tiirlii, V; = ATU; D! esitliginden U matrisinin ilk r siitunu belli iken V; tek

turli belirlidir.

Tamm 3.2.4. A matrisi, mxn boyutlu r rankli bir matris olsun. sy, S, ..., s, skalerleri,

A matrisinin singiiler degerleri olmak iizere, A matrisinin Frobeniiis normu,
—(c. 2 2 2\l
AlI=(s1" + s2°+ -+ 5,%) /2

olarak ifade edilebilir [8].

Bir A matrisinin, Frobeniiis normu [|A]|= (iz(ATA))l/Z ve singiiler deger ayrisimi

D 0

AzU(o 0

) VT olmak tizere,

IA|I2 = iz(ATA) = iz [V (g 8)T uTu (g g) VT]

@ YC 9y

esitliginde uygun boyutlu herhangi iki B ve C matrisleri igin iz(BC) = iz(CB)

oldugu kullanilirsa,
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Al = iz [( 27 OY]=si? 5,24 45,

elde edilir. Boylece
AII=(s;? + 5524+ + 5,2) /2
dir.

Teorem 3.2.5. D matrisi, sq, Sy, ..., S, pozitif kosegen elemanlarindan olusan kosegen

matris olmak lizere, A mxn matrisinin singiiler deger ayrisimi,

wo® O

olsun. Bu durumda Ej=diag(l/s,,1/s,.....1/s) olmak tizere A matrisinin

Moore-Penrose tersi,

At=y (%1 g) ur

seklinde ifade edilir [8].
Ispat: D kosegen matris oldugundan, E; :diag(l/sl , 1/52 Y 1/Sr) olmak {izere,
D o\"_(D* 0y_ (D! 0\_(E 0
(0 0) _(0 0)_( 0 0)_(0 0)
olarak yazilabilir. Boylece U ve V matrislerinin ortogonal oldugu g6z 6niine alinirsa,

2= @@ ) =@ N wr=v(E Y
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bulunur ki bu ifade AT matrisinin singiiler deger aynsimidir ve A* matrisinin

singiiler degerleri A nin singiiler degerlerinin ¢arpmaya gore tersleridir.m

Simdi bir A matrisinin singiiler deger ayrisimi i¢in 6rnek verelim.

Ornek 3.2.6. A matrisi,

2 —4
2 2
-4 0
1 4
olsun.
T.-(25 0 . i 9 . _ _ .
A A—( 0 3 6) matrisinin 6z  degerleri 4;=36 ve 1,=25  dir.

A1=36 0z degerine karsilik gelen bir 6z vektor x; = ((1)) ve A,=25 6z degerine

1

0) dir. Bu durumda V' ortogonal matrisi x; ve x;

karsilik gelen bir 6z vektor x, = (

0z vektorlerinden olusan,
_(0 1
V= (1 o)

matrisidir. D matrisinin kosegen elemanlart ATA nin 6z degerlerinin pozitif

karekokleri oldugundan,
6 0

b= (0 5)

ve rank(A)=2 oldugundan,

n=v=(y o)

olur. U;= AV, D! esitliginden U; matrisi,
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olarak bulunur. U; matrisi, R*’iin bir bazina genisletilir ve bu baz Gram-Schmidt

yontemi ile ortogonallestirilirse,

23 %5 Bpas \
I 1/3 2/5 14/ y9E 64/89 I
0 s "lys */g /l

2
1, 82 —32
/3 /s /225 /89

ve daha sonra ortonormallestirilirse U matrisi,

_ 89
/2/3 °ls /70038 0 \
s 2 14/m */ 5596
—4 / 24-/
0 /5 V20025 V5696

2 1 82 ~32
/s /s /\/2002 /\/569

olur ve bdylece A matrisinin singiiler deger ayrisima,

_ 89
(2/3 2/5 /\/2002 \‘
14 64 6 0
Ao s %s /\/20025 /\/569 1[0 5 r
- —4 72/ 24/ | 0 0 1 O)
0 /5 V20025 V5696 | \o o
2/3 1/ 82/ —32/ /
5 V20025 V5696

olarak bulunur.



BOLUM 4. LINEER DENKLEM SiSTEMLERI

A € R™" g€ R™ ve x € R" olmak tizere n bilinmeyenli m denklemden olusan bir

sistem,

Ax =g 4.2)

olarak yazilir. A matrisine ve (A: g) ekli matrisine (4.1) denklem sisteminin
sirastyla katsayilar matrisi ve ekli matrisi denir. Bundan baska m = n olmasi
durumunda (4.1) sistemine kare sistem, g=0 6zel durumunda da homojen sistem

denir.

4.1. Ax = g Sisteminin Coziimlerinin Varhgi

Bu kisimda (4.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin varligi ile ilgili baz1 6zellikler
verilecektir. Lineer denklem sistemlerinin ¢oziim yapilarmmi asagidaki iki temel

teorem ortaya koyar.

Teorem 4.1.1. (4.1) seklindeki bir lineer denklem sistemi verilsin. Ayrica p ve q

sirasiyla A ve (A4 i g) matrislerinin ranklari olsun. Bu durumda (4.1) sistemi,

1) p < q ise ¢ozlime sahip degildir.
2) p = q = nise bir tek ¢oziime sahiptir.
3) p=q ve p<n ise n—p tane parametreye bagli sonsuz coklukta ¢oziime

sahiptir [21].



24

Teorem 4.1.2. A, nxn boyutlu bir matris olmak {izere asagidakiler denktir:

1) A tersinirdir.
2) Herhangi bir g vektorii igin Ax = g denklem sistemi bir tek ¢ozlime sahiptir.
3) Ax=0 homojen denklem sistemi yalnizca asikar (x=0) ¢6zlime sahiptir.

4) A’nin satir indirgenmis esolon formu I birim matrisidir [21].

Yukaridaki teoremlerden goriildiigii iizere Ax = g denklem sisteminin ¢oziimlerinin
yapist farkli irdelemeleri icermektedir. Asagida verilecek olan Moore-Penrose

terslerin kullanimini igeren teorem, ele alinan problem i¢in genel bir teoridir.

Teorem 4.1.3. (4.1) sisteminin tutarli olmasinin gerekli ve yeterli kosulu AA*g = g

olmasidir [7].

4.2. Ax = g Sisteminin Coziimlerinin Sayisi

Bu kisimda Ax = g lineer denklem sisteminin en az bir ¢éziime sahip oldugu kabul

edilerek ¢ozlimlerin sayisi tartigilacak ve genel ¢oziimiin bigimi ortaya koyulacaktir.

Teorem 4.2.1. A matrisi mxn boyutlu bir matris olmak iizere, Ax = g lineer
denklem sistemi bir ¢éziime sahip olsun. h, herhangi bir nx1 boyutlu parametreler

vektora olmak tizere,

xo=Atg+(I—ATA)h 4.2)

seklinde yazilan x; vektorlii bir ¢oziimdiir. Ayrica sistemin her ¢oziimi bir nx1

boyutlu h vektorii igin (4.2) bigiminde yazilabilir [18].

Sonug 4.2.2. Ax = g sistemi tutarli ise, xy=A" g nin sistemin tek ¢éziimii olmasinin

gerekli ve yeterli kosulu AT A=I olmasidir [7].
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Sonug 4.2.3. A matrisi, mxn boyutlu bir matris olmak tizere Ax = g lineer denklem
sistemi tutarli ise, sistemin bir tek ¢6zliimiiniin olmasinin gerekli ve yeterli kosulu

A’nin rankinin n olmasidir [7].

4.3. Tutarsiz Lineer Denklem Sistemlerinin Yaklasik Coziimleri

(4.1) lineer denklem sisteminin tutarsiz oldugu, yani sistemi saglayan herhangi bir x

vektoriiniin olmadigi kabul edilirse, bu durumda (4.1) sistemi,

Ax — g = e(x) (4.3)

olarak yazilabilir. Burada e(x) bir kalan vektor ya da sapmalar vektoridiir. (4.1)
sistemini saglayan bir x, vektori olsaydi, bu e(x) = 0 olacak sekilde bir x, vektorii
oldugu anlamina gelecekti. Eger e(x) = 0 olacak sekilde bir x vektorii yoksa e(xg)
“kiiclik™ olacak sekilde bir x vektorii arastirilmak istenebilir. x, boyle bir vektor ise,
bu durumda x, vektoriine Ax = g sisteminin bir “yaklasik” ¢6ziimii denir. Eger x
vektorii (4.3) denkleminde, diger tiim x vektorlerine gore daha kiigiik bir e(x)’i
veriyorsa, x, vektoriine Ax = g lineer denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢ozliimii
denir [7].

Not. Ax = g lineer denklem sisteminin ¢6ziimii olmasa bile, bazen Ax — g = e(x)

ifadesinin yerine Ax = g yazilacagina dikkat etmek gerekir.

Ornek 4.3.1. Ax = g sistemi,

X1+Xxy =2

2X1+2X2=2 (44)

3X1 +3x2 =3

olsun. Bu sistemin tutarsiz oldugu aciktir. Coziime bir alternatif olarak f(xq,x;)

sapmalarin karesi yani,

f(xl,x2)=(x1 + Xy — 2)2 +(2x1 + ZXZ - 2)2+(3x1 + 3x2 - 3)2
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olmak tizere f(x1,x,)’yi minimum yapacak sekilde x; ve x,’yi bulmak gerekli olsun.
(4.4) sisteminin bir x;=x{ , x,=x) c¢oziimiine sahip olmasmin gerekli ve yeterli
kosulu f(x, x)=0 olmasidir. C6ziim olmayan x; Ve x, degerleri icin, f(xq,x,)>0
oldugu agiktir. Boylece f(x1,x;) minimum olacak sekilde x; ve x, degerlerini
bulmak gerekir ve buna yaklasik ¢oziim denir. Bu degerleri belirlemek i¢in analiz

bilgisi kullanilirsa,

0f(x1xp) _ o OFCixa) _
axl , aXZ

0

elde edilir. Bu ifadeler,

14x,+14x,=15
14x,+14x,=15

0zdes denklemlerini verir. Boylece 14x;+14x,=15’1 saglayan herhangi x; ve x, icin
f(x1,x3) minimumdur. Dolayisiyla f(xq,x;) sapmalar kareleri toplamini

minimumlastirma kriteri tek bir ¢oziim vermez. f(xq,x;) yi minimumlagtiran tiim x;
< . X1 .. . S
ve x, degerleri arasindan x = (x2> olmak iizere ||x” x||=x? + x3 ifadesini minimum

yapacak olan degerleri segmek gibi ilave bir kriter daha olmalidir. Ornekte

g(xq,x5)= x? + x2 ifadesi 14x,+14x,=15 kisitlamasina gbre
minimumlastirilmalidir. Yine analiz bilgisi kullanilarak, x{ = x9 = % elde edilir.

Simdi xy=A" g vektdriiniin ayn1 ¢6ziim oldugu gériilecektir. Eger A* hesaplanirsa,

w36 1)

bulunur ve A* g hesaplanirsa,

ro=4(9)
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elde edilir. Bunlar (4.4) esitligindeki sisteme yaklasik ¢6ziim olarak 6nceden bulunan

degerlerle aynidir.

Tanmim 4.3.2. A matrisimxn boyutlu bir matris olmak fiizere x, vektoriiniin
Ax — g = e(x) denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢6ziimii olarak tanimlanmasinin

gerekli ve yeterli kosullart:

1) R™’deki tiim x ler icin (Ax — g)" (Ax — g) = (Axy — g)" (Axy — g) bagmtisinin
saglanmasi,
2) (Ax — )" (Ax — g) = (Axg — 9)T (Axy — g) seklindeki tim x # x, vektodrleri

icin xTx > x," x, bagmtisinin saglanmasidir [7].

Teorem 4.3.3. Ax = g denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢oziimii x, = ATg
dir [7].

Not: En iyi yaklasik ¢6ziim daima var ve tektir.

Sonug¢ 4.3.4. Herhangi bir mxn boyutlu A matrisi ve herhangi bir mx1 boyutlu g
vektorii igin, x vektdrii R” iizerinde degismek iizere (Ax — g)T (Ax — g) niceliginin

minimumu g” (I — AA™) g dir [7].
4.4. En Kiiciik Kareler Coziimii

Uygulamali bilimlerde kullanilan bu yontem Ax — g = e(x) seklinde ifade edilen
tutarsiz lineer denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢oziimii ile olduk¢a yakindan
iligkilidir ve problem (e(x))Te(x) minimum olacak sekilde bir x, vektori
bulmaktir. Bu kosulu saglayan herhangi bir x vektoriine (4.3) sisteminin bir en kiiciik

kareler ¢oziimii denir [7].

Tammm 4.4.1. A matrisi mxn boyutlu bir matris olmak {izere x, vektoriiniin
Ax — g = e(x) sisteminin bir en kii¢lik kareler ¢oziimii olarak tanimlanmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul R"’deki tiim x ler igin,
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(Ax — g)" (Ax — g) = (Axo — )" (Axo — 9)
bagintisinin saglanmasidir [7].

Not: (4.3) denklemindeki esitlik durumunu saglayacak sekildeki x’lerin bir kiimesi
varsa en kiigiik kareler ¢oziimii i¢in olan kisitlamalardan daha c¢ok degildir. Bu
gergek, bir en iyi yaklasik ¢6zliim ve bir en kiigiik kareler ¢oziimii arasindaki farktir.
Boylece bir sistemin bir¢ok en kiigiik kareler ¢oziimii olabilir. En iyi yaklasik ¢oziim
her zaman en kiiciik kareler ¢oziimiidiir. Ancak tersi her zaman dogru degildir.
Dolayisiyla en iyi yaklasik ¢oziim, en kiigiik kareler ¢6ziimlerinin kiimesi {izerinden

aranir [7].

Teorem 4.4.2. nx1 boyutlu x, vektoriiniin Ax — g = e(x) sisteminin bir en kii¢iik

kareler ¢6ziimii olmasinin gerekli ve yeterli kosulu,

(Axg — g)" (Axg — g)=g" (I — AAN)g

olmasidir [7].

Teorem 4.4.3. Birnx1 boyutlu x, vektoriinin Ax — g = e(x) sisteminin bir en

kiigtik kareler ¢6zlimii olmasinin gerekli ve yeterli kosulu x(’1n,

Ax=AA*g

matris denklemini saglamasidir [7].

Sonuc 4.4.4. Bir nx1 boyutlu x, vektoriiniin Ax — g = e(x) sisteminin bir en kiigiik

kareler ¢6ziimii olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul x;’1n

AT Ax=ATg

matris denklemini saglamasidir [7].
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AT Ax=AT g denklemler kiimesine Ax — g = e(x) sisteminin normal denklemleri

denir.

A bir mxn matris, g mx1, x nx1 boyutlu vektorler ve h herhangi bir nx1 boyutlu
vektor olmak lizere Ax = g denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in iki durum s6z

konusudur:

1) Sistem tutarli (AA* g = g) ise, genel ¢oziim x=A"g+(I — AT A)h,
2) Sistem tutarsiz (AA*g # g) ise, ¢oziim yoktur ve en iyi yaklagik ¢oziim x=A"g

ile bulunur.



BOLUM 5. LINEER MATRIiS DENKLEMLERI

A, B ve C matrisleri sirasiyla myxm,, myxmy, ve myxmy, boyutlu bilinen matrisler ve

X bir myxmg3 boyutlu bilinmeyenler matrisi olmak {izere,

AXB =C (5.1)
seklindeki bir denkleme genel olarak bir lineer matris denklemi denir. Bu bdlimde
(5.1) seklindeki matris denklemleri ve bu tiir denklemlerle iliskili Boliim 4’de ele
alinan problemlere benzer problemler incelenecektir.

5.1. Matris Denklemlerinin Coziimlerinin Varhgi

(5.1) lineer matris denklemini saglayacak en az bir m,xms boyutlu X matrisi varsa,

matris denklemine tutarlidir denir. Aksi halde denkleme tutarsizdir denir.

Teorem 5.1.1. (5.1) matris denkleminin tutarli olmasinin gerekli ve yeterli kosulu
AATCB*B = C olmasidur.

Ispat. (5.1) matris denklemi tutarli ve X;, denklemi saglayan bir matris olsun. Bu
durumda AX;B = C dir. AX;B = C denklemi soldan AA" ile sagdan B*B ile
carpilirsa,

AATAX{BBTB=AATCB*B

olur. Moore-Penrose tersin dzelliginden dolay: esitligin sol tarafi AX; B dir. Boylece,

C=AA"CB'B
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olarak bulunur. Simdi AAT™CB*B = C olsun. Ozel olarak X=AYCB™ alinir ve

denklemde yerine yazilirsa,

AXB =C

olur. Boylece X=A*CB™* nin bir ¢dziim oldugu goriiliir. m

Teorem 5.1.2. AXB = C lineer matris denklemi bir ¢6ziime sahipse, her m,xms

boyutlu H matrisi igin,

X,=A*CB*+H — A*AHBB* (5.2)
ile tanimlanan X; matrisi bir ¢6ziimdiir. Bundan baska AXB = C lineer matris
denkleminin her ¢6ziimii bir myxms; boyutlu H matrisi i¢in (5.2) bi¢iminde

yazilabilir [7].

Matris denklemleri, lineer denklem sistemlerinin bir genellestirilmisi olarak ele
alinabilir. Bu 0Ozdeslestirme gercekten yerindedir. Ciinkii AXB = C denklemi

kronecker ¢arpim yardimiyla,

(BT®A)x =c

seklinde ifade edilebilir. Burada x, X’in siitunlarinin sirastyla alt alta yazilmasi ile
elde edilen bilinmeyenler siitun vektorii ve ¢, C’nin siitunlarinin sirasiyla alt alta
yazilmasiyla elde edilen bilinenler siitun vektoriidiir. Bu gosterim ¢ergevesinde

(BT®A)x = c lineer denklem sisteminin genel ¢dziimii,

x=(BT®@A)*c+[I — [(BT®A)T(BT®A)]h

olarak elde edilir. Burada h uygun boyutlu keyfi bir siitun vektordiir. Elde edilen bu

x ¢Oziimi, tekrar matris formatinda yazilirsa,

X =A"CB*+H — ATAHBB*
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elde edilir. Dolayisiyla bu iki ifadenin denk oldugu goriiliir.

5.2. Matris Denklemlerinin Singiiler Deger Ayrisinm fle Tutarhh@inin

Incelenmesi

Uy = (Uy,, Uy,), Vi = (Va,,Va,) ortogonal matrisler olmak iizere A matrisinin

singiiler deger ayrisimu,

A=U, (%A g) VT (5.3)

Up = (Up,, Ug,), Vg = (Vp,,Vp,) ortogonal matrisler olmak iizere B matrisinin

singiiler deger ayrisimi,
B=u, (%5 O)vy, (5.4)
olsun. Bu durumda AXB = C denklemi,

U, (%A 8) VI XU, (%B 8) VIi=cC (5.5)

biciminde ifade edilebilir. (5.5) matris denklemi,

X =vIxug (5.6)

ve

N ¢, C

C=U} CVB=< 1 JZ) (5.7)
CZl CZZ

olmak tizere,

(¢ 0%(5 o)=¢ 8



33

matris denklemine denktir.

Teorem 5.2.1. AXB = C matris denklemin tutarli olmasinin gerekli ve yeterli kosulu,

(C 'C~22)V19T:UAT2 =0 (5.9)
Ciz2 \_ _

Ug| =° |=CVp,=0 (5.10)
Ca2

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda Z,, Z3,Z, matrisleri uygun boyutlu keyfi

matrisler olmak tizere AXB = C matris denklemin genel ¢6ziimdi,

D€y Dgt 7,
Z3 Zy

0 Z

T
. 24) Ul (5.11)

X=V ( )Ug = A*CB*+V, (
bi¢imindedir [6].
Ispat. AXB = C matris denkleminin tutarli oldugunu kabul edelim. Bu durumda

AXB = C olacak bicimde en az bir X ¢oziimii vardir. A veé B matrislerinin singiiler

deger ayrisimlari, AXB = C matris denkleminde yerine yazilirsa,

Vi 143
C= (UA1’ UAZ) (DA 0) ATl X(UBI’ UBZ) (DB O) l;'l
0 O Vy 0 O VBz

Vi Vi,
= (Ua, D4, 0){ ,r ) X(Us, D5, 0){
Vi Vi,
ve buradan da,
C = Uy, DV, XUp, DpVj, (5.12)

oldugu goriiliir. (5.12) denkleminin her iki yani soldan UAT2 ile garpilirsa,

Ui,C=0 (5.13)
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sagdan Vg, ile carpilirsa,
CVg, =0 (5.14)

elde edilir. (5.7) esitliginden C matrisi gekilir ve (5.13)’de yerine koyulursa,

N ¢y, C
0=UJC=UJ U CVL = U] (Us,, Us,) <C}1 612> T
21 22

C1 Cyp
= (UAZ UAZ Cy1 UAT2 UAzézz)VB
= U,Zz UA2(€21 522) VBT (5.15)

olur. U}ZUA2 matrisi tersinir oldugundan (5.15) esitliginin her iki yani soldan

(Ug2 UAZ)_1 matrisi ile ¢arpilirsa,
(G C) Vi =0

olarak bulunur. Benzer sekilde C matrisinin yerine (5.14)’de U,CV§  matrisi

koyulursa,

0 =CVy, = UsCViVp, = Uy

c
}2> Vi Vg, (5.16)

olur. VBT2 Vp, matrisi tersinir oldugundan (5.16) esitliginin her iki yani soldan

(VBT2 Vs,) ~1 matrisi ile ¢arpilirsa,



olarak bulunur.

Simdi teoremin yeterlilik kismin1 ispatlayalim.

35

(Co1,C0)VE= U] C=0 ve U, <glz>: CVp,=0 olsun. AXB = C matris denkleminin,

22

(5.8) matris denklemine denk oldugunu ve Teorem 5.1.1°1 g6z Oniine alirsak,

G OG0 oG 9=6 e

olur.

. ur ul cv,
C= UJCVg= < ATI>C(V31,VBZ) :( ‘;1 By
Uz, U;,CVg,

Ux,C=0, CV,=0 oldugu goz Sniine alinirsa,

(U;,flcv,g1 0) _ (UATlCVBl U/lTlCVBZ) _ ¢
0 0 Uzz CVp, UI{ZCVBZ

yazilabilir. Boylece,

+ +
(6 (5 o) ¢(7 o) (7 o)=¢

Ui CVg, 0

0

Ui, CVp,
Ux,CVs,

Us,CVp, Uy, CV, (1 0)
Ui,CVp, U4, CVg,J\O O

0

) oldugu ve kabuliimiizden
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oldugu goriiliir ve (5.8) matris denkleminin dolayisiyla AXB = C matris denkleminin

tutarlilig1 gosterilmis olur.

Son olarak genel ¢oziimii ifade edelim.
L . . Zy Z .
Zy,Z,Z3,Z, matrisleri keyfi matrisler ve Z:(Z1 Zz) olmak iizere (5.8) matris
3 4

denkleminin genel ¢oziimii Teorem 5.1.2°ye gore,

S [ A BN I EL G [
(

o Yer-Cf G 92 O

0 0 0 0 0
:(D—lﬁ11 DA‘lﬁu) D5 o>+(21 Zz)_(l 0)<21 Zz>(1 0)
0 0 0 0 Zz Z,) N0 0/\Z3z Z,)\0 0
- (DA_lz'llDB—l 0) + (Zl Zz) _ (Zl 0)
0 0 Z3 Zy 0 0
-1 p-1
:<DA C¢1,Dp 0)_,_(0 ZZ>
0 0 Z3 Z4
- (Pa'CuDs" 2 (5.17)
Z3 Zy '

dir. X = VI XUy esitliginden X matrisi cekilir ve X yerine (5.17)’deki karsiligt

koyulursa AXB = C matris denkleminin genel ¢6ziimii,

D7C. Dl Z
X=VA< A le B ZZ) up (5.18)
3 4
D;IC.. D' 0 0 Z
=VA(A 61 B 0>U§+VA(23 Zj)ug

Il
<

A(DA_1 0) Cii Crz (Dz?jL 0)U§+VA(O ZZ)Ug
0 0/\Cy Cyp/\0 0 Z3 Zy

Dl 0)\,,r C~11 C~12 T (D_1 0) T ( 0 Zz) T
V ( A ) U, Uyl - - VeV B U + 7V U
A 0 0 A YA <C21 CZZ BVYB 0 B A Z3 Z4 B

_v (D2 O\ o (G G\ pr, (Dp OV p (0 Zz)r
=i (2 ) UAUA<C~21 o ive (g o) UB+valy, 72U

0 Z
= A*CB*+V, (23 Zi) Ul (5.19)
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olarak bulunur. m

5.3.Tutarsiz Matris Denklemlerinin Yaklasik Coziimleri

Oncelikle sunu belirtmekte fayda vardir ki ||A]| sembolii ile reel matrisler icin

Frobenius normu anlasilacaktir.

Lineer denklem sistemlerinde oldugu gibi AXB = C matris denkleminin tutarsiz
oldugu yani, bu denklemi saglayan herhangi bir X matrisinin olmadig1 kabul edilirse,
bu durumda ||[AXB — C|| kii¢iik olacak sekilde bir X matrisi arastirilmak istenebilir.
Bu sekildeki bir X matrisine matris denkleminin yaklasik ¢6ziimii denir. Eger bir X
matrisi diger tim bu sekildeki X matrislerine gore ||AXB — C||’yi daha kiigiik

yapiyorsa X;’a en iyi yaklasik ¢oziim denir.

AXB = C matris denkleminin (BT ®A)x = ¢ alisilagelmis lineer denklem sistemi
olarak yazilabilecegi bilinmektedir. Sonug¢ olarak, bdyle bir denklem sisteminin
yaklasik ¢6ziimleri ve en iyi yaklasik ¢6ziimii Bolim 4’deki gibi ilerlenerek elde
edilebilir. En iyi yaklasik ¢Oziimiin Bolim 4’de verildigi gibi en kii¢iik kareler

coziimleri igerisinden aranmasi yeterlidir.

Teorem 5.3.1. AXB = C matris denkleminin en iyi yaklasik ¢oziimii

X=A*CB* (5.20)
dir.

Ispat. AXB = C matris denklemi, (BT®A)x = c lineer denklem sistemine denktir.
Bu denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢6ziimii ise Teorem 4.3.3” de verildigi tizere

x=(BT®A)*c dir. Bu ifadenin matris formundaki esiti ise X=A*CB*’dir. m

Teorem 5.3.2. X matrisinin, AXB = C tutarsiz sisteminin bir en kiiciik kareler

¢ozimi olmasinin gerekli ve yeterli kosulu, X matrisinin,
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AXB=AA*CB*B (5.21)

esitligini saglamasidir.

Sonu¢ 5.3.3. X matrisinin  AXB = C matris denkleminin bir en kiigiik kareler

¢Ozlimii olmasinin gerekli ve yeterli kosulu,

(ATA)X(BBT)=ATCBT (5.22)

olmasidir.

AXB = C matris denkleminin, (BT®A)x = ¢ lineer denklem sistemi biciminde
yazilabilecegi g6z Oniline alindiginda, Teorem 5.2.1°dekine benzer bir irdeleme
Ax = g lineer denklem sistemi i¢in de ifade edilmek istenebilir. Simdi lineer
denklem sistemlerinin tutarliliginin SVD ile incelenmesine olanak saglayan teoremi

ifade edelim.

5.4 Lineer Denklem Sistemlerinin Singiiler Deger Ayrisitmu ile Tutarliliginin

Incelenmesi

U= (Uy,U,), V= (V,V,) ortogonal matrisler olmak iizere A € R™*™ matrisinin

singiiler deger ayrisimi,
_ T _ (D O0\yr
A=US VT = U(O O)V (5.23)

olsun. Ax = g lineer denklem sistemi Boliim 1’de bahsedildigi tizere,

x; =VTx 5.24
1 (5.24)

ve

g1=U'g (5.25)
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olmak tizere,
kosegen lineer denklem sistemine denktir.

Teorem 5.4.1. A € R™" matrisi r rankli matris olmak tizere Ax = g lineer denklem
sisteminin tutarli olmasinin gerekli ve yeterli kosulu Ulg =0 olmasidir. Bu

durumda, h vektdrii herhangi bir nx1 boyutlu parametreler vektérii, I € R®—x@=)
birim matris ve (8 (1)) nxn boyutlu matris olmak {izere, Ax = g lineer denklem

sisteminin genel ¢éziimii,

x=Atg+V, (8 ‘I)) h (5.27)

bi¢imindedir.
Ispat. Ax = g lineer denklem sistemi tutarli olsun. Bu durumda Ax = g olacak

bicimde en az bir x ¢oziimii vardir. A matrisinin singiiler deger ayrisimi Ax = g

lineer denklem sisteminde yerine yazilirsa,

_ T. _ D o\(Vi)__ Vi
g=UzV x—(Ul,Uz)(O 0)<V2T x = (UyD, 0) v )

ve buradan da

g =U,DV]x (5.28)
oldugu goriiliir. (5.28) esitliginin her iki yan1 soldan U] matrisi ile carpilirsa,
Ulg=vluDvix=0

elde edilir.



40

Simdi teoremin yeterlilik kismini ispatlayalim.

Ul'g =0 olsun. Ax = g lineer denklem sistemi, (5.26) kosegen lineer denklem
sistemine denk oldugundan, Ax = g lineer denklem sisteminin tutarliligini gérmek
(5.26) kosegen lineer denklem sisteminin tutarliligini gérmeye denktir. (5.26)
kosegen lineer denklem sisteminin tutarliligini gérmek i¢in Teorem 4.1.3’e¢ gore

>>*g, = g oldugu gosterilmelidir.

=o==o= 90 5 ()o-6 D)o (s

oldugu ve

u{ Ui g ur ur
—yTa=(Y1),=("1 :(19):(1>
a=ud (uzT)g <u§g> 0 0/9

oldugu g6z Oniine alinirsa,

2291 =

esitliginin saglandig1 goriilir. Son olarak, yine Ax = g lineer denklem sisteminin
(5.26) kosegen lineer denklem sistemine denk oldugu ve Teorem 4.2.1 g6z Oniine

alinirsa,

x1=2+gl+(1—2+2)h22+g1+[I—(g 8)+(’3 8)]}1

osi-(5 G Dl
ouli= (3 Dl

= Z+91"‘(8 (I)) h

burada x; = V'x ve g; = UT g oldugu kullanilirsa,
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T _ v+1T 0 0
Vx—ZUg+(O I)h (5.29)

olur. (5.29) esitliginin her iki yan1 V ile soldan ¢arpilirsa, Ax = g lineer denklem

sisteminin genel ¢oziimii,

x=VZ+UTg+V(g (I))h=A+g+V(8 (I))h

olarak bulunur.m



BOLUM 6. MATRIS DENKLEMLERININ SIMETRIK
COZUMLERI

Bu boliimde, AX = C tutarli matris denkleminin simetrik ¢6ziimlerinin genel ifadesi

singiiler deger ayrisimu ile verilecektir.

6.1. AX = C Lineer Matris Denkleminin Singiiler Deger Ayrisim Ile Simetrik

Coziimleri

Bu bolimde A € R™" ve € € R™" bilinen matrisler, X € R™"  bilinmeyenler

matrisi olmak tzere,
AX =C

tutarlt lineer matris denkleminin simetrik ¢6ziimlerinin singiiler deger ayrigimi

kullanilarak nasil bulunacagi ile ilgili teorem ve bu teoremin sonuglari verilecektir.

Uy € R™7, V; € R™ olmak tizere U=(U;,U;) € R™™ ve V=(V;,V,) € R™"
ortogonal matrisler ve i=1, 2, ...,r igin s; > 0 olmak tizere D=diag(s;, Sy, ... S,)

kosegen matris olsun.Bu durumda r rankli A matrisinin singiiler deger ayrigimu,

A=U (g 8) yT 6.1)

olarak ifade edilir.

Teorem 6.1.1. A matrisinin singiiler deger ayrisimi (6.1) biciminde olsun. AX = C
matris denkleminin simetrik bir ¢6ziime sahip olmasinin gerekli ve yeterli kosulu
ACT=CAT ve UIC=0 olmasidir. Bu durumda G matrisi herhangi bir (n-r)x(n-r)

boyutlu simetrik matris olmak tizere AX = C matris denkleminin genel ¢6ziimii,
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x=v,prul c+v,vicTu, D=Vl +V,GV] (6.2)
bicimindedir [10].

Ispat. ilk olarak teoremin gereklilik kismin1 gosterelim.
AX = C matris denklemi simetrik bir X ¢oziimiine sahip olsun. Bu durumda X7 = X
ve AX = C dir. AX = C matris denkleminin her iki yan1 sagdan AT matrisi ile ¢arpilir

ve AXAT matrisini simetrik oldugu goz 6niine alinirsa,
CAT=ACT

oldugu goriiliir. AX = C matris denkleminde A matrisinin yerine singiiler deger

ayrisimi yazilirsa,

D 0

C=U(0 0

D o\(V{
)VTX=(U1,U2)(0 0) <V1T>X=U1DV1TX (6.3)
2

olur. (6.3) esitligi soldan UI ile ¢arpilir ve U] U; = 0 oldugu gdz dniine alinirsa,
vlc=uvlu,pvix =0 (6.4)
elde edilir.

Simdi teoremin yeterlilik kismini gosterelim.

ACT=CAT ve UJC=0 olsun. AX =C matris denkleminde, A matrisinin yerine

singiiler deger ayrisimi yazilir ve soldan U7 ile carpilirsa,

uTy (g g) VTX = UTC

olur buradan,
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D O\ ry_[(UI\._[(UlC
(0 0)V X—<U2T>C—<U2TC (6.5)

elde edilir. X;; € R™" olmak iizere,

VTYY = <X11 X12>

6.6
Xn Xon (66)

olsun. (6.5) esitliginin her iki yam sagdan V ile carpilir ve VT XV matrisi yerine

(6.6)’daki karsilig1 koyulursa,

D 0\(Xu X12)_ uf c

(0 0)(X21 X22) \Ulc (1. V2)
ve dolayisiyla

(DX11 DXlz)_<U1T cv, Ul CV2> 6.7)

0 o / \ulcv, ulcv,
elde edilir. U C = 0 oldugundan (6.7) esitliginde U2 CV, = 0 ve Ul C V, = 0 olup,

— 7T
Drxr Xllrxr - Ul rem men Vlnxr

T
Drxr Xlzrx(n_r) - Ul rxm men Van(n_r) (68)

Xo1 = X1,

X2 = X1

esitlikleri yazilabilir. (6.8) deki ilk iki esitlikten X;; ve X, matrisleri,

Xy =D ulfcvy, ve X, =DUTCV,

olarak bulunur. ACT= CAT ve UZJ C=0 esitlikleri goz oniine alinirsa,

(T cATnH'=uTAcTu=uUTcA"U,
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)(Vl,vz) 5 o)

| (o
_(ufcvy ufcv, (D 0)
\ulcv, Ufcv,J\o 0

UTCATU=<51>CV UTU

_(Ufcv UlCV2>(D 0)
0 0

0
ulcv,b )
0

esitlikleri yazilabilir. UTCATU matrisi simetrik oldugundan U] CV,D matrisi de
simetriktir. X;; = D~YUT CV; esitligi sagdan DD 1 ile garpilirsa,

X1 =D~ YT cv,D)D™!

olur. D~ kosegen matrisinin ve U CV;D matrisinin simetrik olduklar1 géz 6niine
alinirsa X;; matrisinin simetrikligi goriiliir. Boylece ACT= CAT ve Ul C=0 oldugu
kabul edildiginde AX = C matris denkleminin simetrik bir ¢6ziimiiniin varlig

gosterilmis olur.

Simdi AX = C lineer matris denkleminin simetriklik sart1 altinda genel ¢oziimiinii

ifade edelim.
G matrisi, (n —r)x(n —r) boyutlu keyfi simetrik bir matris olmak iizere X,, = G

olarak secilsin. (6.6) esitliginden X matrisi ¢ekilir ve (V,V{ + V,V])=vvT =1

oldugu kullanilirsa,

X1 X12) T
X:V< 4
X21 Xz
V) p~tulfcv, D tulcv,\ (V]
vi2\vIcTy,pt G vy

Vv
=(V,p~tufcv, +v,vJcTu,p=' v,p~tUulcv, + VZG)< L )
2
=v,p~tulcvivl + v,vlcTu, D~ + viD~tuf cv, v} + v,GV}
=V, D-ufc(vi + vpVH+ vl cTu, D~ + v,Gvf

=V, DUl c+v,vicTu, D~V + v,GV}
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olarak bulunur.=

Sonug. 6.2.2. rank(4A)=r olmak tlizere AX = C lineer matris denkleminin simetrik

¢oziimler uzayinin boyutu w dir [10].

Sonug¢ 6.2.3. Eger A € R™*" matrisi m rankli ise AX = C lineer matris denkleminin

simetrik bir ¢dziime sahip olmasinin gerekli ve yeterli kosulu ACT=CAT

olmasidir[10].

Ispat. Teorem 6.1.1°de ifade edilen UJC=0 sartindaki U, matrisi, mx(m —r)
boyutlu matristir. Eger rank(A)=m olursa m —r = 0 olur ki bu durumda UJ C=0
sartindan bahsedilmez.m



BOLUM 7. TUTARSIZ MATRIiS DENKLEMLERININ EN iYi
YAKLASIK SIMETRIK COZUMU

Bu boliimde AXB = C ve AX = C tutarsiz matris denklemlerinin en iyi yaklasik
simetrik ¢Oziimii, matris denklemleri lineer denklem sistemine doniistiiriildiikten

sonra singliler deger ayrigimi1 kullanilarak verilecektir.

7.1. AXB = C Tutarsiz Matris Denkleminin En Iyi Yaklagik Simetrik Coziimii

Teorem 7.1.1. A € R™*" B € R™? ve C € R™*P bilinen matrisler ve X € R™"

bilinmeyenler matrisi olmak {izere,

AXB=C,X=XT (7.1)

c
tutarsiz matris denklemi verilsin. c¢;=vec(C), c;=vec(CT), x = vec(X), (C;):g,
(BT®A
A®B"

A1=Uy, Dy, V) olsun. h vektdrii n?x1 boyutlu bir parametreler vektorii, I matrisi

8 (I)) n?xn? boyutlu matris olmak

lizere Ax = g lineer denklem sisteminin en kiigiikk kareler ¢dziimlerinin genel

) = A, ATA=A;, A" g=g; ve r rankli A; matrisinin singiiler deger ayrisim

(n? — r)x(n® — r) boyutlu birim matris ve (
ifadesi,

0 O
x = Af g1 +Vy, ( )h (7.2)

0 I

bi¢imindedir.
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Ispat. (7.1) matris denkleminin transpozu almirsa,
BTxAT =T (7.3)

matris denklemi elde edilir. x = vec(X), ¢;=vec(C) ve c,=vec(CT) olmak iizere
(7.2) ve (7.3) matris denklemleri,

(58)x=(c) (7.4)

BT®A4
A®BT
(7.4) lineer denklem sistemi, Ax = g lineer denklem sistemi bigiminde ifade

c
lineer denklem sistemi bi¢giminde yazilabilir. ( ) = A ve ( C;): g olmak tizere

edilebilir. e(x) = Ax — g olmak tlizere Ax = g tutarsiz denklem sisteminin en
kiigiik kareler ¢oziimlerinin kiimesi e’ (x)e(x) ifadesini minimum yapan x

vektorleridir.

e’ (x)e(x) = (Ax — g)' (Ax — g)= (x" A" — g")(Ax — g)
=(xTATAx —xTATg — gT Ax+g" g)

vex'ATg = (xTATg)T = g" Ax oldugu goz dniine alinirsa,
el (x)e(x) =xTATAx — 2xT AT g+gT g

bulunur. Bu ifadenin x’e gore tiirevi alinir ve sifira esitlenirse, Ax = g tutarsiz

lineer denklem sisteminin normal deklemleri,
ATAx = Al g (7.5)
olarak bulunur. AT A=A, ve A" g=g, olmak iizere (7.5) denklemi,

Alx =0 (76)
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bi¢ciminde yazilabilir. A; matrisinin singiiler deger ayrisimi AleAlDAlVAT1 ve h,
herhangi uygun boyutlu parametreler vektorii olmak {izere, A;x = g; tutarl lineer

denklem sisteminin genel ¢oziimii Teorem 5.4.1°e gore,

0 0
_ o+
x = Af g1 +Vy, (0 1) h (7.7)
dir. Sonug 4.4.4’e gore x, vektoriiniin, Ax = g tutarsiz lineer denklem sisteminin bir
en kiiciik kareler ¢oziimii olmasmnm gerekli ve yeterli kosulu ATAx =ATg
denklemini saglamasidir. Buna gore A’ Ax = AT g tutarli lineer denklem sisteminin
genel ¢ozliimiiniin ifadesi olan (7.7) denklemi, Ax = g tutarsiz lineer denklem

sisteminin en kiigiik kareler ¢oztimlerinin genel ifadesidir.m

c T
Yardimer Teorem 7.1.2. c;=vec(C), c,=vec(CT), (C;)Zg, (i@%‘g):cﬂ,

AT A=4,, AT g=g, ve A, matrisinin singiiler deger ayrisimi A1:UA1DA1VAT1 olmak

lzere,
VAl(cAVAl)+(g —AATg1) =0
dir.

Ispat. (AVy)* matrisi, (IAV,,)" gibi géz Oniine alirsa,/ ve V, matrisleri
ortogonal oldugundan, Teorem 2.1.4¢ gdre (IAVy)* =V, A*I"= V] A" du.

AA" matrisinin simetrikligi ve A*AAT = AT oldugu goz oniine alinirsa,

Va, (AVa )" (g — AAL" g1) = Va, Vi, A (g — AAT A (A" 9))
=IAT(g — AAT(AT)TAT g)
=Atg— ATAAT(AAN)Tg
= A g — A (AAN) g
= (A* — A AA)g
= (AT —ANg
=0
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olarak bulunur.=

_ _ Ty (C1)_ _ BT®A
Teorem 7.1.3. c¢y=vec(C), cy=vec(C"), (Cz)—g, x = vec(X), <A®BT>

AT A=Ay, AT g=g, ve A; matrisinin singiiler deger ayrisum A;=Uy,, Dy, V4, olmak

lizere Ax = g tutarsiz lineer denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢oziimii,

x = Atgi= A*g (7.8)
dir.

Ispat. Tutarsiz bir sistemin en iyi yaklasik ¢oziimii, en kiigiik kareler ¢oziimleri
icerisinden aranir. Ax = g tutarsiz lineer denklem sisteminin en kiiciik kareler
¢oziimlerinin genel ifadesi Teorem 7.1.1°e¢ gore (7.2) bi¢imindedir. (7.2) ifadesi,

Ax = g tutarsiz lineer denklem sisteminde yerine yazilirsa,

g=Alatg+va, () 7)h]=Aatgrav, () )

ve buradan

AV, () )h=g-aatg

elde edilir.

(g (I)) h = z dersek,

AVy,z = g— AAT g, (7.9)
olur. (7.9) lineer denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢6ziimii, Teorem 4.3.3’e gore,

z= (AVy) (g — AAT91)



51

dir. Bu deger (7.2)’de yerine yazilirsa,
x = AT g1tV (AVy ) (g — AAT g1) (7.10)

olur. Yardimer Teorem 7.1.2°den Vy, (AVy, )" (g — AAT g1) = 0 oldugu goz oniine

alimirsa Ax = g tutarsiz lineer denklem sisteminin en iyi yaklasik ¢6zliimii,
x=Afg,=Atg (7.11)
olarak bulunur.m

Ax = g tutarsiz lineer denklem sistemi, (7.1) ve (7.3) tutarsiz matris denklemlerine
karsilik gelen lineer denklem sistemi oldugundan, Ax = g lineer denklem sisteminin
en iyi yaklasik ¢oziimii olan (7.11), matris formatina getirilirse AXB = C tutarsiz

matris denkleminin en iyi yaklasik simetrik ¢6ziimii ifade edilmis olur.

Simdi benzer sekilde AX = C tutarsiz matris denkleminin en iyi yaklasik simetrik

¢Ozlimiinii ifade edelim.
7.2. AX = C Tutarsiz Matris Denkleminin En Iyi Yaklasik Simetrik Coziimii
AXB = C X = X7 tutarsiz matris denkleminde B matrisi, nxn boyutlu birim matris

olarak gdz oniine almirsa, c;=vec(C), c;=vec(CT) ve x = vec(X) olmak iizere,

(7.4)’deki denklem sistemine karsilik,

Crap)x=(ch) (7.12)

I®A
AR®I

tutarsiz lineer denklem sisteminin normal denklemleri,

C
lineer denklem sistemi elde edilir. ( ):c/l ve (C;):g olmak iizere Ax =g

ATAx = Al g
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dir. ATA=A;, ATg=g, ve r rankli A; matrisinin singiiler deger ayrisimi

A1=UA1DA1VAT1 olsun. h vektdrii n®x1 boyutlu bir parametreler vektorii, I matrisi

8 ?) n?xn® boyutlu matris olmak

lizere A;x=g; tutarli denkleminin singiiler deger ayrisimi ile genel ¢6ziimii,

(n? — r)x(n® — r) boyutlu birim matris ve (

0 0
x = At g1+, (0 I)h (7.13)

dir. (7.13), Ax = g tutarsiz lineer denklem sisteminin en kiigiik kareler ¢oziimlerinin

genel ifadesidir. Bu ¢ozlimler i¢ersinden aranan en iyi yaklasik ¢oziim ise, Yardimci

Teorem 7.1.2°den Vy, (AV4,) (g — AAT g1) = 0 oldugu goz oniine alinirsa,
x =Afg,

olarak bulunur.

7.3. Sayisal Algoritma ve Ornek

A e R™" BeR™, CeR™P? bilinen matrisler, X € R™" bilinmeyenler matrisi
olmak {lizere asagida verilecek olan sayisal algoritma AXB = C tutarsiz matris
denkleminin simetrik bir ¢ézlimiinii bulma problemi ic¢in analitik ¢6ziim ortaya

koymaktadir.
Algoritma 7.3.1

1) A, B ve C matrislerini gir.

2) C ve CT matrislerini c; ve ¢, atamasiyla vektor formatina getir.
3) BT ®A matrisini olustur.

4) AQBT matrisini olustur.

5) <BT®A

A®BT) matrisini A atamasiyla olustur.

C -
6) ( c;) matrisini g atamasiyla olustur.
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7) AT A matrisini A; atamasiyla olustur.

8) Al g matrisini g, atamastyla olustur.

9) A, matrisinin A; = UXVT singiiler deger ayrisimini hesapla.
10) AV,, matrisini hesapla.

11) AV, matrisinin Moore-Penrose tersini hesapla.

12) A; matrisinin Moore-Penrose tersini hesapla.

13) g — AAT g, matrisini hesapla.

14) x = AT g1+Vy, (AV4 ) (g — AAT g1) hesapla.

15) x = AT g4 en iyi yaklasik ¢6ziim yaz.

Ornek 7.3.2.
2 —4 2 0 0
A=<2 2>,B=G g'ﬁ)vec=<4 3 Q
4 0 0 -1 0

olmak {lizere AXB = C tutarsiz matris denkleminin en iyi yaklasik simetrik

¢Ozimiinii bulalim:

]
|
N
(@)
I
—_
N

2 2 6 6

-4 0 =12 0

8 —-16 4 -8

8 8 4 4

-16 0 -8 0

-2 4 0 0

-2 =2 0 0

(BT®A)__JZ_ 4 0 0 0
A®BT) 7 2 6 -4 —-127

8 4 -16 -8

-2 0 4 0

2 6 2 6

8 4 8 4

-2 0 -2 0

-4 —-12 0 0

—-16 -8 0 0

4 0 0 0
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864 192 192 -88
192 672 —88 168

192 —-88 672 168 )
—88 168 168 520

Ay =A"A =

0,0016 -0,0007 —0,0007 0,0007
—0,0007 0,0020 0,0007 —0,0010
—0,0007 0,0007 0,0020 —-0,0010 [

0,0007 —0,0010 —0,0010 0,0027

Af =

olup

c; =(-2,4,0,0,3,—-1,0,1,0)" ve ¢, =(-2,0,0,4,3,1,0,—1,0)T

c
olmak iizere g = ( c;)’ AT g = g, oldugundan Teorem 4.3.3’e gore en iyi yaklasik

simetrik ¢oziim,

0,1169
0,0115
x=A791=| 00115
0,2431
dir.

Elde edilen bu x vektorii matris formatina getirilirse,

0,1169 0,0115
X‘(0,0115 0,2431)

simetrik matrisi AXB = C tutarsiz matris denkleminin en iyi yaklasik simetrik

¢Oziimii olarak bulunmus olur.

A matrisinin singiiler deger ayrisimi,



Ay = UzV],
0,8228 0 04316 0.3697 \ /1035.2
_ (03934 0.7071 —0.3387 —0.4802 0
0.3934 —0.7071 —0.3387 —0.4802 0
0.1160 0 —0.7644 0.6342 0
0.82284 0
o [ 039337 0.7071
0.39337 —0.7071
0.116 0
1,0404  -7,0710 93586 —7,8794
54886  —2,8284 —6,4328 10,6550
—-8,0118 84852 23380 43796
09343  —14,1420 13,6324 3,6144
11,7672 2,8284  —3,6692 —0,3000
—16,3124 56568 —4,1960 —2,0096
-0,0722  2,8284  —2,2180 —2,6602
—-2,4324 -14142 —0,1858 10,2210
ay, =| 32914 0 1,7264  1,4788
1 1,0404 70710 93586 —7,7994
09343 14,1420 13,6324 3,7744
-0,0722  -2,8284 —2,2180 —2,6922
54886 28284 —6,4328 0,6870
11,7672  —2,8284 —3,6692 —0,3320
—2,4324 14142 —0,1858 10,2370
—-8,0118 —8,4852  2,3380  4,2836
-16,3124 —5,6568 —4,1960 —2,0736
3,2914 0 1,7264  1,4788
0,6606
2,2155
0,6055
1,1480
0,9545
0,9620
0,1877
1,2567
g-Aatg =| e |
1,1480
0,1877
2,2155
0,9545
1,2567
0,6055
0,9620

—0,4675

0.4316

—0.3387
—0.3387

—0.7644

55
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olup AV, matrisinin Moore-Penrose tersi hesaplanir ve Vy, (AVy,)* (g — AAT g1)

ifadesinde yerine koyulursa,

—0,0100
0,0388
0,0427

—0,2136

Vi, (AV4 ) (g — AAT g1)=1071

olur.

Teorik olarak sifira esit oldugu gosterilen Vj, (AVy, )" (g — AAT g1) matrisinin
yukaridaki hesaplamalarda tam olarak sifira esit bulunamamasi, bilgisayar
hassasiyetine bagli olarak virgiilden sonraki ondalikli hanelerin tamaminin degil
birkaginin alinmasidir. Fakat teorik olarak sifira esit ¢ikmasi tesadiif degildir. Cilinkii
bilindigi iizere tutarsiz bir Ax = g sisteminin en iyi yaklasik ¢oziimii A*g dir. Bir
matrisin Moore-Penrose tersi tek oldugundan, hesaplamalar SVD ile yapilsa bile
ayni sonuca ulasilacagi bellidir. Singiiler deger ayrisimi ile yapilan hesaplamalarda
farkli olan taraf en kiiciik kareler c¢ozimlerinin SVD kullanilarak ifade

edilebilmesidir.



BOLUM 8. SONUCLAR VE TARTISMALAR

Birinci boliimde singiiler deger ayrisimi kavramindan ve onun tarihsel gelisiminden

s0z edilmistir.

Ikinci bélimde calisma boyunca kullanilacak Moore-Penrose ters, kronecker
carpim, vec operatorii kavramlarr, Gram-Schmidt ortogonallestirme yontemi ve ilgili

teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, U € R™™, V € R™" ortogonal matrisler ve D kosegen matris

olmak tizere bir A € R™*™ matrisin singiiler deger ayrisiminin,

A=U(1()) g)VT

bi¢ciminde olacagindan ve U, V, D matrislerinin nasil bulunacagindan séz edilmistir.

Dordiincii boliimde reel hayatta ortaya ¢ikan problemlerin birgogunda karsilasilan
Ax = g lineer denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin varlig1 ve sayisi, tutarsiz olmasi
durumunda ise en kiigiik kareler ¢Oziimleri ve bu ¢Ozlimler arasindan aranmasi

gereken en 1yi yaklasik ¢6zlim karakterize edilmistir.

Besinci boliimde ise dordiincii boliimde Ax = g lineer denklem sistemi igin verilen
Ozellikler AXB = C lincer matris denklemleri i¢in verilmis, bunlara ek olarak
AXB = C matris denkleminin ve Ax = g lineer denklem sisteminin tutarli olmasinin

gerekli ve yeterli sartlari ile genel ¢oziimii singiiler deger ayrisimi ile ifade edilmistir.

Altinct boliimde AX = C tutarli matris denklemi ele alinmig ve bu denklemin

simetrik ¢oziimleri singiiler deger ayrisimu ile ifade edilmistir.
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Yedinci boliim ¢alismanin ana boliimii olarak sayilabilir. Bu bolimde AXB = C ve
AX = C tutarsiz matris denklemleri géz oniine alinmis ve bu denklemlerin en kii¢iik
kareler ¢oziimleri SVD ile ifade edilmis, bu en kiigiik kareler ¢oziimleri igerisinden
de en iyi yaklagik simetrik ¢6ziim bulunmustur. Bulunan teorik sonuglart agiklamak

icin sayisal bir 6rnek verilmis ve
2 -4 -2 0 0
) e )
-4 0 0 -1 0

olmak iizere AXB = C tutarsiz matris denkleminin en iyi yaklasik simetrik ¢6ziimii,

/10,1169 0,0115
X—(0,0115 0,2431)

olarak bulunmustur.
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