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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

L" : n—Dboyutlu Lorentz uzay:

R" . n—boyutlu Reel uzay1

E" : n—boyutlu Oklid uzay

t, : P noktasindaki tanjant vektorii
t, - i-inci Frenet vektorii

M : Topolojik manifold

2(M) : M iistiinde vektdr alanlari uzay1
a : Diferensiyellenebilir egri

K, : i-inci egrilik fonksiyonu



OZET

Anahtar Kelimeler: Bertrand egrisi, Oklid uzay1, Lorentz uzay1

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. ikinci
boliimde Oklid ve Lorentz uzayinda temel kavramlar tanitilmis. Oklid ve Lorentz
uzayinda Bertrand egrisinin tanimina ve ilgili teoremlerin ispatina yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde E®°, 5-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egri tanimi verilip
Bertrand egri ¢iftleri igin bir genel karakterizasyon elde edilmistir. Ayrica bu uzayda
baz1 6zel Bertrand egri ¢iftleri tanimlanarak karakterizasyonlari elde edilmistir.

Dérdiincii béliim bu galismanin orijinal kismimi olusturmaktadir. RS, 5—boyutlu

Lorentz uzayimda timelike Bertrand egrisi tanimlanarak timelike Bertrand egri giftleri
icin bir genel karakterizasyon elde edilmistir. Ayrica bu uzayda bazi 6zel timelike
Bertrand egri ciftleri tanimlanarak karakterizasyonlari elde edilmistir.

Besinci boliimde tiim ¢alismanin genis bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik 6neride bulunulmustur.

Vi



BERTRAND CURVE IN THE 5-DIMENSIONAL SPACES

SUMMARY

Key words: Bertrand curves, Euclid space, Lorentz space.

This thesis consists of five chapters. First chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, some of the basic concepts are introduced in the Euclidean and
Lorentzian space. The Bertrand curves and related theorems are defined in the
Euclidean and Lorentzian space.

In the third chapter, Bertrand curves are defined in E°, 5—dimensional Euclidean
space and a general characterization of Bertrand pairs is given. Furthermore, some
special Bertrand curves are defined and the characterizations of these curves are
obtained.

Fourth chapter is the original part of this study. In this chapter, timelike Bertrand
curves are defined in R}, 5-dimensional Lorentz space and a general

characterization of timelike Bertrand pairs is established. Furthermore, some special
timelike Bertrand curves are defined and the characterizations of these curves are
found.

In fifth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a suggestion
is proposed for investigations in future.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

Egrilerin klasik diferensiyel geometrisinde J. Bertrand 3-boyutlu uzayda bir egrinin
asli normali ile bir diger egrinin asli normalini egrilerin karsilikli noktalarinda
cakisik kabul ederek bu tarz egrileri ¢calismistir. Bu tiir egriler artik Bertrand egrileri
olarak adlandirilmaktadir. Bertrand egrilerinin karakteristik o6zelligi egrilik ve
burulmasmin lineer olmasidir. Literatiirde 3-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrisi
ve Schell, Mannheim teoremleri gibi ilgili teoremleri ile ilgili pek ¢ok g¢alisma

mevcuttur.

Oklid uzayinda yapilan bu ¢aligmalarm yani sira 3-boyutlu Minkowski (Lorentz)
uzayinda non-null Bertrand egrileri ile ilgili [1] ve null Bertrand egrileri ile ilgili [2]

calismalar1 vardir.

n—boyutlu Oklid uzayinda yiiksek egrilikli bir egrinin asli normali ile bir diger
yiiksek egrilikli egrinin asli normalini egrilerin karsilikli noktalarinda ¢akisik kabul
ederek E" de Bertrand egriler [3] yiiksek lisans tezinde tanimlanmis ve iyi bilinen
teoremler n-boyutlu uzaya genellestirilmislerdir. Ayrica [4], [5], ve [6]
caligmalarinda da n—boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrileri ile ilgili teoremler

ispatlanmustir.

[7] de n—boyutlu Lorentz uzayinda Bertrand egrilerinin tanimi, n—boyutlu Oklid
uzayinda iyi bilinen Bertrand egri tamimiyla karsilastirarak verilmis benzer sekilde

verilmis, Schell ve Mannheim teoremleri Lorentz uzayinda ispatlanmastir.

Bu g¢alismamiza temel teskil edecek ana g¢alisma [8] olup bu calismada 5-boyutlu
Oklid uzayinda Bertrand egrisinin tammi alisilmisin -~ disinda  yaparak
genellestirilmistir.5- boyutlu uzayda egrilikleri sifirdan farkli iki egrinin yay

uzunluklar1 arasinda birebir ve orten bir bagint1 varsa ve bu egrilerin Frenet 5 ayakli



¢ifti Oklid hareket gruplarina gore invaryant hacimler olusturuyorsa bu egri ciftine

Bertrand egri ¢ifti olarak [8] de tanimlanmuistur.

Bu tanim g6z ontine alinarak 5-boyutlu Lorentz uzayinda timelike Bertrand egri ¢ifti
tarafimizdan bu yiiksek lisans tezinin 4. bolimiinde tanmimlanmis ve timelike

Bertrand egrileri karakterize edilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2. 1. OKklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi tizerinde vektor uzayi V olsun.

Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir
f:AxA—>V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

AL)VP,Q,Re A i¢in f(P,Q)+f(QR)=f(P,R)

A2)VPeA ve VaeV i¢in f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Qe A noktas

vardir [9].

Tanmm 2.1.2. V bir vektor uzayr ve A da V ile birlesen bir afin uzay olsun.

P,P,...,P, € A noktalar1 igin P,P,..,P,P eV vektorlerinin {m,,ﬁ} sistemi

V nin bir bazi ise

(PP P}

n

nokta (n +1) -lisine, A afin uzaymin bir afin ¢atis1 denir. Burada P, noktasina ¢atinin

baslangi¢ noktasi, P, 1<i<n, noktalarina da c¢atmnmn birim noktalar1 denir. Eger

boyV =n ise A ya n-boyutlu bir afin uzay denir [9].



Tanim 2.1.3. A, V vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay ve {PO, P... Pn} de A

da bir afin ¢at1 olsun. Bu taktirde
ﬁ = za‘i @’ vPeA
i=1

yazilabilir.

X :A>R
P—x(P)=a,1<i<n

fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan

{%(P).%(P),.. %, (P)}

n-lisine P € A noktasinin afin koordinatlari, bu afin koordinatlari tanimlamak i¢in

kullanilan

RORTEY

sistemine de afin koordinat sistemi denir [9].

Tanimm 2.1.4. A, V vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay olsun. Eger V bir i¢
¢arpim uzayi ise A ya Oklid uzay1 denir ve E ile gosterilir. n-boyutlu Oklid uzay da

E" ile gosterilir [9].

Tamm 2.1.5. E" n-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X olsun. E" de bir afin

koordinat sistemine gdre X noktasinin koordinatlart {X,,X,,...,X,} olmak iizere
X:E"—>R,1<i<n

bilesenine E"in i-inci koordinat fonksiyonu denir. R" standart reel vektor uzayi

olmak iizere R" de



() R"xR" >R
Oklid garpim1
VXY € R X =X, Xy %), Y = (Y1 Yarens ¥i)

igin
() =(X1) =D xy

bi¢iminde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpima standart i¢c carpim veya Oklid i¢c carpim denir

[9].

Tamm 2.1.6. E", n-boyutlu Oklid uzay olsun. P,,P,...,P, e E" i¢in {ﬁ,..., POP}

r

vektor ctimlesi E" ile birlesen V vektor uzaymin bir ortonormal bazi ise,

{P,R,... P}

n

nokta (n +1) -lisine, E" de bir Oklid ¢at1 veya dik ¢at1 denir [9].

Tamm 2.1.7. E", n-boyutlu Oklid uzay1 ve {P,,P,,...,P,} de E" de bir dik ¢at1 olsun.
E" ayni zamanda bir afin uzay oldugundan {PR,,R,...,P,} dik ¢atisina karsilik gelen
bir {XO,Xl, X } afin koordinat sistemi vardir. E" de bu sekilde tanimli bir

EERE A

koordinat sistemine Oklid koordinat sistemi veya dik koordinat sistemi denir [9].

Tamm 2.1.8. E" Oklid uzaymda ¢ :ﬁ, 1<i<r, vektorleri lineer bagimsiz

olmak tizere P,,R,...,P, € E" noktalarini sabit alinsin. Bu halde n+1 nokta E" den

secilmis lineer bagimsiz noktalar olurlar.



P:{X cE"|RX =Y tPP, Osign}
i=1

E" de koseleri P,,PB,...,P, olan n-boyutlu bir paralelyizlidir. Bu paralelyiizlii

kisaca

ile tanimlanir.

n =1 i¢in 1-boyutlu hacim

Vi(RR) =R
dir. r =2 igin 2-boyutlu hacim V, (PO, B, Pz) ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

P, noktasinin 1-boyutlu F =Sp{P,,P,} alt uzayma olan uzakligs h ile gdsterilirse h

yiikseklik olarak kabul edilebilir ve
V,(R.R.P)=hV,(R.R)
olur. Bu sekilde devam ederek

Vor (R B Bra)

tanimlanmis olsun. O zaman P, noktasinin (n—l) -boyutlu F = Sp{PO, B, PH} alt
uzayma olan uzakhigi h=d (Pn, F) ile gosterilirse n-boyutlu hacim adi verilen

V, (R, P,...P,) hacmi

Y, (BBt P =1V, (B R P

n

olarak tanimlanmis olur. Burada Vn(PO,Pl,...,P) hacmi PR,P,..,P, kose

n

noktalarinin sirasindan bagimsizdir [10].



Tanim 2.1.9. E, E] sirasi ile , V,,V, n- boyutlu i¢ carpim uzaylariyla birlesen birer

Oklid uzay olsunlar. Bir
f:E —>E]
afin doniisiimii Ve, f €V, igin

(v(@).w(8))=(ap)
olacak sekilde bir
vV, >V,

lineer doniistimii ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir [10].

Teorem 2.1.1. E" bir Oklid uzay: ve E" de iki dik koordinat sistemi {x,X,,..., X, }

ve {Y, Yoo Y, ) iSe A= [aij} eR" bir ortogonal matris olmak iizere

Yol @ - - @ G X
yl’] anl ' ' ' ann Cn Xn
11] |0 0 1]|1]

dir [10].

Teorem 2.1.2. Bir f :E — E, donisiimii izometri ise,

i.  VABeE i¢in d(f(A),f(B))=d(AB) dir.

ii. f birebir ve tizerinedir.



iii. E},E) Oklid uzaylarindaki dik koordinat sistemleri sirastyla,

(X X X} Ve {1, Y50 Yo} ise T izometrisi, A=[a; |eO(n)

olmak Uzere

X Y1 ; ap - - .o&, G X
X2 y2 a21 a22 R a2n C2 X2
=
Xn yn a'n1 an2 ot ann Cn Xn
1] 1,10 0 ... 0O 1] 1]

bi¢iminde ifade edilebilir [10].
Ispat.

i. f uzakligi korur: E] ve E; Oklid uzaylar ile birlesen i¢ garpim uzaylari, sirasiyla,

V, ve V, olsun.
f:E'>E]
izometri oldugundan f ye karsilik gelen dyle bir
vV, >V,
lineer doniisiimii vardir ki, Ve, 8 €V, igin
(v (@) () = (et B)
dir. Béylece
v ()] =l
dir. VA, B € E! nokta giftine bir AB €V, vektrii karsihik gelir.
6(r8)-[78

ve f izometri oldugundan



[#8]= | (%8)

dir. Diger taraftan

v (AB)=T(A)f(B)
oldugunu biliyoruz. O halde

d(A B)=|Ag]

e

-[f(A) ()
=d(f(A).f(B))

dir.

ii. f(A)="f(B)eE; = A=BeE oldugunu gosterecegiz.

f(A)=f(B)= f(A)f(B)=0eV,

ve

HOHOL
dir. Ayrica

SO RZE
olur.

o8- -

oldugundan
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58]0
olur. I¢ carpim pozitif tanimli olmasindan

HEH:O:EEO: A=B
olur. Bu ifade eder ki f birebirdir.

f ortendir: VB e E] noktas: i¢in f (A)=B olacak sekilde bir YA€ E;' noktasinin

var oldugunu gosterecegiz. Bir VP € E]' noktasi alalim, f(P)e E) olur. Va eV,

olmak Uzere

dir, bu da

olmas1 demektir. O halde f 6rtendir.

iii. E de bir dik ¢at1 {R,,P,...,P,} ve bu catiya karsilik gelen koordinat sistemi

{X,,%,,..., X, } olsun. Buradan

—
—h
—~
oU
~
—
—~
v
~
—
—
oU
N—"
-
—_
_0
~
g
Il

(v(RR).w(RP)))=(RR.RP)=4,

oldugundan {f (R,), f (R),... f ()} catis1 da E; de bir dik catidir. Ej de bu dik
catiya karsilik gelen koordinat sistemi {yl,yz,...,yn} olsun. Eln de koordinatlari

[ x; ] olan bir nokta X olsun.

O zaman
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ve buradan y lineer oldugundan

o(7)- S0 (7

ve ya
F(R)F(X]= 2% F(R)T(X)

bulunur. Bu demektir ki { f (R,), f (P,),.... f (P,)} dik catismmn belirttigi koordinat
sistemine gore f (X ) noktasini koordinatlari [ ] dir. O halde E; de bir diger dik

koordinat sistemi {x,X,,... x,} dir. Boylece Teorem2.1.1 geregince bu iki dik

koordinat sistemi arasinda ispati istenen bagint1 vardir [10].

Tanmm 2.1.10. | — R bir ve acik aralik ve

a:l >E"

[ a(t) :(al (t),or2 (t),...,ocn (t))

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde o(1) < E" alt ciimlesine E" de

(I,a) koordinat komsulugu ile verilen bir egri denir. | R araligina o egrisinin

parametre araligi ve t € | degiskenine de o egrisinin parametresi denir [9].

Tanim 2.1.11. M bir C* manifold ve

a.l—->M

diferansiyellenebilir bir egri olsun. t, € | olmak iizere P =a(t,) noktasi i¢in

V,:C”(M,R) >R

p
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. of
f—)VP[f]:Za—letl

i=1 i

seklinde tanimli V,, fonksiyonuna o egrisinin «(t,) noktasindaki tanjant vektorii

denir [11].

Tanmm 2.1.12. M c E" olmak iizere

X:M - UT,(P)

PeM
doniisiimii i¢in

ZoX=1:M—->M
olacak sekilde

z:U T, (P)>M

PeM

doniisiimii mevcut ise X e M iistiinde bir vektor alan1 denir ve M iizerinde kivektor

alanlar1 uzayi ;((M )ile gosterilir [9].

Tamm 2.1.13. M, E" de (I,«) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve
a(t)=(a(t), (1), ..., (1))
olsun. Bu taktirde

da
dt

de,
op Gt

da,
a(t) dt

a(t)J

tanjant vektoriine, M egrisinin o (t) noktasindaki, hiz vektorii denir [9].

, de
=a (t)‘a(t) :{ dtl

a(t)

Tamm 2.1.14. M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
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le’]:1 > E"

(t)=]

t— e’ a’(t)”

a!

seklinde taniml ||o’|| fonksiyonuna M egrisinin (I, &) koordinat komsuluguna gore

skalar hiz fonksiyonu, ||a'(t)|| reel sayisina da M nin a(t) noktasindaki skalar hizi

denir. Eger

o (0)] =2

ise M egrisine birim hizli egri ve bu halde te| parametresine de egrinin yay

parametresi denir [9].

Tamm 2.1.15. M cE" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. a,bel

olmak tizere,
b
Jlla (1))t

reel sayisina M egrisinin (@) ve a(b) noktalar arasindaki yay-uzunlugu denir [9].

Tamm 2.1.16. M < E" egrisi (I, ) koordinat komsuluguyla verilsin. Bu durumda

sistemi lineer bagimsiz ve va k>r icin Vo e Sp {l//} olmak tizere y den elde
edilen {tl,tz,...,tn} ortonormal egrisine M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani ve
peM igin {ti(p),tz(p),...,tn(p)} ye ise peM noktasindaki Serret-Frenet n-

ayaklist denir.Her bir t; (1<i<r) Serret-Frenet vektorii denir [9].
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Tamm 2.1.17. M cE" egrisi (I,) koordinat komsuluguyla verilsin. sel ya

karsilik gelen «(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {tl(s),tz(s),...,tn(s)} olsun.

Buna gore
k:l >R
sk (s)=(t/(s)t..(s))
seklinde taniml1 k; fonksiyonuna M egrisinin i-inci egrilik fonksiyonu ve sel igin

ki (s) reel satisma da «(s) noktasinda M nin i-inci egriligi denir [9].

Teorem 2.1.3. M cE" egrisi (I ,a) koordinat komsuluguyla verilen s Yyay-
parametreli bir egri olsun. M nin «(s) noktasindaki i-inci egriligi k; (s) ve Serret-

Frenet n-ayakhsi da {t, (s).t,(s),....t, (s)} olsun. Bu taktirde

t'=—k_ (s)t(s)+k (s)t,.(s) 1<i<n-1 (1.2)
bagintilart saglanir [9].

Tanmim 2.1.18. (1.1) formiillerine Serret-Frenet formiilleri denir. Bu formiiller matris

formunda yazilirsa

t] o k 0 0 . 0t

t| |-k, O k, 0 0 . 0 |It,

| |0 -k, 0 k, O 0 0 ||t
. 0

S lo . . .0 =%, 0 k.,

t] o . . . . 0 -k, 0]t]

olarak verilir.



n=5 Ozel halinde Serret-Frenet formilleri

t1’ = kl(S)t2 S)

dir. Boylece matris formunda

Ll

~—+ ~—+ —+ —*
U~ B W~ N>~

dir [9].

oS o o

o X o o o

ot

N

~ ~ ~ o~
L= w

(&3]

15

Tamm 2.1.19. M,NcE" egrileri, sirasiyla, (I,a) ve (I,ﬂ) koordinat

komsuluklar ile verilsin. s,8 el y karsilik gelen a(s) eM ve g (S*) eN

noktalarinda M ve N nin

lineer bagimli ise (M, N) egri 2-lisine Bertrand ¢ifti denir [9].

Teorem 2.1.4. (M,N) Bertrand ¢ifti verilsin. M ve N sirasiyla (I,a) ve (I,,B)

koordinat komsuluklar1 verildigine gore Vs,s e | igin

d (a(s),ﬂ(s*))zsabit

dir [9].
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Ispat: B(s)=a(s)+A(s)t,(s) yazilabilir. Burada swasiyla a(s)eM ve
B(s)eN  Serret-Frenet  n-ayaklilar {tf(s )it (s )ty (s )} ,
{t.(5):t,(8),..ut, (s)} ile gdsterilmis olsun. Buna gdre M nin yay parametresi s, N
nin yay parametresi s~ ile gosterilmek {izere ,B(s*) =a(s)+A(s)t,(s) ifadesininse
gore diferensiyeli alinarak

*

& (5) - (A (G5 I () 2 (51 )

elde edilir. {tz (s).t; (S*)} lineer bagimli oldugundan

ar. L6 ()= 25K () () + (O (5) + 2SIk ($)(5) nin her ik
tarafini t, () ile i¢ carparsak

X(s)=0=> A(s)=sabit, Vsel
bulunur. Vs el igin

d(a(s). B(5"))=B(s") - (5)]| =, ()] =|2| = sabit

elde edilir [9].

Teorem 2.1.5. E" de Bertrand egrilerinin tanjant vektorleri arasindaki ag1 sabittir [3].

Ispat: t/ Lt, dir. t eSp{t,t,t,,...t;} oldufundan dolayr t/=> st ve
i=1
(i=2)

<tft1> = 4 dir.
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d; & dg
— =) =ttt o+t 1.2
dS i; dS 1 /LL.I.‘.'.L ﬂ3 3 lLln n ( )
(i=2)
dir. Teorem 2.13 den d—tl*: k't, dir. Dolayistyla dtl*, t, ve d—tl t, paraleldir. (1.2)
ds ds ds
denkleminden
dt, _de
—4 =2t +( gk — ko)t + .
ds  ds [ (Iul 17 M 3) 2
it ] y o
bulunur. & ile t, aym dogrultuda olmalart igin (4K, — K, )t, #0 olup diger tiim
katsayilar 0 olmalidir. Buradan da dd—ﬂl =0=> g, =sabit olur. t, ile t, arasindaki ag
S
0 ise
cosé?:M:,u1 = sabit
i

olur. Benzer sekilde devam ederek her tanjant vektor arasindaki agi sabit oldugu

goriilir.

2. 2. Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1. V, sonlu boyutlu reel vektor uzayi olmak iizere,

(,):VxV >R

2-lineer fonksiyonu her Vv,weV igin <V,W>=<W,V> Ozeligini sagliyor ise, < , > ye

V {izerinde bir simetrik 2-lineer form denir [12].
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Tamm 2.2.2. V, vektdr uzay: iizerinde bir simetrik 2-lineer form < , > olsun. Bu

takdirde,

1) WeV, V=0 igin 2-lineer formu pozitif tanimli,

i) wWeV, V=0 igin 2-lineer formu negatif tanimli,

i) weV, v=0 i¢in 2-lineer formu yari-pozitif tanimli,

(v.v ()
(v.v ()
(v.v ()
iv) WeV, V0 igin (V,V se (, ) 2-lineer formu yari-negatif tanimli,

V) YWeV icin (V,W)=0 igin V=0 oluyorsa ( , ) 2-lineer formuna nondejenere,

aksi halde dejenere adi verilir [12].

Tanim 2.2.3. < , >, V lizerinde simetrik 2-lineer form ve W da V nin bir altuzayi

olsun. < , > nin W iizerinde kisitlanmisi < , >|W olmak tizere,

() IWXW R

negatif tanimhi olacak sekilde en biiyiikk boyutlu W altuzaymnin boyutuna, < ,>

simetrik 2-lineer formun indeksi denir. Eger < , > nin indeksi v ise 0 <v <boyV dir

[12].

Tanim 2.2.4. R", n—boyutlu Oklid uzayi verilsin. 0 <v <n olmak iizere,

<X > ny,+2xyJ

j=v+l

seklinde bir metrik tensér tanimlanirsa, segilen uzay yar1-Oklid uzayr olarak
isimlendirilir ve R ile gosterilir. Ozel olarak v=1, n>2 durumunda ise R;,

N— boyutlu Lorentz uzayr adin1 alir. Metrik tensor ise Lorentz metrigi olarak

adlandirilir [12].
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Tamm 2.2.5. X =(X,X,,...,X,) € R} olsun. Eger

i) <>Z>Z ><o ise X e timelike vektr,
i) <)Z, )Z> >0 veya X =0 ise X e spacelike vektor,

iii) (X,X)=0ve X %0 ise X e null (lightlike) vektor adi verilir [12].

Tamm 2.2.6. R, n—boyutlu Lorentz uzay1 olsun. VX, Y € R} i¢in
(X.Y)=0

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlamda diktirler denir [12].

Tanim 2.2.7. RT, n—boyutlu Lorentz uzaymnin biitiin timelike vektorlerin climlesi

7 olsun. Béylece VU e 7 igin
C(U):{)Z ET‘(U,X><O}

bi¢iminde tanimlanan C(lj) ciimlesine U yu igeren R} nin bir time-konisi denir

[12].

Tamm 2.2.8. X = (X%, X, ) € R] igin X vektériiniin normu

[X]= (% %)

ile tanimlanir [12].

Teorem 2.2.1. X =(X,X,,...,X, ) € R} olsun. Bu takdirde
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i) H)ZH>O dir,
i) HXH =0<> X bir null vektordiir,

— —112 - -
iii) X bir timelike vektor ise, | X[ =—(X,X) dir,

iv) X bir spacelike vektor ise, )ZHZ = <)Z, )Z> dir [12].

Tanmim 2.2.9. (V,< , >) bir Lorentz uzayi olsun. W cV altuzayi goz oniine alinirsa
i) (,)|w:WxW >R, pozitif ise, W ya spacelike altuzay,
i) (,)y:WxW —R, l-indeksli ve nondejenere ise, W ya timelike altuzay,

i) (, )|y :\WxW >R, dejenere ise, W ya lightlike altuzay denir [12].

Tamm 2.2.10. @ — R} Lorentz uzaymda bir egri olsun. & egrisinin hiz vektorii o'
olmak iizere;
i <a’,a'> <0 ise, a timelike egri,
ii. <a',a’> >0 ise, a spacelike egri,
iii. <a',a'>=0 ise, a null egri,

olarak adlandirilir [13].

Tamm 2.2.11. o < R] egrisi i¢in Sel ya karsilik gelen Serret-Frenet n-ayaklisi

{t,(s),t,(s), -1, (5)} olmak iizere
ki:l >R
s ki (s)=(t/(s)ti(s))
seklinde tanimli k; fonksiyonuna o egrisinin i-inci egrilik fonksiyonu ve k() reel

sayisina o () noktasindaki i-inci egriligi denir [13].
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Teorem 2.2.1. M c R egrisi sel yay-parametreli bir timelike egri olsun. M
egrisinin «(s) noktasindaki i-inci egriligi k;(s) ve Serret-Frenet n-ayaklisi da
{t,(s),t,(s).--t, (s)} olsun. Bu durumda

t =&k, (5)t,(9)
t'=—gokiu (S)ty(S)+ &0k (8)t.(s), 1<i<r

th=—&K, ., (5)t, . (s)
(2.1)

dir. Burada

-1, Timelike
EL =
® |1 Spacelike

dir.  {t,(s).t,(s),-t,(s)} Serret-Frenet n-ayakhsmm t(s) Serret-Frenet

vektorlerinin egri boyunca kovaryant tiirevleri matrissel formda

[t] [ O gk, 0 0o . : : 0 ||t
t, -k, 0 gk, 0 O . . 0 ||t
ty 0 —¢gk, 0 gk, O 0 : 0 |t

: : 0
. 0 : : .0 =gk, ., 0 &Koy || -
] | O : : L 0 &K,y 0 [t ]

dir ve n=5 6zel durumunda

] [ 0 gk, 0 0 0 [t ]
t, —&k 0 &K, 0 0 ||t
= 0 —gk, O ks 0 ||t
t, 0 0 —gky 0 gk, |t

] | O 0 0  —gk, 0 |[t]

dir [13].
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Teorem 2.2.2 M c R] timelike egrisi (I ,a) koordinat komsuluguyla verilsin. s e |

yay-parametresi olmak {izere, a(s) noktasinda  Serret-Frenet  n-ayaklisi

{t,(5).t,(s) .-t ()} ve

ise

|+1 H

k=
B0

|+1

dir. Burada ¢,,,, E;,; vektoriinlin isaretidir [13].

i+1?

Teorem 2.2.3. M cR] timelike egrisi (J,ﬂ) koordinat komsuluguyla verilsin.
hel yay-parametresi olmak iizere, B (h) noktasindaki Serret-Frenet n-ayaklisi

{t.(h),t,(h),.t, (h)}

ve

F(0)=4" (0)-3(8" ()., (W), (1), 1<i<r

j<i

olmak iizere, i-inci k; (h) egriligi i¢in

Fer (1)

AW

ki(h)=¢., 1<i<n

dir [13].

Tanim 2.1.12 er‘, n-boyutlu Lorentz uzayt M,N c R} de, siras1 ile, (I,a) ve
(I B ) koordinat komsuluklart ile verilen iki egri olsun. M ve N nin se | ya karsilik

gelen a(s) eM ve S (S) € N noktalarindaki Serret-Frenet n-ayaklilar

olmak tlizere Vs el i¢in

{t,. 5}

lineer bagimli ise (M , N) egri 2-lisine L" de Bertrand egri ¢ifti denir [13].



BOLUM 3. 5-BOYUTLU OKLID UZAYINDA BERTRAND EGRI
CIFTLERI

3.1. 5-Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egri Ciftleri

E®, 5-boyutlu Oklid uzayinda r ve r’, sirasiyla, S ve s~ yay parametresine sahip

egriler olsun ve bu egriler
r=r(s)ver =r(s’) (3.1)

parametrizasyonu ile verilsin. r ve r’ egrilerinin Frenet vektdrleri, sirasiyla, t, ve
t', 1<i<5, olmak iizere t, ve t, birim teget vektdr alanlaridir. Ayrica (3.1)

denklemi ile verilen egrilerin, sirastyla, k, ve k7, 1<v <4, egrilikleri igin
kK kK, k kokk, =0 (3.2)
olsun.

Bu kosullar altinda (3.1) ile verilen egri ¢iftinin Bertrand egrisi olmasi ile ilgili

asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.1.1. Bir r(r:1 — E®) egrisi ve bir diger r"(r": 1" — E®) egrisi icin

*

f:l =1

*

s—>s =f(s), di;to
ds
birebir doniisiimii var ve bu doniisiim altinda Frenet 5-ayakli ¢ifti Oklid hareket

gruplarina gore invaryant hacimler olusturuyorsa r=r(s) egrisine Bertrand egrisi,
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r= r*(s*) egrisine r egrisinin Bertrand eslenigi denir. Ayrica, (r, r*) egri ¢iftine de

Bertrand egri ¢ifti denir [8].

Teorem 3.1.1. Eger r ve r egrileri Bertrand ¢ifti ise bu takdirde

u,8;,b,c,d, e sabitler ve ¢ =@ (s)#0 (1<i<5) olmak iizere, egriler arasinda

r=r+ Zﬂiti (3.3)

bagintis1 vardir, 0yle ki burada

At = iZi:aiti VA= iz::af, (3.41)
At _Zb, . 2=gbf, (3.4))
A6 = et =3t (349
At =gditi, AL =gdf, (3.44)

C=Yet, &Y (349

dir ve 2<h<4 igin

ag =1-k, a.g =1 K~k aso =uk,, (3.51-3.55)
b, =—a,k, b, =a,kK; -2k, b =ak, (3.61-3.65)
2
Cp; = bk +2a, (%}(/72’
(3.71-3.75)

).

2
o5 =D, K, — bk +a, [jjj ®,, Csp3=Db,k +a5(

S



dip, =—C,k; +b, [%J 2

|53

dy@, = CpiKiy — Gk, +by (

'\?o

s
e, =—d,k +¢ (Ej ?,

2

A
€. = dy .k, —dy .k, +¢ [fz] @yr 505 =0k, +C; [

dir. Ayrica, I~ egrisinin yay parametresi
S = ﬂ‘lj.qolds
dirve 1<v <4 igin r” egrisinin v. inci egriligi

k* — ﬂ“v+1¢)v+l
' j’vﬂlgol

dir [8].

2]%7 dsp, =C,k, +b5(

5%

2j¢3’

'\?_)

Ay
E @y
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(3.8:-3.85)

(3.9:-3.95)

(3.10)

(3.11)

Ispat: r ve r” egrilerinin Frenet 5-ayaklilar cifti Oklid hareket gruplarma gore

invaryant hacimler olusturdugundan t, ve t;, 1<i <5, birim vektérleri arasinda

5
t=>rit, 1<j<5
i=1

bagntist vardir dyle ki burada y; sabittir ve () bir ortagonal matristir.

(3.12)

(3.1) denklemi ile verilen egri ¢ifti i¢in Frenet Formiilleri asagidaki gibidir;

dr d dt

& =1, d_tsl = kltZ’ d_Sh = _kh—lth—l + khth+11

ar” . dt N | A - -

i =1, d_ll* =k t,, d_Sz =~k oty Kt s

dt,

*

dt]

*, K

_k4t4

(3.13)

(3.14)



26

Ik olarak s ile s™ arasindaki bagintisin1 elde etmek igin (3.3) bagintisinin s yay

parametresine gore tiirevi alinirsa

dr” S
—=r'+ AN
" leﬂ .
elde edilir. Burada (3.13) ve (3.14) denklemleri yerine yazilirsa

ds” dr’

EF =t + “1k1t2 TH, (_k1t1 + kzts) tH, (_kztz + ksts) +Hy (_ksts + k4t5) THs (_k4t4)

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
ds” ..
E'{ = (1_ Uzkl)t1 + (uikl - Flskz)tz + (u.zkz - “4k3)t3 + (U@ks - |~15k4)t4 + U4k4t5

elde edilir. Burada kisaligin hatir1 i¢in

_ (1_ p-zkl) ,a, = (u1kl — USkz) , aﬁ _ (U2k2 _U4k3) ,

a
? 41 41 (3.15)
a, = (Haks — Usk,) ,a = K,
2] %]
alinirsa
ds” .
Eti =aot +apt, +agt +agt, + agt; (3.16)

olur. r" egrisinin yay uzunlugu s* olmak iizere

. dr’
S =||—=|ds 3.17
| i (3.17)
dir.
filo1"
(3.18)

s—>s =f(s)

olmak tizere
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f(s):\/af +a+a’ +a§+a§j¢lds

oldugundan yine kisaligin hatir1 i¢in \f a’+a’+a’+a’+a’ =4 almirsa

S = f(s):ﬂij'(plds

bulunur. Boylece (3.10) denklemi elde edilmis olur. O halde (3.16) denklemi yeniden

diizenlenirse

A1t; =atl +a,t, +at; +a,t, + al;

olarak elde edilir ve boylece (3.41) elde edilmis olur. Bu son denklemin s yay

parametresine gore tiirevi alinirsa

bulunur. Eger (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

ﬂf("l = _azk1t1 + (aikl - azkz)tz + (azkz - a4k3)t3 + (asks - a5k4)t4 + a4k4t5 (3-19)

s'=1(s)

dt;
ds”

elde edilir. r" egrisinin birinci egriligi

dt,
ds”

*

k, =

(3.20)

s'=1(s)

oldugundan (3.19) denklemi yardimiyla,

1
Ao

k; \/(azkl)z +(ak, —agk,)? + (ak, —a,k,)? + (asks —agk,)? +(a.k, )’

dir. Yine kisalik i¢in

V(Bak)" + (o, — ok, + (3ak; —ake)” + (aks —agk,)” +(ak,)” = 4

alinirsa r” egrisinin birinci egriligi
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K = ’%% (3.21)
A

bulunur. Boylece (3.19) denklemi
Af(”lkl*t; = _azklti + (aikl - askz)tz + (a'zkz - a4k3)t3 + (a3k3 - ask4)t4 + a4k4t5
olarak diizenlenir ve k, yerine yazilirsa

;{2¢’2t; =—a,kt, +(ak —ak,)t, +(ak, —a,k,)t; + (agk, —agsk, ), +a,k,ts

yani

ﬂzt; — _azklt1 + (alkl — aakz )tz + (azkz — a4k3)t3 + (aaks — ask4)t4 + a4k4t5
2

oldugu goriiliir. Burada kisalik i¢in

_8'2_k1:bl (alkl_aSkZ) =b2 (a2k2 _a4k3) =b3 (a3k3_a5k4) =b4 a4k4 =b5
(2 ®, ?, ®, ®,

alinirsa
ﬂat; = blti + bztz + b3t3 + b4t4 + b5t5

olur. Béylece b +b? +b? +b? +bZ = A7 elde edilir. Yani (3.4;) bulunmus olur. Bu

son denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

PR LT I
ds’ "

s'=1(s) i=1

bulunur ve (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

*

dt
ﬂaﬂi(ol d_Sz* = _bzk1t1 + (bikl - bskz )tz + (bz k2 - b4k3)t3 + (b3k3 - b5k4 )t4 + b4k4t5 (3'22)
s'=f(s)

elde edilir. r” egrisinin ikinci egriligi
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(3.23)

oldugundan (3.4,) ve (3.22) denklemleri (3.23) de yerine yazilarak

~_ 1 A8 ’ /122(/’232 22%33 Apa, 230,85 ’
k 21/12%\][ p: bzkij +[ 72 + (b QK)J [/11 +(bk, bk)J { p +(boky b5k)] [ p: +ka

elde edilir. Yine kisalik i¢in

o Y (A A2, 29,3, _ A8 ‘o
Y B Ty B R "o N E2Cy

alinirsa r” egrisinin ikinci egriligi

2’221@1

bulunur. Boylece (3.22) denklemi, (3.14) Frenet formiilleri yardimiyla

AP,
A4

_ﬂfzﬂﬂ’l( jtl* + /12]1(/’1k;t; =-b,kt, + (b k —bsk,)t, + (bk, =B,k ), + (yks —byk,)t, +b,k,t

olur. (3.24) yerine yazilip yeniden diizenlenirse

(g fon (S fon oS o sorn{ S foen( 5

Ps

[

At =

elde edilir. Benzer yolla

—b,k; +a1(ﬂ’22j(p2 (b k, —bk,)+a, (122}02 (b,k, —b4k3)+a3[j2;](p2

A
=Cy, =Gy, =G
P P 12

% Z
b3k3—b5k4 - 2 2 b4k4_ 5 2 2
( )2 [ﬂi ]go ] (ﬂl }(o

=C,, =C;
@5 2

alinirsa

AL =ct +Ct, +Ct, +C,t, + Cty
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olur. Burada ¢/ +c’+ci+c.+c2=A7 dir ve (3.43) denkleminin elde edildigi

gortiliir. (3.43) {in s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt;
ds”

2,1'(s) = Zslciti'

s'=1(s)

bulunur ve (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt,
A?.ﬂ'l(pl d_S?; =G k1t1 + (Clkl - Cakz )tz + (Cz kz —C k3 )ta + (Ceks - Csk4 )t4 +C k4t5 (3'25)

s'=1(s)

elde edilir. r" egrisinin tiglinct egriligi

< |ldt .
5=l e (3.26)
oldugundan (3.4;) ve (3.25) denklemleri yardimiyla
K= J[ %m{%} ]2 (clkl—cak2+b2(%zJ 3]2+[ck ek, +n3(ﬂj 3]2+[03k3—c5k4+b [f]%]: (cak +h [%]%]2

bulunur. Kisalik i¢in

[T o] o

alinirsa r” egrisinin tigtincii egriligi

2

P8 ERSEN RN

R
M&;
S
M&;

« AL
k, =274 (3.27)
’ Ahe

bulunur. Boylece (3.14) denklemi ve (3.21) denklemi, (3.25) de yerine yazilirsa

ot
olarak diizenlenir. Ayrica (3.27) de elde edilen k; son denklemde yerine yazilarak

_23A1(/71[ ﬂg(ﬂ3 Jt; + 23ﬂ1¢1k;tz: = _Czkltl + (Clkl - C3k2 )tz + (Czkz - C4k3)t3 + (C3k3 _Csk4 )t4 +04k4ts

2 5
—[%J%Zbltiﬁ, ot —ZC'[ =—C,Kt, + (K, — C K, ), + (C,K, —C,K )ty + (CoKy — ok, t, +C Kt
i=1
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bulunur. Buradan
24(94'[: =—C,kit; + (CK; +C3k,)t, + (€K, +CK;)t; + (Ck; +CK, )L, +C Kt + (%j ¢3Zb|t|

yani

M&’
Mﬁ*
M&*

o o (g

Py

(—czlirbl[ J%]t +[Clkl ck, +b. [ ]%} +[c3k —ck, +b, (

oldugu goriiliir. Benzer yolla

g, [seonenl)

=da,

el
m&)

j’At: =

Dy Dy Dy
2 2
(csk ¢k +b, [ﬂﬁj%J [c4k4+b5 [ﬂg]%]
2’2 =d & =d
— U - ¥5
@y @y
alinarak

At =dt +d,t, +dt, +d,t, + dotg

bulunur. O halde d} +dZ +d; +d? +dZ = A7 olur. Boylece (3.44) elde edilmis olur.

Son olarak,

*

dt;
ds”

5

=>dt/

s'=1(s) i=1

2, £'(s)

denklemi i¢in (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

*

t
1411(01 d_Si = _deltl + (d1k1 - dskz )tz + (dzkz - d4k3)t3 + (d3k3 - d5k4 )t4 + d4k4t5 (3'28)

s'=1f(s)

elde edilir. r" egrisinin dordiincii egriligi

dt;

k, =|—%
“lds

(3.29)
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oldugundan (3.43) ve (3.28) denklemleri kullanarak

.1 2 Y 2) Y 2) Y 2) Y 2) Y
K, Tkt 7d2k1+cl{2“2]¢4 + d1k1’d3k2+cz[f]¢a + dzkz’dAk3+Cz(ZL‘zJ(/’A] *[d3k37d5k4+cA(ZL‘z}¢4j + [d4k4+c5[fj¢a]

bulunur. Kisalik i¢in

\/(—dmﬂl[%fjgj +(d,k1—dak2+c2 [%Jw] +[d2kz—d4k3+ca[1—{]w4j +[d3ka—d5kA+c4[i—§]wA] . [d4k4+c5 [%}o} —An,

alinirsa r” egrisinin dordiincii egriligi

~_ Ay
ki =557 (3.30)
) AA40;

bulunur. Boylece (3.28) denklemi

A N .
LA [/?34;104 jts + 440Kt =—dkt +(dk —d;k,)t, +(dyk, —d, k)t + (d;k; —dgk,)t, +d,k,tg

1

elde edilir. O halde
/12 5 . 5 )
_(ZAZJ %thi +Apts = Zditi =—d,kt, + (d;k, —dk,)t, + (d K, —d,Ky)t; + (d ks —dsk,)t, +d, Kt
i1 i1

dir. Buradan kolaylikla

. A >
25¢?5t5 = _d2k1t1 + (d1k1 - dskz)tz + (dzkz - d4k3)t3 + (dska - d5k4)t4 + d4k4t5 + {Z‘;J (2 zciti

i=1

oldugu goriiliir. Bu son denklem diizenlenerek

A A2 A A2 A2
=k 0| S5 | [t+| dik —dgk, +C,| 25 @ [t 4| ok, —duks 4Gy S5 |0y [t 4| diks —dgk, +C,| T @, [t Aok G| S |0y [t
4 A A A 4

s

At =

bulunur. Kisaligin hatirina

dk +c % dk, —dk, +c,| % dk,—dk +c,|%
_21+C12(/’3 1K — UK, 2132(93 22_43"'32%,

Ps Ds Ds
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alinirsa

olur ve e’ +e? +¢’ +e’ +e = A2 elde edilir. O halde (4.4s) ispatlanmus olur.

Boylece, (3.21), (3.24), (3.27) ve (3.30) denklemlerinden r egrisinin Bertrand eslegi

I egrisinin 1<v <4 olmak iizere v. egriligi

k, = —é{*f;l (3.11)
Vv 1

dir.

Ayrica (3.51-3.55)-(3.81-3.85) bagintilar1 var olmak tizere (3.41)-(3.4s) denklemlerinin
dogru oldugu ispatlanarak 5-boyutlu Oklid uzayinda bir egri ¢iftinin Bertrand egri
¢ifti olmasinin genel karakterizasyonunu elde edildi. Bundan sonra 5-boyutlu Oklid

uzayinda bazi 6zel Bertrand egri ¢iftlerini incelenecektir.

3.2. 5-Boyutlu Oklid Uzayinda Baz1 Ozel Bertrand Egri Ciftleri

Ik olarak E® de r :(S) ve r’ =(S*) egrileri Bertrand egri ¢ifti olmak iizere (3.3)
parametrizasyonun da 4 =g, =g, =1, =0, 1,20 alimrsa E® de iyi bilinen

Bertrand egri cifti tammia uyan Bertrand egri ¢iftinin karakterizasyonunu E° de

karsilig1 asagidaki teoremdeki gibidir.



34

Teorem 3.2.1. E® de Bertrand egri ¢ifti

I =r+ut, (3.31)
seklinde ise
Al =at +aty, A =a +a;, (3:321)
At =bt, +bt,, 22=bZ+b; : (3.32,)
At =ct +ct,+ct, A2 =c?+c+c?, (3.323)
AL =dt +dt,, A2=d?+d?, (3.32)
At =et +et, +et, A2=¢ +el+¢€ (3.325)
dir. Burada
ap =1- 11K, 80 = 11k,, (3.33)
b,p, =ak —ak,, b,p, =ak;, (3.34)
2 2
cp; =—-bk +a ?(02, C,, =b,k, —b,k; +a, ?(pz, Cp, =bk,, (3.35)
A 24
d,p, =ck —ck, +Db, E%, d,p, =ck; —ck, +b, qus, (3.36)

2 2

2
s =—d,k +¢, %@4’ ;s =d,k, —d,k; +c, %4"4’ eps =d,k, +¢ %% (3.37)

dir. Ayrica r’ egrisinin yay parametresi
s'= 4] pds
dirve 1<v <4 igin r” egrisinin V. egriligi

k* — ﬂ\/+1(0v+1
AA40



35

dir [8].

Ispat. Ilk olarak s ile s™ arasindaki bagintiy1 elde etmek igin (3.31) formiiliiniin s

yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dar™ , dr'ds
E =r+umt, = EE =t + W, (Kt +Kts)
. ds”
[ E =(1- p-zkl)tl + “2k2t3 (3.38)

olur. Yay parametreleri arasindaki bagintiy1 elde etmek i¢in kabul edelim Ki

1-wk k
(d-koky) _a, B g
(2] 2

olsun. Vsel igin

oldugundan
f(s)= \fafTasz j @ ds
bulunur. a’ +aZ = A? denirse
s = Alj @, ds
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (3.38) denklemi

Aty =at +agt,

haline gelir. O halde (3.32;) bulunmus olur. Bu son denklemin s yay parametresine

gore tlirevi alinirsa
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21 (5)

s'=1(s)

bulunur. (3.13) de verilen Frenet formiilleri yardimiyla

= (ak, —a;k,)t, +ak.t, (3.39)
s'=1(s)

2, dt
Ao s

dt;

*

elde edilir. k; = oldugundan

s"=1(s)

N 1
= lak k) (ake)

bulunur. Kisaligin hatir1 i¢in

2
\l(a1k1 —agk,)’ + (asks) =40,
alinirsa r” egrisinin birinci egriligi
K =2 (3.40)
AP,
bulunur. Boylece (3.39) denkleminde (3.40) denklemi yerine yazilarak

Az("zt; = (ak, —azk,)t, +akt,

/12'[; — (aikl _ a3k2 )tz + ask3t4
?,

olur. Bu denklemde kisaligin hatir1 i¢in

b = (a1k1 _aakz) b = ask3t4
2 1 Mg
2 2

alinirsa

ﬂzt; = bztz + b4t4
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olur ve 27 =b? +b; elde edilir. Boylece (3.32,) elde edilmis olur. Bu son denklemin s

yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt)
ds”

bt +bt]
s'=1(s)

2 1'(s)

bulunur ve (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt,
L4, i =-bk,t, + (b,k, —b,k,)t,+ b,k,t, (3.41)

s"=1(s)

dt;

*

elde edilir. k; = +k

s'=f(s)

oldugundan (3.41) ve (3.32;) denklemleri de

kullanilarak

.1 a2 Y
k, = b,k, —= bk, —b,k
? %ﬂz(ol\/( +a1[ﬂlJ ] [( )+a3[

olur. Yine kisaligin hatir1 i¢in

\/[bk +a{f] jz ((bk bk)+a{%} J2+(b4k4)2=ﬂgco3

alinirsa r” egrisinin ikinci egriligi

J T +(bk,)’

.}*|N>;,

2’221?1

bulunur. Boylece (3.41) denklemi, (3.14) de verilen Frenet formiilleri ve (3.40)

denklemi yerlerine yazilarak

—ﬂzﬂlgpl(jffz ]tl+22/11§01 6 =—bykt, + (0K, —b,k, )t + bkt

seklinde olur. Bu son denklemde (3.41) denklemi yerine yazilip denklem

diizenlenirse
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[_bzkl +a @ZEJ ?, jH +[(b2k2 —-bk;)+a, (j;zj ?, jts + (b4k4 )ts

ﬂe(”st; = .
3
olur. Eger
2 2
bzkl+a1[j}j% bk, bk)+a3[jjj »
=0y, =Gy, 44:(:5
12 D3 23

alinirsa
/Qst; = C1t1 + C3t3 + Csts

olur ve buradan da A” =c+cZ +c? bulunur. Bdylece (3.323) denklemi elde edilir.

(3.323) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt;
ds”

= C1t1' + Cst3’ + Csté
s'=1(s)

A t'(s)

bulunur. (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

*

dt,
Ahe, ds”

= (C1k1 - Cakz)tz + (C3k3 - C5k4 )t4 (3-43)
s"=1(s)

dt;

*

*

+k,t;
s'=1(s)

elde edilir. k; = denkleminde (3.32;) ve (3.43) denklemleri

kullanilarak

* 1
k., = k, +b,
; %col\/(lki Wt [

bulunur. Kisaligin hatir1 igin

ol

INEERNEN

S

2 %2 2
?s 3k k b T2 |9 | =M,

M&;
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alinirsa r” egrisinin liglincl egriligi

- Ao
k, = —"2 (3.44)
’ LA,

olur. Bu durumda (3.43) denkleminde (3.14) Frenet formiilleri ve k; yerine yazilirsa

2
4(04 (C k C3k2 )t2 + (CSk3 - CSk4 )t4 + (b2t2 + b4t4 )[%] ¢3

2 X
ck, +ck, +D, f @, [, +| CK; +Cik, +b, E ?; |t
At =

- Py

4

olur. Burada

alinirsa
At =d,t, +d,t,

ve A2 =d? +d? olur. Béylece (3.324) denklemi bulunmus olur. Son olarak (3.324)

denkleminin s yay parametresine gore tiirevinden

*

240, jﬁ Ayt +d,t, (3.45)
S s"=1(s)
olur. k % +k;t;|| denkleminde (3.323) ve (3.45) denklemleri kullanilarak
S
s =f(s)

K, = L (dk+c(’1‘g¢]+(dk dk+c(’1“zj j (dk%[l“z]%j
wx.) A % &

olur. Kisaligin hatirt i¢in
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\/{dZKﬁC{%J%] +[d2k2—d4k3+c{%‘zj¢4] +£d4k4+c5(%‘zj¢4) = .0,

denirse r” egrisinin dordiincii egriligi

= LsPs (3.46)
Ao

olur. Béylece (3.45) denklemi, (3.14) Frenet formiilleri ve k, yardimiyla

2

A * , /
_(C1t1 +Cly + Gty )(Z‘;] @, + Aspsts =d,t, +d,t,
olur. Gerekli duzenlemeler sonucu

. A2
A5ty = —d, kit + (d,k, —d k)t +d Kt +(Ct, + ity + Gty ) [Z‘;J o,

—d.k i“z d.k, —d,k i“z t.+| d,k /1—42 t
K +C /132 @, [+ 0K, —0d,K;+C; /132 Dy |G 4Ky + Gy 132 @y |5

/Lats =
@s
olur. Eger
/12 22 /12
—d2k1+c1(/1;‘2]¢4 d,k, —d,k, +c, (222}04 d,k, +¢; (ﬂ}]%
=€, = 83, = 65
D5 3 (3
alinirsa

ﬂst; =&t +&t; + &l
ve A2 =€’ +e?+€ olur. Béylece (3.325) bulunmus olur.

(3.40), (3.42), (3.44) ve (3.46) denklemlerinden r egrisinin Bertrand eslegi r"

egrisinin V. egriligi
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k: — /q’v-*—l(pv-*—l ’ 13 v < 4
//Lv/’iiwl

oldugu goriiliir.

Simdi de ikinci olarak, (3.3) parametrik gosterimine sahip r:(s) ve r*:(s*)
Bertrand egri ¢ifti icin g4404 #0 ve u, = 1, =0 olsun. Boyle bir Bertrand egri

ciftinin karakterizasyonu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.3. E® de Bertrand egri ¢ifti

F =1+t + b, + gt (3.47)
seklinde ise

At =at +at, +at,, A’ =a’+a’+a’, (3.48y)

At =bt +bt, +bt, +ht, 22 =b’+bZ+b?+DbZ, (3.48,)

At =ct +ct, +ct,+ct,, A2 =cf+c5+c+ch, (3.483)

AL =dt +dt, +d;t, +dct,, 27 =d?+d?+d?+dZ, (3.484)

At =et +et, +et, +et,, A>=¢e"+e+el+e] (3.485)
dir. Burada

ag =1 a,p =k —Hk,, a0 =k -k, (3.49)

by, =-a,k, by, =ak, by, =ak, —ak; bep =ak,, (3.50)

X X
Gy =-bk +a (_ZJ @5, C,05 =bk, —bk, +a, (_ZJ ?y1 Cps =b)Ky,
A A (3.51)

X
C,05 = bk, —byk, +a, (?j (2



S

d,p, = czk1+bl[ij d,p, =ck, —ck, +b[

2
d,p, =c,k, —c,k, +b3(j32j d.p, =c,k, +b[

S

12 /12
€05 = —d2k1+cl[z“2jgo4, e,p, =dk —d,k, +c¢ (ZAJ%

/12 /12
e,0; =d,k, +c, (Z“Zj%, e, =d,k, —d.k, +¢C [Z“J%

dir.r” egrisinin yay parametresi ve 1<v <4 igin " egrisinin v. inci egriligi

s'= 4,[ pds

k* — ﬂ\/+1€0v+1
! AAo

dir [8].

o
o
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(3.52)

(3.53)

Ispat. s ile s™ arasindaki bagmtiy1 elde etmek iizere (3.47) formiiliiniin s yay

parametresine gore tiirevi alinirsa

d ! ’ 1
E =T+t + ity + 1ty

3 (jj__t1+p1kt b (kgty +kty) + K (—kot,)

ds” ..
EH = (tl + (“1 kl - uskz)tz + (l*lsks - U5k4)t4)

olur. Yay parametreleri arasindaki bagintiy elde etmek iizere

a1=i, a, = (“1k1_“3k2) . a, = (H3k3—l15k4)
2] 2] 2]

kabul edilsin. r” egrisinin yay parametresi Vs e | icin

*

f:l—>1

(3.54)
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*

sas*:f(s),zisqto

fonksiyonu ile belirlendiginden
f(s)=ya’+aZ+a I(plds
s = Alj @, ds

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (3.54) denklemi
Al =at +at +af,

haline gelir ve a’ +a2 +a; = A” olur. Bu durumda (3.48;) denklemi ispatlanmis olur.

Bu son denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

*

d
A () o

=at +a,t, +a,t;
s'=1(s)

bulunur ve (3.13) de verilen Frenet formiilleri yardimiyla

o At
/wlds*

=—a,kt, +akt, +(ak, —ak; )t; +a,k,t (3.55)

s =f(s)

dt;

*

elde edilir. k; =

oldugundan (3.55) denklemi yardimiyla

s'=f(s)

k1* = %\/(_azkl)z +(a1k1)2 +(a2k2 _a4k3)2 +(a4k4 )2

bulunur. Kisaligin hatir1 i¢in

\j(_a'zki)z + (a1k1)2 + (azkz —a,k, )2 + (a4k4 )2 =40,
alinirsa r” egrisinin birinci egriligi

K =222 (3.56)
Ao,
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bulunur. Boylece (3.55) denklemi, k; ve (3.14) Frenet formiilii yardimiyla

Aq%t; =-a,kt +akt, + (azkz - a4k3)t3 +a,K,ts

AL = —a k.t +akt, +(ak, —a,k; )t +a,k,t
=
2

bulunur. Bu denklemde kisaligin hatir1 igin

p =Tk, _ak o (@Bkoak)
1 2 y 3
¢ P2 P> ?,

alinirsa
ﬂzt; = b1t1 + bztz + bsts + bsts

olur ve 22 =b’ +b? +b? +b? elde edilir. Boylece (3.48,) ispatlanmis olur. Bu son

denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt
ds”

=ht/ +b,t; +b,t; +bit,
s'=1(s)

2 1'(s)

bulunur ve (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

*

dt
L@, d_si =-b,kt, + (b,k, —b,k;)t;+ b,K,t; (3.57)

*

s =f(s)

dt,

*

elde edilir. k, = +k

s'=1(s)

oldugundan, (3.57) ve (3.48;) denklemleri

kullanilarak

k, = 31/1];% \/(_bzkl + %(%J%J +£b1k1 —-bk, +a, (%ﬁ] %J +(b2k2 )2 +(b3k3 —bk, +a, [

bulunur. Yine kisaligin hatirt i¢in

%

o~

o]
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Jo) -

R R P

alinirsa r” egrisinin ikinci egriligi

&>|$,:,

N (3.58)
AAe

bulunur. Boylece (3.57) denklemi, (3.14) Frenet formiilii ve k; yardimiyla

—%m(fﬁz ]tl+2221¢1kt =—b,kit, + (bk, —byk,)t, +b,k,t, +(bsk, —bik, )t,

seklinde olur. Bu son denklemde (3.58) yerine yazilir ve denklem diizenlenirse

As@st; = (_bzkl +a (%ZJ% Jti + (blkl —bk, +a, (%J@z ]tz +hykt, + (bsks —bk, +a, [%J ®, jt4

bulunur. Eger

(—b2k1+a1(jl2zj¢2j (blk bk +a (f]{[)z} b2k2 {b k bsk +a (fij]

Cl= ’C2: ’C3=—’ C4=
(2 23 (4] Py

alinirsa
ﬂat; =Ct, +C,t, +Cit; +C,t,

olur ve A’ =c’+c;+c.+c; bulunur. Boylece (3.483) ispatlanmis olur. Bu son

denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt;
ds”

’ ! ’ ’
=Ct +C,t, +Ct; +Ct,
s'=f(s)

A t'(s)

bulunur. (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt;
ﬂsﬂl(pl d_Si =-C, kltl + (Clkl -G kz )tz + (Cz kz —C, ks )t4 + C4k4t5 (3-59)

s'=1(s)
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dt;

*

*

elde edilir. k, =

*

+k,t;
s'=1(s)

denkleminde (3.48;) ve (3.59) denklemleri

kullanilarak

k;:/ﬁﬂla%\/[ c,k +bl[jf] ] (clk1 .k, +b, [f] J +[czkz—c4k3+b3(i{j(p3j +[c4k4+b5[fé]¢3J

bulunur. Kisaligin hatir1 igin

[ ] oo ool o

alinirsa r” egrisinin ti¢tincii egriligi

M&)
N&;
M&;

2
J%J = 4P,

e (3.60)
AAp,

olur. Bu durumda (3.59) denkleminde (3.14) Frenet formiilleri ve k; yerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

/H*:£_02k1+b1(j§](p3}1+[01k1_c3k2+b (t]%} +[c k, —c,k, +b, (f]%]t +[c k, +b, (E]%]ts
44 ¢4
bulunur. Burada
2 2
{—c k +b{ J j (clk —Ck, +b (23] Bj
d, = ,d, = &
@, @,
2 2
{czk —c,k; +Db (/13] 3J £c4k4+b5[ﬂ32j¢3J
d,= ﬂ? d. = %
3 ' 5
Dy Dy

alinirsa

A =dt +dt, +d.t, +dt,



a7

ve A7 =d? +d? +d? +d? olur. Bdylece (3.48,) ispatlanmis olur. Son olarak, bu son

denklemin s yay parametresine gore tiirevine bakilirsa

*

dt ’ ! ’ !
A0 d—i =d,t/ +d,t; +d,t; +dt; (3.61)
S s'=f(s)
olur. k; = dt‘,{ +k;t;|| denkleminde (3.483) ve (3.61) denklemleri yerine
s'=1(s)
yazilarak

.1 2) Y 2 Y a2\ Y ) Y
k4:l4ﬂ1(01 [_dzk1+c1{/1}}(p4J +{d1k1_d3k2+cz(ﬂ:zj(/’4j +[dzkz+cs[isz¢4j +£d3ks_d5k4+c4[ﬂz‘2]‘/’4J

bulunur. Kisaligin hatir1 i¢in

\/[_dzk1+cl(j:zj(/’4J +(d1k1_d3k2+cz[j§]¢4] +£dzk2+ca[j§]¢4j +{d3k3_d5k4+c4(j§j(p4J =05

denirse r” egrisinin dordiincii egriligi

k, = AP (3.62)
Ay

olur. Béylece (3.61) denklemi k, ve (3.14) Frenet formiilleri yardimiyla

2

;i‘ * ' ! [ !
—(Ct,+Ct, +Cty +Cyt, )[Z‘;j @, + Aoty = dyt] +d,t) +dot] +d.t]

olur. Gerekli diizenlemeler sonucu

22 22 22 22
—d,k +¢ [ﬂ:zj@t t,+| dk —dsk, +c, (Z:zj% t,+| dk, +c, {/ﬁz)@t ty+| dk; —dsk, +cC, {/122](04 t,
t =

Asts
Ds

32 e
—d,k, +¢ E Dy d.k, —d;k, +c, Z @y

e1= , ezz
23 s

bulunur. Eger




alinirsa
ﬂst; =et +et, +et; +et,

ve A2 =€ +e’ +¢€ +e; olur. Bdylece (3.485) ispatlanmis olur.
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Sonug olarak (3.56), (3.58), (3.60) ve (3.62) denklemlerinden r” Bertrand eslenik

egrisinin V. egriligi

=Pl 1, <y
/’{’vﬂiwl

oldugu goriiliir.

Son olarak (3.3) parametrik gdsterimine sahip r=(s) ve r’ = (s*) Bertrand egri ¢ifti

icin 4, #0 ve g =p=4=0 olsun. Boyle bir Bertrand

karakterizasyonu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.4 Bertrand egri ¢ifti
r=r+ut, +ut,

seklinde ise
At =at +at +at, 4’ =a’+a;+a,
At =bt, +bt,, 22=b+b],
At =ct +ct,+ct, A2 =c?+c+c?,
AL =dt +dt,, A2=d?+d?,

ﬂst; =et +et; +et;, 2'52 :elz +e§ +e52

ciftinin

(3.62)

(3.63,)

(3.63,)

(3.633)

(3.634)

(3.635)
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dir ve
ai(”l:(l_uzk1)’ a3¢1:(u2 k, — ) a0, = UK, (3.64)
b,p, = (a1k1 ak, )’ b,p, = (a3k3_a5k4)' (3.65)
C,; :[_bzkl"'ai[ﬂ;]%]’ G0, :(bzk b,k +as(ﬁ}/’zjy
/121 ﬂl (3.66)
Cs0s :(b4k4 +as(%j(/’z]v
d,, =(clk1—c3k2+b2 (%J?’s} d,o, —[C ks —Csk, +b (%]%J' (3.67)
(3.68)

dir. Burada
s'= 4,[ pds
dir. 1<v <4 icin r" egrisinin v. inci egriligi

k* — ﬂ\/+1(0v+1
A 40

dir [8].

Ispat: (3.62) formiiliiniin s yay parametresine gore tiirevi aliirsa

* * *

dr , , r ds

e + it + :Egztﬁ' Hy (—Kity + Kot )+ Hy (—Kots +K,t5)
. ds”

t E:((l_ uzk1)t1+(uzk2 _“4k3)t3+“4k4t5) (3-69)

olur. Yay parametreleri arasindaki fonksiyonu elde etmek iizere



(1_ Uzkl) (|J2k2 _|J-4k3)

R

2 2] 2
kabul edilsin. r™ egrisinin yay parametresi Vs e | igin
fil>1”

*

sas*:f(s),(jjis;to

fonksiyonu ile belirlendiginden
f (S):\/aiz +a’§ +a§j¢1ds
s'= 4,[ pds
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (3.69) denklemi

At =at +a5t, +agt;

50

haline gelir ki burada a’ +aZ +aZ = 47 dir. Béylece (3.63;) ispatlanmis olur. Bu son

denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

*

d
A () o

=al; +agt; +adt;
s'=f(s)

bulunur ve (3.13) de verilen Frenet formiilleri yardimiyla

= (alkl _askz)tz +(a3k3 _ask4)t4

s'=f(s)

, At
Ao e

elde edilir. k; = j;

-1
*

oldugundan (3.70) denkleminden

s'=f(s)

1
Ao

k1* = ’\/(aikl - a3k2)2 + (asks - a5k4)2

bulunur. Kisaligin hatir1 i¢in

(3.70)
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\/(a1k1 _askz)2 +(asky _ask4)2 =49,

alinirsa r” egrisinin birinci egriligi

K = ”?2(”2 (3.71)
Ao

bulunur. Boylece (3.70) denkleminde (3.14) Frenet formiilleri ve k; denklemi yerine

yazilarak
Zprty = @k, — a5k, )t, + (agk; —agk, )t,

22'[; _ (aikl _ askz )tz + (agks _ a5k4)t4
?,

bulunur. Bu denklemde kisaligin hatir1 igin

b, = (Bki—ak,) ) (Bks —ak,)t
2 U]

?, ?,
alinirsa
ﬂzt; = bztz + b4t4

olur ve 22 =bZ +b? elde edilir. Boylece (3.63;) ispatlanmis olur. Bu son denklemin s

yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt;
ds”

A, 1(s) =b,t, +byt,

s'=f(s)

bulunur. O halde (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

*

= bkt + (B,k, — k)t + b Kyt (3.72)

s"=1(s)

o

dt)
ds”

dt,

*

elde edilir. k, = +k b

s'=1(s)

oldugundan, (3.72) ve (3.631) denklemleri

kullanilarak
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S N (SR I RNEN)

olur. Yine kisaligin hatir1 i¢in

S R KR

alinirsa r” egrisinin ikinci egriligi

N (3.73)
ety

bulunur. Boylece (3.72) denklemi k; ve (3.14) Frenet formiilii yardimiyla

—ﬂ,zﬂlgol(ffz ]t1+ﬂzﬂi¢lkt — bkt + (Bk, —bk, )+ bkt

seklinde olur. Bu son denklemde (3.63;) ve (3.73) yerine yazilip diizenlenirse

. [_b2k1 +a1(j§}(”2}t1 +((b2k2 _b4k3) T8, (EJ%}S +[b4k4 +a (j:z} %th’

Aoty
@5
olur. Eger
2 2 2

—b,k +a1[/12j (b,k, —b4k3)+a,3[2'22j(02 (b4k4 +a5 [%]%J

#)" 2)" 2"

=Ly Y =L
@5 Ds Ds

alinirsa

/Qst; =Ct + Gty +City

olur ve buradan da A% =c’ +cZ +cZ bulunur. Yani (3.63;) ispatlanmis olur. Simdi de

(3.633) denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
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dt;
ds”

P ' '
- 1t1 + C3t3 + C5t5
s'=1(s)

2 1'(s)

bulunur. (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt,
Ao, d_Si = (Ck; — €5k, +(Cok; —Cok, ), (3.74)

s'=f(s)

dt;

*

*, x

+k,t,
s'=f(s)

elde edilir. k; = denkleminde, (3.63;) ve (3.74) denklemleri

kullanilarak

K ——1 [ck ck+b[
/1123¢71\/

bulunur. Eger

o] o]

&’I&s
No};

\/(clki—cskﬁb{%z]%] J{csk —C.k, +b, [%J ] =40,

kabul edilirse r™ egrisinin tigiincii egriligi

« AL
k, =274 (3.75)
’ Ao

olur. Bu durumda (3.74) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilip k; ve (3.14)

)n
N

Frenet formiilii yerine yazilirsa

2.ty = (€K, —C k), + (Ck, — ok, )t, +(byt, +byt )[

(clk1+csk2+b [ j%]t +(ck +C.k, +Db, (

14t4 =
@y

Me;,

M&;
o

olur. Burada
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M&s
@am

)

(clk ck+b( ]3] [cgk ck+b(
d, = d

1 Yy

2 @y

alinirsa
At =d,t, +d,t,

ve A7=d?+d? olur. Bdylece (3.634) ispatlanmig olur. Son olarak (3.63;)

denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt ! !

2, 8'(s )ds =d,t) +d,t;
=f(s)
dt, , ,
A A, s =d,t; +d,t, (3.76)
s"=1(s)
olur. k, = dti +k;t;|| denkleminde (3.633) ve (3.76) denklemleri kullanilarak

s"=1(s)

K, = L [dk+c(’1‘g¢]+(dk dk+c(ﬂ4§] j (dk%[ﬂ“i]%j
Aoy 4 % &

olur. Kisaligin hatirt i¢in

J(dzkﬁc@%] {dzk dk+c@ ) [dk+c(gj¢4] e

denirse r” egrisinin dordiincii egriligi

K = Lo (3.77)
A,

olur. Béylece (3.76) denklemi k, ve (3.14) Frenet formiilleri yardimiyla

2’2 * ! !
_(Cltl +C3ly +Cols )(Z‘;j @, + Aspts = d,t +d,t,
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olur. Gerekli diizenlemeler sonucu

N A2
ﬂs(ﬂsts = _dz t.l. + (dzkz - d4k3)t3 +d4k4t5 + (Cltl + C3t3 + Csts)EZ‘;J Dy

A A A
—d.k, +¢ E @, [t +| dk, —d,k; +c, E @, [+ dk, +¢ E ?, |t

/Lsts =
@5

olur. Eger

A2 A2 A2

—d,k +¢ 742 D4 d,k, —d,k; +¢; 742 Dy dk, +¢, 742 @y
A A A
=€, =65, =€
@s Ds Ps

alinirsa

/lst; =&l +&t; +&l;
ve A2 =¢e” +e?+e’ olur. Béylece (3.63s) ispatlanmis olur.

Sonug olarak (3.71), (3.73), (3.75) ve (3.77) denklemlerinden r egrisinin Bertrand

eslegi " egrisinin 1<v <4 olmak iizere v. egriligi

k* — ﬂ‘v+l¢v+l
' j“v ﬂlgol

oldugu goriiliir.



BOLUM 4. 5-BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA TIMELIKE
BERTRAND EGRIi CIFTLERI

4.1. 5-Boyutlu Lorentz Uzayinda timelike Bertrand Egri Ciftleri

R?, 5-boyutlu Lorentz uzayinda r ve r’, sirastyla, s ve s” yay parametresine sahip

timelike egriler olsun ve bu egriler
r=r(s) ver =r’(s") (4.1)

parametrizasyonu ile verilsin. r ve r” timelike egrilerinin Frenet vektorleri, sirasiyla,

1<i<5, t, ve t. olmak iizere t, ve t; timelike birim teget vektdr alanlaridir. Ayrica

(4.1) denklemi ile verilen egrilerin, sirasiyla, k; ve k| (1<1<4) egrilikleri i¢in
kK kK, Kk kKK, #0

olsun.

Bu kosullar altinda verilen (4.1) egri ¢iftinin Bertrand egri ¢ifti olmasi ile ilgili

asagidaki tanim verilebilir.
Tamm 4.1.1. Bir r(r:1 >Rp) timelike egrisi ve bir diger r'(r':1">R})
timelike egrisi igin

fil—>1
« ) (4.2)
s—>s =f(s), di¢o
ds
birebir doniisiimii var ve bu doniisiim altinda Frenet 5-ayakli ¢ifti Lorentz hareket

gruplarina gére invaryant hacimler olusturuyorsa r =r(s) egrisine timelike Bertrand
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egrisi, r*=r*(s*) egrisine r egrisinin timelike Bertrand eslenigi denir. (r,r*) egri

ciftine de timelike Bertrand egri ¢ifti denir.

Teorem 4.1.1. Eger R; de (r,r") egrileri timelike Bertrand ifti iscler bu takdirde

1,a;,b,c,d;, e sabitlerve ¢ =¢.(s)#0,(1<i<5) olmak iizere,

5
rr=r+> ut (4.3)
i=1

bagntis1 vardir, Oyle ki

5 5

|ﬂl|t1* =Zaiti’ ﬂjz = _312 +Za1'2 ' (4.41)
i=1 i=2
5 5

Mz t; :Zbiti’ jqz = _b12 +Zbi2 ' (4.42)
i=1 i=2
5 5

4t = et A7 =|-c2+> ¢, (4.45)
i=1 i=2
5 5

Aty =D dit, A7 = ‘—df +>d2, (4.44)
i=1 i=2
5 5

4|t =D ety A2 =|-ef+> e, (4.45)
i=1 i=2

dir ve 2<h<4 igin
a1|¢1| =1+ 1wk, a, |§01| ol UL PR U Ay |(P1| = K, , (4.51-4.55)
by |(P2| =a,k, b, |(02| =a,, K, — K, by |(p2| =a,k,, (4.61-4.65)

X 2
G, |(03| =b,k —a, (E}%L Ch |¢3| =D, K1 —by.k, —a, (?J |¢’z| '
(4.7,-4.75)

2
C5|§03| =b,k, —a, (%j |§02|'
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2

d1|¢4|:C2k1+b1( zj|¢3|! dh|¢4|:Ch-1kh-1_Ch+1kh+bh[

2]|<o3|,

A2 A2
g |¢5| =d.k, +¢ 242]|€04|’ €, |¢5| =d, K, —dp,.k, +¢, [242]|¢4|’

22 (4.9:-4.95)
€5 |¢’5| =d,k, +¢ [Z‘;JW’A

2

Bl
&

2

’\}_;

]|<o3|,
(4.8,-4.85)

|2

d5 |¢4| = C4k4 + b5

,\})

dir. Ayrica, r” timelike egrisinin yay parametresi

s’ = |21|I|¢1|ds (4.10)
ve egriligi r” timelike egrisinin egriligi
=Bl 1cy<q (4.11)
A,

dir.

Ispat: t ve t (1<i<5)birim vektorleri birbirine dik olduklarindan ve Frenet 5-

ayakl ¢ifti Lorentz hareket gruplarina gore invaryant hacimler olusturdugundan

5
t=>yt, i=1..5 (4.12)
i=1

olur. Burada y; sabittir ve (y;,) bir ortagonal matristir.

(4.1) denklemi ile verilen bir egri i¢in Frenet Formiilleri asagidaki gibidir.

dr d dt dt dt
Eztl' d_tsizkltzv d—52=k1t1+k2t3, d_sr]:_kh—lth—1+kht > =

h+1° E - _k4t4 (4'13)

dr’ . dt; .. dt

ox o aw Ot B | .
ds” ' ds” :kltZ’ E:kltl +k2t3' d_sr:*:_kh—lth—1+khth+l’ d—siz—k4t4 (4.14)

Ilk olarak s ile s arasindaki bagintiyr elde etmek icin (4.3) formiiliiniin s yay
parametresine gore tiirevi alinirsa
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ar” . & . drids”
ds =r+ Z/uiti = s ds =t + Kt + 1 (Kt +Kt) + B (=Kot +Katy) + [, (—Kgty +K,ts) + By (K,t,)

i=1

bulunur. Denklem diizenlenirse

. ds
t & = (1+ k)t + (K, — k)t + (LK, — LK )G + (MeKs — K, )t + Kt (4.15)

olur. Burada kisaligin hatir1 igin

_ 3+ p,ky) a — (bok; — 1sk,) a, = (KK, —Hiks)

' 2

|(P1| |¢1| |(P1|
a, = (U3k3 _“sk4) .8 = “4k4
|§01| |(p1|

alinirsa

*
*

ds
{2 =(allu+alolt +alalt +alalt +alalt)

olur. r” egrisinin yay uzunlugu s* olmak iizere

. dr’
s =||—I|ds 4.16
Il (4.16)
ile tanimhidir.
fil—=1
(4.17)

s—s =f(s)

olmak tlizere

F(s)=|-a +a +a +a + 2| ||

oldugundan kisaligin hatir1 i¢in \/‘—af +ai+al+al+ asz‘ = ‘/11 ‘ denilirse

s"=[4 [l ds

elde edilir. Boylece (4.15) denklemi yeniden diizenlenirse
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|ﬂl|t1* = Zaiti

olur. Burada ‘—af +a+al+al+ asz‘ = A dir. Boylece (4.41) ispatlanmis olur. Son

denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

*

() b
|ﬂl|f (S) dS*

s'=f(s) 1=

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

= a,kt, + (ak, —a;k,)t, + (a,k, —a,ky )t + (ak, —agk,)t, +a,k,t;  (4.18)
s'=1(s)

dt;
|
bulunur. r* timelike egrisinin birinci egriligi

dt;
ds”

*

k, =

(4.19)

s'=1(s)

oldugundan (4.18) denklemi yardimiyla

. 1
k =1 \/‘_(azkl)z +(ak, —agk,)” +(ak, —a,ks)” + (ks —agk,)’ +(a4k4 )2‘
4]

dir. Kisaligin hatirt i¢in

2
\/‘_(a2k1) + (aiki - a3k2)2 + (azkz - a4k3)2 + (asks - a5k4)2 + (a4k4 )2‘ = |ﬂ2¢’2|
alinirsa r” timelike egrisinin birinci egriligi

)

K =
t M,

(4.20)

bulunur. Boylece (4.18) denklemi, (4.14) Frenet formiilleri ve k; yardimiyla

|ﬁ'z¢z|t; = a2k1t1 + (a1k1 _aekz)tz + (azkz _a4k3)t3 + (asks _ask4)t4 + a4k4t5
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= a2kltl + (aikl _ askz)tz + (a“zkz — a4k3)t3 + (asks _ ask4)t4 + a4k4t5
2
2|

14,

olur. Kisalik i¢in

h =k, _@koak) | (ak—ak) | (@k-ak) | _ak
|(02| |§92| |(02| |¢2| |¢2|

denilirse

5
; = Zbiti
i=1
olur dyle ki ‘—bf +b? +bZ +b? +b52‘ = A dir. O halde (4.4,) ispatlanmus olur. (4.4)

denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt,
f' 2
|//L2| (S) dS*

i=1

s"=1(s)

bulunur. Eger (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

= b2k1t1 + (b1k1 - bskz )tz + (bzkz _b4k3)t3 + (bsks _b5k4)t4 + b4k4t5 (4-21)
s'=f(s)

dt,
| 2

elde edilir. r" timelike egrisinin ikinci egriligi

(4.22)

oldugundan, (4.4,) ve (4.21) denklemleri (4.22) de yerlerine yazilarak

[
ﬂz/h%\/

bulunur. Yine kisalik i¢in

O TS S, BT

ﬂ[@fa bkl] [mzz\az (b bak)] [@\Z\ag (b bk)] [@\Zz\a. (e b5k>] [“;’f‘a5+bk4]2:

denilirse r” timelike egrisinin ikinci egriligi



k* — A’agps
i AHhe

bulunur. Boylece (4.21) denklemi, (4.14) Frenet formiilleri ve k; yardimiyla
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(4.23)

2 5
|ﬂa¢3|t; =b,kt + (ok; —bsk; )t, + (b, —,ks)t; + (K, —bgk, )t +byk,ts _(%j|¢2|zaiti
i1

V|t =

{bzkl _al[%)‘¢2@1‘1 ‘*{(bllﬁ —bk,)-a, (%]‘(/’2‘}2 +|:(b2k2 —bk;)-a; [%j‘%qta +{(b3k3 —bck,) _34[

}4 +{b4kA —8 [%zj“ﬂzqts

lo|

seklinde olur. Benzer yolla

5 5 5
bzkl_ Py 2 _bakz TR 52 2 bzkz_b4k3 - Py 2
N (2ol b o % Jol i o[ % ol
' |¢’3| i |(P3| ’
5 5
bk, —bsk,)—a,| =% ||@, bk, —as| =5 ||,
| Gkt o % o - o[ % o
‘ || i ||
denilirse
|ﬂa|t;:Z_l‘,Citi

olur. Burada ‘—Clz +Co+CF +C +C§‘:ﬂ§ dir. Boylece (4.43) ispatlanmis olur. (4.43)

denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt;
|ﬂf~xﬂl¢l| ds*

s'=f(s)

olur. r* timelike egrisinin tiglincti egriligi

= Czkltl + (C1k1 - Cskz )tz + (Czkz - C4k3)t3 + (C3k3 - C5k4 )t4 + C4k4t5

(4.24)
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(4.25)

dir. (4.4;) ve (4.21) denklemleri (4.25) de yerine yazilirsa

k;—zi%\ﬂ[clklcakz+bz[:§](p3] +[c2k2—04k3+t5[%2)\¢3\] +[cgk3—csk4+b4[%§](p3\] + [°4k4+b5[%§j“/’3‘] —{c%ﬁb{%ﬁ]@\}

bulunur. Kisalik i¢in

2

\A[CZk1 +b1[%z]“/’a‘j Jr[L‘qkl ’Czkz +b2 [%ﬁ]‘%‘] +[C2k2 7C4k3 +b3 (%ﬁ]‘%‘] +(Cak3 ’cska + bA [%ﬁ]‘%‘} + [CAKA + bs [%ﬁ]‘%‘] = MA%‘
alinirsa r” timelike egrisinin tgiincii egriligi
* ﬂ
K =| L% (4.26)
A4o,

bulunur. Boylece (4.24) denklemi, (4.14) Frenet formiilleri ve k; yerine yazilarak

2 5
_(%J|¢3| Zblti +Mzt(o4|t4 = Czk1t1 + (Clkl _Cskz)tz + (Czkz _C4k3)t3 + (Ceke _C5k4)t4 + C4k4t5
i=1
bulunur. Buradan

2 5
|24ty = Ckit, + (€K, — €K, )t + (CK, — €y ), + (Coky — Gk, )t +C Kyt J{%)W’J Zbiti
i=1

“};

[CZkl + bl[ z ]“/’3‘}1 +[C1k1 —Ck, +b, (%z]‘%‘]tz +[Czkz —C,k;+b, [%J‘%‘}a +[Cak3 —Cgk, +b, [%ﬁj\%\jh +[C4k4 +by [%]‘%‘}5

“/’4‘

'\}:

‘/14“;:

oldugu goriiliir. Benzer yolla

L c2k1+b1[fé}|¢3| L [clkl—c3k2+b2 (féj'%@ d [czk2 —C,k, +b, [i{jmj

] LT )| B 4]

Za S
3k3_ 5k4 b4 h2 3 4k4 bs a2 3
d_[c o (J?'J d_(c ) (ﬂ?]k”']

‘o |¢4| e |¢4|

1
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denilirse

t, = iditi

i=1

A

ve ‘—df +dZ+dZ+d? +d52‘ = A/ elde edilir. Yani (4.44) ispatlanmis olur. Son olarak
(4.4,) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt;
ds’|.

S =

2| £(s)

5
=> dt/
f(s) i=1
olur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

= deltl + (dlkl - dskz)tz + (dzkz - d4k3)t3 + (dsks - d5k4)t4 + d4k4t5 ( 4-27)

s'=f(s)

dt,
daol S
| 4ﬂ1¢1| ds'

elde edilir. r” timelike egrisinin dordiincii egriligi

(4.28)

oldugundan (4.43) ve (4.28) denklemleri yardimiyla

.1 AT AT AT 20 20
k4=m —| d.k +¢ E ‘%‘ +| dik, —dgk, +¢, E ‘WA‘ +| dyk, —d, ks +c, E ‘%‘ +| dyky —dgk, +c, E “/’4‘ + | dk, +C E ‘%‘

olur. Kisalik igin

\A‘[dzkl+c1[j§](/’4j *{d1k1_d3kz+cz[%§j‘¢4‘] +[dzkz_dAk3+cz(%§j‘%‘J +[d3k3—d5k,,+04(%§j‘(p,,‘} + {m&*%(%{}‘%‘] :Ms(ps‘
almirsa r” timelike egrisinin dordiincii egriligi
K, = Asps (4.29)
Aty
1P

bulunur. Boylece (4.28) denklemi, (4.29) denklemi ve (4.14) Frenet formiilleri
yardimiyla
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|/15¢75|t5 =d,Kity +(dKk —dgk,)t, +(d K, —d ko)t +(d3ky —dgk,)t, +d Kt + {Z‘;j|¢4| Zciti
i1

seklinde olur. Denklem diizenlenerek

e[ 2 2 2 2
oK +C; E “/’4‘ t,+| dk —dgk, +¢, E ‘?’4‘ t,+| dk, —d, ks +¢q E “/’4‘ ty +| dgky —dgk, +C, E ‘?’4‘ t,+| dk, +C E ‘(/’4‘ t

los|

At =

bulunur. Kisaligin hatirina

A2 A A2
d,k, +c E |(03| dik, —dgk, +c, E |(p3| dzk, — 0k, +C; E |¢3|

el = ) e2 - ’ eS - !
|(/?5| |(P5| |¢5|
A2 A
[dsks _d5k4 +C, (42]|(/)3|} [d4k4 G [42j|(03|j
e, = % € = “
) |§05| i |¢)5|
denilirse
. 5
45|t =D e,
i=1

ve ‘ezz +e; +¢e +e’ —ef‘ = /. elde edilir. Yani (4.4s) ispatlanmis olur.

(4.20), (4.23), (4.26) ve (4.29) denklemlerinden r timelike egrisinin Bertrand eslegi

r” timelike egrisinin olmak iizere egrilikleri

ﬂ’v+l¢v+l
j“v jlwl

k; =

, 1<v<4 (4.11)

dir.

Boylece 5-boyutlu Lorentz uzayinda, 3.bolimdeki gibi, bir timelike egri giftinin
timelike Bertrand egri ¢ifti olmasinin genel karakterizasyonunu elde edildi. Bundan
sonra 5-boyutlu Lorentz uzayinda bazi 6zel timelike Bertrand egri giftleri

incelenecektir.
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4.2. 5-Boyutlu Lorentz Uzayinda Baz1 Ozel Timelike Bertrand Egri Ciftleri

Ik olarak R} de r=(s) ve r’ :(S*) timelike Bertrand egri ¢ifti olmak iizere (4.3)

parametrizasyonun da g4 =, = p, = 4, =0,4, #0 almrsa R? de iyi bilinen
timelike Bertrand egri ¢ifti tanimina uyan Bertrand egri ¢iftinin karakterizasyonunu

R} de karsihig1 asagidaki teoremdeki gibidir.

Teorem 4.2.2. Bertrand egri ¢ifti

I =r+ut, (4.30)
seklide ise

Al =at +at, A7 =|-af +al, (4.31y)

||t =b,t, +b,t,, A7 =bJ +b], (4.31)

At =ct + ety + Gy, A7 =|—¢f+¢5 +cl, (4.313)

|A|ty =d,t, +d,t,, A7 =dF +d;, (4.31,)

Al =et +et, +ets, A7 =|-e +e +ef (4.315)
ve

a || =1+ ki, asley|= gk, (4.32)

b, |@,| =k, —ak,, b, gy = ak, —agk,, (4.33)

2 2
Cl|(03| =b,k, _31%|¢2|’ C3|¢’3| =b,k, —b,k, _aa%|¢2|’ Cs |(03| =b,k,, (4.34)

3 S
d, |¢4| =k, —C5k, +D, E|¢3|’ d, |§04| =Ky —Ck, +b, E|¢’3|1 (4.35)
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Z %
e1|(P5| =dk +c, E|¢4|! €; |(p5| =d,k, —dk; +c, ?|(/’4|1
ﬂ; (4.36)
€ |¢5| =d,k, +¢, ?|¢4|

dir. Burada r” timelike egrisinin yay parametresi
s'= |4 [l
ve rinv.egriligi

A\/+1¢v+1
A,

K =

, 1<v<4

dir.

Ispat. Simdi s ile s” arasindaki bagmtiy1 elde etmek icin (4.30) formiiliiniin s yay

parametresine gore tiirevi alinirsa

* * *

dr . . dr ds

E =r +,u2t2 = EE :t1 + u?_(kltl + k2t3)

. ds”

ti E = (1+ szl)ﬁ + uzkzts (4-37)

bulunur. Yay parametreleri arasindaki bagintiy1 elde etmek i¢in kabul edelim ki

— (1+ qul) — u2k2
|%| |%|
olsun. Vsel igin
f:l =1
. ds”
=f(s),— =0
sS—>S (s) i

oldugundan
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= JJas —af|[ || ds

bulunur. ‘aj —af‘ :‘ﬂl‘ alinirsa

s'= |2 [lnfds

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.38) denklemi
|;il|t: =at +a,,

haline gelir. Boylece (4.31;) ispatlanmig olur. Bu son denklemin s yay parametresine

gore tlirevi alinirsa

*

dt)
ds”

= a1t{ + aztar
s'=1(s)

4] (s)

bulunur. Buradan (4.13) de verilen Frenet formiilleri yardimiyla

dt
Zllolss] - G@k-akt +ak -akl (4.38)
s"=1(s)
elde edilir. k; = d—tl* oldugundan
s'=f(s)

M ‘J\(aik —ak,)? +(ak; —agk,)’|

dir. Kisaligin hatir i¢in

\ﬂ(a1k1 _ask2)2 + (asks - ask4)2‘ = |AZ¢2|

almirsa r” timelike egrisinin birinci egriligi

K = (4.39)

Ao

bulunur. Boylece (4.38) denklemi, (4.39) denklemi yerine yazilarak
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|22¢2|t; = (ak, —a5k,)t, + (agk; —ask,)t,

t; _ (ak —agko)t, +(aks —ask,)t,
|(P2|

12,

olur. Bu denklemde kisaligin hatir1 igin

o, = (@ki—ak,) (ks —ak,)t
|¢2| |¢2|

alinirsa
|4,|t; =b,t, +byt,

ve A2 =bZ +b} elde edilir. Béylece (4.31;) ispatlanmis olur. (4.31;) denkleminin s

yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt,
f' 2
|2'2| (S) dS*

_bt! +byt!
s'=f(s)

bulunur. (3.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt,
|ﬂz/’l1¢71| _i = b2k1'[1 + (bzkz - b4k3)t3+ b4k4t5 (4-40)
ds |.

s =f(s)

dt;

*

elde edilir. k, = +k

s'=1(s)

oldugundan, (4.40) ve (4.321) denklemleri

kullanilarak

« 1 A i A2 i 2
Ky =———[I-| 2k —2 |192 b,k, —bjk, —2 ||92 b,k,
ey ‘ ( WhJ"” '] +[( ”a{ﬂ"” '] Hbk)

bulunur. Yine kisaligin hatirt i¢in
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Zamn| Zamn
2
_(bZkl +a, {_2]|¢72|j + ((bzkz —b,k;) +a, [_2]|(/’2|j + (b4k4) = |/13¢’3|
A A
alinirsa r” timelike egrisinin ikinci egriligi
G = | Lo (4.41)
A0,

bulunur. Boylece (4.40) denklemi, (4.14) de verilen Frenet formiilleri ve k, yerlerine

yazilarak

H®,

I k;t; =bkt, + bk, —b,k; )t + bk, L
1

|@4%{ ]qw@a@

seklinde olur. Denklem diizenlenirse

5 Z
bZkl_ 2 2 tl bzkz_b4k3 - a2 2 t3 b4k4 t5

MG |¢3|

bulunur. Eger

2 2
bzkl_ai(j:zj|¢2| b,k, _b4k3_as[/122j|¢2|

;C3:

C =

|‘P3| |(P3|

alinirsa
|/13|t; =0l +Cly + Gl
olur ve buradan da A7 = ‘—cf +c; +c§‘ bulunur yani (4.313) ispatlanmus olur.

Son denklemin s yay parametresine gore tiirevi i¢in alinirsa

*

’ dt ! ! !
|23|f (S)d_si =Gty +Cyly +Cty
s"=1(s)
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bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt;
|ﬂ3/11§91| d_Si = (Ck, —C5k, ), +(c5ky —csk, ), (4.42)
s'=1(s)
elde edilir k; = jﬁ +k,t;| denkleminde (4.31;) ve (4.42) denklemleri
s'|.
s =f(s)

kullanilarak
1 2 ) o)
k; = m {Clkl —C3k2 + b2 [EJ'%@ +[C3k3 _Csk4 + b4 [j?z ]|¢3|]

bulunur. Kisaligin hatir1 igin

A Zamn
[Clkl —Ck; +b, [_zjkoag + (C3k3 —Csk, +b, {_2]|(P3|J = |2~4¢4|
4 4
alinirsa r” egrisinin ti¢lincii egriligi
K = | Lel (4.43)
ALAe

olur. Bu durumda (4.42) denkleminde (4.14) Frenet formiilleri ve k; yerine yazilirsa

2
|ﬂ4¢4|t: = (Clkl - Cskz)tz + (C3k3 _C5k4)t4 + (b2t2 + b4t4 )(%)W’J

X A
¢k, —ck, +D, E |¢3| t, +| c;k; —Ck, +b, E |(P3| t,

t =
‘ |(p4|

2 232
Clkl - CSkZ + b2 ( 2 j|¢3|] [C3k3 _C5k4 + b4 [2j|¢3|J
d, = d e

|¢4| |§04|

4

olur. Burada

Sl

1 M4 T
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alinirsa
|A,|t; =d,t, +d,t,

ve A7 =d.+d? olur. Boylece (4.324) ispatlanmis olur. Son olarak (4.324)

denkleminin s yay parametresine gore tiirevinden

dt, , ,
|24, ﬁ =d,t; +d,t! (4.44)

s'=f(s)

denkleminde (4.313) ve (4.44) denklemleri kullanilarak

2 2 2
. 1 12 /12 2,2
k, = |/1421(01| \/—[dzkl +C (242}(04@ +(d2k2 —d,k; +¢; [Z‘;]WJJ +[d4k4 +GCs [Zzlzjkh'} ‘

bulunur. Kisaligin hatir1 i¢in

2Y) ) 2Y) ) 2) )
- d2k1+01(z42]|¢4| +| dyk, —d,k; +c; [Z@]k‘ﬂ +( d,k, +¢C [Zi]|¢’4| :|ﬁ~5(/’5|
denirse r” timelike egrisinin dordiincii egriligi
K =| s (4.45)
LA

olur. Béylece (4.44) denklemi, (4.14) Frenet formiilleri ve k, yardimiyla

A2 . , ,
—(Ct, + Gty + Gty )| =% (o] +[ At =t +dt,
A
olur. Gerekli dizenlemeler sonucu

. A
|)~5(05|t5 = d2k1t1 + (dzkz - d4k3)t3 +d4k4t5 + (Cltl +Cly + Gl )[Zi]|¢4|
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A2 A2 A2
[del +C (222}|§04|Jt1 +[dzkz —dk; +c, (£J|¢4|Jt3+(d4k4 +GC5 (ﬂ:zjk%@ts

|ﬂ'5 t5 =
|(p5|
olur. Eger
A2 A2 A2
d2k1+cl(42]|(p4| d,k, —d,k, +c, (“ZJ|¢4| d,k, +c; (42)|q04|
)™ )™ )
— S — 3 —¥5
|¢5| |¢5| |§05|
alinirsa

|}~5|t; =6t +el; +et;
ve A2 = ‘—ef +€; +e§‘ olur. Béylece (4.315) ispatlanmis olur.

Ikinci olarak, (4.3) parametrik gdsterimine sahip r :(S) ver =(S*) Bertrand egri

¢ifti igin g4 e #0 Ve u, = 1, =0 olsun. Bdyle bir Bertrand egri ¢iftinin R] de ki

karakterizasyonu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.2.3. Bertrand egri cifti

r =1+t + et + it (4.46)
seklinde ise

At =at +at, +at,, A =‘—af +a§+a§‘, (4.47,)

4|6 =l +bt, +bt, +bity, A7 =|-bf +b5 +b3 +b2|, (4.47,)

4|6 =ct +o,t, +ety eyt 2= ‘—cf +c2+c2+ cﬂ , (4.475)

|Ats =dit, +dt, +dty +dty, A7 =|-d? +d; +d +d2|, (4.47,)

At =et +et, +et, +et, A =€ +el +e +ef (4.475)



ve

a1|§01| =1 a, |¢)1| = MK, — K, a4|¢1| = MgK; — ek,

b1|(p2|=a2k1, b2|¢2|:aik1’ b3|¢2|:a2k2_a4k3’ b5|¢2|:a4k4,

& &
C1|(P3| =hk, +31[EJ|¢’2|’ C, |(P3| =bk bk, +a, (?}%L

2
G |§03| =bk,, ¢, |¢73| =hk, —bk, +a, (%}M’Jv

2
d |g04|—c k +b1(/12 J|(03| d |go4| —C,k, +D, [ j|(p3|

@)I&‘

2
d3|¢)4|=02k2—c4k3+b {ﬂ? J|¢3| d |¢’4|—C k, +by j|¢3|'

/—\\
ol

A2 /12
el|¢5|:d2kl+Cl[Z42j|¢4|’ e2|¢5| d.k, —d;k, +c [ﬂg j|¢4|

93|¢5|=d2k2+c3[££j|¢4|, e4|¢5| dsk; —d:k, +c {/Izj|¢4|
A X

dir. . Burada r” timelike egrisinin yay parametresi

s'= [l

dir ve r” timelike egrisinin v. egriligi

dur.

*

k =

Vv

ﬂ\/+l¢v+l ,
A4

2<v<4
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(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Ispat : ilk olarak s ile s™ arasindaki bagmtiy1 elde etmek icin (4.30) formiiliiniin s

ye gore tiirevi alinirsa

*

ds

r ! ! !
— =l ol + s =

drds
ds™ ds

— =t — Kb, + B (=K, t, + Kot ) + s (=K, t,)
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tf(ilis:(t1+(“1k1_u3k2)t2+(“3k3_usk4)t4) (4.53)

bulunur. Yay parametreleri arasindaki bagintiy1 elde etmek igin

aﬁﬁaﬁ:%, aﬁwwmﬂﬂ
1 1 !

kabul edilsin. r™ timelike egrisinin yay parametresi, Vs e | igin

f:l>1

*

sas*:f(s),(jjissto

fonksiyonu ile belirlendiginden

f(s)=, M—af +a] +a|[|o]ds
s'= |4 [lejos

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.53) denklemi
|ﬂ1|t; =al +al, +al,

haline gelir ki (4.47,) ispatlanmig olur. Bu son denklemin s yay parametresine gore

tirevi alinirsa

*

dt)
ds”

=at +a,t, +a,t;
s'=1(s)

4] (s)

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yardimiyla

dt;
ds”

= a,kt, +akt, +(a,k, —a,k; )t; +a,k,t (4.54)
s'=1(s)

g

dt;

*

elde edilir. k; = oldugundan, (4.54) denklemi yardimiyla

s'=f(s)
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. 1
kl i %\/‘_(azkl)z +(a1k1)2 +(a2k2 _a4k3)2 +(a4k4)

olur. Kisaligin hatir1 i¢in

(@) +(ak) +(ak, ~a) +(ak,)] = g
alinirsa r” timelike egrisinin birinci egriligi

G

&:ﬁ%

bulunur. Boylece (4.54) denklemi, k; ve (3.14) Frenet formiilii yardimiyla

|22¢2|t2 =akt +akt, +(a‘2k2 _a4k3)t3 +a,K,t

. akt +akt, +(ak, —ak; )t +a,k,t
S =
.|

[t

olur. Bu denklemde kisaligin hatir1 i¢in

bl:a2k1 b = &k b:(azkz_a4k3) o 2Ky
|§”2| i |(p2| ’ |§”2| i |¢’2|

alinirsa

|22|t; = b1t1 +b2t2 +b3t3 +b5t5
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(4.55)

vell = ‘—bf +bZ +0Z + bsz‘ elde edilir. Boylece (4.47,) ispatlanmis olur. Benzer yolla

bu son denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt,
d; =bt/ +bt) +bt] + bt

s"=1(s)

] £(s)

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa
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= b2k1t1 + (bzkz - b4k3)t3+ b4k4t5 (4-56)
s"=1(s)

dt;
|1221¢1| ds*

dt;

*

elde edilir. k, = +k b

s'=1(s)

oldugundan, (3.41) ve (3.48;) denklemleri

kullanilarak

1 : 222 2 , /122 2
= b,k + k, —b.k —= bk bk, —b.k —=
2 |ﬁ-zﬁ1¢1|\A [ ai[ﬂi ]l‘/’zlJ +(b1 105 2+a2£ﬂfjl%|J +( ) z) 4{ .k — by 4+34[/112]|‘/’2|J

olur. Yine kisaligin hatir1 i¢in

ﬂ? 2 , 22 2
bk, + o,| | +| bk, —bk, +a, (—]%J +(b,k, +(b3k3—b5k4+a (—]%} =40,
ﬂ[ o 2o +{ o v 2o s o] |-l
alinirsa r”timelike egrisinin ikinci egriligi
= | (4.57)
A0,

bulunur. Boylece (4.56) denklemi, (4.14) Frenet formiilii ve k; yardimiyla

Ao,
A4

kit + (o, — bk, ), +oykot, + (bok; — ok, )t,

mp{

JH +|ﬂ'zﬂ1¢1

seklinde olur. Denklem diizenlenirse

|/13¢’3|t; =(b2k1 _ai[%zj|(/)z|}1 +[b1k1 —bk, — (%Jk”z@t +hyk,t ‘*{b e (%]WZ'J

olur. Eger

_al% bk —al bk —al
[bzkl al(ﬂlzj|¢2|j [blkl bk, az[ﬂl jl%@ % z[baka bk, a4( 2]|¢2|J

, C, = , Cy=
|¢’3| ’ |(/’3| ? |¢’3|

C1=

alinirsa
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|23|t; =ct +Ct, +Ct, +Cyt,

olur ve buradan da A7 = ‘—Cf +C5 +C2 +cZ| bulunur Ki (4.473) ispatlanmis olur. (4.473)

denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt;
ds”

[l £(s)

=Cl +C,t, +Ct; +C,t;
s'=1(s)

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt.
|/13;i1§01| d_Si = Cz k1t1 + (Clkl - Cskz )tz + (Csks - Csk4 )t4 + C4k4t5 (4-58)

s =f(s)

dt;

*

*, *

+k,t,
s'=1(s)

elde edilir. k; = denkleminde (4.47;) ve (4.58) denklemleri

kullanilarak

k;:ﬂzjﬂ%\ﬂ_(C2k1+bl(1{j¢3] +[C1k1_cskz+b2{ z]%} "'[Czkz_cztks"'bs[jzz]%J +(C4k4+bs(i{]¢3]

bulunur. Kisaligin hatir1 i¢in

B

&)

\/‘(czlﬁ +b (:E:J%J +(c1k1 —Ck, +b, (1{]%} +[c2k2 —C,K; +D, [i{}%] +[(:4k4 +h, (fé]%] = MA%‘
alinirsa r” timelike egrisinin tglincii egriligi
K = | Late (4.59)
AAp,

olur. Bu durumda (4.58) denkleminde, (4.14) Frenet formiilleri ve k; yerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

(Czkl +h [i{]%}ﬁ +(C1k1 —Ck, +b, (i{j%}z +[C2kz —C,k; +hb, [EJ%}s +[C4k4 +hby [i{}%jts

i -
A

olur. Burada
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. (Czk1+b1{jzzj|(/’3|j ; [Clkl_c3k2+b2 [j}m%q

|(P4| |(p4|

. [Czkz —C,K; +by (i{j|%|j | [C4k4 +b; (EJWBU

|¢4| |¢4|

1 5

alinirsa

|| t, =dit, +d,t, +dot, +det;

ve A = ‘—df +d? +d? + d52‘ olur. Béylece (4.474) ispatlanmis olur. Son olarak (4.47,)

denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt* ’ ’ ’ ’
|24, d_§ = d,t] +d,t) +dt] +dgt! (4.60)
s'=1(s)
olur. k, = j;“ +k;t;|| denkleminde (4.473) ve (4.60) denklemleri kullanilarak
s'=f(s)

2 2 2 2
. 1 A2 A2 A2 A2
k, = ‘}”4/11(/’1‘ [dlkl —d;k, +¢, [ﬂzzj(ﬂj +(d2k2 +C, (ﬂgj%j 7L[dsks -dgk, +c, (ﬂ:‘zj(p‘lj [d2k1 +C1[£2J¢4J

olur. Kisaligin hatirt i¢in

\/[d1k1 —dk, +¢, (EJ%J +(dzkz +C [EJ%J +(d3k3 —dgk, +c, (j:zj%j _[dzkl + Ci[j:z]%] = "15%‘
denirse r” timelike egrisinin dordiincii egriligi
;= | 20 (4.61)
Ay

olur. Béylece (3.61) denklemi k, ve (4.14) Frenet formiilleri yardimiyla



80

A2 . , , , ,
—(ct, +C,t, +Cot, +c4t4)(z42j|¢4| +| @t =dit] +d,ty +dgt; +dgt

olur. Gerekli duzenlemeler sonucu

A A A A
d,k, +¢, E ‘(04‘ t, +| dik, —dk, +¢, E ‘404‘ t,+] d,k, +c, E ‘(04‘ t,+| d;k; —dgk, +c, E ‘404‘ t,

| slts =
“/’5‘
olur. Eger
A2 A2
{dzkl +C, (“ZJ|¢4|J [dlk1 —d,k, +¢, (“2}|(p4|J
€= 23 y €= /13 '
|(P5| |¢’5|
A2 A2
[dzk2 +C3(/1;‘2]|(p4|] [dgk3 —d.k, +c, (ﬂ}jm']
e, = e, =
’ |¢’5| ) |¢’5|
alinirsa

[A|ts =et, +e,t, +et, +et,
ve 12 = ‘—ef +e5+el+ eﬂ olur yani (4.47s) ispatlanmis olur.

Ayrica (4.55), (4.57), (4.59) ve (4.61) denklemlerinden r egrisinin Bertrand eslegi

I’ egrisinin 1<v <4 olmak iizere v. egriligi

Z‘\/+1(0v+1
A

k' =

v

oldugu goriiliir.

Son olarak (4.3) parametrik gosterimine sahip r =(s) ve r" = (s*) Bertrand egri ¢ifti

igin p, 20 Ve 14 = 11, = 1, =0 olsun. Byle bir timelike Bertrand egri ¢iftinin R?

de karakterizasyonu asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 4.2.4. R?, 5-boyutlu Lorentz uzayinda timelike Bertrand egri ¢ifti

=1+t +ut, (4.62)
seklide ise
At =at +at +ads, A =|-a +al +al], (4.63,)
|/12|t; = bztz +b4t47 ﬂzz :bzz +bj’ (4.63)
4|t =ty +ety + ity A7 =|-c7 +¢5 +cZ, (4.635)
|A|t; =d,t, +d,t,, A7 =d; +d], (4.63,)
At =et +et, +ety, A7 =|-e +el +elf, (4.635)
ve
ai|§01| :(1"' U'zki)v a, |§01| = (U-zkz - |J-4k3)1 ag |§01| = 1k, (4.64)
b2|(/’2|:(aik1_a'3k2)’ b4|¢’2|:(ask3_ask4)’ (4-65)
Cl|(03| [b k,— al[ﬂ’l j|¢2|J |(P3| :(bzkz —b,k, _%[%JWZ'J
(4.66)
5
Cs |(/’3| = (b4k4 —& [E]Wzg'
d, ‘(04‘ =| ¢,k —C;k, +b, (%j‘%‘j
2 (4.67)
d, ‘(04‘ =| C3K; —Csk, +b (Zj‘%g
el|¢5|:[d2kl+cl[ J |¢5|—( —d,k, +C j|¢4|]
(4.68)

A
e|os| = (d4k4 +Cq (Z“Z}%q
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dir. Burada r” timelike egrisinin yay parametresi Ve V. egriligi, sirasiyla

s'= |4 [lids
ve
K = Aeen| 1oy <g
A,
dir.

Ispat. (4.30) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi incelenirse

*

dr

, . drids
e '+t + a4t :EE:H"'UQ(k&"'kzts)"'“A (—Ksts +K,t5)

*

. ds
[ E:((l"' uzkl)tl+(u2k2 _“4k3)t3+“4k4t5) (4.69)

olur. Yay parametreleri arasindaki bagintiy1 elde etmek i¢in kabul edelim ki

1+ pk Wk, —p,k k
- i) o (MEol) o b e Foreal] o)

olsun. r” timelike egrisinin yay parametresi Vs | igin

f:l>1"

s—>s*=f(s),c:jis¢0

fonksiyonu ile belirlendiginden

f(s)=, M—af +a} +a§U|¢1|ds
5= |4 [|elds

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.69) denklemi

|4t =at +at, +adt;
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haline gelir. Boylece (4.63;) ispatlanmis olur. Bu son denklemin s yay parametresine

gore tiirevi alinirsa

*

dt
— =at +at; +agt
ds =1(s)

4] (s)

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yardimiyla

dt
Vf@l‘ dg* :(a1k1_a3k2)t2 +(ask3_ask4)t4 (4-70)
s'=1(s)
elde edilir. k; = d—tl* oldugundan, (4.70) denklemi yardimiyla
s"=1(s)

3 =@J\(aikl—askz>2+(a3k3—ask4)2\

olur. Kisaligin hatir1 i¢in

\ﬂ(alk1 —agk,)” + (ak, — a5k4)2‘ = |AZ¢2|
alinirsa r~ timelike egrisinin birinci egriligi

) (4.71)

K =
LM,

bulunur. Boylece (4.70) denklemi, (4.14) Frenet formiilleri ve k; denklemleri

yardimiyla
|22¢2|t; = (ak, —ask,)t, + (agk, —agk,)t,

t* _ (a1k1 B aekz)tz + (a3k3 B a5k4)t4
, =
|¢’2|

|2,

olur. Bu denklemde kisaligin hatir1 i¢in

b2 — (alkl _askz) b4 _ (asks _a5k4)
|| ||
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alinirsa
|4,|t; =b,t, +byt,

ve A2 =bZ+b; elde edilir. Boylece (4.63;) ispatlanmis olur. Yine bu son denklemin

S yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dt,
f' 2

_bt, +bt,
s'=1(s)

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt,
|ﬂz/’l1¢71| d_Si =bkt, +(b,k, —b,k;)t;+ b,K,t; (4.72)

s =f(s)

dt;

*

elde edilir. k, = +k b

s'=1(s)

oldugundan, (4.72) ve (4.63;) denklemleri

kullanilarak

) 1 222 2 ) 2 5 2
kz =15 4 4T b2kl_ 2 |92 bzkz_b4k3 - 2 2 b4k4_ 2 2
|M¢’1|\A ( al{ﬂljl(p Ij {( ) a{ jl(p IJ { as[ ]Icol]

olur. Yine kisaligin hatir1 i¢cin

|
|

o
o~

2 2 2 2 2 2
‘_[bZKI -4 [%Jk"zq + ((bzkz —-b,k;) —a, [%jk"z@ +[b4k4 —& [%jw’zg = |ﬂ3¢3|
alinirsa r~ timelike egrisinin ikinci egriligi
= | (4.73)
LA

bulunur. Boylece (4.72) denklemi, k, ve (4.14) Frenet formiilii yardimiyla

AP,
Aho

k;t; =bkt, + Bk, —b,k; )t + bk, L

|@4%{ ]qw@a@
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seklinde olur. Denklem diizenlenirse

) (bZkl -8 (E]WJJH "{(bzkz —b,k;)—a, [jz;jk/’zgts +[b4k4 —8 [j:z)(/’zgts

|/13 G, =
|903|
olur. Eger
2 2 2
bzkl_%(ﬂéj|¢2| (bzkz _b4k3)_as(ﬂ?2j|¢2| (b‘lk‘l & [ﬂzzjk%g
A) A)T A _
- Cl’ - CS’ - C5
|¢3| |¢3| |¢3|
alinirsa

| 4|t =cty + ity +Cit

olur ve buradan da A’ = ‘—cf +c: +c§‘ bulunur. Yani (4.63;) ispatlanmis olur. Simdi
de (4.633) denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

*

dt
fr(s)=2
] £1(5) S5

! !’ !
=Ct + Csts + Csts
s'=1(s)

bulunur. (4.13) de verilen Frenet formiilleri yerine yazilirsa

dt;
ds”

= (ck —CK,)t, + (Cky —ck,)t, (4.74)
s'=1(s)

|ﬂ3/11§91|

dt;

*

*

+k,t;
s'=f(s)

elde edilir. k; = denkleminde, (4.63;) ve (4.74) denklemleri

kullanilarak
) 1 //{32 2 232 2
= ook 3 ol +{ oo (o
1

bulunur. Kisaligin hatir1 i¢in
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A 2]
[C1k1 —C5k, +b, (Ejk/’aq + (Caka —Csk, +b, {E}%@ = |ﬂ4§04|
alinirsa r” timelike egrisinin Giglincii egriligi
i = | LaPs (4.75)
Ao,

olur. Bu durumda (4.74) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilip k, ve (4.14)

Frenet formiilii yerine yazilirsa

2

|

N——

|(”3|

2

|/14§04|t: = (C1k1 - Cskz )tz + (Csks - C5k4)t4 + (bztz + b4t4 )[

’\})

2 2
[Clkl —Ck, +b, (ﬂijk’%@tz + [Caks —Ck, +D, (%)%UQ
. 4 4
||ty =
|(P4|
olur. Burada
2 S
(clkl —c;k, +b, (2]|¢3|] [c3k3 —ck, +b, (2j|go3|j
d, = % d,= A
2 y Uy —
|(”4| |(/’4|
alinirsa

||t =d,t, +d,t,

ve A7 =dZ+d? olur. (4.63;) ispatlanmis olur. Son olarak (4.63;) denkleminin s yay

parametresine gore tiirevi alinirsa

! dt* ! !
|2 f (s)ds‘i =d,t, +d,t;
s"=1(s)
y) 11(9 | dtz ' 1
| 4 A E = d2t2 +d4t4 (476)
s"=1(s)
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dt;

*

olur. k, = +kgt;

s'=f(s)

1 2) ) 22 Y 2\ Y
k, = —|/14ﬂ»1(p1| _(dzklti +C (ZAZJ'%'J +(d2k2 —dk; +c; [Zi]k‘%@ +(d4k4 +Cs (Zzlzjml'} ‘

olur. Kisaligin hatir1 igin

denkleminde (4.633) ve (4.76) denklemleri kullanilarak

a2) ) a2) ) a2) )
- dzk1t1+cl(fzj|(/’4| +| dk, —d k; +c; [Zi}|¢4| *+| dk, +Cq (fjkﬂ =| 40|
denirse r” timelike egrisinin dordiincii egriligi
K = | Lo (4.77)
Al

olur. Béylece (4.76) denklemi, k; ve (4.14) Frenet formiilleri yardimiyla

22 * ' '
_(C1t1 +Cyly + Gty ) [ZAZJ |(/’4| + |ﬂs¢’5|t5 =d,t; +d,t,
olur. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

* 12
|As(05|t5 = dz t+ (dzkz - d4k3)t3 +d4k4t5 + (Cltl +Cil +Cels )(fj|¢4|

[d K +c1[’142J|¢ |]t1+[d K, —d,k, +c (ﬂ'jjko |]t +[d K+ (/If]ko |jt
2™ 12 4 2f2 T H4Rs 3| 4,2 4| '3 4™ 5| 42 4| |'s
o % % s

||t
4]
olur. Eger
AL AL A
SN A RENPTRPRIT NIRRT
e = , €= , & =

|(P5| |¢’5| |(P5|

alinirsa
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|ﬂs|t; =gl +6&t; +6&t;
ve A7 =|-€f +¢ +¢Z| olur. Buradan (4.635) m ispatlandig: goriiliir.

Boylece (4.71), (4.73), (4.75) ve (4.77) denklemlerinden r egrisinin Bertrand eslegi

r" egrisinin V. egriligi

A\/+1¢v+1
A

k; =

, 25v<4

oldugu goriiliir.
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BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Z.NADENIK tarafindan [8] de 5-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrisinin tanimi
alistlmisin disinda yapilarak genellestirilmistir dyle ki 5-boyutlu Oklid uzayinda
egrilikleri sifirdan farkli iki egrinin yay uzunluklar1 arasinda birebir ve oOrten bir
baginti varsa ve bu egrilerin Frenet 5 ayakli ¢ifti Oklid hareket gruplarina gore
invaryant hacimler olusturuyorsa bu egri ¢iftine Bertrand egri ¢ifti olarak

tanimlanmuistir.

Bu galismada, bu tanim gdz 6niine alinarak R}, 5-boyutlu Lorentz uzayinda timelike

Bertrand egri ¢ifti tarafimizdan tanimlanmis ve timelike Bertrand c¢iftleri i¢in bir
genel karakterizasyon elde edilmistir. Ayrica bu uzayda bazi 6zel timelike Bertrand

egri ciftleri tanimlanarak karakterizasyonlari elde edilmistir.

Bu calismada elde edilen teorem ve sonuglar R, 5-boyutlu Lorentz uzayinda

spacelike Bertrand egri ¢ifti i¢in de arastirilabilir.
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