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OZET

Anahtar kelimeler: Yaklasik Coziim, Newton Metodu, Frechet Tirevi, Gateaux
Tiirevi

Bu calismada Lineer olmayan operator denklemlerin yaklasik ¢ozliimiinde Newton
metodu kullanimi incelenmistir.

Birinci boliimde Newton metodunun gelisimi kisaca verilmis olup, ikinci bolimde,
bazi temel matematik kavramlart agiklanmigtir. Lineer ve lineer olmayan operatorler,
Lipshcitz kosulu, Banach uzaylari, operatér denklem ve ¢6ziimii gibi konular
bunlardan bazilaridir.

Ucgiincii boliimde, Newton metodunda kullanilacak fonksiyonellerin tiirev alma
islemleri i¢in gerekli olan Frechet ve Gateaux tiirevleri ile ilgili ayrintili bir bilgi
verilmistir.

Newton metodunun lineer olmayan diferansiyel denklemlere ve lineer olmayan
denklem sistemlerine uygulanmasi anlatilmistir. Cesitli 6rnekler verilerek teorik ve

pratik sonuglar sergilenmistir.

Ayrica ekler kisminda Newton metodu ile ¢6ziimiin paket programlar1 mevcuttur.



GATEAUX AND FRECHET DERIVATIVES AND THEIR
APPLICATIONS

SUMMARY

Keywords: Approximate solution, Newton method, Frechet derivative, Gateaux
derivative.

In this thesis, the use of Newton Method in the approximate solution of the nonlinear
operator equations is investigated.

In the first chapter, a brief history of Newton method is given. Some basic
mathematical concepts are given in the second chapter. Some of them can be listed as
linear and nonlinear operators, Lipshcitz condition, Banach space, operator equation
and its solution.

In the third chapter, detailed information about the Frechet and Gateaux derivatives
which are necessary for differentiating the functionals that used in Newton method is
presented.

In the following chapter, the application of Newton method to the nonlinear
differential equations and the nonlinear equation systems is explained. Additionally,
by giving some examples, theoretical and practical results are displayed in the last
chapter.

Also, the packet programs of the solutions obtained by Newton method are taken
place in the appendices.



BOLUM 1. GIRIS

Glinlimiizde lineer olmayan operatdr denklemlerin ¢oziimlenmesi en ¢ok iizerinde
calisilan konulardan biridir. Lineer olmayan bir operatore lineer bir yaklasim

yapmakta bu ¢alismalarin bir pargasidir.

Yontem y= f(x) gibi reel fonksiyonun f(x)=0 denklemini saglayan koklerini

bulmak icin bir ardisik yaklasimlar yontemi Newton (1643-1727) tarafindan ileri
stirilmiis ve bu yontem Raphson (1648-1715) tarafindan gelistirilmistir. Bu nedenle
bu yonteme Newton-Rapson yontemi ad1 verilir. Newton-Rapson yontemini operatdr
denklemlerin ¢oziimiine genisleten ve yakinsama kriterlerini belirleyen Kantorovich
(1912-1986) olmustur. Operatér denklemlerin ¢6ziimiine genisletilmis hali ile bu

yonteme Newton(-Kantorovich) yontemi adi verilir.

Newton yonteminin kullanilabilmesi igin yeni bir kavram olan “operatoriin tiirevi” ne
ihtiya¢ duyulmaktadir. Operatorlerin Frechet tiirevi, bu isi yapan Onemli bir
kavramdir. Lineer olmayan operatdr denklemlerin ¢oézlimlerinin ardisik yaklasim
yoluyla belirlenmesinde Newton yontemi 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu ¢aligmada
Newton yonteminin bazi yakinsama kriterleri ile metodu detayli olarak anlatilmis

teori ve uygulamalari birlikte sergilenmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAM VE TANIMLAR

2.1. Normlu Uzay

F Dbir skaler cisim olmak lizere, Reel veya kompleks X vektor uzayi iizerinde

tanimli reel degerli |o||: X — R fonksiyonu her x,y € X ve her ¢ € F i¢in

N1) |x|>0

N2) |[x|=0<x=6
N3) flax] = e x|
N4) [x+y] < x|+l

kosullarini sagliyorsa X {iizerinde bir norm adini alir. (X, |s||) ikilisine de normlu

uzay ad1 verilir [1].

2.1.1. Cauchy Dizisi

(X,

) normlu uzayinda bir (x,) dizisi verilsin. Her & >0 sayist i¢gin m,n> N_ iken

||Xm — Xn” < & kosulunu saglayan bir N_dogal sayisi belirlenebiliyorsa (x,) dizisine

X normlu uzayinda bir Cauchy dizisi denir [1].

2.1.2. Banach Uzay

(X,

) normlu lineer uzay1, normun indirgedigi metrige gore tam uzay ise, Banach

uzayi adini alir [1].



2.2. Lineer Operatorler

F skalerler cismi lizerinde tanimlanmigs U ve V vektor uzaylari olmak {izere

F:U —V fonksiyonu

i)vu,u, eU, F(u,+u,)=F(u,)+F(u,)
iVueU ve Va e F, F(au)=aF(u)

kosullarini gergekliyorsa bir lineer doniisiim ya da lineer operator denir [1].

() ve (ii) kosullarini birlestirerek bir F:U —V fonksiyonunun ancak ve ancak her
vu,u,eU ve her o,a,eF i¢in F(au, +a,u,)=a,F(,)+a,F(u,) kosulunu

saglarsa lineer olur [1].
2.3. Lipschitz Kosulu

Bir f(x) fonksiyonuna, x, noktasinin herhangi komsulugundaki her x igin

1160~ G <k, k>0

k sabiti varsa, X, noktasinda Lipschitz kosulunu sagliyor denir [1].



BOLUM 3. FRECHET VE GATEAUX TUREV

3.1. Lineer Olmayan Operatorlerin Frechet Tiirevi

Lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin (cebirsel, integral, diferansiyel v.b.)
incelenmesi uygun lineer olmayan operatorlerin yerel olarak lineer operatorlere
yaklagimi yardimiyla yapilabilir. Bu nedenle normlu uzaylarda lineer olmayan

operatorlerin diferansiyel hesabinin arastirilmasi 6nemlidir [2].

Bir f:(a,b) >R fonksiyonunun herhangi bir X, € (a,b) noktasinda tiireve sahip

olmasi

'hi”(] f(x0+hr)]— f (%) _ f/(x,) (3.1)

esitligini saglayan bir f'(X,) reel sayisinin varlig1 demektir. Bu esitligin genel olarak
X ve Y Banach uzaylar olmak tlizere f:X —Y seklindeki operatorler i¢in bir

anlam1 yoktur. Ancak uygun ifade degisikligi ile bu esitlige genel durumda anlam

kazandirilabilir. A(h) = f'(x,)h seklinde tanimlanan A:R—R lineer donisiimii

i¢in (3.1) esitligi

h—0 h

esitligine denk olur [2].

(3.2) esitligi, f(x,)+A(h) fonksiyonunun X, noktasi komsulugunda f(X,+h)

ifadesine cok iyi yaklasan bir fonksiyon oldugu seklinde yorumlanabilir. A:R — R

lineer doniigiimii dikkate alinip, tiirev tanimi yeniden formiile edilebilir [2].



Bir f:(a,b) >R fonksiyonunun bir X, e(a,b) noktasinda tiireve sahip olmasi

demek

i FO0+R) = F o) =200 _

h—0 h

esitligini saglayacak sekilde bir A:R—>R lineer doniisiimiiniin var olmasi
demektir. x=X,+h ve a(X)=f(x)—f(x,)—A(x—x,) denirse f:(a,b)—>R
fonksiyonunun bir x, € (a,b) noktasindaki tiirev kavraminin su sekilde denk ifadesi

de verilebilir:

f :(a,b) > R fonksiyonunun x, € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir olmas1 demek
f(x)= (%) +A(X=X,)+ao(X) , Xe(a,b)
olacak sekilde bir 4: R — R lineer doniisiimiiniin ve

. o(x
Ilm—( ) =0
=% X — X,

veya

im 12 _g

kosulunu saglayan bir w:(a,b) — R fonksiyonunun var olmasi demektir [2].

Bu sekilde tanom X ve Y Banach uzaylari olmak iizere F:X —Y operatorleri

icinde kolayca genellestirilebilir.



3.1.1. Tanim

X ve Y Banach uzaylar1 ve lineer olmayan F:Dc X —Y operatorii verilmis

olsun. Eger VX, € E) i¢in
F(X) = F(X,) + A(X—X,) + (X —X,) (3.3)

kosulunu saglayan Ae L(X,Y) operatorii ve

|imwzo (3.4)
%X =X

o
olacak sekilde w:D —Y operatorii varsa, F(X) operatoriine X, € D noktasinda

Frechet tiirevlenebilir (F- tiirevlenebilir) denir [2].

(3.3) esitligindeki A operatoriine F(x) operatdriiniin X, noktasinda Frechet tiirevi
(F-tirevi) denir ve F'(x,) veya DF(X,) ile gosterilir. X—x, =h alinirsa (3.3) ve

(3.4) esitlikleri sirasiyla

F (%, +h)—F(x,) =F'(x)h+a(h) (3.5)
ve

|l

limE= =0 (3.6)
o]

seklinde yazilabilir [2].



3.1.2. Ornek
F(X)=D—>R% DcR® x= (X, %,, X;) € R® olmak iizere
FO) = 04+%" +%° %" + X%, +%,%)

operatorii verilsin. F operatoriiniin Z,’: (LL1) noktasindaki Frechet tiirevini

hesaplayiniz.

Coziim:
h=(h,h,,h), x+heD F(x)=(F(x),F,(x)) olsun. O halde

F(x+h)-F(x)=(x+h)+(x, + h2)2 + (X + h3)3 —(x, + Xzz + X33)
=h, +2x,h, +h,> +3x,°h, +3x;h,” +h}
w(h) =h,” +3x.h,> +h;’

elde edilir. ||h||=1/h12+h22+h32 olup, Kkiiresel koordinatlar kullanilarak yani

h =rsingcosd, h, =rsingsing, h,=rcos¢ almp, |h|—> 0, iken thi\m ||VI|IS|]|)” _

da yerlerine yazilip gerekli islemler yapilarak istenilen sonuca ulasilir. F,(x) Frechet

tiirevi F,'(X) =h +2x,h, +3x.’h, dir. Ayni islemler F,(x) i¢inde yapilirsa

F (x+h) = F, () = (% + )+ (% + )06 +15) + (% +1,)° +X° + X%, +%,°
=(2% %), + (% +2x,)h, +w(h)
w(h) =h’+hh, +h,’

elde edilir. ||| = /h* +h,* kutupsal koordinatlar kullamlarak h, =rsiné, h, =rcos@



|h| =0, iken thi\m W =0 da yerlerine yazilip gerekli islemler yapilarak istenilen

sonuca ulagilir. F operatoriiniin Frechet tiirevi:

1 2X,

3, 12 3
F'(x)= * F'(X,) =
) 2X +X, X+2x, 0 } ve F %) {3 3 0}

3.1.3. Ornek

DcR" bir agik kiime F:D-—>R"™ fonksiyonunun XxeD noktasinda Frechet
tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim. X =(X,X,,...,X.)e D F(x)=(F(x),...,.F, X).
operatorii verilmis olsun. F (X ),...,F, (x) fonksiyonlarinin D fiizerinde siirekli kimsi

tiirevleri var olsun. F: D — R™ fonksiyonunun Frechet Tiirevini bulunuz.

Bu durumda x =(x,X,,...,X,) € D ve x+h=(x,+h,X, +h,,...,x, +h,) noktalari icin

FOGHR, X +h) =F O %) = aghy -+ agh, +wi(h), i =1---,m
w(h) = (W (), w,, (h)), (h=h,---.h,)

[0 = y/h?+--+h.?, |h] -0 iken [w(h)]=o(|n])
NG
oX.

]

)1i =1,...,m’ J =1,...,n

elde edilen A matrisine Jacobi matrisi denir [2].

3.2. Gateaux Tiirevi

U ile V reel vektor uzaylart ve V normlu uzay olsun. [U,V], U dan V ye tim
operatorlerin olusturdugu kiimeyi gostersin. T,T,,T, €[U,V] ise T,+T,[U,V] ve
ol €[UV] operatorlerini her ueU igin (T,+T,)u)=T,(U)+T,(u)eV ve

(aT)(u)=aT(u) eV seklinde tanimlansmn. Bu kurallarla [U,V] bir vektor uzay



olur. T €[U,V] olmak iizere D(T)=QcU tanim bdlgesi bir agik kiime olsun. Bir

ueQ ilebir weU vektorii igin t € R olmak tlizere u+twe Q kosulu saglansin.

o TU+tw)-T(u)
DT (u)(w) = Itlm "

—0

(3.7)

limiti varsa DT (u)(w) eV vektoriine T operatoriiniin u vektoriindeki w vektorii
dogrultusunda Gateaux tiirevi veya diferansiyeli adi verilir ve limitin varlig
durumunda T nin u da w dogrultusunda Gateaux tiiretilebilir oldugu soylenir. T
operatorii U da her dogrultuda Gateaux tiiretilebilirse u vektoriinde Gateaux
tiretilebilir denir. Bu durumda her weU vektoriine DT (u)(w) €V vektorinii karst
getiren DT (u):U —V operatériic T nin u vektoriindeki Gateaux tiirevi adini alir.
ueU vektérine DT (u) €[U,V] operatoriinii baglayan DT :U —[U,V] operatorii
de T nin Gateaux tiirevi olarak adlandirilir. (3.7) limiti her & >0 i¢in bir 7(g;w) >0

sayisinin t <z alindiginda
LT (u +tw) =T (u)]/t} - DT (u)(w) [|l< &

saglanacak sekilde bulunacagini ifade eder. 7 =17(¢g) ise bu limit diizgiindiir, yani w
dogrultusundan bagimsizdir. [U,V] genel olarak bir topolojik uzay degildir ve

iizerinde bir topoloji tanimlamanin sistematik bir yolu yoktur. Bu nedenle bir
operatdriin Gateaux tlirevinin Gateaux tiirevini alisilmis sekilde tanimlayabilme ¢cogu

zaman mimkiin degildir. Baz1 yazarlar ancak lineerse DT (u) operatoriinii Gateaux

tiirevi olarak kabul ederler [3].
3.2.1. Teorem

AelL(U,V) olsun.

t—0

= Aw

DAU)(W) = IIEQ A(u +tv\t/) —A(u) _

im A(u) +tAEW) —A(u)
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¢ikar. Dolayisiyla her u,weU igin DA(U) = A bulunur, yani lineerdir [3].

3.2.2. Ornek

T:R* >R fonksiyonu x = (x,,X,) olmak iizere

X, "X
2 22' ;éo

T(X)=9% +X,
0 ,x=0

olarak tanimlanmaktadir. T:R*> —R operatoriiniin (0,0) noktasinda Gateaux

tirevini bulunuz.

Coziim:

e T(U+tw) —T(u)
DT (u)(w) = Itlm "

—0

Gateaux tiirev taniminda yerine yazilirsa, W= (&, &,)

i TOOMEE)TOO o vgts, g,
=0 t DOL(E T +E) & +S,

Gateaux tirevi elde edilir.

3.2.3. Ornek

f :R* - R fonksiyonu x = (X, X,) olmak iizere
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olarak tanimlanmaktadir. Buna gore sifir noktasindaki Gateaux tiirevi

i[OO EE) 100 (£)E) . &8
>0 t DOL(ET+°L) DO+ &)

GiS:
Df (0 _Im o
©)(5) =1i (242

olur. Bu tiirev ancak &£=(&,0) ve £=(0,¢&,) dogrultularinda vardir ve degeri sifir

olur. Oteki dogrultularda ise tiirev yoktur [3].

3.2.4. Teorem

T €[U,V] operatoriiniin bir u vektoriindeki Gateaux tlirevi homojen bir operatordiir

[3].
Ispat: o € R olmak iizere

TU+atw)-T(u) a“mT(u + atw) =T (u)
t 50 at

DT (u)(aw) = IthJ =aDT (u)(w)

3.2.5. Teorem

T €[U,V] olsun ve verilen u,weU vektorleri i¢in T operatoriiniin her u-+t(w—u),
0<t<1 vektorinde (W—u) vektorii dogrultusunda Gateaux tiirevi bulunsun. Her

g €V ' siirekli lineer fonksiyoneli ve 0 <6 <1 kosulunu saglayan bir J sayisi igin

i) g[T (W) - T(u)] = g{DT[u+5(w-u)l(w—u)}
i) [T(w)-T(u)|< i‘jﬂ” DT[u+&(w—u)l(w—u)]

bagntilar1 gegerlidir [3].
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3.2.6. Teorem

F:U -V operatoriiniin U, eU vektoriinde Frechet tiirevi varsa F operatorii bu

noktada siireklidir [3].

Ispat: F nin u,da Frechet tiirevi bulunduguna gore her &, > 0sayisina karst gelen

bir 5(&,)>0 sayisi,

U—Uy| <&, olan her ueU vektdrii igin

IF (u)=F (up) = F (U ) (U =y)| < &, [Ju —up|
bagintis1 saglanacak sekilde bulunabilir.
[ ()= F (o) = F ()=o) = | () = F () = F*(up) (u~u5)|

iicgen esitsizliginden yararlanilirsa ||u — u0|| <9, igin

”F (u)-F (UO)” <&u —u0||+||F '(Ug ) (u —uo)”
<&+ 7 *(u ) lu —uo|

bulunur. Simdi her &>0sayist igin 5(5):min{5l,5/(81+HF'(UO)H)} secilirse

lu—u,| < 5(&) olan her ueU vektérii igin

[ (u)=F(u)] <&

bulunur. Yani F operatérii u,da siireklidir [3].
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3.2.7. Teorem

T:U —V operatoriiniin U, €U vektoriinde Frechet tiirevi varsa bu noktada Gateaux

tiirevide vardir ve farkli yolla hesaplanmis bu iki tiirev birbirine esittir [3].

Ispat: Her hangi bir 0= weU vektorii ve t e R igin U = U, +tw yazilirsa

T (up +tw) =T (ug ) = T" (u, ) tw|

0=Ilim
=0 el wi
[T (up+tw) =T(uy) 1
_IthJ t -T (uo)(w) M

sonucu her weU ig¢in DT(UO)(W):T'(UO)(W) oldugunu gosterir. Dolayisiyla

DT(u,)=T'(u,) bulunur. Eger varsa Frechet tiirevini
, d
T (u)(w)zaT(u +tw)| (3.8)

seklinde yazilabilecegi sonucu da ¢ikarilabilir [3].
3.2.8. Teorem

F:U >V operatdriiniin U, €U vektdrinde Gateaux tiirevi varsa ve DF(u,)

siurlt bir lineer operatdrse ancak ve ancak

DT (u)(w) = It

—0

irnT(u +tV\t/)—T(u)

ile tanimlanan limit, W|| =1 olan her weU vektori i¢in diizgiin oldugu takdirde T

operatdriiniin U, vektdriinde T'(U,) Frechet tiirevi de vardir [3].



14
Ispat: Frechet tiirevi varsa limitin diizgiindiir. Simdi her weU icin Gateaux

tirevinin var oldugunu kabul edilsin. ||W||=1 ve teR" i¢in Au=tw yazarsak

|Auf| =t olur ve

DT (u)(w) = lim

T(U+tw)-T(u)
t

den

o T(upg+Au)—T(u,)
DT(u, )(w) = lim_ Aul

yazilabilir. Ote yandan w= Au/ ||Au|| oldugundan Frechet tiirevi tanimindan hemen

DT(u,)(w)=T'(u,)(w) sonucunu verir. DT(u,) operatdriiniin lineer ve sinirls
oldugu kabul edildiginden bu esitlik her w vektorii igin gecerlidir ve
T'(u,)=DT(u,) operatérii u, vektdriindeki Frechet tiirevini gdsterir. T operatorii

Frechet tiiretilebilirse Teorem 3.2.5 (ii) deki 6nerme

fr(w)-T(w)] < sup

s T'[u+8(w- u)]””w— ul

seklinde yazilabilir. Bu sonug ortalama deger teoremi olarak bilinir.

T:U >V Frechet tiiretilebilir bir operatér ve SeB(U,V) olsun ueU igin

S'(u)=S oldugu biliniyor

(T=8)(w)~(T~$)(u) = T(w) ~T(u)S (w-u)

yazilabilecegine gore ortalama deger teoreminden her S € B (U ,V) icin
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T (w)—T(u)-S(w—-u)|< sup H(T' ~S)u+s(w- u)]””w— ul

0<o<1

T (w)—T(u)-S(w-u)|< sup HT'[U +5(W—U)]H||W—u||

0<o<1

bulunur. Simdi S =T'(u) seger ve W—U=AuU ile gosterilirse

T (u+Au)—T(u)—T'(u) Au| < sup |T"(u+cAu) - T (u)| |Au

0<o<1
elde edilir. Bu sonuca kalan terimli ortalama deger teoremi ad1 verilir [3].
3.2.9. Teorem

F :U —U olsun. Kapali ve konveks bir Q U alt kiimesinin her vektoriinde T nin

Frechet tiirevi varsa ve (i) F(Q)cQ, (i) sup|F'(u)|=k, 0<k<1 ozellikleri
ueQ)

gecerli ise F operatdriiniin Q da tek bir sabit noktasi vardir [3].
3.2.10. Teorem

U ile V normlu vektor uzaylart ve T:U —V operatorii U da Gateaux tiiretilebilir

olsun. u €U i¢in

i) DT(u):U —V operatérii 0 da siirekli
ii) segilen her weU vektoriinde DT(U)(W) fonksiyonu u da siirekli ise DT(U)

stirekli bir lineer operatordiir [3].
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3.2.11. Teorem

Uile V normlu vektdr uzaylan F:U —V olsun ve DF:U —B(U,V) Gateaux

tirevi bulunsun. DF operatorii U eU vektoriinde siirekli ise F'(u) vardir ve F'

operatdrii U vektoriinde stireklidir.

Ispat: Teorem 3.2.5 (i) uyarinca her g €V'igin 0 < & <1olmak iizere

g[F(u+w)-F(u)]=g[ DF (u+sw)(w)]
veya
g[ F(u+w)—F(u)—DF (u)(w)]=g[ DF (u+o6w)(w)—DF (u)(w)]

= g[{DF (u+ow)—DF (u)}(w)]

yazilabilir. Belirli u,w vektorleri i¢cin z=F (u + W) -F (u) - DF (u)(w) alalim ve

g stirekli lineer fonksiyonelini ||g|| =10 (Z) = ||Z|| olacak sekilde segilir. Dolayistyla
|IF (u+w)—F (u)—-DF (u)(w)| <||DF (u+5w)—DF (u)||w]

elde edilir. DF(u) operatdrii u vektériinde siirekli oldugundan segilen bir >0
sayisina karst gelen bir r(8)>0 say1s1 ||W||<r olan her weU vektorii igin

|DF (u+5w)—DF (u)| < & olacak sekilde bulunabilir ve
|F (u+w)—F(u)-DF (u)(w)] <&]w|

|IF (u+w)—F (u)—DF (u)(w)|

<eg, |w|<r
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yazilabilir. Buna gore F'(u)=DF (u) olur ve DF operatérii u da siirekli

oldugundan F' de u da stirekli ¢ikar [3].
3.2.12. Zincir kurah

U bir vektor uzayi, V ile W ise normlu vektor uzaylari olsun. T:U —V operatorii
Uda Gateaux tiretilebilir, S:V —-Wde V de Frechet tiiretilebilir ise

R=SoT:U —»>W operatorii U da Gateaux tiiretilebilir ve u €U daki Gateaux tiirevi
DR(u)=S"(T(u)) DT(u)

ile verilir. U da bir normlu uzaysa ve T operatorii U da Frechet tiiretilebilirse R de

Frechet tiiretilebilir ve Frechet tiirevi asagidaki gibi verilir.
R'(u)=S'(T(u))oT'(u) (3.9)

Verilmis u,weU vektérleri i¢in V uzaymnda u=T(u)ve Av=T(u+tw)-T(u)

vektorleri tanimlansin. Buna gore

R(u+tw)—R(u) S'(v)(Av)+S(v)(Av)-S(v)-S'(v)Av
t t
Ccrpon[ T(u+tw)=T(u)) S(v+Av)-S(v)-S'(v)Av
—S(v)[ t ]+ t
_ S,(\/)(T(u thw)—T(u)j+ S(v+Av)—S(v)=S'(v)Av |Av|

t |Av] t

elde edilir. Simdi Av=tz, zeV, z #0yazalim. Bu durumda yukaridaki son satirda

ikinci terimin normu
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olur. t — 0 limitine gegilirse S Frechet tiiretilebilir oldugundan bu vektoriin normu,

dolayisiyla kendisi sifira gider ve
DR(u)(w)='(v) DT(u)(w) =§'(T(u)) DT(u)(w)

bulunur. T Frechet tiiretilebilirse DT(u):T’(u)Olur ve (3.9) esitligi ¢ikar [3].



BOLUM 4. NONLINEER OPERATORLERDE NEWTON
YONTEMI

4.1. Newton Yontemi

U ve V Banach uzaylari, QcU agik alt bir kiime ve F:Q—V bir nonlineer
operator olsun. Q da F yi sifirlayan bir u” vektdriiniin, yani F(u”) =0 denklemini
saglayan bir kokiin bulundugu kabul edilsin. Keyfi bir u, € Q@ vektérii secilir. QO da

F operatorii siirekli olarak Frechet-tiiretilebilirse F(U,) = F(U,)—F(U") vektoriiniin

F'(u,)(U, —u") vektériine yaklasik olarak esit olacag: diisiiniilebilir. Dolayistyla

F '(Uo)(uo —U) = F(uo) (4-1)

lineer denklemin ¢dziimiiniin U™ vektdriine yakin olmasini beklenir. F'(u,) lineer
operatoriiniin tersi varsa (4.1) denkleminin ¢oziimii U, = u, —[F '(uy)] " (F(u,))
seklinde elde edilir. Simdi (4.1) de u, yerine u, vektoriinii alarak islemi tekrar

edilirse

Uy =Y, —[F'U)I(F(,)) ,n=01,... (4.2)

bagintis1 ile belirlenen bir {u } dizisi elde edilir. Her u, vektori F(u,)=0
denkleminin bir yaklasik ¢oziimii olmakla birlikte buradaki ama¢ n biyiidiikce
gercek koke daha yakin ¢oziimler elde etmek olacaktir. Bir {u,} dizisini bu
yaklagimla liretme Newton yontemi olarak bilinir. Goriiliiyor ki Newton yonteminin

basaris1 ¢oziimii genelde zor olan lineer olmayan bir problemi, ¢6ziimii daha kolay

olan ve belki de sistematik ¢6ziim teknikleri gelistirilmis bulunan lineer problemler
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dizisinin ¢6zlimiine indirgemektedir. Bu yontem her zaman igslemeyebilir. Bir n igin

u, vektorii Q kiimesinin disina kagabilir ve F(u,) vektorii tanimlanamayabilir. Bu

durum s6z konusu olmasa bile bir n saysi igin [F'(u,)]™ operatorii var olmayabilir.

{u} dizisi bir u” kokiine yakinsarsa ve U, vektori u” vektdriine yeterli
yakinlhktaysa F' tiirev operatoriiniin siirekliligi F'(u,) ve F'(u,) operatorlerini
birbirine yakin kilar. Bu durumda (4.2) bagintisi

W,y =) ~[F )T (F W), n =0.L.us =y, 4.3)
ile degistirebilir. Bir {u'} dizisi iireten bu yontemin her seferinde F'(u,)
operatdriiniin tersini bulma zahmetinden bizi kurtardigi i¢in daha basit oldugu agiktir.

Ancak genellikle daha kotii ve yavag bir yakisaklik saglar. Bu yaklasim

basitlestirilmis Newton yontemi olarak bilinir [3].

Goriiliiyor ki Newton yontemi biiziilme donisiimlerinde rastlanildigi ardisik

yaklagiklar yonteminin

u=u-[F'I"(Fu)

denklemine uygulanmasi ile ¢akigmaktadir. S(u)=u—[F'(u)]™(F(u)) ile bir
S:U —>U operatoriinii tanimlarsak F(u’) =0 kokii u=S(u) denkleminin bir
kokiine, yani S operatoriiniin bir sabit noktasina karsilik gelir. YoOntemin
uygulanabilmesi i¢in  {u } dizisinin Q kiimesi iginde kalmasinin, dizinin
yakinsamasmin ve de limitin yine Q da yer almasinin gerekli oldugu agiktir.
F(u)=0 denkleminin Q kiimesi iginde kalan kokiiniin varligin1 veya tekligini

belirleyebilmek i¢in ¢esitli lgiitler gelistirilmistir [3].
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4.1.1. Teorem

U ve V Banach uzaylar1 ve F:U —V operatorii bir B (u,)cU acik yuvar

iizerinde Frechet- tiiretilebilir olsun. Bu operatoriin asagidaki kosullar1 sagladigini

varsayalim:

(@) F'(u,) n tersi var ve siireklidir. Yani [F'(u,)]™" € B(V,U) olur.
(b) H[F'(uo)]’l(F(uo))Hga , H[F'(uo)]’lugﬂ kosullar1 saglanir.

(c) Her u, u,eB (u,) icin ||F (u)-F (u2)|| < k||ul—u2|| olacak sekilde bir k>0

sabiti vardir.

(d) p=2apk<l ve 2a<r esitsizlikleri gecerlidir. Bu durumda F(u)=0
denkleminin B,_[u,] i¢inde bulunan tek bir u” kokii vardir, ardisik yaklagiklar

yontemiyle elde edilen dizi bu koke yakinsar ve n. adimdaki hata i¢in

o
< 2pn_l (4.4)

*

u —u

n

siirlamasi gegerli olur [3].

Ispat: u_, m=0,1,...vektérlerinin u_ ., =u_—[F'(u )]"(F(u,)) vya da
F'(u,)u,,—u.)=—F(u,) baglantilar1 saglanacak sekilde belirlendigini ve
{u,,u;,....u }e B, [u,]= B, (U,) oldugunu kabul edilsin. Aym1 kuralla bir u,,

vektorii olusturulsun. Bu amagla 6nce
&y = =Un|| + B =[[F U 7 =B kim=0,1...,1

sayilarini tanimlansin. U_, =u_—[F'(u )]"(F(u,)) olduguna gore,
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Up.z — U | =||-LF "W (F @ ))|| < [IF ‘)1 [[F )
veya
o, < B||F (U, = B, IF () - F(u,,) + F ()]

= Bu[|F(u,) = F(u,) = F (U, ) (u, —u, ) (4.5)

1 1
< Eﬁnk ”un - un—l”2 = Eaﬁ—lﬁnk

elde edilir. Bu sonuca varmak i¢in B (u,) a¢itk yuvarmm bir konveks kiime
olduguna, u,_, ile u  vektorlerinin B, (u,) da bulunduguna dikkat edilmelidir. (C)

kosuluyla birlikte asagidaki teoremden yararlanilmas: yeterlidir:

Teorem: U bir normlu vektdr uzayi, V bir Banach uzayr ve F:U —»V siirekli
Frechet tiirevi olan bir operator olsun. Bir konveks QU kiimesinde F' Lipschitz

siirekli, yani her u,we Q vektorii igin
|F )~ F(w)] <k|u-w],k >0

ise Vu,,u, € Q igin

|F (u)— F () ~ F (Up) (U, —u,)| < %kllul _uf
esitsizligi gegerlidir.

Dolayisiyla o, < %aflﬂnk yazilabilir. Simdi F'(u,)=F'(u,,)A,, Ozdesligi goz

Oniine alinsin. Buradaki A ,:U —U lineer operatdrii

A =[F (U ) F'(u,) =1 +[F U, ) [F () - F(u, )]
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olarak tamimlanmistir. m=0,1,...,n icin [F'(um)]‘l operatoriiniin var ve strekli
oldugunu kabul edildiginden A _, ve A, operatorleri siireklidir. A , =1+B,

olmak iizere yine (c) kosulundan yararlanilirsa B, , operatoriiniin normu

”Bn—l” < Bn—1||F '(un) -F I(un—l)” < an—lﬂn—lk =7na
esitsizligini saglar. Buna gore p, , <1 ise Neumann serisi araciligi ile

1 < 1
1_||Bn—1|| 1_7/n—1

-1
A<

sonucu elde edilir. [F'(u)]" = A4L[F'(u_)]" bagintist
n 1 n-1

ﬂ n-1

B < B AL < (4.6)
1- Vna
verir. Buna gore (4.5) ve (4.6) dan
2 2
a < A friK _ Voa a L,y < Vna 4.7)

"T20-7,,) 20-7,,) 20— 7,4)

elde edilir. ||ul—u0||:H[F'(uo)]’l(F(uo))H yazabileceginden (d) varsayimi uyarinca

Vo =K <apfk <1/2 olur ve y, <1/2 sonucuna varilabilir. Buradan da her n>1

icin «, < %anl bulunur. Dolayisiyla

n n n
[y = Ul < Y0~ = D e <@ 2 < 20
k=0 k=0 —
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olur. Buna gore, (d) gdz oOniinde tutulursa, u,,€B, [u,]< B, (u,) Yyazilabilir.

[F (U, )1 =AF'(U)I" ve |AY|<@-7)" olacagindan [F'(u,,)]™ operatorii
stireklidir. n=0 icin aranan Ozelligin gecerliligi acik olduguna gore tiimevarim
yoluyla {u, } dizisinin olusturabilecegi ve bu dizinin kapali B, [u,] kiimesi i¢inde

kalacagi gosterilmis olur. n>m alindig: taktirde,

n-1 n-1 n-1 1 l 1
=t S s~ = Xt <@y, o = @)
k=m k=m k=m

esitsizligi aciktir. Dolayisiyla m— oo igin ||un—um||—>0 bulunur. Yani {u,} bir
Cauchy dizisidir ve U tam, B, [u,] kapali oldugundan bu kiime iginde bir u’
vektoriine yakmsar. Bu durumda [F'(u)]" operatorii siirekli olur ve

H[F'(u*)]_luz lim S yazilacagindan sup 8, <o ¢ikar. (4.2) den n—oo limitine

gecersek [F'(U")]" operatoriiniin sinirli tersinin varligi bilindiginden T(u") =0

denkleminin saglandigi hemen goriiliir.

Uy —U" =, —U = [F'U)I(F(u,))

bagintisini

Upy —U" =[F ' (U)I[F () - F(u,) - F'(u,)(u" —u,)]

seklinde yazar, tanimlardan ve tstteki ayni teoremden yararlanilirsa

*||2
u,—u

« 1
U, —u H < E,Bnk

- .. *[|2
elde edilir. Dolayistyla her n igin u,—u H sonucu bulunur. Burada

U, —U ch

1 . L .. x o
Cziksup B, olarak belirlenmistir. Bu sonuca gore U, —>U yakinsamasi ikinci
n
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mertebeden bir yakinsama olarak nitelendirilebilir. Simdi u™ vektdriiniin tek oldugu

gosterilsin. B, [u,] da ikinci bir u™ kokiiniin bulundugu kabul edilsin.

U —u" =[F'U)I'TF ") -FU)-F'(U)(u” —u")]
ozdesliginde F(u")-F(@Uu’) = uf F'(u)(u” —u’)du yazilirsa

U —u” =[F (U] T F )™ —u)du - F (ug)(u” - u)]

=[F ()T TF (U +tu” —u") - F(ug)]dt(u™ —u")]

elde edilir. Bu asamada da 6nce (¢) kosulundan, ardindan 6zel bir hal olan sonug dan

yararlanilirsa T F(u)dul[ < j.”[F '(u, +t(u, —uo)”dt zTHF(u)”dU den yararlanarak
Up 0 Uo
1
Ju™—u” || < B[ TF (" +tu™ —u") = F '(u,)]dt| dt| " —u™)|
0

< k|| —u™)| j ™+t —u”) - up) [t

<20k |(u” - u") jdt
0

< 2a k|| -u")|

bulunur. Ikinci satirda 0 <t <1 icin (1 —t)u* + tu™ € By,[ug] oldugu goz
oniinde tutuldu. Buna gore [[u*— u™| < 2aBk ||lu* — u*|| saglanmalidir.
2afk < 1 kabul edildiginden bu esitsizlik ancak u™* = u” i¢in gerceklesebilir. Son
olarak da (4.4) esitsizligi gosterilirse &8, = ¥, /(1 — ¥,) tanimindan y, < 1/2

esitsizligi nedeniyle her n i¢in §,, < 1 bagintis1 saglanir.
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Bu durumda y, = 8, /(1 + 6,) yazar, (4.7) esitsizligi kullanir ve §,, < 1 olacagina
dikkat edilirse

8, 5, 1
—< <=-6%_.,
2 146, 2 "t

olacagindan her n > 0 igin &, < §2_; sonucuna varlir. Bu esitsizlikten kolayca
8, < 82" ¢ikar ve (4.7)(9.5.7); esitsizligi

1 1 211—1 1 2n—1+2n—2
a, < E5n_1an_1 < 560 a1 < 22 60 0y <
1 gon14om—24..4241 1 gon-t 1 2n—1
) aosz—n&) aSZ—np a

sonucunu verir. Yukaridaki son esitsizlikte yy < p/2 i¢in §y < p olmas1 goz oniinde

tutarak yazildi. Buna gore p < 1 olduguna dikkat edilirse

1 gk_
lun — wll < Eispllwess — well =X, o < @ Xion e !

a  9In_1 oo 1 zk_zn _a _2n_1 ow 1 21 (2m —1)
S P° T Xk=ngiP =P" T Xm=0zm P

bulunur [3].

Newton yontemi yerine basitlestirilmis Newton yontemi kullanilirsa yukaridaki
teoremde elde edilmis olunan yakinsama dlgiitleri bir ol¢lide kotiilesir. T :U —V

operatorii yine bir B (u,) cU agik yuvart iizerinde Frechet-tiiretilebilsin ve

[[F W) (F(u)]| < «,

[F'(uo)]*lus,ﬁ ile her wu,u,eB. (u,) igin
||F'(u1)—F'(u2)||sk||u1—u2|| kosullar1 saglansin. Ardigtk yaklagimi  u,

vektoriinden baslayp u,, =u, {F'(U,)]"(F(u,)], m >0 seklinde uygulanirsa n.

adima kadar gelindiginde {u,,u,,......,u,} < B.(u,) vektorleri belirlenip simdi u,,,
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vektorii olusturulsun. Yine «, =|u,, —u,| notasyonunu kullanidig taktirde

o = ||ul - u0|| < a olur. Dolayistyla bu kez

a, =|[F ()1 (F (u,)]

| < BIF ) ~F(u, ) +Fu,.)|

=p TF(mau—wINU—FK%Xw—UM)

n-1

= ﬂ j. F I[un—l + t(un o un—l)] -F I(UO)]dt(un - un—l)

= ﬂ”un —Un—1||

jFT%a+Kw—UMﬂ—F(%nm
< By = JIF 10,400, — )= F ()t

1
< pk|u, - un—1||j||un—1 +t(U, —U, ;) —U||dt
0

elde edilirr. 0<t<l i¢in (1-t)u, ,+tu, € B, (u,) yazilabileceginden
|u, +t(u, —u,,)—Uy||<r olur ve sonugta a,<qa,, , q=/pkr bagmtisi

bulunur. Buradan da &, <aq" n>0esitsizligi ¢ikar. Buna gore q <1 kabul edildigi

taktirde

n+1

B n n C _ 1_q < o _
||un+1 u0||£§ak£a§q a 1-q 1-g yol

sonucuna varilir. Dolayisiyla p <r ise {u,} dizisi B , [u,]< B, (u,) kapal yuvari

icinde kalir. «/ (1— q) <r ya da pkr’—r+a <0 kosulunun saglanabilmesi icin

I, <r <r, olmasinin gerektigi agiktir. Burada

1-J1-2p
oa——, I,
P P

oy 1+\1-2p

r=2
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olup yine p=2apk olarak tanimlanmistir. Reel bir r i¢in p <1/2 olmahdir. Simdi

{u,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gdstermek i¢in n>m olmak iizere

n—-m

n-1 n-1 1—
oy~ < Y <y =aqn =
k=m k=m —q

yazabileceginden m-—>oo igin |u, —u,||—0 bulunur. Yani {u,} dizisinin bir

u eB - [uo] limiti vardir. Yukarida n — oo limitine gegilirse

Ju, —u, | < e <aq

1-q

yazilabilecegi goriiliir. En hizli yakinsama en kii¢iik q sayis1 ile saglanacagindan en

uygun g degeri olarak

q=AKr=1-,1-2p

alinmalidir. Dolayistyla n. iterasyonun u* vektoriine uzakliginin {ist sinir1

lu, —u | < efi-yI=2p[ , p=2a
ile belirlenir [3].
4.1.2. Ornek

T: R*— R? operatorii

T( x)=(52x, +4x, +4x% —19,169x +111x, +3x; —10x, —10)
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olarak tanimlanmaktadir. T( x)=0 denkleminin koklerini Newton metodu ile

X, = (=1,3) noktasi civarinda bulmaya ¢aliginiz.

Coziim:

Newton raphson yonteminden bilindigi gibi

*)

idi. Bu diizenlenirse X ., =X —[T'(x)]'T(x,) seklinde yazilabilir.

Burada T'(x) hesaplanirsa

52 8x, +4
T'(0)=
338x,+111 6x,-10

seklinde bulunur. Ayrica verilen X, baslangic noktasinda yerine konulursa
T(X,) =(—23,45)
bulunur. T'(x,) i¢in verilen degerleri yerine konulursa

T,(XO){ 52 28}

-227 8
bulunur. [T'(x,)]™" i de hesaplanirsa

[T ,(XO)],l _ {0.00118133 -0.00413467}

0.0335204 0.00767868

bulunur. Bu bulunan degerler (*) da yerine konulursa
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X, = (-0.786769,3.42543)

bulunur. Béylece basitlestirilmis Newton yontemi kullanilarak devam edilirse ve

gerekli islemler yapilirsa

x, = (-0.753608,3.33799) , x, = (-0.743471,3.3287) , X, = (-0.739956,3.3287)

x, = (-0.738716,3.32128) , x, = (-0.738272,3.32062) , x, = (-0.738114,3.32038)
X, = (-0.738057,3.3203) , x, = (-0.738036,3.32027), x,, = (-0.738029,3.32026)
X, = (-0.738026,3.32025), x,, = (-0.738026,3.32025) , X,, = (-0.738025,3.32025)
x,, = (-0.738025,3.32025) , X, = (-0.738025,3.32025)

bulunur.

Teorem 4.1.1. in baska bir ifadesi verilirse:

4.1.3. Teorem

U ve V Banach uzaylari ve F:U —V operatorii asagidaki kosullar1 saglasin:

(@) Bir u, €U olmak tizere F:U —V operatérii B, (u,) cU agik yuvar iizerinde

Frechet- tiretilebilir olsun.

(b) F'(u,) m tersi var ve siirekli, yani [F'(u,)]"€B(V,U) olur. Her ueB. (u,)
0 0 r\~0

icin H[F '(uo)]’lu < polacak sekilde f > 0sayisi vardir.

(c) Her u, u, B (u,) i¢in |[F'(u)—F'(u,)|<k|u,—u,|| olacak sekilde bir k >0

sabiti vardir.

(d) [|(F(up)| < e dur.
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p=%aﬁ2k <1 ise F(u)=0 denkleminin r'<r olmak iizere B,.(u,) yuvarinda

bulunan tek bir u” kokii vardir ve ardigik yaklasiklar yontemiyle elde edilen dizinin

yakinsama hizi

Olﬂ p2"71
2n—1

u, —u’ <

esitsizligi ile verilir [2].



BOLUM 5. NONLINEER DIFERANSIYEL OPERATORLERDE
NEWTON YONTEMININ UYGULAMASI

5.1. Riccati Diferansiyel Denklemi

Genel bir Riccati diferansiyel denklemi y'=P(x)+Q(X)y+R(x)y* bi¢imindeki
diferansiyel denklemdir. Burada P,Q,R tiirevleri ile birlikte belirli bir bolgede

taniml1 fonksiyonlardir.
y'=-2-y+y iy =2

0zel ¢Oziimiiyle verilen riccati diferansiyel denkleminin ¢6ziimii asagidaki bigimde

yapilir:

1 1 , Z
I=——F > y=2+—-\Vey'=——
y—-2 z z

elde edilir. Bu elde edilen ifade yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

S P W e L

VA VA Z
3 1

—_— e

22 7z 7°

diferansiyel denklemine ulasilir. Bu denklem diizenlenerek
z2'=-3z-1

Lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Elde edilen son denklemin genel ¢oziimii
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Je+C
=S =gt Ce ™ ve
e
y=2+ ———
—1+ Ce™
dir.

Verilen lineer olmayan riccati diferansiyel denklemi Frechet tiirevi yardimiyla lineer

hale getirildikten sonra yaklasik olarak ¢oziimii asagidaki 6rnekte verilmistir.

5.1.1. Ornek

F :C'[a,b] - C[a,b] operatérii F(y)=Yy'+2+y—y® biciminde verilsin. F(y)=0

diferansiyel denkleminin Newton yontemiyle yaklasik ¢oziimiini bulunuz.

Cozim:

Yaklasik ¢6ziim i¢in izlenilecek basamaklar agsagidaki bicimde verilebilir:

Newton yonteminin kesin olarak kullanilabilecegini veren teoremin yani 4.1.2
teoreminin sartlarinin saglanip saglanmadigr arastirildi. Bunun i¢in bir bagslangic
fonksiyonu secildi. Bu baslangi¢c fonksiyonunun sec¢imi i¢in bu soruda izlenilen yol
once (0,1) ve (15,0) noktalarindan gecen dogrunun denklemi alindi. Daha sonra

Yo(X) =cos(x) fonksiyonu alindi. Elde edilen sonuglar verildi ve karsilastirma

yapildu.

F :C'[0,30] — C[0,30] operatériiniin Frechet tiirevi arastirilirsa,

F(y+h)=(y+h)+2+(y+h)—(y+h)’
=y'+h+2+y+h-y’-2yh-h?
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F(y+h)—F(y) =F(y)h+w(h)
=y'+h+2+y+h-y*-2yh—h*—y'-2—-y+y’
F'(y)h+w(h)=h'+h—-2yh—h?

elde edilir. burada w(h) = —h* olup,

il

lim M = lim L =0
woo o ]

dir. yO(x)=1—% baslangi¢ fonksiyonu kullanilarak y, fonksiyonundaki Frechet

tirevi
F'(yp)h=h+(@1-2y,)h

olarak elde edilir. Buradan hareketle, Newton yontemine basvurularak iterasyon

prosesi
F(Yo)
Yi=Yoth=Yy——
1 0 hl 0 F (yo)
F ,
Yi—= Y= hl’ Yi=Yo— F'((Z/O)) ) (Y1 Yo = hl)! F (YO)h = _F(YO)
0

elde edilir.

||F(y0)||w <a oldugu kabul edilirse o sayisinin bulunmas gerekir. Islemlere devam

edilirse

F (yo(x)) =Y I(X) +2+ yo(x) - YO(X)Z

X
X)=1-—
Yo (X) s

1 X 2x X2
F(y.(X)=——+2+1-—-1+22 =
(% (X)) 15 15 15 225
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elde edilir.

1 2x  x°
IF(Y, <a=|Fo)l, = rQX%%({—E+ 240~} =21833

buradaki maksimum deger X =7.5 noktasinda elde edilir.

H[F I(yO)]_luw </ kabul edilirse S sayisinin bulunmasi gerekir. Bunun igin asagidaki

adimlar takip edilir.

IF(yo)17?|, <5
F'(y)h=h+(1-2y)h
F'(yo)h=h"+(1-2y,)h

. Chu o1 X
F'(ly,)h=h+(1-2(1 15))h
. ,2X 3
:>h+(E—1))h—q(x)

p(x)

bi¢iminde elde edilen lineer diferansiyel denklemin ¢o6ziimii operatoriin tersini

verecektir. Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin ¢6ziimii
h(x) = g Jroe {J' q(x) el P0% gy C}

bi¢iminde verileceginden

—xp(t)dt X —Sp(r)dr
(IF () a0 =e ° {jq(s)eo ds+C

0

—I(lz—;—l)dt X Js.(%—l)dr 7(7X+xj) x s
Sup{e 0 '|'e° ds+C }:Sup{e 15 Ie 15ds+C {}=30
0

Jal=2 0 lal=L
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olacagindan S =30elde edilir. Son olarak da tiirevlerinin Lipschitz kosulunu

sagladig1 gosterilirse;

F (¥, ()N (x) = h'(x) + (1 =2y, (x))h(x)

IF (u) = F'(W,)]| = ]+ (@—2u,)h—h'+ (L= 2u,)h]|

=[2h(u, —u,)|
=2|h(u, —u,)|

< 2|l u, - u|
|

| Lipschitz sabiti h fonksiyonuna bagli olarak degisir. h siirekli oldugundan sinirhidir.

Mathematica paket programi yardimiyla ile bundan sonraki adimlar gergeklestirilmis

olup, ayrintilar1 Ek 1 ve Ek 2 de verilmistir. Yapilan yaklagimlarin gercek ¢oziimle

en kiiglik kareler anlaminda hata analizleri yapilip sonucu elde edilen veriler

asagidaki tabloda verilmistir.

Yo(X) = 1—% baslangi¢ fonksiyonu ile elde edilen sonuglar

Yaklagimlar Hata Miktar1
Birinci Yaklasim 713.563
Ikinci Yaklasim 349.74
Ucgiincii Yaklasim 168.11
Dérdiincii Yaklasim 77.7494
Besinci Yaklasim 33.2926
Altinc1 Yaklagim 12.1708
Yedinci Yaklasim 3.16228
Sekizinci Yaklasim 0.376546
dokuzuncu Yaklasim 0.0075827

Tablo 5.1. Hata analizi
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Y,(X) =cos(x) baslangi¢ fonksiyonu ile elde edilen sonuglar asagidaki tabloda

verilmistir.
Yaklasimlar Hata Miktar1
Birinci Yaklasim 140.745
Ikinci Yaklasim 63.6424
Uciincii Yaklagim 26.0915

Dérdiincii Yaklasim 8.69289

Besinci Yaklagim 1.79871

Altinc1 Yaklasim 0.118187

Yedinci Yaklagim 0.00059645

Sekizinci Yaklagim | 1.8652x107°

dokuzuncu Yaklasim | 1.9305x10°

Tablo 5.2. Hata analizi

Yukarida verilen iki tabloda baslangic fonksiyonlarinin degismesiyle benzer

adimdaki hata miktarlarmim degistigi goriilmektedir. y,(X) =1—% baslangig

fonksiyonu ile elde edilen dokuzuncu yaklasimdaki hata e =0.0075827 ve
Yo(X) =cos(x) baslangi¢ fonksiyonu ile elde edilen dokuzuncu yaklasimdaki hata

e, =1.9305x10°° ile gosterilsin.

6
& _19305x107 _ 4 150754503 < 3x10°¢
e, 0.0075827

oldugu goz oniinde bulundurularak y,(x) =cos(x) baslangi¢ fonksiyonu ile yaklasik
¢coziimiin Y, (X) =1—%ubaslang1(; fonksiyonuna gore daha iyi elde edildigi

gbzlenebilir.
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yO(X):l—% baslangi¢ fonksiyonu ile Y,(X)=cos(x) baslangic fonksiyonunun

dokuz yaklasim yapilarak elde edilen sonuclar1 yukaridaki grafiklerde verilmistir.
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5.2. Duffing Diferansiyel Denklemi

F(y) =my"+ky +ay® bi¢imindeki diferansiyel denklemlerdir.

5.2.1. Ornek

y"+0.1y +0.01y°> =0 Duffing diferansiyel denklemi verilsin. Bu denklemin Newton
yontemiyle yaklasik ¢6ziimiinli aragtirin.
F :C?[a,b] — C[a,b] operatorii F(y)=y"+0.1y+0.01y* biciminde tanimlansin. Bu

durumda F(y)=0 denkleminin Newton yontemiyle yaklasik ¢6ziimii arastirtlacaktir.
Coziim:

F(y)=y"+0.1y +0.01y® diferansiyel denkleminin Frechet tiirevi arastirilirsa,

F(y+h)=(y+h)"+0.1(y +h)+0.01(y + h)®
=y"+h"+0.1y + 0.1+ 0.01(y* +3y*h + 3yh® + h®)
F(y+h)—F(y)=F'(y)h+w(h)
F(y+h)—F(y)=y"+h"+0.1y +0.1h + 0.01(y® +3y’h + 3yh® + h®) — (y"+ 0.1y + 0.01y")
F'(y)h+w(h) = h"+0.1h+0.01(3y*h + 3yh* + h*)

elde edilir. Burada w(h) =0.03yh* +h® olmak iizere

i fem] ooy’ k]
o | e |

dir. Verilen denklemin yaklasik ¢6ziimii i¢in olusturulan algoritma Ek-4 te verilmis

olup, Yy,(x) baslangi¢ fonksiyonu olarak Y,(X)=cos(x)alindiginda elde edilen

sonuglar asagida gosterilmistir.
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5.3. Baslangi¢c Deger Problemi

5.3.1. Ornek
y"+sin(y)=0, y(0)=1 y'(0)=0

baslangic deger probleminin yaklasik ¢oziimiinii Newton yoOntemiyle arastirin.
Burada F :C?[a,b]— C[a,b] operatorii
F(y) = y"+sin(y) bi¢iminde tanimlanirsa F(y)=0 denkleminin yaklasik ¢6ziimii

Newton yontemiyle arastirilacaktir.
Coziim:

Bu operator lineer olmadigindan Frechet tiirevini alarak lineer hale getirilmelidir.

Bunun igin;

F(y+h)=(y+h)"+sin(y+h)
F(y)=y"+sin(y)

oldugundan

F(y+h)—F(y)=(y+h)"—y"+sin(y+h)—sin(y)
= y"+h"—y"+sin(y +h) —sin(y)

olur. sin(y+h)’m h civarinda Taylor seri agilim1

sin(y +h) = sin(y) +sin’(y)h + ”2"(3') h? +

seklinde olup, bu ifade yukarida yerine yazilarak

F(y +h)— F(y) = h" —sin(y) +sin(y) +sin(y)h + S0 Y)
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elde edilir. Buradan

F(y+h)—F(y)=h"+sin'(y)h + S'”z(y) h? +

w(h)

esitligine ulasir.

il _ i, ‘ 2! H:O
i 1 L b

oldugundan ||W(h)||=0(||h||) esitligi gortliir. Boylece h vektoriine gore lineer olan

pargca ile verilen operatdriiniin Frechet tiirevi:
F'(y)h=h"+cos(y)h

bi¢ciminde elde edilir. Bu durumda ardisik yaklasimlar i¢in kullanilan

(yO) ' _
=h, ¥, =Y, iy’ (= Yo =) = F'(y)h=-F(y,)

esitliklerinde Frechet tiirevini yerine yazilirsa

h"+cos(y,).h=-F(Y,)

olur. y(0)=1 y'(0¥ baslangic kosullarin1 saglayan Y, =cos(t) baslangic

yaklagimi ile Newton yontemi uygulamaya baslanirsa

h"+Cos(cost)-h =—(cos"t +sin(cost))
h"+ Cos(cost) - h = cost —sin(cost)
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h(0)=0 h(0)=0

esitlikleri elde edilir. Verilen denklemin yaklasik ¢6ziimii i¢in olusturulan algoritma
Ek-5 te verilmis olup, Y,(t) baslangi¢c fonksiyonu olarak Y, (t) = cos(t) alindiginda

elde edilen sonuglar asagida gosterilmistir.
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Sekil 5.27. Mathematica ¢oziimiiniin grafigi

0.04 ¢

0.02 -

2\4\/6 8 10

-0.02

-0.04+

Sekil 5.28. Birinci yaklagimin mutlak hatasinin grafigi



50

—10¢+

—12¢+

Sekil 5.29. Ugiincii yaklagimin mutlak hatalarmnin grafigi

5.4. Smir Deger Problemi

5.4.1. Ornek

—y"+ty> —t*=0, y(0)=0, y(1)=0

siir deger probleminin yaklasik ¢6ziimiinii Newton yOntemiyle arastirin. Burada
F:C’[a,b] >C[a,b] operatorii F(y)=-y"+ty’—t® bigiminde tammlanirsa

F(y) =0 denkleminin yaklasik ¢6zlimii Newton yontemiyle arastirilacaktir.

Coziim:

Daha 6nceki orneklerde oldugu gibi operator lineer olmadigindan Frechet tiirevini

alarak lineer hale getirilmelidir. Bunun igin;

F(y+h)=—(y+h)"+t(y+h)* —t*

F(y)=-y"+ty* -t

oldugundan
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—(y+h) +t(y+h)2 =t —(—y" +ty> —t%)
= —h"—2yht +h?t
F'(y)h+w(h) = —h" - 2yht + ht
w(h) = h?

F(y+h)-F(y)

elde edilir.

M ey L
[l 1 el

dir. Verilen denklemin yaklasik ¢6ziimii i¢in olusturulan algoritma Ek-6 da verilmis

olup, y,(x) baslangi¢ fonksiyonu olarak y,(x)=0 alindiginda elde edilen sonuglar
asagida gosterilmistir.
o.ozsf—
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Sekil 5.30. Gergek ¢oziimiin grafigi
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BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada lineer olmayan operator denklemlerin yaklasik ¢oziimiinde Newton
metodu kullanimi incelenmigtir. Matematik biliminin yani sira temel bilimlerde ve
mithendisligin bir¢ok dalinda lineer olmayan operator denklemlerin ¢éziimlenmesi
en ¢ok iizerinde caligilan konulardan biridir. Analitik ¢oziimlerin miimkiin olmadig:
durumlarda, ki pratikte birgok problemde karsilasilmaktadir, lineer olmayan bir

operatdre lineer bir yaklagim yapmak ve yaklasik ¢oziimlere bagvurmak gerekir.

Calisma esnasinda Newton metodunun gelisimi kisaca verildikten sonra bazi temel
matematik kavramlar1 deginilmistir. Lineer olmayan operatér denklemlerin
¢oziimlerinin ardigik yaklasim yoluyla belirlenmesinde Newton yontemi onemli bir
yer tutmaktadir. Newton yonteminde kullanilacak fonksiyonellerin tlirev alma
islemleri i¢in gerekli olan Frechet ve Gateaux tiirevleri ile ilgili ayrintili bir bilgi
verilmistir. Bu calismada Newton yonteminin baz1 yakinsama kriterleri ile metodu

detayli olarak anlatilmis teori ve uygulamalar birlikte sergilenmistir.

Newton metodunun lineer olmayan diferansiyel denklemlere ve lineer olmayan
denklem sistemlerine uygulanmasi anlatilmigtir. Lineer olmayan terimlerin
goriildiigii Riccati ve Duffing denklemlerinin yaklasik ¢6ziimleri Newton yontemi ile
elde edilmis olup, secilen baslangi¢c yaklagiminin yontemin yakinsamasina etkisi
oldugu farkli baslangi¢c fonksiyonlar1 alinarak goriilmiistiir. Bu durum g6z oniinde
bulundurularak, verilen lineer olmayan denklemin Newton yontemi ile yaklasik
¢oziimiinde baslangi¢c fonksiyonlarinin ¢oziime hangi kosullar altinda daha hizli

yakinsayacagi daha ileriki bir calismanin konusu niteligindedir.



KAYNAKLAR

[1]

[2]
[3]
[4]

[5]
[6]

YILDIZ, A. ve EROZ, M., Fonksiyonel Analiz. Sakarya Universitesi
Yayinlari, 2009.

MUSAYEV, B. ve ALP, M. Fonksiyonel Analiz, Balc1 Yayinlari, 2000
SUHUBI, E.S, Fonksiyonel Analiz, ITU Vakfi yayinlar1, 2001.

KREYSZIG, E., Introductory Functional Analysis With Application, John
Wiley and Sons, 1987.

KINCAID, D. and CHENEY, W.,Numerical Analysis Mathematics of
Scientific Computing,Brooks/Cole Publishing company.1991.

AMIRALI, G., DURU,H., Niimerik Analiz, Pegem Yayincilik, 2002.



EKLER

EK 1: Newton Yontemi Sistem

Clear [x, ¥]

Elx , v ] :=dxy° s dwy+52ax-19;

glx , v ] :=16%+x’ +3 sy +111+x-10xy-10;

NSolve[{dty2+4*y+ E2+x-19==10, lG?tx2+3ty2+lll#x—lﬂty—lﬂ = D}, {x, y}]

x=X[[1,1]1]: y=X[[2, 1]];
B2 29]] ( 4y +dwy+52+x-19 ]

Y =X-Inverss
[(—22? 8 169+ x® +3 & y' + 11l #x- 10 % y - 10

Print ["¥Y-", i, "=", N[Y // MatrixFerm]]; X= ¥, {i, 1, 15}]

EK 2: Riccati 1

ss = First[y /. NDSolve [{y‘[x] = -2 - y[x] + (y[x]) "2, y[0] == 1}, v, {x, 0, 30}]];
x

yo[x_] := [1- _
15

Plot[ss[x], {x, 0, 30}, AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange —» All]

ilk = First]
h /. NDSolve[{h’[x] + (L-2 #yO[x]) +h[x] = —y0 " [x] - 2 -y0[x] + (yO[x]) “2, h[0] == 0},
h, {x, 0, 30}1]1:
(xPlot [ilk([x]., {x,0,30}, AxesOrigin-{0,0},PlotRange—-All] %)
yl[x ] :=1ilk[x] +yO[x];
Plot[yl[x], {x, 0, 30}, PlotLabel - "yl (x) :Birinci Yakla m",
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

iki = First[hl /.
NDSolve[{hl[x] + (L- 2% (y1[x])) *hl[x] = -y1'[x] -2 -y1[x] + (yl[x]) ~2, h1[0] =
hl, {x, 0, 30}]]; Plot[iki[x] +y1l[x], {x, 0, 30},
PlotLabel - "y2(x) :ikinci Yakla m", AxesOrigin -+ {0, 0}, PlotRange - All]
y2[x ] := iki[x] + y1[x]

0},

uc = First[h2 /.
NDSolve[{h2 ' [x] + (1 -2 (y2[x])) *h2[x] = -y2 ' [x] -2 -y2[x] + (y2[x]) “2, h2[0] = 0},
h2, {x, 0, 30}]]; Plot[uc[x] +y2[x], {x, 0, 30},
PlotLabel —» "y3(x): nc Yakla m", AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
y3[x_] :=uc[x] +¥2[x]
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dort = First[h3 /.
NDSolve[{h3 ' [x] + (1-2% (y3[x])) *+h3[x] = -y3*[x] -2 -y3[x] + (y3[x]) "2, h3[0] == 0},
h3, {x, 0, 30}]]; Plot[dort[x] +y3[x]., {x, 0, 30},
PlotLabel - "y4 (x):d rd nc Yakla m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]
y4[x ] := dort[x] +y3[x]

bes = First[h4 /.
NDSolve [{h4 ' [x] + (L - 2% (y4[x])) +h&[x] = -y4 * [x] -2 - y4[x] + (y4[x]) "2, h4[0] == 0},
h4, {x, 0, 30}]]; Plot[bes[x] +y4[x], {x, 0, 20},
PlotLabel - "y5(x) :Be inci Yakla m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]
y5[x ] := bes[x] +y4[x]

alt = First[h5 /.
NDSolve[{h5 ' [x] + (1 -2« (y5[x])) *h5[x] == -y5* [x] -2 -y5[x] + (y5[x]) "2, h5[0] == 0},
h5, {x, 0, 30}]1; Plot[alt [x] +yS5[x], {x, 0, 30},
PlotLabel - "y6 (x) :Alt nc Yakla m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange —» All]
y6[x_ ] := alt [x] +y5[x]

yed = First[h6 /.
NDSolve[{h6 ' [x] + (L- 2+ (y6[x])) *+h6[x] == -y6 ' [x] - 2 - y6[x] + (y6[x]) ~2, h6[0] == 0},

h6, {x, 0, 30}]]; Plot[yed [x] +Vy6[x], {x, 0, 30},
PlotLabel -+ "y7(x):Yedinci Yakla m", AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
y7[x_] := yed [x] +¥6[x]

sek = First[h7 /.
NDSolve [{h7 ' [x] + (1L -2 (y7[x])) *h7[x] = -y7'[x] -2 -y7[x] + (y7[x]) "2, h7[0] = 0},
h7, {x, 0, 30}]1]; Plot[sek[x] +¥7[x], {x, 0, 30},
PlotLabel - "y8 (x) :Sekizinci Yakla m", AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange —» All]
yB8[x_ ] := sek[x] + y7[x]

dok = First[h8 /.
NDSolve [{h8'[x] + (1- 2% (y8([x])) +h8[x] = —-y8*[x] -2 -y8[x] + (y8[x]) "2, h8[0] = 0},
h8, {x, 0, 30}]1]; Plot[dok[x] +¥8[x], {x, 0, 30},
PlotLabel - "y9 (x) :Dokuzuncu Yakla m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]
y9[x ] := dok[x] + y8[x]
Plot[ss[x] -y9[x]. {x, 0, 30},
PlotLabel -+ "ger ek-dokuzuncu", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange -» All]

(#HATA ANAL Z )
RD = Table[0, {300}];
Do[RD[[hh + 10]] = ss[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D1 = Table[0, {300}];
Do[D1[[hh+10]] = y1[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D2 = Table[0, {300}];
Do[D2[[hh+ 10]] = y2[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D3 = Table[0, {300}];
Do[D3[[hh+ 10]] = y3[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D4 = Table[0, {300}];
Do[D4[[hh+ 10]] = y4[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D5 = Table[0, {300}];
Do[D5[[hh+ 10]] = y5[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D6 = Table[0, {300}];
Do[D6[[hh+ 10]] = y6[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D7 = Table[0, {300}];
Do[D7[[hh+ 10]] = y7 [hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D8 = Table[0, {300}];
Do[D&[[hh+ 10]] = y8[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D9 = Table[0, {300}];
Do[D9[[hh+ 10]] = y9[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];



300 300
Hl=\jZ(AbS[RD[[k]]-Dl[[k]]])2;H2= D, (Aps[RD[[K]] - D2[[k]1])* ;
k=1 k=1
300
H3 = Z(Abs[RD[[k]]-D3[[k]]])2;
k=1
300 300
H4 = .| > (Abs[RD[[k]]-D4[[k]]])* ; HS = [ > (Abs[RD[[K]] -D5[[k]111)” ;
k=1 k=1
300 300
HG = | ), (Abs[RD[[k]]-D6[[x]]1)® ; H7 = .| > (Abs[RD[[k]] - D7[[k]]])*
k=1 k=1
300 300
H8 = .| > (Abs[RD[[k]]-D8[[k]]])* ; HS = .| > (Abs[RD[[k]]-DS[[k]11])" ;
k=1 k=1

Print ["H1=", H1]; Print["H2=", H2]; Print ["H3=", H3];
Print ["H4=", H4]; Print["H5=", H5]; Print ["H6=", H6];
Print ["H7=", H7]; Print["H8=", H8]; Print ["H9=", H9];

EK 3: Riccati 2

ss = First[y /. NDSolve [{y‘[x] = -2 -y[x] + (y[x]) "2, y[0] == 1}, v, {x, 0, 30}]1];

y0[x ] := Cos[x]
Plot[ss[x], {x, 0, 30}, AxesOrigin — {

ilk = First[

0, 0}, PlotRange —» All]

I

I

I

h /. NDSolve[{h’[x] + (1 -2 *y0[x]) +h[x] = -y0’[x] -2 -y0[x] + (y0O[x]) ~2, h[0] == 0},

h, {x, 0, 30}1]:
(#*Plot[ilk([x],{x,0,30}, AxesOrigin-
yl[x ] := i1k[x] +yO0[x]

{0,0},PlotRange—All]*)

Plot[yl[x]., {x., 0, 30}, PlotLabel -» "yl (x) :Birineci Yakla m",
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

iki = First[hl /.

NDSolve [{hl’[x] + (L -2 (y1[x])) *+h1[x] = -y1’[x] -2 -y1l[x] + (y1[x]) "2, h1[0]

hl, {x, 0, 30}]]: Plot[iki[x] +¥1
PlotLabel - "y2(x) :ikineci Yakla m"
y2[x ] := iki[x] + y1[x]

uc = First[h2 /.

NDSolve [{h2 ‘[x] + (L-2# (y2[x])) *h2[x] = -y2* [x] - 2 —y2[x] + (y2[x]) "2, h2[0]

[x], {x, 0, 30},
, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange —» All]

h2, {x, 0, 30}]]; Plot[uc[x] +y2[x]., {x, 0, 30},

PlotLabel - "y3(x): nc Yakla m"
y3[x_] :=uc[x] +y2[x]

dort = First[h3 /.

NDSolve [{h3’[x] + (L-2% (y3[x])) *h3[x] = -3 * [x] - 2 -y3[x] + (y3[x]) "2, h3[0]

h3, {x, 0, 30}]]; Plot[dort[x] +¥y
PlotLabel - "y4 (x):d rd nc Yakla
y4[x ] := dort[x] +¥3[x]

, AxesOrigin —» {0, 0}, PlotRange —» All]

3[x], {x, 0, 30},
m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]

0},

= 0},

=0},
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bes = First [h4 /.
NDSolve [{h4 ' [x] + (1 -2 (y4[x])) »hd4[x] = -y4 ' [x] - 2 - y4[x] + (y4[x]) ~2, h4[0] = 0},
h4, {x, 0, 30}]]; Plot[bes[x] +y4[x], {x, 0, 30},
PlotLabel - "y5(x):Be inci Yakla m", AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
¥5[x ] := bes[x] +y4[x]

alt = First[h5 /.
NDSolve[{h5'[x] + (1 -2 (y5([x])) *h5[x] == -y5 ' [x] -2 -y5([x] + (¥y5[x]) *2, h5[0] = 0},
h5, {x, 0, 30}]1]: Plot[alt [x] +¥5[x], {x, 0, 30},
PlotLabel - "y6(x):Alt nc Yakla m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange -» All]
y6[x ] := alt [x] +y5[x]

yed = First[h6 /.

NDSolve[{h6 '[x] + (1-2=* (y6[x])) *h6[x] == -y6'[x] -2 -y6[x] + (y6[x]) "2, h6[0] = 0},
hé, {x, 0, 30}]]; Plot[yed [x] +¥6[x], {x, 0, 30},
PlotLabel -+ "y7 (x) :Yedinei Yakla m", AxesOrigin -+ {0, 0}, PlotRange —+ All]
y7[x ] := yed [x] +y6[x]
sek = First[h7 /.
NDSolve[{h7 ‘[x] + (1 -2 % (y7[x])) *h7[x] = -y7 " [x] -2 -y7[x] + (y7[x]) "2, h7[0] == 0},
h7, {x, 0, 30}]]; Plot[sek[x] +y7[x], {x, 0, 30},
PlotLabel - "y8 (x) :Sekizinci Yakla m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]
y8[x ] := sek[x] +¥7[x]
dok = First[hB /.
NDSolve [{h8 ' [x] + (1 -2+ (yB[x])) +h8[x] = -y8 ' [x] - 2 -y8[x] + (yB[x]) “2, h8[0] = 0},

h8, {x, 0, 30}]]; Plot[dok[x] +y8B[x], {x, 0, 30},
PlotLabel -» "y9 (x) :Dokuzuncu Yakla m", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange -» All]
y9[x ] := dok[x] +¥8[x]

Plot[y8[x] -y9[x], {x, 0, 30},
PlotLabel —» "sekizinci-dokuzuncu", AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange — All]
Plot[ss[x] -y%[x]., {x., 0, 30}, PlotLabel -» "ger ek-dokuzuncu",
AxesOrigin -+ {0, 0}, PlotRange —» All]
(*HATA ANAL Z «)
RD = Table[0, {300}];
Do[RD[[hh % 10]] = ss[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D1 = Table[0, {300}];
Do[D1[[hh%10]] = y1[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D2 = Table[0, {300}]:;
Do[D2[[hh*10]] = y2[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D3 = Table[0, {300}];
Do[D3[[hh*10]] = y3[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D4 = Table[0, {300}]:;
Do[D4[[hh % 10]] = y4[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D5 = Table[0, {300}];
Do[D5[[hh*10]] = y5[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D6 = Table[0, {300}];
Do[D6[[hh % 10]] = y6[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D7 = Table[0, {300}];
Do[D7[[hh % 10]] = y7[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D8 = Table[0, {300}];
Do[D8[[hh*10]] = y8[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}];
D9 = Table[0, {300}]:;
Do[D9[[hh % 10]] = y9[hh], {hh, 0.1, 30, 0.1}]:

a00 300
Hl = Z(Abs[RD[[k]]-Dl[[k]]])?',-H2= Z(Abs[RD[[k]]-DZ[[k]]])?';

k=1 k=1



k=1

300
H3 = \jZ(AbS[RD[[k]] -D3[[k]111)? ;

300 300

He = [ > (Abs[RD[[K]]-Da[[k]]])? ; B5 = | > (Abs[RD[[k]]-D5[[X]]1])? ;
k=1 k=1
300 300

H6 = [ > (Abs[RD[[k]]-D6[[k]]]1)? ; B7 = .| > (Abs[RD[[k]] -D7[[k]]])? ;
k=1 k=1

300 300

H8 = | > (Abs[RD[[k]] -D8[[k]]])? ; HS = [ >’ (Abs[RD[[k]]-DS[[k]]])* ;
k=1 k=1

Print ["H1=", H1]; Print ["H2=", H2]; Print ["H3=", H3];

Print ["H4=", H4]; Print ["H5=", H5]; Print ["H6=", H6];

Print ["H7=", H7]; Print ["H8=", H8]; Print ["H9=", H9];

EK 4: Duffing

gercek = First[y /.
NDSolve[{y’'’[x] = -0.1*y[x] - 0.0l (y[x]) "3, y[0] =1, y"[0] =0}, v, {x, 0, 20}]];
yO0[x ] := Cos[x]
Plot[{gercek[x], yO[x]}, {x, 0, 20}, AxesOrigin -+ {0, 0}, PlotRange - All]
ilk = First[h /. NDSolve[{h’ ' [x] + (0.1+0.01 %3 % (y0[x]) "2) « h[x] =
-y0""[x] -0.1%y0[x] -0.01% (yO[x]) "3, h[0] == 0, h"[0] == 0}, h, {x, 0, 20}]]
yl[x ] := ilk[x] +y0[x]
Plot [gercek [x] - y1[x], {x, 0, 20}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
iki = First[hl /. NDSolve[{hl’ " [x] + (0.1 +0.01 %3« (yl[x])"2) *+hl[x] =
-yl’''[x] -0.1%yl[x]-0.01# (yl[x])"3, h1[0] =0, h1’[0] == 0}, hl, {x, 0, 20}]];
Plot[gercek [x] - iki[x] - y1([x], {x, 0, 20}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
y2[x ] :=iki[x] +y1l[x]
uc = First[h2 /. NDSolve[{h2' ' [x] + (0.1+0.01 #3 # (y2[x]) *2) + h2[x] ==
-y2 ' [x] -0.1%y2[x]-0.01% (y2[x]) "3, h2[0] =0, h2'[0] == 0}, h2, {x, 0, 20}]]
Plot[gercek [x] -uc[x] -y2[x], {x, 0, 20}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
(xy3[x_]:=uc[x]+y2[x]
dort=First[h3/.NDSolve]|
{h37[x]+(1-2%(y3[x]))*h3[x]==-y3" [x]-2-y3[x]+(y3[x])"2,h3[0]==0},h3, {x,0,30}]];
Plot [dort [x]+y3[x],{x,0,30},Axes0rigin-{0,0},PlotRange-All]
y4[x ]:=dort[x]+y3[x]
bes=First [h4/.NDSolve [
{ha’[x]+(1-2%(y4[x]))*h4[x]==-y4' [x]-2-y4[x]+(y4[x])"2,h4[0]==0},h4, {x,0,30}]];
Plot [bes [x]+y4([x].,{%x,0,30},AxesOrigin-{0,0},PlotRange-All]
y5[x ]:=bes[x]+y4[x]
alt =First[h5/.NDSolve]|
{h57 [x]+(1-2% (y5[x]))+h5[x]=-y5" [x]-2-y5[x]+(y5[x])"2,h5[0]==0},h5, {x,0,30}]];
Plot[alt [x]+y5[x],{x,0,30},Axes0rigin-»{0,0},PlotRange-All]
y6[x ]J:=alt [x]+y5[x]
yed =First[hé/.NDSolve|
{h6 " [x]+(1-2% (y6[x])) +h6[x]==-y6' [x]-2-y6 [x]+(y6[x])"2,h6[0]==0},h6,{x,0,30}]];
Plot[yed [x]+y6[x],{x,0,30},Axes0rigin-»{0,0},PlotRange-All]
y7[x ]J:=yed [x]+y6[x]
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sek=First [h7/.NDSolve [
{h7’ [x]+(1-2%(y7[x])) *h7 [x]==-y7’ [x]-2-y7 [x] +(y7[x])"2,h7[0]==0},h7, {x,0,30}]];
Plot [sek[x]+y7[x],{x,0,30},Axes0rigin—+{0,0},PlotRange~All]
yB[x ]:i=sek[x]+Y7[x]
dok=First [h8/.NDSolve [
{h8" [x]+(1-2%(y8([x]))+h8[x]==-y8' [x]-2-y8[x]+(y8[x])"2,h8[0]==0},h8, {x,0,30}]];
Plot [dok[x]+y8[x],{x,0,30},AxesOrigin—+{0,0},PlotRange~All]
y9[x ]:=dok[x]+y8[x]
Plot[ss[x]-y9[x],{x,0,30},AxesOrigin~{0,0},PlotRange-All]*)

EK 5: Baslangi¢ Deger

gercek =

First[y /. NDSolve[{y’’([t] +8in[y[t]] =0, y[0] =1., ¥y’ [0] =0}, v, {t, 0, 10}]1];
Print ["Mathematica z m "]; Plot [gercek[t], {t, 0, 10}]
cos = FunctienInterpelatien [Ces[t], {t, 0, 10}];
ybir = First[h /. NDSclve [{h' " [t] + Ces[Con[t]] *h[t] == Cas[t] - 8in[Coa[t]],

h'[0] =0, h{0] =0}, h, {£, 0, 10}]1]:
Plet [ybir[t] + ces[t] - gercek([t], {t, 0, 10},
Epileg + Inset["l.yakla m hatas "], PlotRange —+ All]

viki = First[h2 /. NDSclve|
{h2 "' [t] + Com[ybir([t] +con([t]] +h2[t] = -ybir '’ [t] - coa " [t] - S8in([ykir[t] + coa[t]],
h2[0] == 0, h2’[0] == 0}, h2Z, {t, 0, 10}1]:

Plet [yiki[t] + ykir[t] + Cos[t] - gercek[t], {t, O, 10},
Epileg + Inset["2.yakla m hatas "], PlotRange —+ All]
yue = First [h3 /. NDSelve[{h2 '’ [t] + Cea[ybir([t] +cea[t] + yiki[t]] «h3[t] =
-ybir "’ [t] -cos '’ [t] - yiki ' " [t] - 8in[ybir[t] + cos[t] +yiki[t]],
h3[0] == 0, h237[0] =0}, h3, {t, 0, 10}]11:
Plet [yiki[t] + ykir([t] + Cos[t] + yue[t] - gereek[t], {t, 0, 10},
Epileg + Inset["3.yakla m hatas "], PlotRange -+ All]

EK 6: Simir Deger

tE0=0; £t1=1;
gercek =

First[y /. NDSolve[{-y’’[t] + t*y[t] "2 =t"3, y[0] = 0, y[1] == 0}, y, {t, tO, t1}]];
Print ["Mathematica z m "]; Plot [gercek[t], {t, t0, £1}]
yo[t ] :=0
hbir = First]|

h /. NDSolve[{-h''[t] +2t+y0[t] +h[t] ==y0 " [t] - txy0[t]"2+t"3, h[0] == 0, h[1] = 0},

h, {t, t0, t1}]]; y1[t ] := hbir[t] +y0[t]
Plot[Abs[yl[t] - gercek[t]], {t, t0O, t1},

Epilog » Inset["l.yakla m hatas "], AxesOrigin -+ {0, 0}, PlotRange - Al1l]

Plot[yl[t], {t, t0, t1l}, Epilog -+ Inset["l.yakla m"]]



hiki =
First[h2 /. NDSolve[{-h2’’[t] +2 t*yl[t] »h2[t] =y1’’[t] - t+yl[t] "2+t"3, h2[0] == O,
h2[1] == 0}, h2, {t, 0, t1}]]; y2[t ] := hiki[t] +y1[t]
Plot[Abs([y2[t] - gercek[t]], {t, t0, t1},
Epilog -+ Inset["2.yakla m hatas "], AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]
Plot[y2[t], {t, t0, tl1l}, Epilog -» Inset["2.yakla m "]]

huc =
First[h3 /. NDSolve[{-h3‘'[t] +2 t+y2[t] *h3[t] =y2’'[t] - t*y2[t] "2+t™3, h3[0] == 0,
h3[1] == 0}, h3, {t, t0, t1}]]; y3[t_] := huc[t] +y2[t]
Plot[Abs[y3[t] - gercek[t]], {t, t0, t1},
Epilog —» Inset["3.yakla m hatas "], AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]
Plot[y3[t], {t, t0, t1l}, Epilog —» Inset["3.yakla m "]]

hdort =
First[h4 /. NDSolve[{-h4 ‘' [t] +2 t+y3[t] *+h4[t] ==y3 "’ [t] - t+y3[t] "2+t"3, h4[0] == O,
h4[1] == 0}, h4, {t, t0, t1}]1]; y4[t_] := hdort[t] +y3[t]
Plot[Abs([y4[t] - gercek[t]], {t, t0, t1},
Epilog - Inset["4.yakla m hatas "], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
Plot([y4[t]., {t, t0, tl1l}, Epilog -» Inset["4.yakla m "]]

hbes =
First[hS5 /. NDSolve[{-h5 ' [t] +2 t *y4[t] *h5[t] ==y4’'’'[t] - t+y4[t] "2+£"3, h5[0] == O,
h5[1] == 0}, h5, {t, €0, t1}]1]: y5[t_] := hbes[t] +y4[t]
Plot[Abs[y5[t] - gercek[t]], {t, tO, t1},
Epilog - Inset["5.yakla m hatas "], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
Plot[y5[t]., {t, t0, tl1l}, Epilog -» Inset["5.yakla m "]]

Do [Print ["xk=", xk];

Print ["Birineci yakl m n hatas =", Abs|[gercek [xk] -y1l[xk]]];
Print[" kineci yakl m n hatas =", Abs[gercek [xk] -yz[xk]]];
Print[" nc yakl m n hatas =", Abs[gercek [xk] -y3[xk]]];

Print["d rd nc yakl m n hatas =", Abs[gercek[xk] - y4[xk]]]:
Print ["Be ineci yakl m n hatas =", Abs[gercek [xk] -y5[xk]]]. {xk, t0, t1, 0.25)]
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