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OZET

Anahtar kelimeler: Ucgensel Sayilar, Kare-UggenSalilar; Pell ve Pell-Lucas

dizileri.

Bu tez temel olarak iki bélimden ve bu bolumlekdadi icerisinde alt bolimlerden
olusmustur. Birinci bélimde; Ucgensel sayilar tanitilarbkinlarin nasil ortaya
ciktigina ve onemli bir takim Ozelliklerine yer verilgtir. Ayrica Gggensel sayilarin
Ozelliklerinden elde edilen bazi denklemlerin ¢o#nmin karakterizasyonu
yapilmstir.

Ikinci bélumde kare-ticgensel sayilar tanitilarak sayilarin Pell, Pell-Lucas sayi
dizileri ile {u,}.{v,} {y.} dizileri arasindaki yakin gkiden bahsedilngtir. Kare-
tcgensel sayilar elde etmede kullanilan formuladehsit olarak bazi Diophantine
denklemlerinin ¢dzumleri yoluyla ispatlangtir. Pell, Pell-Lucas dizileri ile
{u}.{v.} dizilerinin monoton artanliklari, kongriians 6zdiii ve boliinebilme

Ozellikleri verilmis ve bu 0Ozellikler yardimiyla yeni teoremler ispatiastir. Bazi
Diophantine denklemleri daha basit hale getirileggklimleri karakterize edilgve

bu ¢oztimlerin{u,} ve{y,} dizilerinden olgtugu ispat edilmitir. Ayrica, n>1 ve
m>1 icin y,y,=Y, olacak bicimde r dogal sayisinin mevcut olmadi
gosterilmitir.
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TRIANGULAR NUMBERS

SUMMARY

Key Words: Triangular Numbers; Square-Triangulamiers; Pell and Pell-Lucas
Sequences.

This thesis consists of fundamentally two chapterd these chapters consist of
subchapters in itself. In the first chapter, trialag numbers and how they emerge are
introduced as well as some important propertiehef are mentioned. Also, some
equations obtained from properties of triangulanbars are characterized.

In the second chapter, square-triangular numbegsirdroduced and their close
relations between Pell, Pell-Lucas numbers duogh {v.} {v,} sequences are

mentioned. Formula used to get square-triangularbaus is proved easily by means
of some Diophantine equations. Monotone increasioggruences and divisibility

properties of Pell, Pell-Lucay,} and{v,} sequences and some new theorems are

given. Solutions of some Diophantine equations @ acterized and it is proved
that these solutions are related fa,} and{y,} sequences. Moreover, it is showed

that there exists no solution of the equalityypy,, =y, for n>1 andm>1.

vii



BOLUM 1. GiRiS

1.1. Giris

Ucgensel bir formda diizenlenebilen sayilar olardlaradirilan tiggensel sayilar,
belirli geometriksekillerle iliskilendirilmis olansekilsel sayilardan biridir. Uggensel
sayllarin tarihi iki bin yildan 6éncesine dayanmalktaBu sayilarin 6zellikleri ilk kez
eski Yunan matematikgisi Pisagor ve destekcileraftadan gizemli bir saygi ile

incelenmgtir.

Pisagorcular sayilara evreni anlamanin anahtamalolaakmglar ve “evrenin yapita

sayllardir’  dguncesine inanmglardir. Hatta bazi sayillari  evren le
Ozdslestirmislerdir. Ornggin onlara gore; 10 (ggensel sayisi kusursuz geidu
distinulen bir sayidir. Clnkd bu sayr 1(nokta), 2, 3(duzlem) ve 4(dizgin

yuzll piramit) sayilarinin toplamidir. Dolayisiyl@ evreni simgelemektedir.

Bu tip sekilsel sayilarin buytst zaman gectikgce azalmasgraen, lcgensel sayilar
halen sayilar teorisi ile ilgilenen matematikciiem ilgi cekicidir. Clnki gunlik
hayatta da sikca Ucgensel sayilar ilesk&ariya gelmekteyiz. Kglarin ucarken
olusturduklari sekil tg¢gensel birsekil oldugu gibi, ucaklar da gdsteri ugarinda

ucgensel bigekil olustururlar.

Bu sayilara t¢gensel sayilar denmesinin sebeivica@pli toplarin bir gkenar ticgen
formunda dizilmesiyle elde ediliyor olmasidir. Bége her tGicgensel sayi bir dnceki
Ucgensel sayiya bir sira ekleyerekstluulur. Yani her argik sira bir 6nceki siradan
bir parca daha uzundur. Dolayisiyla bir digi eapli top bir gkenar ticgen formunda

duzenlenirse Gcgensel sayilar elde edilyag@daki sekilde bu gorilebilir.
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Sekil 1.1 Ucgensel sayilariigienar tiggen formunda gosterilmesi

Boylece ilk ticgensel sayrdir. ikinci ticgensel say8'tir. 3’0 elde etmek icirl ve
2'yi toplamamiz gerekir. Uglincii (icgensel s@&ydir ve 6’y elde etmek iginl'i,
2’yi ve 3’0 toplanz. Artik bundan sonra dordinci tcgensgiranl, 2,3 ve 4’Un

toplami olan 10 oldugu soéylenir. Boylece kamiza 1,3,6,10,15,21, 28,36, 4%

biciminde olan bir ticgensel say dizisi ¢ikar.

Ucgensel sayilar ile argdk dogal sayilar arasinda yakin birski vardir. Eger n.

tcgensel sayl,, olarak gosterilirse, arglk ilk n dogal sayinin toplamn. tggensel
. . n(n+l), .. N et
sayly! verir. Yani T, =1+ 2+ 3+ ..4n =T dir. Bu formul daha cok kuguk bir

cocukken unlt matematikci Carl. F. Gauss tarafindadanmutur. Formualin ortaya
cikisi ile ilgili meshur bir hikaye vardir.

Gauss’un ilkokul @retmeni J. G. Buttnerdencilerini oyalamak icin 1'’den 100’e
kadar olan sayilarin toplamini isteyince Gauss lwebakac saniye icinde bularak
hem @retmenini hem de getmeninin asistani Martin Bertels’i hayretesdiiir.
Cevabi 5050 bulmygiur. Peki Gauss bunu nasil yagtm? Gauss 1’den 100’e kadar
olan sayilarin hepsini toplamak yerine ilk ve senni topladgini (1+100=101),
sonra ikinci ve sondan ikinci terimi toplgdn (2+99=101), ve byekilde devam
ettigini sOyler. Her toplam c¢iftinin 101 olgunu ve busekilde 50 tane cift oldgunu,
dolayisiyla cevabin 50.101=5050 ofdmu soyler. Bu yuzdef, , n. ti¢ggensel sayi

olmak tzerel'den n’ye kadar olan sayilarin toplarf, = n(n+1)

bicimindedit



1.2. Ucgensel Sayilar

Bu bolimde Uc¢gensel sayilardan ve bu sayilarintdkrm temel 6zelliklerinden
bahsedilecektir. Uggensel sayilar, bjkenar icgen konfigiirasyonundakitecapl
toplarin sayisi olarak hem aritm@them de geometriyi birbirine gkar. Asagidaki
sekil ilk dort Gicgensel saylyl gostermektedir.

Sekil 1.21lk dort iicgensel sayinin aritmetik ve geometriktgtimi

Yukaridaki sekilde her tcgensel sayinin bir dnceki saylya bim gkleyerek elde
edildigi goralur. Eklenen her sira, kendinden 6nceki stiradaima bir fazla parca

icermektedir. Dolayisiyla bgekil bizi G¢ggensel sayilarin tanimina goéturir.

Tanim 1.2.1. 1 ile balayip ardsik tamsayilarin toplami biciminde yazilabilen
sayilara Uggensel sayllar denir [1]. CgineT, =1, T,=1+2=3, T,=1+2+3=6
n(n+1)

olur. n. Ucgensel sayiT, =1+2+ 3+ ..+n= biciminde olup bu toplam

Tn=Zr olarak da ifade edilir. #egidaki teoremler Ucgensel sayilara farkli
r=1

acilardan bakmay! gkar. Ilk teoremin ispati matematiksel tiimevarimla kolayca

gorulecei icin verilmeyecektir.

Teorem 1.2.1.Bir sayinin Ug¢gensel sayl olmasi icin gerekli veeglesart n>1

n(n+1)

olmak UzereT+1 formuna sahip olmasidir [1].

Teorem 1.2.2.T pozitif tamsayisinin U¢gensel sayl olmasi iciregk ve yeterlisart

8T +1'in bir tek tamsayinin karesi olmasidir [1].



n(n+1)

Ispat: n>0 olmak uzere T, = olsun. 8T +1=(2n+1f oldugu

gOsterilecektir. O halde

8T +1=8(1+ 2+ 3+ ..+n ) :
:Sn(n+1)+1
2

=4n*+4n+1
=(2n+1)

dir.
Aksine 8T +1 bir tek tamsayinin karesi olsun. O halde,

8T +1= (n+ 1y
8T +1=4n"+ M+ 1]
8T =4n’+ 4n
4n* +4n
8
_n(n+1)
2

T=

T

+1)

elde edilir. BoyleceBT +1= (2n+ 1f iken T =n(nT Ucgensel sayidir.

Teorem 1.2.3.Eger T, n. Uggensel sayi ise, Binom katsayilarina gomez1 igin

)
T = olur [1].
2

|
ispat: (x+y)" nin acilimindaa"*b* nin katsayisiC(n,k) ve C(n,k)= ks

k!(n-k)!

olarak ifade edilir. O halde,

(n+1)! _ (n+1)n(n—1)!: n(n+1) _T

Cin+1.2)= 2(n-1)1 2)(n-1)! 2




elde edilir. Bu ifaden. Giggensel sayi olgundan,T, =C(n+1, 2)’dir.

Sonu¢ 1.2.1.T bir tiggensel sayi iSBZ—'gT;l_l pozitif tamsayidir.

Ucgensel sayilarla kare sayilar arasinda da yakiiti gki vardir. Asagidaki sekilden

her tam karenin arglk iki icgensel sayinin toplami olarak yazaidyoraltr.

Sekil 1.3 Her tam karenin ardk iki i¢cgensel say! biciminde gdsterimi

Teorem 1.2.4.Herhangi arduk iki i¢gensel sayinin toplami bir tam karedir.[2]

Ispat: T, ve T ,, herhangi argik iki liggensel sayi olsurT;, ve T ,, ‘in tanimindan

n+l

dolayi

_nh(n+1) N (n+1)(n+2)

Tn +Tn+1
2 2
_(n+)(n+2)
2
=(n+1)(n+1)
=(n+1y?

olur. Su haldeT_ veT, ,, herhangi ardik iki i¢cgensel sayi iken

T, +T,.. = (n+1)° (1.2)

dir.



Burada pozitif n tamsayisinin karesfolsun ve buS, ile gosterilsin. O halde
Teorem 1.2.4’den dolayl, +T,, =S, yazilir. Buradan'nin tek ve cift olma

durumuna gore tcgensel sayilar, karelerin toplaanfavki olarak yazilir. dagidaki

onermenin ispati timevarimla kolayca yapifadain veriimeyecektir.

Onerme 1.2.1. n>0 olmak UzereT,, n. Uggensel sayl v&, =n® olsun. O halde,

T = S,-S.,*+S,.,t+..—S ;n ciftise
"S-S5, +S,,~...+S, ;n tekise

dir.

Asagidaki teoremin ispati ucgensel sayl tanimindan ykalayapilacg icin

verilmeyecektir.

Teorem 1.2.5.n>0 olmak UzereT, veT,

n+l

ardsik iki igcgensel sayi olsun. O halde,

T.u—T,=(n+1) 1.2)
dir.
(1.2) ve (1.2) ssitliklerinden aagidaki sonuca ukalir.

Sonug 1.2.2n>0 olmak tzereT, ve T, ,, ardsik iki tggensel sayi olsun. O halde,

(T,

n

L-T)2 =T +T, dir.

n+l

Yukaridaki gitlikte T ., =x ve T =y kabul edilsin. O zamarfx-y)> =(x+Yy)

Diophantine denklemi elde edilir. Boylecgagudaki teoremi verebiliriz.

Teorem 1.2.6.x >y olmak Uizerg(x-y)* = (x+Yy) Diophantine denkleminin pozitif

tamsay! ¢ozumleri arglk Ucgensel sayilardir.



Ispat: x>y olmak lizerex=T

n+l

ve y =T, ardsik iki i¢cgensel say olsun. Sonug

1.2.2'ye gore(T,,, -T,)> =T +T

n+l

oldugu igin (x-y)*> =x+y’dir. Tersine x>y

olmak lizere(x - y)* = x+y olsun. Buradax—y =u ve x+y =V desisken deisimi
yapilirsa u®> =v olur. Boylece x=u—J2rV ve y:% elde edilir. Kitlikte v’nin

2 2 _ -
degeri yerine yazilirsax = u+2u = u(u2+1) =T, ve y= - > u_w 21)u =T,., olur.

Boylece x ve y ardsik licgensel sayi oluispat tamamlanir.

Teorem 1.2.7.Ardisik iki ticgensel sayinin kareleri arasindaki farkngabir kipe
esittir [1].

Ispat: T, ve T, ardsik iki iggensel sayi olsun. O halde,

1 2opeo( (D0 2))2 _(n(n+ 1))2
2 2

_(n*+3n+2 2_ n?+n)
2 2
n2+3n+2—n2—nj(n2+31+ 2+n2+nj
2 2

(2n+ 2) N+ h+ 2
2 2
=(n+1)(n° + 2n+1)

=(n+1)(n+1y
=(n+1)°

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem iki Ucgensel saylya sahipken, UclUndl Uggensel sayiyi

bulmamiza yardimci olur.



Teorem 1.2.8.T, lggensel sayi olsun. O zamday Oolmak Uzere(2k +1FT +T,

da bir t¢gensel sayidir [1].

Ispat: T, liggensel sayl olgundan Teorem 1.2.2'den dolaw>0 olmak lzere
8T +1= (2x+ 1y dir. Burada 8((2<+1)2Tn +Tk)+ 1 esitli ginin bir tek tamsayinin

karesi oldgunu gostermek ispat icin yeterlidir. O zaman,

8( (2K + 1T, +T, )+ 1= 2{ (X+ T, + k(k2+1)j+ :

=8T (k+1f + K k+ 1+ 1
=87 (Kk+1 + &*+ &+ 1
=8T (2k+1f + (X + 1f

= (2k +1 (2x+ 1Y

= ((2k +1)(x+ 1)’

olur. Yani, 8((Z<+1)2Tn+Tk)+1 bir tek tamsayinin karesidir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 1.2.9.x, y =2 olmak uzereTl ve T, lggensel sayi olsun. O halde,
XT, + YT, > = YT, +XT, ?
dir.

Ispat: T, ve T, 'in tanimindan dolay1,

+1)  y*(x—-1)x
XTy+y2TX_1:xy(y ),y (x=1)
2 2
_ Xy Xy - xy?
2
_ XXy’
2




olur. Simdi payax®y ekleyip ¢ikaralim. Boylece

_XY XY Xy - Xy

XT, + YT, = 5
_X(Y Y)Y X
2 2
=XT, ., + YT,

elde edilir.Ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.10.T , ve T, herhangi li¢gensel sayi olsun, n>0 olmak lzere
T.,=T,+T, +mn

dir.

Ispat: Ucgensel sayi tanimindan dolayi

_(m+n)(m+n+1)
Tm+n -
2
=m’+mn+m+mn+n®+n

m’+m n’+n 2mn
= + +
2 2 2
=T,+T,+mn

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.11.T , ve T, herhangi li¢cgensel sayi olsun, n>0 olmak lzere

TfT’ﬂ = Tan + Tm—lTn—l

dir.
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m(m+1) veT = n(n+1) 'dir. O
_— B

n

Ispat: Ucgensel sayi tanimindan doldy) =

Zaman,

TT+T. T .= m(m+1) n(n+1) N (Mm=2m (h—21n

2 2 2 2
_ (M +m)(n® +n) + (M’ -m)(n*-n)
- 4
P’ +m n+mn’+ mn+mni-mh-mn*+mn
- 4
_2m’n®+2mn
=
_mn(mn+1)
=

=T

mn

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.12.T_, n. Giggensel say! olmak Uzene,tane li¢cgensel sayinin toplami;

n(n+1)(n+2)

T, +T,+..+T, =
1 2 n 6

dir [2].

Ispat: ispat matematiksel tiimevarimla yapilm=1 icin yukaridaki formiilden

T, :1'_2'3=1 olur. T, +T,+...+T, :W oldugunu kabul edelim. O zaman,

TAT+ T +T = (T +T,+ 4T )+T
_k(k+D)k+2) k+1)k+2)

6 2

_k(k+D)(k+2)+ 3K+ D + 2)
6

_ (k+D(k+2)(k+3)

6



11

olur. Boylece iddian=k icin dosru iken n=k+1 icin de dgru olur. ispat

tamamlanir.

Teorem 1.2.13.Herhangi iki G¢gensel sayinin toplami olarak ydmiéa sonsuz
. a . _n(n+3) _
coklukta tg¢gensel sayi vardir. Ozellikhe> 0 olmak uzerex—T+1, y=n+l

ve 7= n(n+3)

iseT, =T, +T,'dir [1].

Ispat: Ucgensel sayi tanimindai) =@ veT, :ﬁ’dir. O halde,

.R¥E=yw+D;za+D

oot 2023,

2 2
:l[mz +3n+2)+ (N°+ N+ 2)(n(n_+3)ﬂ
2 4

:l(nz +3n+ 2)(1+—n(n+ 3)j
2 4

(% + 3+ 2)n(+ 3)+ 4)

I 4

n?+3n+2 [n(n+ 3)+ 4}
2 2

:n(n+3)+1}[n(n+3)+2}
2 2

NI NI N

X
<
N
Na)

1
—

x

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 1.2.2.n herhangi bir dgal sayi olsunT, ve T, ilk iki iggensel sayi olmak

uzeren=aT, +a,l, olacak bicimdea, ve a, pozitif tamsayilari vardir [1].
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Ispat: n herhangi bir dpal sayi olsunn sayisini ikinci tiggensel sayi oldn=3'e
bolersek bdlme algoritmasina goérg, ve r tamsayl ve 0<r <3 olmak Uzere
n=3qg+r yazilir. q ile r tamsay! olduklari i¢ina, =r ve a, =q olsun.T, =1 ve
T,=3 oldugundan bu ifadeleri n= @+r ssitliginde vyerine yazgamizda

n=aT, +a,l, elde edilir. BOylece ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.14. k herhangi bir dpal sayl veT , k. Gcgensel sayl olsun. Bu

durumda hem dogal sayisi i¢in,a tamsayilari negatif olmayan tamsayilar olmak

uzere

n=YaT

dir [3].

Ispat: n vek herhangi iki dgal sayi veT,, k. Uiggensel sayi olsun. Bu durumda,
sayIsiniT,’ ya bolersek bdlme algoritmasina gog, ve r, tamsayi ve &r, <T,
olmak uzeren=a,T, +r, olur. O<r, <T, oldugundan, bélme algoritmasi yardimiyla
r. = T8, *+r._, bulunur. Buna goren=T,a, +r, olmasi i¢in gerekli ve yeterfiart
a_, ve r_, tamsayl veOs<r_ <T_, iken n=Ta +T,_a_,+r_, olmasidir.

Kalanlarin her birine bélme algoritmasi uygulanmdgaam edilirse,
n :Tkak +Tk—lak—1 +Tk—2ak—2 + "'+T2aZ+Tp'l+ r C

sonucu elde edilir. Buradd<r, <T,’dir. FakatT, =1'dir. DolayisiylaO<r, <1

ifadesindenr, =0 sonucuna ukalir. Bundan dolayia negatif olmayan tamsayi

olmak uzere,

k
n=Ta +T 3+ T A ,*+...+TA,+Ta,=> aT,
i=1
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olur. Yani,

dir.



BOLUM 2. KARE UCGENSEL SAYILAR

2.1. Kare-Ucgensel Sayilar

Bu kisimda kare ucgensel sayilarin taninglemceli bir problem UGzerinden

yapilacaktirSimdi bu probleme g6z atalim.
2.1.1. Ev numaram kagtir?

Ben evleri sirasiylal, 2, 3..., (n-1), n olarak numaralandiriimibir sokakta
oturuyorum. Dolayisiyla sokamin bgindaki ve sonundaki evler sirasiylave n
olarak numaralandirilrgtir. Benim evimin numarasi isen (0<m<n)’dir. Bir giin
evimin solunda bulunan evlerin numaralarini ve ewirsgsinda bulunan evlerin
numaralarini toplagimda, toplamlarin ayni olgunu gérdim.m ¢ haneli bir sayi

olmak tuzerem-nin deseri kagtir?

Yukaridaki problem igin olgturac&imiz durum gagidaki denklemi sglar. Evlerin

numaralari sirasiyld, 2, 3..., (m-1), m, (m+1)..., (n—1), n olarak siralangn

icin
1+ 2+ 3+ ..+ M- 1= M+ I+ (+ 2} .+ - 1rn
dir.
Su halde (m—1)m:n(n2+1)_m(m+1) esitli gi saglanir. Burada denklem diizenlenip
n(n+1)

sadelstirilirse m* = elde edilir. YaniT, =m?’dir. T,=m’ sesitligi bizim

hem Ucggensel, hem de kare olan sayilari yani kggensel sayilari bulmamiz

gerektgini anlatir. istenen bu gt sayilardan ilki higsiiphesizn=1 ve m=1 icin
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1? =T,'dir. Fakat bu, problem icin cok fazla bir gkr ifade etmez. Clnku bu ifade
sokakta benim evimden @ bir ev olmadii anlamina gelir. Bu tip ikinci sayi ise
36 olup, 6° =T, dir. Boylece mimkin ¢oziinm=8 ve m=6'dir. Gergektenn=8
ve m=6 icin evimin sg&ndaki ve solundaki evlerin numaralarini kontrdl@nde

1+ 2+ 3+ 4+ 5=T, :5—;: 15, 7+8=15 olup, T, =15 olur. Fakat buradan halen

Uc haneli dgildir. Deneyerek devam egimizde, bir sonraki hem tc¢gensel hem de
kare olan saylya Waiz. Bu say11225tir. 1225= 35 =T,,'dur. Boylece n=49 ve

m=35 olur. Buna gore evimin gandaki ve solundaki evlerin numaralari toplami

142+ 3+ .+ 34:T34=%'35= 595 36+ 37+ 38 .+ 4% 1 6;49= 7.85 5tolur.

O halde evimin numarasm=35'tir. Ancak halen bu istedim say! dgildir.
Gelecek dier saylyl deneyerek ve el yontemiyle bulmak oldukgaci ve zordur
[4]. Dolayisiyla sorunun cevabingagida kare ucgensel sayilari elde etmek igin

kullanilacak formuld bulup onun ispatini yaptik&onra verelim.

Tanim 2.1.1.Hem uc¢gensel hem de kare olan sayilara kare Ucigsagédar denir.

(a-b)
42

Ucgensel sayi oldwnu gostermiir [5]. 1879 yilinin balarinda Roberts, Euler’in

2
Euler, a=(3+2/2) ve b=(3-2/2) olmak Uzere( j ifadesinin bir

formdlinden hareketle kare Ucgensel sayilar icim farmdl oluturmustur.

@+27" - =27 ..
NG } idi ve

bu yolla tim kare tcgensel sayilar hesaplanabdiydb]. Yaklgik bir yizyll sonra

Roberts’in formulin. kare Gg¢gensel sayi icit) :{

ise bu konuda Subramaniam’in 6ngrdiformul ile ilgilenilmistir. Forml

u, =6u,_, —U,, ve u, =ft, 'dir [6], [7].

Iste burada bu formuliin ispati farkli ve kolay biddan verilecektir. Bu gamada

bazi Diophantine denklemlerinin ¢dzimlerinde deldulan Pell, Pell-Lucas sayi

dizileri ve {u,}.{v,} say! dizilerinden faydalanilacaktir. Bu dizileilgili ayrintili

n

bilgi icin [8], [9], [10] veya [11] numarall kayiga bakilabilir.ilk olarak kare
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ucgensel sayilar karakterize etmede kullaniladak ®ell ve Pell-Lucas dizilerini

tanimlayalim.

Tanim 2.1.2. B =0, B,=1 ve n=2 olmak UzereP,=2P_ +P_, biciminde
tanimlanan(P,) dizisine Pell dizisi denir. BuradB,’ye n. Pell sayisi denir. Negatif
indisler igin Pell sayllarin>=1 olmak Uzere P, =(-1)"*P, olarak tanimlanir.
Kolaylikla her nOZ icin B, =2P,_, +P,_, oldusu gosterilebilir. Benzerekilde
Q, =2, Q=2 ve n22 olmak uzereQ, =2Q,, +Q,_, biciminde tanimlanar{Q,)
dizisine Pell-Lucas dizisi denir. Burad@,’'ye n. Pell-Lucas sayisi denir. Negatif
indisler igin Pell-Lucas sayilarn=1 olmak lzereQ._, =(-1)"Q, olarak tanimlanir.
Kolaylikla her nOZ igin Q, =2Q,_, +Q,_, oldugu gosterilebilir. Bu say! dizilerini
islem yaparkensimizi kolaylastiracak bicimde ifade etmek de mimkundjrve 9,
x*—2x-1=0 karakteristik denkleminin kokleri olsun. O zamayn=1+\/§ ve
d=1-+/2'dir. Buradan y.d =-1,y+J =2 ve y-J =22 oldugu kolayca gorulir.
Dolayisiylay? =2y +1 ve 6 = 20+ 1'dir.

Teorem 2.1.1.y ve d, x> —2x—1= 0 karakteristik denkleminin kokleri va(lZ ise

)Y =yP+P,
ii)o" =P, +P,,

dir.

Ispat: Once her nON igin matematiksel tiimevarimlg" =yP +P_ oldugu
gosterilsin.n=1 i¢in y=yR +P,=).1+ 0=y oldugundan ifade dgrudur. n=k

icin dGnermemiz dgru olsun. Yaniy* = yP,+P_, olsun.Su halde,
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=y
=(VR+Ray
=V2R<+VR<—1
=(2y+DR +yR,
=2yR+R+yR.
=y(2R +R)+R
=yRathR

olur. Buradan henON icin y" = yP, +P,_, elde edilir. Benzer bicimde herON
icin 0" =0P,+P,_, oldusu da gosterilebilir.n=0 i¢in i) ve ii) ssitlikleri zaten

dogrudur. Simdi n=1 olmak Uzere y"=yP_ +P, , oldugunu gosterelim.

y "= (Tl/)“ =(-9)" =(-1)"d" olup buradan

(-1)"0" =(-1)' @R, +R,,)
=(-1)"0R, + (-1)'R,
=(-1D"(2-y)R+ R,
=(-D"(2R+RL)+ IR
=(-D"R.+ YR,

elde edilir. Dger yandan Tanim 2.1.2'deki negatif indisler icinllPgayilari
tanimindan P =(-1)"P, ve P, ,=(-1)"P,, olduwundan, bu iki gitlik

(-1)"0"=(-1)'P,, + 1"yP ssitliginde yerine yazilirsay™" =yP_+P__ elde

edilir. Benzer bicimden>1 olmak lzered " =JP  +P_, oldugu da gosterilebilir.

Su halde hemOZ i¢in )" =yP,+P_ ve 0" =P, + P, 'dir.

Teorem 2.1.2.n0Z olmak tzereP, = v _gn ve Q, = )" +o"dir.
y_

Ispat: Teorem 2.1.1 deki) ve ii) sesitlikleri taraf tarafa ¢ikarilip, tli gin her iki

tarafi y—9 ya bc‘jIUnl‘JrseF’n:yn_gn elde edilir. Simdi Q, =)"+J" oldugunu
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gosterelimy? =2y +1 ve 6% =25 +1 ssitliklerinden, y* =2y +1 esitli ginin her iki

yanini " ile carpalim. O zaman,

yrr=2yy (2.1)

elde edilir.
Ayni sekilde 6% = 29 +1 esitli ginin her iki yaninid” ile carpalim. Bu durumda,
o™ =20™ + " (2.2)

elde edilir. (2.1) ve (2.2) denklemleri taraf tarafa toplanirsa
I =2+ 0™+ +0" olur. Dolayisiyla A, =2A,.,+ A, dir. Diger

L y+d _yra
& y-o (I

yandan A =y "+o™" =%+ =(-1)"A,dir. Su halde her

nOZ igin A =y"+J" olsun. Ayricay+d=2 ve y’+0°=6 oldusu dikkate
alinirsaAy =2, A =2 ve A =6 olur. Bu durumdaA, 'nin tekrarlama bgintisi Pell-

Lucas dizinin tekrarlama Batisi ile ayni olur. BoyleceA =Q, =)"+0" elde

edilir. ispat tamamlanir.

Yukarida ispati verilerP, =

ve Q, = )" +0" ssitlikleri Binet formulu olarak

y'=o"
o
adlandirihir. Bu formal ¢gu teoremin ispati yapilirkegléeri kolaylastirir.

Simdi ise c¢cozumleri Pell ve Pell-Lucas sayilari oldenklemlerden bahsedilip
onlarla ilgili teoremler verilecektir. Teorem 2.%iB ispati Binet formdulleri

kullanilarak kolayca yapilagaicin verilmeyecektir. Teorem 2.1.4°Un ispati i¢gse

[11] veya [12] numarah kaynga bakilabilir.

Teorem 2.1.3.0n0Z igin Q> —8P, = 4(-1)"'dir.
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Teorem 2.1.4.Z[y] ={a+by|a,b0Z} :Z[x/_Z} :{C+d\/_2 £ d DZ} olmak uizere

Z[y] 'min birimlerinin kUmesi{J—,y” |nDZ} 'dir.

Asagida, Pell denklemleri ile ilgili verilecek olan tesmlerin ispatlar literatlrde

mevcuttur. Fakat butlingii sglamak acisindan ispatlari yapilacaktir.

Teorem 2.1.5. x* -8y? =34 denkleminin tim pozitif tamsayr ¢ozimlem=1

olmak tzere(x,y) = (Q,,P,) dir.

Ispat: (x,y)=(Q,,P,) ise Teorem 2.1.3'e gore’ -8y’ =Q *-8P°=4(-1) =54
X 2

olur. Eger x*-8y*=x4 ise (EJ -2y?*=#1 olur. O zaman

(g—x/zy}(gh/ayj:il olup buradangh/zy’nin Z[y]'da bir birim olduu

goralur. x ve y pozitif tamsayilar oIngndan§+x/§y>1’dir. O zaman Teorem

2.1.4e (gore §+\/§y:y" olacak bigcimde n=1 vardir. Dolayisiyla

§+x/§y= y"=yP +P_ olur. Yani, §+x/§y= (1+x/_2)F$1 +P_, olup buradan

§+x/§y= P +P_ +/2P, oldusu gorilir. Kitlikten dolayi g: P+P_ ve y=P,

elde edilir. g =P +P_, oldusundan x=2P,+2P_ = 2P +P,_ +P_, olup buradan

x=P,, +P_, elde edilir. Boylece,
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_ yn+1_5n+l N yn—l_dn—l

I:?1+1+F)n—1_

y-0 y-0
_ yn+1_5n+l_yn—1+5n—l
= 5
_Y'(y-0)+3"(y-9)

y—-90
_ (/" +9")(y-9)
(y=9)

:y”+5”
:Qn

dir. Yani, x=Q, ve y=P, olur. O haldex*-8y* =74 denkleminin tim pozitif

tamsay! ¢ozimlern =1 olmak uzerg(x, y) = (Q,,P,) bicimindedir.

Yukaridaki teoremdensagidaki sonugclar verilebilir.

Sonug 2.1.1.x*—8y* =4 denkleminin tim pozitif tamsayi ¢oziimleni>1 olmak

uzere;

(% y) = Q0 Pn)

bicimindedir.

Sonug 2.1.2.x> -8y? = -4 denkleminin tim pozitif tamsay ¢oziimleri>1 olmak

uzere;

(X, Y) = Q411 Pansr)

bicimindedir.

Sonug 2.1.3.x* —2y? =1 denkleminin tum pozitif tamsayi ¢éziimlen,>1 olmak

uzere;
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(xy)= (an P)

bicimindedir.

Sonug 2.1.4.x* - 2y* = -1 denkleminin tim pozitif tamsayi ¢éziimleri> 0 olmak

uzere;

(xy)= (22 B,..)

bicimindedir.

Teorem 2.1.6.x* -8y =1 denkleminin tim pozitif tamsayi ¢oziimleri>1 olmak

uzere;

(xy)= (e 2
bicimindedir.

Ispat: x*-8y*=1 olsun. Simdi esitligin her iki tarafi 4 ile carpilirsa,
4x* —-32y? = 4 olur. Buradan(2x)>*-8(2yY = 4 elde edilir. Sonug¢ 2.1.1'e gore,

Q2n

(2x,2y)= @Q,,.P,,) olacak bicimde n=1 vardir. Boylece (x,y)= ( 2n)

Q2n

olur. Tersine(x,y) = ( 2n) olsun. x ve y’nin degeri x* -8y? =1 denkleminde

QG gPi Q38R _4C1)"
4 4 4

yerine yazilirsa (%)Z—B(P—;n)zz =1 Esitli g

sgilanir. Boylece ispat tamamlanir.

Yukaridaki teoremlerdex® —8y* =F4,x*- 2y*=x1 ve x*-8y’=1 Diophantine

denklemlerinin ¢oztmleri Pell ve Pell-Lucas sayitansinden olsturuldu. Simdi ise
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bazi denklemlerinin ¢dzumlerinin karakterize ediinee yine bu sayilardan

faydalanilacaktir.

Gupta, [13] numarall kaynakta agdh iki sayinin carpimi olan Ug¢gensel sayilarin
oldugunu soylemy ve drnek olarak6 'yl vermistir. Cunkl 6, 2 ve 3 Un carpimi

olan bir Giggensel sayidir. Gupta bu tir tggenselasdan bir kacinin ise

2.3= 6=T,
14.15= 210=T,,
84.85= 7146:=T,,,
492.493= 242556 T,

biciminde oldgunu belirtmjtir. Biz ise burada bu sayilari karakterize egece
Yani hangi arduk iki sayinin carpimi tg¢gensel sayl olur sorusura@vabini
verecgiz. Dahasi Utz, [14] numarali kaynakta bazi Ucgessg1 denklemlerinin

pozitif tamsayilarda sonsuz ¢oziminun @ladw soylemgtir. Ornezin; T, n.

ucgensel sayl olmak uzerd,T, =T( olacak bicimde sonsuz sayida ve b

a?-1)
pozitif tamsayisinin oldtunu belirtmitir [14]. Dahasi T.T, =T(T,) ssitligi ile

verilen denklemin pozitif tamsayilarda sonsuz ¢oaiim oldgunu séylemitir [14].

Bunlar verilen denklemlerden sadece bir kacidiz biina benzer bircok denklem
ornesi vermistir. Biz burada bu denklemleri karakterize edipzig@lerinin Pell ve

Pell-Lucas sayilari cinsinden olglunu gosteregaz.

Teorem 2.1.7.n21 olmak tzere;n ve n+1 ardsik iki pozitif tamsay! veT_, m

m(m+1)

tcgensel sayi olsun. Bu durumdgn+1) = olmasi icin gerekli ve yeterli

Q.

sart, k tek d@al sayl olmak Uzera =R‘T_1 ve m:T_Z olmasidir.

Ispat: n(n+1)=m(m+1)/2 ise m*+m=2n”+ 2n’dir. Simdi esitli gin her iki tarafi

4 ile carpilip gitli ge 1 eklensin. Bu durumddny + 4m+ 1= &*+ 161+ - olur.
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O halde (2m+1 = 2(4* + & )+ 7 olup buradan(2m+1)° = 2 (h+ 1f - 3+  elde

edilir. Simdi x=2m+1 ve y=2n+1 olsun. Boylecex* -2y’ =-1 denklemi elde

edilir. Sonug 2.1.4’e goreéx, y) = (%ij olacak bicimdek tek dgal sayisi vardir.
O haldex:% ve y=PR olur. O zaman2m+l-% olup buradarm:M ve

2n+1=PR, olup buradann=

Uzere; n= sz_l ve m= +1) olup

Qk_z
4

+ 2 -
buradan n(n+1) = (P l)(P 1) P"4 1 bulunur. Dger yandan Teorem 2.1.3'e

. 2 2 - 2 _ ka +4 .
gore Q -8R =-4 oldugundan R = olur. Boylece,

8
>+4 +2
e P
n(n+l)=—*—= ==k = elde edilir. Dolayislyla
4 4 32 2
(QI<4_2)(QI<4_2+1) 0-2
n(n+1)= 5 yaziir. Bu a@itikte —=*—=m alinirsa
n(n+1)= m(n;”) elde edilir.

Teorem 2.1.8.2T =T, +1 olmasi icin gerekli ve yeterfiart n tek d@al say1 olmak

_3Q =2
4

" 3P, -
uzerex=

v y olmasidir.

Ispat:
X(X+1) _

2T, =T, +1 olsun. Ucgensel sayl tanimindan y(y2+1)+1 olur. O halde

X +x=—y ty+2
2

'dir. Boylece 2x°+2x-2=y’+y elde edilir. Dolayisiyla

1 10 1 1 1 -9 ..
2(x+=)’—-—=(y+=)*-= ve buradan(y+=)*-2(x+=)*=— bulunur. Simdi
)2 - =)y - (y+2) -2(x+ 2y =— $
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esitligin her iki tarafi 4 ile carpilirsa,(2y+1)° —2(2+ 1f =—¢ olur. Burada
a=2y+1 ve b=2x+1 olsun. O haldea®-2b*=-9 denklemi elde edilir. Ger

yandan a*-2b”*=-9 ise 3|a ve 3|b oldusunu goérmek kolaydir. Dolayisiyla
a=3u ve b=3v olacak bicimdeu ve v pozitif tamsayilari vardir. O halde =3u

ve b=3v esitlikleri a®-2b*=-9 denkleminde yerine yazilirsgu® -18/>=-9 ve

buradan u®-2v* =-1 denklemi elde edilir. Sonu¢ 2.1.4’e gd(e,v):(%,a)

Q

olacak bicimden tek dg@al sayisi vardir. Dolayisiyla :7” vev=P/’dir. uvev

deserleri a=3u ve b=3v ssitliginde yerine yamhrsaaz% ve b=3P, elde

edilir. a=2y+1 ve b=2x+1 oldugundan ngp"z_l ve y:?’Q”4_2 oldugu
goralur. Tersinen tek dgal sayl olmak []zerex:?’P”Z_1 ve y:BQ”T_Z olsun.
(3!3n —1)( P+ 1)
2 _
Uggensel  sayr  tanimindan 2T, =2 2 2 _9R -1 ve

2 4

3Q, -2, N, +
T:( A 42)=9Q§-4,

y 5 35 dir. Diger yandan Teorem 2.1.3'e gore

Q +4 Q +4 9R’ -1

Q? -8P? =-4 oldusundan P? = olur. P?= degeri 2T, = .

Q§+4—1
g ))_9an+28_ Q- 4
4 32 32

esitli ginde yerine yazilirsa 2T, = 9¢( +1=T +1

elde edilir.Ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.9.T/, n. Ucgensel say olsud,T =T,  olmasi icin gerekli ve yeterli

+1 Q, -

sart n tek dgal say! olmak Uzerex = P“Z , Y= 2 2 olmasidir.
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2 _ 2
Ispat: T.T,=T._, ise lcgensel sayi tanlmlnda)élw y(y2+1) (x 21)x

Buradan  (X*+X)(y*+y)=2(x"-x? yazilir. Esitlik diizenlenirse

"dir.

(2 +xX)(y*+y)=2(x*-x)(x*+x) olur. O halde y*+y=2(x*-x) ve buradan
(y+%)2—2(x——;)2=—71Ir bulunur. Simdi esitli gin her iki tarafi 4 ile carpilirsa
(2y+17 - 2(%~-1f=-1 olur. Buradau=2y+1 ve v=2x-1 olsun. Boylece
u®-2v>=-1 denklemi elde edilir. Sonu¢ 2.1.4’e g(‘jr(el,v):(%ﬂ) olacak

Q

bicimde n tek dagal sayisi vardir. O halde|:7 ve v=P olur. u ve v nin

degerleri u =2y +1 ve v=2x-1 ssitli ginde yerine yaZ|I|rsf‘£y+1:% oldugundan

y—Q < ve aynisekilde - 1= P, oldugundanx =

Q_

+ .
dogal sayl olmak Uzerex = P”2 ve y=—"— olsun. Ucggensel say! tanimindan

P+1) P +1 Q -2,Q,-2
T:(ZJ(ZHJ L

ve T, 6= olduzundan
X 2 y 2 ug

g

dolayi

Ty 5 5 j olur. Diger yandan Teorem 2.1.3'e (o0re

Q? -8P? = -4 oldugundan
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BB
2

T.T,
X'y 32 )
P+l, P+
Ry -
2 4
_(RHIP 2R D) R -]
8 4

= (R R +D® +3)

R+l R+1,_
K 21>(( > 1)

elde edilir. YaniT,T, =T., olur.

Teorem 2.1.10.T, = 2T, olmasi icin gerekli ve yeterfiart n tek dgal sayi olmak

Q-2

" P +1
uzerex=”T ve y:T olmasidir.

Ispat: T, =2T_, olsun. O halde Ucgensel sayI tanlmlnd\fangZLl) = 2()(_—21))( olur.

Boylece y*+y=2(x>-x) olup buradan(y+%)2 —2(x——;)2 = —711 denklemi elde

edilir. Simdi esitli gin her iki tarafi 4 ile carpilirsa,(2y +1)* — 2(x- 1f =- 1 elde
edilir. Burada u=2y+1, v=2x-1olsun. O haldeu®-2v*=-1 denklemi elde

edilir. Sonug 2.1.4’e goéréu,v) = (%,Pn) olacak bicimden tek dgal sayisi vardir.

Q

Dolayisiyla u :7 ve v=P, olur. u ve v nin deserleri u=2y+1 ve v=2x-1

esitli ginde yerine ya2|I|rsa,2y+1:% oldugundan y:Q“4_2 ve X-1=P,

P+1 . +
oldugundan x = ”2 olur. Tersinen tek dagal sayl olmak Uzerex = F:12 1 ve



27

y:Q“Af_2 olsun. Dger yandan Teorem 2.1.3'e go/@’ -8P>=-4 oldusundan

2_
:%’dir. Bu durumda

s o2 .
Q,=8R°—-4 olur. Ucgensel sayl tanimindaf,

n

_Q-4
32

2 2 _ _ _
L _8F-8_P 1:(Pn 1](Pn 1+1j:2|'x_1 elde edili.
y 32 4 2 2

esitli ginde yerine yazilirsa

n

2 — 2 - .o
Q =8P -4 esitli gi T,

Teorem 2.1.9 ve Teorem 2.1.10 yardimngasedaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.1.62T T, =T, 'dir.

2.2. Kare Ucgensel Sayilar véu,} {v,} Dizileri

Bu kisimda kare-ticgensel sayilarla yakirskigi olan {u,} ve {v,} dizileri

tanimlanip onlara ait bir takim ozellikler,gsadiklari denklemler ve bu denklemlerin

c6zumleri verilecektir. Ayrica kare-lc¢gensel saylda{un} dizisi yardimiyla elde

edilisi ispatlanacaktir.

Tanim 2.2.1.{u,} dizisi u,=0, u, =1 ve n=2 olmak tzereu, =6u,_, —u,_, olarak
tanimlanir. Negatif indisler icin{u,} dizisinin elemanlarin=1 olmak uzere
u_, =-u, olarak tanimlanir. Benzer bicimdey,} dizisi v, =2, v,=6 ve n=2
olmak Uzerev,=6v_, -V, _, olarak tanimlanir. Negatif indisler igi{wn} dizisinin
elemanlarin=1 olmak Uzere,v_, =V, bigimindedir. x*-6x+1=0 karakteristik
denkleminin kokleri sirasiylar ve S olmak Uzereg =3+ 2J2 ve L=3- 2y 2"dir.
Buradana.f=1, a+[=6 ve a—ﬂ=4«/§ oldugu kolaylikla goralur. Boylece

a®=6a-1ve B> =64-1dir.
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Asagida verilecek olan Teoremin) numarali kisminin ispati) numaral kismin

ispati ile benzer yoldan yapilabiletécin verilmeyecektir.

Teorem 2.2.1. x*-6x+1= 0 denkleminin karakteristik kokleri sirasiyla ve [

olsun. O zaman hanlJZ igin;

a"=au, -u_ (2.3)

iB" = pu, —u,, (2.4)

dir.

Ispat i) : ispat matematiksel tiimevarimla yapilr.
n=1i¢in a =au, —u,=a.1-0=a oldugundan ifadenin dgrulugu gorulir. n=k

icin a* = au, —u,_, 6nermemiz dgru olsun. Bu durumda =k +1 igin;

a“*=a*a =(au, -u_)a
=a’u —-au,_,
=(6a-1u, —au,_,
=6au, —u, —au,_,
=a(bu, —u.) U,
= QU — U

olur. Buradan hem=0 icin a" =au, -u,_, elde edilir. EBer n<0 ise u, =-u_

n

oldugu kullanilirsaa” = au, —u,_, elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.2.x* -6x+1= 0 karakteristik denkleminin kokleri sirasiyla=3+ 2J2

ve §=3-2/2 olsun. O zaman herZ igin, u, = a P vev, =qg"+B"dir.
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Ispat: Teorem 2.2.1'deki(2.3) ve (2.4) ssitlikleri taraf tarafa cikarihp gtli gin her
a,n _ﬂn
-B

iki tarafi (a-p£) ya bolunlrse,u, =

elde edilir. Simdi v, =a"+ 4"

oldugunu gosterelim. Teorem 2.2.1'deki2.3) ve (2.4)ssitlikleri taraf tarafa
toplanirsa, a™? + g™ =6(@™*+ ") - (@"+B") bulunur. BuradaB,=a"+S"
olarak alinirsa, her nOZ i¢in B,,=6B,,—B, olur. Diger yandan

B,=a"+f" et 1 _aHp
a’ g (ap)y

oldugu kullanilirsa; B, =2, B, =6 ve B, =34 olup B, ’nin tekrarlama bgntisi

=a"+pB"=B ve a+p=6, a’+p°=34

{vn} dizisinin tekrarlama kantisi ile ayni olur.Su halde B, =v, =a" + 8" elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir. Teorem 2.1.2. Meorem 2.2.2. densagidaki

sonuca ulgihr.

Sonug 2.2.1.n=0 olmak uzerey, = PS" ve v, =Q,, dir.

Onerme 2.2.1.n>1 olmak tizerey? —6u,u,_, +u?, = 1'dir.

Ispat: u, = esitli gi kullanilirsa,

R T )

a,n_ﬁn
-B

a’+p"-2 6 g2t n-1_ g0t mon , AT BTE=2

e -a + +
32 32( B Fa £ 32

:3i2(a,2n +ﬁ2n _602n—1+ mnlgn—l_l_ 618nan—1_ 6821—1_'_0,2— Z_ﬁ a- 2_ 4]
= (a7 @-66+ ")+ 7 (- @ +a’)s 6+ ) 4

1
=L@+ m)-4

66 4

32

=1
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elde edilir. Yani,u? —6u,u,_, +u’, =1 olur. Asagida verilecek olan 6nermenin ispat

Binet formulleri ile gOsterilebileggnden verilmeyecektir.
Onerme 2.2.2.n>0 igin v —32u? = 4'tur.
Teorem 2.2.2 ve Sonug 2.2.1’'den dolayagadaki sonuclar verilebilir.

Sonug 2.2.2.x* -8y? =1 denkleminin tim pozitif tamsayi ¢éziimleni>1 olmak

uzere;
\
X,¥)=(=,u,
(X,Y) (2 )

bicimindedir.

Sonug 2.2.3.x*-8y” =4 denkleminin tiim pozitif tamsay! ¢6ziimleni>1 olmak

uzere;
(X, y) = (v, 2u,)
bicimindedir.

Sonug 2.2.4.x* -2y? =1 denkleminin tim pozitif tamsayi ¢oziimleni>1 olmak

uzere;
Y/
H = _n12un
(x,Y) (2 )

bicimindedir.

Teorem 2.2.3.x sayisinin kare-ui¢cgensel sayl olmasi igin gerekijjaterlisart n>1

olmak tizerex =u? olmasidir.
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Ispat: x kare-licgensel sayi olsun. O halde,:w:mz’dir. w:mz

oldugundan p(p+1)=2m* olur. Simdi esitligin her iki tarafi 4 ile carpilirsa,
4p(p+1)= 8, yani 4p° +4p =8’ olur. Buradan(2p+1y° —1= 8n’ elde edilir.

Su halde (2p+1y - 8n* = Idir. Sonug 2.2.2'ye gorg2p+1,m)= (VE" ,u_) olacak

bicimde n>1 vardir. Buradanp = V”4 ve m=u, elde edilir. Boylecex =m? =u?

bulunur. Tersinem=u, olsun. Onerme 2.2.2'ye gore -32u? = 4 oldugundan

2 —
u? = V“324 yazilabilir. Buradan gerekli duzenlemeler yapdirs
vV,—2\(Vv,*+2 vV,—2 vn—2+1
,_ V-4 | 4 4 )_\ 4 4 LoV =2
u, = = = bulunur. Simdi ~—=p
32 2 2 4

olsun. Bu durumdar’ =

P(p+1) p2+1) elde edilir. Boyleceu? bir kare-liggensel sayidir.

Bu teorem ile{un} dizisi ve kare-ucgensel sayilar arasindaki yakshkiigosterildi

ve aslinda kare-tcgensel saylla{mp]} dizisinin elemanlarinin karelerindenska

bir sey olmadgi goruldi. Boylece @gidaki sonuca ukalir.

Sonug 2.2.5.0 =3+ /2, B=3- 22 ve n=1 olmak tizereK, , n. kare-tucgensel

n?

say! olsun. Bu durumda

B an_an 2
|
dir.

Yukaridaki teorem ve sonucun ardindan ilk birkagek#cgensel sayisagidaki
gibidir.
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K,=1, K,=6°, K, =35, K, =204...

Boylece kare-licgensel sayilar 36, 1225, 41646.. dizisini olusturur. ilk birkag
kare-tucgensel sayi belirlegghe gore, artik problemimizin cevabini verebiliriz.

Evimin t¢ haneli kapi numarasn=u, = 204'tur.

Teorem 2.2.4. n=1 olmak Uzere ilk n tane kare-uc¢gensel sayinin toplami;

dui= 3i2(u2“+1 —(2n+1)) dir.
k=1

ispat:  a=3+2/2,8=32/2aB8=10-p=4d . ve 1<ksn icin

2 _ a'k_ﬁk 2, .
uk_(—4\/§ j dir. O halde,
kzi;ulf:kz:(a‘k_/g J =k213i2(a2k+,82k—2(0’,8)k)
1S, p
:3—2k2:;(a' +[4 —2)
:3i2((az+a4+...+am)+(,[,’2+l[,>4+_._+13m)_ 21)

olur ve buradan
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> u? :Biz((a°+a2+...+a"‘”—1)+ B°+B%+ ..+ 5" - 1) D)
k=1
2(n+1) _ 2(n+1) _
:i (az—]-—1)+(¥-—l)—2'l
320 a?-1 5P -1
:i ﬂ(az(n+l)_1)+aw2(n+l)_1)_2_2n
32 42 42
-1 2(n+1) _ -1 20+1) _
1 a2n+1_a—1+ 2n+l _ -1
32 4\/5 : _(2+2n)j
1( g?™t—pga qa =gt
T (v e Ry )—(2+2n)j
1 a2n+1_182n+1 a_ﬁ
=— + -(2+2n
32 42 42 (2+2m)
1
= 3_2(u2n+1 + u, - (2n + 2))
:i(u -(2n+1)
32 2n+1

elde edilir. Yani,) u? :Biz(u2n+l—(2n+1)) 'dir.
k=1

Sonug 2.2.6r tek dgal sayi iseu, =r(mod32)dir.
Onerme 2.2.3.r ¢ift dogal say! iseu, = 3r (mod 32)'dir.

Ispat: Her nON igin u, =6n(mod32oldugu gosterilirse ispat tamamlaniu
halde;n=1 icin u, =6=6.1(mod 32 olup ifade dgrudur. n i¢in ifade dgru olsun.
Yani u,, =6n(mod32 olsun. Bu durumda{u} dizisinin tanimindan dolayi,
Upnezy = Ugnep = 6U4,,,— U, 'dir. Sonug 2.2.6 ve tumevarim kabulunden dolayi
Uynegy = 6(2n+1)- 0= t+ 6= 60+ 1)(mod 3z elde edilir. Yani,
Uyneyy = B(N+1)(Mod 32, olur. Boylece ifaden+1 icin de dgrudur. Dolayisiyla

timevarim ilkesine goére herCIN igin u,, =6n(mod 32 dir.
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Asagidaki onermenin ispati Binet formuli kullanilaralol&yca yapilaga igin
verilmeyecektir.

Onerme 2.2.4.n=1 olmak tzerey, =u,,, —u,_,'dir.
Sonug 2.2.7n=0 olmak uzere;

i) n ¢ift dogal sayi isev, =2(mod 32)
ve

i) ntek dgal say! isev, =6(mod 32)

dir.

Ispat i): n=2r olsun. Onerme 224 ve Sonu¢ 2.2.6ya gore
V,, =Uy,, —U,_ ;=2r+1-2r + 1= 2(mod 32 olur. Yaniv, =2(mod 32 dir.
i) n=2r+1 tek tamsayl olsun. Onerme 2.2.3 ve Onerme 2.2d4dze

Vy 4y = Uy, ,—U, =E6r+6- 6 (mod32)olur. Yaniv, =6(mod 32 dir.

Daha 6nce her kare-tg¢gensel sayiofn bigiminde oldgu ispat edilmgti. Ayrica

(vn —2)(vn - 2+
Teorem 2.2.3'%e gore? =—2 5 4

R

'dir. Teorem 2.2.2'ye

gore v.=a"+p" olduwundan V:=a”™+pB”+2(ap)*=v, +2 olur. Yani,

V2 =v, +2'dir. Simdi

y, =" (2.4)

olsun. Bu durumdas’ :w elde edilir. Dolayisiylan=1 olmak Uzerey,

dizisi v, dizisine bgl olarak y, =1, y,=8, y,=49, y,=288, y,=1681...
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(vn —2)(vn + 2)
biciminde devam eden bir dizidir. Ayrica® =—2 5 4 oldusundan (2.4)
V,, =2
2_ —
esitli g yardimiyla u? = n324:"2n322: ‘g =Yx ede edilir. Yani
Y,, =8u’ (2.5)

olur.

Onerme 2.2.5.n=1 olmak Uzereu, ve v, dizileri verilmis olsun. Su halde

_ Vorr Vi g
u, —T dir.

n_ pmn
a'-p

Ispat: n>1 olmak uzere Teorem 2.2.2'ye gone, = NG ve v. =ag"+ "

oldugundan

Vn+1 _Vn_l _ (an+l +,Bn+1) _(an—l_l_ﬁn—l)

32 32
_a'(a-a")+p"(B-B7)
32
_a'(a-p)-B(a-B)
32
_(a-B)a"-p"
32
_ an _ﬂn
42
=u

elde edilir. Yani,u, =<2 Vot gjr
32

Onerme 2.2.6.n=2 olmak lzerey ,, =6y, -y, _, + 2'dir [15].
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Ispat: (2.4)'e gorey, = Vy =2 oldugundan
V=2, N -2
By, Y, + 2= 6 - +2
yn 1 yn \ 4 ) \ 4 )
_ 6V —12-v + 2+2
4
_ Varo —10+ 5
4
— Vn+2 _2
4
= yn+2
olur. Yani,y,,, =6Yy,,,— Y, + 2'dir.
v, —2

Onerme 2.2.5’e gore, :%, (2.4)'e gore y, = oldugu kullanilirsa

Vn :4yn + 2 ve un — Vn+1 _Vn—l — 4yn+1+ 2_ (4yn—1+ 2): 46’n+1_ yn—l): yn+ 1_ yn—l
32 32 32 8

elde edilir. Dger yandan Onerme 2.2.6’ya gomg,, =6y, -y, +2 oldugundan
yn:%y"‘l_z elde edilir. Su halde n=2k-1 tek dgal sayisi igin

Yo t Va2 =2 - 8ug + 8, — 2

5 5 olur. Ayrica Onerme 2.2.1'e gore

yn = y2k—1 =

Bu +8u7, —2_ 8l +ug, ) 2

uZ-6uu,_, +u’, =1 oldusu kullanilirsa vy,,_, =

6 6
olup buradany,, , = 8(6ukuk‘g+1)_ 2. 8'6ukl:5k‘1+ 6 8uu,_, +1 elde edilir. Yani
Yors = 8UU_; +1 (2.6)
dir.
_ - . . _ap_Vi—4_Q -4 .
n=2k olmak Uzere; y, =Y, =8u, = YE olur. Diger yandan
2 _ n g e . Q-4 @
Q. =Q,, +2(-1)" oldugu kolayca gosterilebilir. O haldg,, =y, = ”4 —7“—1

elde edilir.
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_ _ 2 _ 2
Ayrica n tek dgal sayi isey, = Yy =2 = Q2”4 2 = Q +42 Z:Q—;r olur. Su halde;
2
% ;n tekise
Yo = @ (2.7)
7”—1 :n ciftise

dir.
Sonug 2.2.8.k =2 icin uu,_, sayisi tiggensel sayidir.

Ispat: Teorem 1.1.1'e gore, u,_, sayisining katininl fazlasinin bir tek tamsayinin

karesi oldgu gosterilirse ispat tamamlanif2.6) ssitli ginden vy, _, =8u,u,_, +1'dir.

L . Qi o _ Qi Qs S
(2.7) ssitli ginden |sey2k_1——4 dir. Boylece 8uu,_, +1= 4 | 7o bir tek

tamsayinin karesi olup ispat tamamlanir.

Sonug 2.2.9n21 olmak tzereyy,, =8u; Ve Y,,,, =1+8u.u,,, dir.

n-n+l
Daha once ¢ézimled?, ve Q, olan bazi Diophantine denklemleri veriktni Simdi

ise bu denklemler yardimiyla ¢ézumleriu,,v, ve y, olan denklemler ile ilgili

teoremler verilecektir. Bu teoremler sayesinde qiieii zor olan denklemler daha
basit hale getirilerek ¢ozulebilecektir. Teoremlgegmeden dnce ¢ozimlerdemizi
kolaylastiracak aagidaki 6nermeyi verelim. Onermenitii), (i) ve (iv) ile
gosterilen kisimlarinin ispat(i) ile gosterilen kismin ispati ile benzer yolla

yapilacgindan verilmeyecektir.
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Onerme 2.2.5.n20 olmak tzerd P}, {Q,} ve{v,} dizileri verilsin. Bu durumda

I) Vn+1 = 4P2n+1+Q21+1 (28)
”) Vn = 4'F)2n+1_(22n+l (29)
i) u,,, = Qi + 2P, )/ 4 (2.10)
iV) U, =(Q,hs —2P,,, 1)/ 4 (2.11)
dir.
. L _ . _ - Y=o
Ispat (i): y—1+\/§ ve ,3—1—\/§ olmak uzere;n=0 igin P, = o2 ve

Q, =y"+0" ssitliklerinden

y2n+1_5z1+1 ,
4P, +Q, . = AF——n—)+ (" + 52
2n+1 Qm 1 ( 2\/5 ) (y2 )

=V2(M =T+ (M)
= " (N2y +y)+ 0% (5 -20)
=y (ya+v2))+ 5™ (50 2)
= yznyz +52152

= y2n+2+52n+2

= Q2n+2

- Vn+1

elde edilir. Yani,v,,, =4P,.,,+Q,,,/dir.

n+l T

[15] numarali kaynakta POTTERyy, +Y..,—1)*> =8y,y,,, oldusunu gosternstir.

Daha genel olarak sagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.5.(x+y-1)> =8xy denkleminin tim pozitif tamsayl ¢ozimleni>1

olmak Gzere(x,y) = (Y,,Y,.,) bicimindedir.
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Ispat: (x+y-1)* =8xy oldugunu kabul edelim. Buradg+x=u, y—x=Vv olsun.

Bdylece x:u—;v, y:u_erv olur. Kitlikler denklemde vyerine vyazilirsa

(u—1)%> = 2U?-v?) bulunur. Buradanu®-2u+1= 2u*- 2/ elde edilir. Boylece

u®+2u-1- 2v* = 0 olup buradan(u+1)* - 2v* = 2 elde edilir. Kitli gin her iki tarafi

2'ye boliniirse v2—2(u7+1f=—1 denklemi bulunur. Sonu¢ 2.1.4e gore

(v,uTﬂ):(sz"*l, 2n+1) olacak bicimde n=0 vardir. O halde v=%,
u=2PR,,, -1dir. Boylece x= u_;v ve |y =U—J2rv olup  buradan
—_ _Q2n+1 - Q2n+1
AL S| W o M N £ A SN WPL e NV
= = y_ =
2 4 2 4

elde edilir. (2.8) ve (2.9) esitlikleri kullanilirsa x=V”4 ve y:"f‘%;z oldusu

goralur. (2.4) ssitligine gore vy, :V”LIZ olup buradanx=vy,, y=y,,, bulunur.

Boylece, (x+y-1*>=8xy ise x=y , y=y.,, olur. Tersinen>1 olmak Uzere

(%,Y)=(Y,,Y,.,) olsun. O zamar(y, +V.., —1)* =8y.y,,, oldusu gosterilirse ispat
tamamlanir. Oncen tek sayi yanin=2k -1 olacak bicimde,k dogal sayisi olsun.
Boylece x=Yy,, , ve y=Yy,, olur. (2.5) esitligine gorey,, =8u; ve (2.6) ssitli gine

gore y,,_, =8uu,_, +1 oldusundan

(Yoer + Yo =17 = (Bu U, + 1+ 847 — 1F
= (8uy Uy, + 8 )
= (8 (U1 *u))’
= 64U (Ug +u, + 21U, )
= 64u, (B U, + 1+ 21U, )
= 64 (B4, + 1)
=8.847 (&u,_, + 1)
=8Y Va1
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elde edilir. Yani,(y, +vy_,, —1)° =8y,y..,'dir. n’nin gift olma durumundax ve y

nin rolleri desisecezinden benzer ispat yapilir.

Yukaridaki teorem, Sonuc¢ 2.1.4 ve Sonuc¢ 2.2.4 kubaak aagidaki teoremler

verilebilir.

Teorem 2.2.6.(x+y+1)*> =8xy denkleminin tim pozitif tamsayl ¢ozimleni>1

olmak Gzere(x,y) =(y, +1y,,, +1) bicimindedir.

Ispat: (x+y+1)?=8xy denkleminde x=u+1 ve y=v+lalinsin. Buradan
(u+v+3)> =8Uu+1)W+1) olur. Bu denklem acilip gerekli diizenlemeler yagpa
(u+v-1)> =8uv denklemi elde edilir. Teorem 2.2.5’e gofe,v) = (y,,Y..,) olan
n=1 vardir. Su haldeu=y, v=y,, 'dir. Burada u ve v’'nin degerleri yerine
yazilirsa, x=u+1 oldusundan x=y +1 ve y=v+1 oldugundany=y,, +1 elde
edilir. Tersine n=1 olmak uzere (x,y)=(y,+1y,,+1) olsun. O zaman
(Y, + Yoy +3)> =8(y, + 1(v,., + 1) oldusu gosterilirse ispat tamamlanir. Oncelikie
tek sayi yani,n=2k -1 olacak bicimdek dogal sayisi olsun. O halde=y,, _, +1
ve y=y, +1 olur. Boylece (Y + Yy +3)° =Yy + Y4 —1+ 4Y olup buradan
(Vors ¥ VYo +3)° = (Y ¥ Va — 17 +8(y,_ ¥y, -1+ 1€ yazilir. Diger yandan
Teorem 2.2.5'¢ gore(Y, ,+ Y, —1)> =8y, Y, , oldusu ustteki sitlikte yerine
yazilirsa (Y, +Ya +3)° =8y, Y, 8V, +Y—-1)+1€ olup  buradan
(Yot ¥ Yo #3)° =8y, Vo 178V, + 8y, + 8= 8, #+ 1y, + 1 elde edilir. Yani
(Y, + Y. +3)* =8(y, + 1(V,., + 1dir. n’nin ¢ift olma durumundax ve y’nin

rolleri degisecezsinden benzer ispat yapilir.

Teorem 2.2.7. (x+Yy)> =4x(2y+1) denkleminin tim pozitif tamsay! c¢ozimleri

2

k=1 olmak tzere(x,y) = (4u?,4u,u,., ) veya(x,y) = (4u’,,, 41U, ,,) bicimindedir.
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Ispat: (x+y)? =4x(2y+1) ssitliginin her iki tarafini 4 ile carpalim. Bu durumda
(2x+2yyY =16&x (¥ + 1 olur. Buradan(2x+2y+1-1f = 8.X (¥+ 1 elde edilir.
2x=u ve 2y+1=v alinsin. O haldgu+v-1)> =8uv olur. Teorem 2.2.5'e gore
u,v)=(Y,,¥...) veya (u,v)=(Y,,,Y,) olan n=1 vardir. Boyleceu=y , v=y,,
veyau=y,,, V=Y, olur. u ve v'nin degerleri u=2x ve v=2y+1 ssitli ginde

yerine yazﬂwsaxz% , y:y”L_:L veya x =i | y:y”T_1 elde edilir. Once

2 2

x:% ve y:y”%_l olsun. Buraday, 'nin ¢ift olmasi icin gereli ve yeterkart

n’nin ¢ift olmasidir. Bu kolaylikla gdsterilebiliBu durumdax = ve y:—y";_l

ise n cift olur. O halde n=2k olacak bicimde k=1 vardir. Dolayisiyla

Yo -1 — Yors1 ™
2 2

= In = Yo

ve y= 1 olur. (2.5) ve (2.6) ssitlikleri yardimiyla

X=4u ve y=4uu,,, elde edilir.Simdi de x:% ve y:y”—_1 olsun. O zaman

n+1 ¢ift yani n tektir. O halden=2k +1 olacak bigimdek =1 vardir. Dolayisiyla

X:M :_y2k+2 ve y= yn _1: y2k+1_1
2 2 2 2

olur. (2.5) ve (2.6) ssitlikleri yardimiyla

X =47, ve y=4uu,,, elde edilir. Tersine&k >1 olmak tizere(x, y) = (4u’, 44 U,,, )
veya (X, y) = (47,,, 4., ,,) olsun. Buradax, y) = (44, 4uu,,, ) olmasi durumunda
islem yapacgiz. Diger durum icin de benzerslem yapilabilir. Simdi

(%, y)= (47, 4uu,,,) olsun. Bu durumda(4u +4uu,,,)’ = 4.4 24U, + 1
oldugu gosterilirse ispat tamamlani2.5) ve (2.6) ssitlikleri yardimiyla 4u? :%

ve 4ukuk+1zyz"+Tl_1 yazilabilir. O halde(4u? +4u,u,,, ¥ = (%+y2"+71_1)2 olur.

(ﬂ_*_ y2k+l_1)2 = (yZ( + y2(+1_ 1)2
4

> > olarak duzenlenir ve Teorem 2.2.5 yardimiyla

(Vo + Yoe1 — 1> =8y, Y,., Oldugu Ustteki  eitlikte  yerine  yazilirsa

(4uf+4ukuk+1>2=%=2y2ky2k+l= A2 24,U,,+ 1 elde ediir. Yani
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(402 +4uu,,, )Y =44y, + dir. Bu ise k=1 olmak (zere
(%, y)=(4u7,4u,u,,,) olduunda (x+y)*=4x(2y+1) denkleminin sgandgini
gOsterir. Boylece(x+ y)” =4x(2y+ 1) denkleminin tim pozitif tamsayi ¢cozimleri
k=1 olmak tizere(x,y) = (4u?,4u,u,., ) veya(x,y) = (4uZ,,, 41U, ,,) bicimindedir.
Teorem 2.2.8. (x+Yy)> =4x(2y—-1) denkleminin tim pozitif tamsayl c¢ozimleri
k>0 olmak uzere(x,y)=(4uu., +1,47+ 1) veya (x,y)=(4uu,,, +1,47, +1)

bicimindedir.

Ispat: (x+y)>=4x(2y-1) ssitliginin her iki tarafi 4 ile carpilsin. O halde
(2x+2yY =16&x (- L olur. Buradan(2x+2y—-1+1f = 8.X (¥ - 1 elde edilir.
2x=u ve 2y-1=v alinsin. Bu durumdgu+v+1)> =8uv denklemi elde edilir.
Teorem 2.2.6'ya goréu,v) = (y, +1y,,, +1) veya(u,v) =(y,,, +1y,+1) olann=1
vardir. u ve v'nin degeri u=2x ve v=2y-1 ssitliginde yerine yazilirsa

Xzyn_+1' y:M veya x = y”+1+1, y= y“2+2 elde edilir. u’nun cift dogal

2 2 2

say! oldgu agiktir. Bu durumdan =1 olmak Uzerey, +1 veya y.,, +1 cift olur. ilk
olarak y +1 cift olsun. y 'nin ¢ift olmasi igin gerekli yeterlisart n'nin gift
olmasidir. Bu(2.5), (2.6) ve (2.7)'den gorulur. Boylecey, tek olur ve bu nedenle

n tektir. O halde n=2k+1 olacak bicimde k=0 vardir. Bu durumda

X:yn2+1:y2k+21+1 ve y= yn+12+2:y2k+§+2 olur. (25) ve (26) @Itllklen

yardimiyla x=4u,u,,, +1 ve y=4u?, +1 elde edilir.Simdi dey_,, +1 gift olsun.
Boylece y,,, tek olup buradam cift olur. O halden=2k olacak bigcimdek =1

yn+1+l: y2k+21+1 ve y: yn2+2 - y2k + 2

vardir.Bu durumdax= olur. (2.5) ve

(2.6) sesitlikleri yardimiyla x=4uu,,,+1 ve y=4u’+1 elde edilir. Tersine
(x,y)=(4uu.,, +1,47+1) veya (x,y)=(4uu,, +1,41 +1) olsun. Burada

esitliklerden yalnizca birini kullanarak ispata gi@giz. Diger sitlik icinde benzer
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ispat yapilabilirSimdi (x,y) = (4uU,,, +1,41> + 1) olsun. x ve y'nin degerleri igin
(x+y)? =4x(2y - 1) ssitli ginin sglanip sglanmadgini gosterecgiz. Bunun icin de
(4uu,,, + 407 + 2Y = 44U, + 1)@+ 1 oldusunu gostermek yeterli olacaktir.

(2.5) ve (2.6) sesitliklerinden dolay! vy, =8u; ve VY, =8uu,,+1 oldusu

kullanilirsa (4u,u, ,, + 4u? + 2f = (y2k+21+1+ y2k2+ 2)2 = (sz+1+‘)1’z< + 3 elde edilir.

Diger yandan Teorem 2.2.6'ya goNg/,,.,+ Y +3)° =8(Y,.,+ Dy, +1) ssitli gi
ustteki @gitlikte yerine yazilirsa (4uu,,, +4u> + 2F = 2(y,.,+ D/, + L olup
buradan (4uu,,, + 40 +2Y = 44U, + 1)@+ 1 elde edilir. Boylece
(x+y)*> =4x(2y - 1) denkleminin tim pozitif tamsay1 ¢6ziimleki> 0 olmak lizere

(%, ¥) = (duu,,, + 1,47 + 1) veya(x,y) = (4uu,., + 1,45, + 1) bicimindedir.

Teorem 2.2.9. (x+y+1)*>=8xy+1 denkleminin tim pozitif tamsayr cozimleri

(x,¥)=(,1) veyan=1 olmak Uzerg(x, y) = (y, +u, +1,y, —u, + 1) bicimindedir.

Ispat: (x+y+1)*>=8xy+1 denklemindex=y ise x=1 ve y=1 oldugu goriliir.

Eger x#£y ise x>y kabul edelim. O haldx+y=u ve x-y=v alinsin. Bdylece

qu_erv ve y=u—;v olur. x ve y deserleri denklemde vyerine yazilirsa
2 _\,2
(u +1)2:8(u v j+1 elde edilir. Buradan(u+1)* =2u®>- 2/+1 olur. O halde

u®+2u+1= 241° - 2%+ 1 oldugundan,u® +2u = 2u* - v*, yani (u-1>-1- 2°= 0

dir. Buradan (u-1)>-2*=1 Pell denklemi elde edilir. Sonu¢ 2.2.4'e gore

+
(u-1v)= (V—Z” , mnj olan n>1 vardir.Su haldeu = V”2 2 ve v=2u, dir. Buradau

, . . . v +4u +2 v -2+ 4 + 4
ve v'nin degerleri yerine yazilirsa x=-" 4” =-n 2 o

ve

_Vv.-4u +2_v,-2-4 +4
4 4

elde edilir. (2.4) esitliginden dolayi

X=y,+u,+1 ve y,—u,+1 olur. Tersinex=y,+u,+1, y=y —u,+1 olsun. Bu
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durumda(x+ y+1)* = 8xy +1 oldugunu gostereggz. Buradax ve y’nin degerleri

8xy+1de yerine yazilirsa8(y, +1+u, )(y,+1-u, )+ 1= 8 + 1 - 8>+ . olur.

(2.6) ssitli ginden dolayty,, =8u? ve u?

= %002 gldugundangu? = ay, (y, +1

olur. O halde

8(y, +1+u, )(y, +1-u, )+ 1= 8, + 1 - 4, ¢, + Dr 1
=8y, +16y, + 8- 4y — 4, + !
=4y’ +12y + 9
=(2y, +3)
= (Y, +u, +1+y, —u, +1+1f

elde edilir. Boylece(x+ y+1)* = 8xy + 1 denkleminin tim pozitif tamsayi ¢ozimleri

n=0 olmak uzergx,y) = (y, +u, +1,y, —u, + 1) bicimindedir.
Yukaridaki teoremin ¢ézumlerinden ilk bir kaginin

(x,y)=@31)
(x,y)=(15,3)
(x,y) =(85,15)
(%, y¥)=(493,85)

oldugu goralar. O haldey,,, -u.,,+1=y,+u, +1'dir. Bu bizi asagidaki sonuca

gotardr.

Sonug 2.2.10n =1 olmak tzerey,,, -y, =u, +u,,, dir.

. v, —2 : .
Ispat: v.=u.,,—uU,_, ve y = ”4 oldusu vy.,, -y, deserinde yerine yazilirsa,

u

-u_.+u
— 2
yn+1_yn ==

N Uy -1 —Yn+2 n n+1 1  aolde edilir. {Un}

4 4 4
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dizisinin tanimina gore Unsp ~Un = Uny ¥ Uy Sy = Ay U,y Ay 4,
’ 4 4 4

oldugundan,y,,, -y, =u, +u,,, elde edilir.

n+l

Teorem 2.2.10.x* + y*—6xy =1 denkleminin tiim pozitif tamsay! ¢oziimlemi> 2

olmak tzere(x,y) = (u,,u,_,) bicimindedir.

Ispat: ilk olarak (x,y)=(u ,u. ,) biciminde ise x*+y*—6xy=1 denkleminin
sazlandgini gosterelim. x ve y’nin degeri denklemde yerine yazilirsa Onerme
2.2.1'e gorex’ +y?—6xy=u’+u’, —6uu, _, =1 elde edilir. Tersinex, y pozitif
tamsayl ve x°+y’-6xy=1 olsun. Buradanx#y oldugu gorilir. Bu durumda
x>y olsun. x* + y*—6xy =1 denklemi(x — y)* —4xy = 1 biciminde diizenlensin ve
Xx+y=u, x—-y=v alinsin.Su halde x:u—;V ve y=u—;v olur. x ve y’nin
deserleri denklemde yerine yazilirsav® —(u*-v? =1 bulunur. Buradan

u®>—2v® = -1 Pell denklemi elde edilir. Sonug 2.1.4’e gdtev) = (

Q22n+1 ! I:)2n+1) olan

+
n=0 vardir. Yaniu :%, v="PR,,, dir. Eger u ve v'nin degerleri x=u—2V ve
— + —
y:u—2V esitliklerinde yerine yaszsasz ve y:QZ”*l—ZP21+l elde

edilir. Boylece(2.10) ve (2.11) ssitliklerine gére x =u,,,, Yy =u, elde edilir.

n+l?

Asagidaki 6nermenin ispati timevarimla kolaylikla yapé icin verilmeyecektir.

Onerme 2.2.6.n=1 olmak UzereP, sayisinin tek olmasi gerekli ve yeteyéirt

n’nin tek olmasidir.

Teorem 2.2.11.x* + y? —6xy = —1 denkleminin pozitif tamsayi ¢éziimii yoktur.
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Ispat: x*+y?-6xy=-1 denklemi (x—y)*-4xy=1 biciminde dizenlensin ve

u+v u-v -
X+y=u, x—-y=v alinsin.Su halde X:T ve y:T olur. x ve y’nin

deserleri denklemde vyerine yazilirsav® —(u®*-v®) =-1 bulunur. Buradan
u®-2v? =1 Pell denklemi elde edilir(x-y)® —4xy =1 denklemi (x—y)® =4xy+1
biciminde yazilabilir. Dolayisiylax—y tek olur ve buradanv'nin tek oldusu
gorulir. Dger yandan u”-2v®=1 esitliginden u®=2v?+1= 2.1+ 1(mod8 ve
boylece u? =3(mod8) elde edilir. Bu ise bir ¢alkidir. Boylece x*+y*-6xy=-1

denkleminin pozitif tamsayi ¢6zimu yoktur.

Teorem 2.2.12. x* + y*—6xy—x=0 denkleminin tum pozitif tamsayi ¢ozimleri

k=1 olmak uzerg(x, y) = (UZ,uU,,,) veya(x,y) = (UZ,,,uu,,,) bicimindedir.

Ispat: x*+y*’-6xy—x=0 denkleminin her iki tarafi 16 ile carpilirsa
(4x)° + (4y)Y - 6(4X)(4y > 4(& F ( olur. 4x=a, 4y=b olsun. Boylece
a’+b*-6ab-4a=0, yani (a+b)>=4a(2+1) denklemi elde edilir. Teorem
2.2.7'ye gore (a,b)= (407, 4,u,,,) veya (ab)=(47,,4uu,,,) olacak bicimde
k>1 vardir. Su halde 4«=a olduundan x=u?, y=uu,, veya X=uZ,,
y=uu,, 'dir. Tersine (xy)=(@UZuu,.) veya (xYy)=(U,,Uuu,,) ise
x> +y?-6xy—-x=0 oldusunu gormek kolaydir. Boylecex’ +y?—-6xy—x=0
denkleminin tum pozitif tamsayl ¢6zimleki=1 olmak uzere(x,y) = (U?,uu,.,)

veya (x,y) = (U2,;,u.U,,,) bicimindedir.

Asagidaki teoremin ispati Teorem 2.2.8 ve Teorem 2.Ruxnilarak yapilabilega

icin verilmeyecektir.

Teorem 2.2.13.x* + y* —6xy + x = 0 denkleminin pozitif tamsayi ¢ozimi yoktur.
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2.3. Pell ve Pell-Lucas Kongriianslari ve Boliinebile Ozellikleri

Bu kisimda Pell ve Pell-Lucas dizileriyle ilgili kgrianslar ve monoton artanlik
Ozellikleriyle ilgili teoremler verilip ispatlana&ar. Bu teoremler yardimiyla da bu
dizilerin bolunebilme 6zellikleri gosterilecektiBoliinebilme o6zellikleri yardimiyla
ise ilerde veregamiz yeni teoremlerin ispatlari yapilacaktir.Teotera gegcmeden
once bolunebilme 6zelliklerinin ispatlarinda kub&asimiz gagidaki 6zdslikleri
verelim. Bu 06zdgiklerin ispatlar icin [9], [10] ve [16] numaralkaynaklara
bakilabilir.

Onerme 2.3.1Her m, nOZ icin asagidaki 6zdglikler saglanir.

i) By [P

i1) Q[ Qm

i) 8R,., = QuQun + Q.Qus
iv) P, =P..P.+P.P_,

V) Quin = RQua +FLQ,

Vi) BY =2RP,, - B2 = (-1
vii) u, U,

viii) 320, =V, V., —V.V.
IX)U.,, =u.u ., —u. U

m+n m-'n+l

Simdi teoremlere gecebiliriz. gagidaki teoreminii) ile gosterilen kisminin ispat)

gosterilen kisminin ispati ile benzer yoldan ydplkeesinden verilmeyecektir. Bu
teoremlerin ispatlari [17] numarali kaynakta mewvalup biz burada farkl bir ispat

vereceiz.

Teorem 2. 3. 1.nONO{0} ve r,mOZ olsun. O zaman;

i ) P2mn+r

= (-1)™"P (modQ,, ) (2.12)
ve
i) Qper = (=1)™"Q, (MOdQ,, ) (2.13)
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dir [17].

Ispat i): Ispat tumevarimla yapilacaktir.g& n=0 ise P =P(modQ,) olup

Teorem dgrudur. n=1 igin P, =(-1)™P (modQ,) oldusu gosterilebilir.

m+r

Varsayalim ki ifaden igin dagru olsun. Yani P, ., = (-1)'™""P (modQ,, ) olsun. O

mn+r

Zaman

I:)Zm(n+1)+r = I32rm+ 2m+r = (_1)(m+l)n P2n+r (mOde )

olur. BuradaP,,,, = (-1)™'P (modQ, ) oldusu kullanilirsa

2m+r

P

2m(n+1)+r

=(-)™"(-1™R (modQ,, )

elde edilir. Yani,P,,, .1y, = (D)™™ P (modQ, ydir.

Teorem 2.3.2.nONO{0} ve r,mOZ olsun. O zaman

i ) P2rm+r

=(-1)™P (modP, ) (2.14)
ve

i)Q,.... =(-1)™Q (modP, ) (2.15)

dir [17].



49

Ispati):
mp o P =) = (Y)Y + (S
Pormsr = (D)™ P, = T2
Y (ym-Eym)+a(Cym-otm)
2V2
YY) + 8 (Y - 8™
22

= yrm+r PI’T'I"I + 5rnn+r Pmn
- Pn.n (ymn+r + 5mn+r)
= Perrm+r

dir. Su halde R,,.,, —(-D)™P =P,Q.,., 'dir. Teorem 2.3.1'e goreP, |P,, oldugu

mn+r

icin P.|R,
i) :

- (=1)™P olur. Yani; B, =(-1)™P (modP, )dir.

mn+r mn+r

Quner ~(CD™Q = (™ +) = (DY - (17T
=y (Y™ -(-9m)-o (ym-om)
=yyTyT-om)=oiam (Y™ -om)
=y /2P —o™ A/ P
=2J2P (/™ + 0™

= 2\/EPmn 2\/_Z:)mnﬂ
=8P_P

mn° mn+r

dir. Su halde Q,,,.,, - (-)™Q, =8P,P,.,, dir. P, |P, olduundan P, |& P

mn+r mn" mn+r

olur. Yani, Q,,.., =(-1)™Q, (modP, )dir.

Teorem 2.3.3Her n0Z i¢in Q, > P, dir.

Ispat: Q?-8P?=4(-1y 06zdsliginden P? =

olur. Boylece

_Qix4_8Q-QM+4_ M+ 4
8 8 8

oldugundanQ? - P? > 0'dir. BuradanQ? > P? ve boyleceQ, > P, elde edilir.

Q -RI=Q; elde edilir. Ayrica 7Q?+4>0
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Onerme 2.3.2.n=0 olmak tizerg P} monoton artandir.

Ispat: n=2 olmak uzere P,=2P_ +P_, biciminde tanimhdir. Su halde

P

n+l

=2P, +P_,>P, oldusundanP,

n+l

> P, dir. Yani, {P,} monoton artandir.

n

Asagidaki  6nermenin ispatt Onerme 2.3.2'nin ispatinanzee bicimde
yapilacgindan verilmeyecektir.

Onerme 2.3.3.n21 olmak tzerg Q,} monoton artandir.

Asagida verilecek olan 6nermelerden birincisinin ispedlaylikla goralir. Ikinci
onermenin ispatt ise Onerme 2.3.1'de verileR’-2PP_ -P? =(-1"*

n

Ozdsliginden gorulecg icin verilmeyecektir.
Onerme 2.3.4Her nOZ icin (Q,,Q,,) = 2dir.
Onerme 2.3.5Her nOZ igin (P,,P,_,) =1'dir.

Onerme 2.3.6.n>0 iseQ

n+l

> 2Q, dir.

ispat: Qn+1 = 2Qn + Qn—l Oldl'gundan Qn+1 - 2Qn = 2Qn + Qn—l - Z?n = Qn—l Olur'
Ayrica n>0 olmak tzereQ,_, >0 oldusundanQ,,, > 2Q, dir.

n+l

Onerme 2.3.7.0<r <n ver,nON ise Q, >2Q, 'dir.

Ispat: r <niser <n-1dir. Su haldeQ, >2Q, , > 2Q, olduzundanQ, >2Q, 'dir.

Onerme 2.3.8.n=1ise P, > 2P, 'dir.

n+l —

Ispat: P, >0 ve P

n+l

=2P, +P_, oldusundanP,,, = 2P, dir.

n+l —
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Asagidaki 6nermelerin ispatlart Onerme 2.3.7'nin ispati benzer bigimde
yapilacgindan verilmeyecektir.

Onerme 2.3.9.0<r <n ver,n0N ise P, > 2P, 'dir.
Onerme 2.3.10.0<r <n ve r,nON ise Q, > 2P 'dir.

Simdi Pell ve Pell-Lucas sayilarinin bélinebilme lbkierine gecilebilir. Burada
verilecek olan teoremlerin ga kaynaklarda mevcut olup, bunun igin [18] numarali
kayngza bakilabilir. Biz burada bu ispatlar farkl biolgan verecgz. Ayrica

ispatlarda Teorem 2.3.1 ve Teorem 2.3.2 kullankifaca

Teorem 2.3.4.mn0ON ve m=2 olsun. Bu durumd&,, | P, olmasi i¢in gerekli ve

yeterlisart m|n ve n/m tamsayisinin gift olmasidir.

Ispat: m>2 ve Q_ | P, oldugunu kabul edelimn=mg+r, 0<r <m olsun. Ber q
tek tamsayi ise, 0 zamanlZ olmak lUzereq=2t +1 olur. (2.12) kongriansindan
P =P, =(D™P . (modQ, ) yazilabilir. BoyleceQ_ P.. olur. Onerme
2.3.1 deki 8P, =Q.Q..,+QQ,., 06zdaligi kullanihirsa Q, |P,, olduzundan
Q,1QQ,, bulunur. Onerme 2.3.4e gore(Q,,Q,,)=2'dir. Su halde

Qn Quay - 5 Qg Qs
(2, 5 )=1 olur. Q,|QQ, ., oldusundan ) |Q >

%|Qr yani Q,<2Q elde edilir. Bu isem=2 ve 0<r <m oldusundan Onerme

2.3.6'ya gore mumkun ¢gédir. Dolayisiyla q cift tamsayidir. O haldé]Z olmak

yazilabilir. Buradan

Uzere gq=2t olur. r>0 oldugunu kabul edelim.(2.12) kongriansina gore
P =P, =(-1)™"P(modQ,) yazilabilr. Bu durumdaQ_|P olup Q,<P
bulunur. Fakat bu bir ¢gkidir. Ciinkii r <m oldugundan Teorem 2.3.3 ve Onerme
2.3.2'ye goreQ,, > P, > P dir. O halder =0 olur. Dolayisiylan=mq olup m|n ve

n/m cift tamsayidir. Tersinem|n ve n=2mt c¢ift tamsayl olsun. Bu durumda;
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(2.12) kongriansina goreP, =P, =(-1)™"'P,(modQ, ) yazilabilir. P,=0

oldugundanQ,, | P, elde edilir.

Teorem 2.3.5.m, nON ve m= 2 olsun. Bu durumdd&, | P, olmasi igin gerekli ve

yeterlisart m|n olmasidir.

Ispat: Varsayalim ki P, |P, fakat m|n olsun. O zaman @r <m olmak lzere
=mq+r’dir. Simdi varsayalim kig cift tamsayi olsun. O zamatlJZ olmak
Uzere q=2t olur. (2.14) kongriansindanP, =P,... =(-1)™P (modP, Jyazilir.
Boylece P, |P, oldugundan P, |P elde edilir. P #0 oldugundan P, <P olur.
Fakat bu Onerme 2.3.2’ye gore bir gkidlir. QUnkU{F;} dizisi monoton artan bir
dizidir ve O<r <m ise P <P, 'dir. O halde q ¢ift tamsay! dgildir. q tek tamsayi
olsun. O zamantOZ olmak Uzere g=2t+1 olur. (2.14) kongriansindan
P =P, =(D™P.., (modP, ) yazilabilir. BoyleceP, |P, oldusundan P, P...
elde edilir. Onerme 2.3.1'de verile®,, =P P +P P_ 0zdsligi kullanilarak

m+r m+1

P |P.. P bulunur. Ancak Onerme 2.3.5'e go(@,,P,.,) =1dir. Su halde P, |P

olur. Dolayisiyla P, < P olur. Fakat bu Onerme 2.3.2’e gore ghdliir. O halde
r =0 dir. Yani n=mqg olup m|n dir. Simdi de m|n oldugunu varsayalim. Bu
durumdaqUZ olmak Gzeren=mq olur. Eser q ¢ift tamsayi ise¢ JZ olmak lUzere
q=2t olup (2.14) kongriiansindank, = B,., =(-1)™ P,(modP, ) yazilabilir. B,=0
oldugundan P, | P,’dir. Eger q tek tamsayi ise [1Z olmak lzereq=2t+1 olur.
(2.14) kongruansindanP, =P, ... =(-1)™P,(modP,) olup buradanP, |P, elde
edilir.

Teorem 2.3.6.m, nOON ve m=2 olsun. Bu durumd®), |Q, olmasi i¢in gerekli ve

yeterlisart m|n ve n/m tamsayisinin tek olmasidir.

Ispat: Q,|Q, oldusunu kabul edelim. Bolme algoritmasina goére=mq+r,

0<r <m yazilabilir. E3er q cift tamsay! ise o zamarilZ olmak Uzereq =2t
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olur.(2.13) kongriiansindarQ, =Q,,,., = (-1)™'Q, (modQ, ) yazilabilir. Q|Q,
oldugundanQ, |Q olur. DolayisiylaQ,, <Q, dir. Fakat bu Onerme 2.3.3’e gore bir
celiskidir. (;UnkU{Qn} dizisi monoton artan bir dizidir ve dolayisiyia<r <m ise
Q. <Q,’'dir. Su haldeq tek tamsayidir. O haldedZ olmak lzereq=2t+1 olur.
Varsayalim Ki r>0 olsun. (2.13) kongruansindan
Q,=Q, ey =(=D™'Q, . (ModQ,, ) yazilabilir. Bu durumdaQ,, |Q, oldugundan
Q,1Q,., elde edilir. Onerme 2.3.1'de verile®,, =PQ,.,+P_Q, 0zdsligi

kullanilirsa; Q, R,., oldusundan Q,|PQ,,, elde edilir. Onerme 2.3.4’e gore

Q,,Q,.,)=2dir. Su halde (Q—Zm,QLzﬂ):l olur. Q,|PQ,., oldusundan

%WQL;’dir. Buradan Q—2m|P,, yani Q,<2P elde edilir. Fakat bu Onerme

2.3.10'a gore bir ¢edkidir. Clinkii m=2 igin, 0sr <m ise Q,>2P dir. O halde
r=0 dir. Yanin=mq olup m|n ve n/m, tek tamsayidir. Tersinen|n ve t0Z

olmak Uzere n=m(2t+1) olsun. O zaman (2.13) kongriansina gobre,

Q,=Q, ., = (-1)™P'Q, (modQ,, ) olup buradarQ_ |Q, elde edilir.

2.4.{u},{v,} Dizileriyle ilgili Kongriianslar ve Béltuinebilme Ozellikleri

Bu kisimda{u,} ve {v,} dizileriyle ilgili kongruanslar verilecek ve bu dierin

monoton artanlik 0Ozellikleriyle ilgili teoremler patlanacaktir. Bu teoremler
kullanilarak bu dizilerin bélinebilme 6zelliklerevilecektir. Bu teoremlerin ispatlari
icin [17] numaral kaynga bakilabilir fakat biz burada ispatlar farkl hioldan

verecgiz.

Teorem 2.4.1.nON {0} ve r,mOZ olsun. O zaman

Hu =u, (modu,,) (2.16)

2mn+r

ve

ii)V,.., =V, (modu, ) (2.17)
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dir [17].

Ispati):

(a2rm+r _ﬂ2m+r) _(ar _ﬂr)
r 4\/5
a' (@™ -9+ (1= )

42

_ a,r (a,Zrm _(aﬂ)n’n)_'_ﬂr ((O,ﬂ)n’n _ﬂZn’n)
42

_ arann(arm_’gmn)_l_ﬁrﬁnh(ar’m _lBrm)
42

dir. Su haldeu -u =Uu_V,,, olur. Onerme 2.3.1’e gore,, |u, olduzundan

2mn+r mn Ymn+r

u,|u

i) :

—u, 'dir. Boylece u =u,(modu,, ) olur.

2mn+r 2mn+r

v, = (@ )~ (0" + )
=a'(a®™ -1+ B (7™ -1
=a' (a®™ = (aB)™)+ B (5™ - (@P)"™)
=a'a™(@™ - ")+ BB —a™)
=g™ 4x/_Zer -pm™" 4\/_21mn
=4/, @™ - ™)
=, A a,,

=32u_.U

mn = mn+r

V.

2mn+r

dir. Yani v,

2mn+r

-v. =32u_u._. 'dir. Onerme 2.3.1'e goreu, |u, oldusundan

mn = mn+r

u, | 32.,u,,., dir. Yani, u_|v,..,, —V. olur. Boyleces, ., =Vv.(modu, )elde edilir.

mn+r mn+r mn+r

Teorem 2.4.2.nONO{0} ve r,mOZ olsun. O zaman
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iu =(-1)"u, (moav,, ) (2.18)

2mn+r

ve

Vo = (1), (Moav,,, ) (2.19)

mn+r

dir [17].

Ispati): ispat timevarimla yapilacaktirg& n=0ise u, =u (modv, ) oldugundan;

iddia dgrudur. n=1 igin u,,,, =-u,(mody,,) oldugu gosterilebilir.ifadeninn igin

2m+r

dogru oldusunu kabul edelim. Yani,u =(-1)"u, (modv,,) olsun. O zaman

2mn+r

Uymnsnysr = Yame amsr = (—1)" Uy, (Mody,, Ydir. Burada u,,., =-u,(modv, ) oldusu

2m+r

kullanilirsa

Won(eeayer = (=1)" (=1, (Mody,, )
olur. Yani,

Uppneayer = (—1)" 0, (Modv,, )
dir.

ii): Ispat tumevarimla yapilacaktir.g& n=0ise v, =v (modv, ) oldusundan;
iddia dggrudur. n=1 igin v,_, =-v, (modv, )oldugu gosterilebilir.ifadenin n igin

dogru oldusunu kabul edelim. Yani;v,,,, =(-1)"v,(modv, ) olsun. O zaman;

mn+r

Vomeayr = Vamsaner = (—1)"V ., (MOAV, ) olur. Buradav,,,, =-v,(mody, ) oldugu

kullanilirsay, .., =(=1)" (=1, (modv,, Jolur. Yani, v, = (-1)™"v. (moav,,)

m(n+1)+r

dir.

Teorem 2.4.3Her n=0 tamsayisi iginv, >u, 'dir.

2

Ispat: Onerme 2.2.2’ye gore® —32u” = 4 oldugundanu? = V”324 olur. Boylece
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Vz_uz_vz_v§—4_32\/§—vn2+ 4 3¥°+ 4
nonm 32 32 32

bulunur.  Ayrica 3 +4>0

oldugundanv? —u? >0 dir. Buradanv? >u? olur. Yaniy, >u, dir.

Asagida verilecek olan ©nermenin ispati kolaylikla débilecesinden

verilmeyecektir.

Onerme 2.4.1.n>0 olmak Uzere{un} monoton artandir.

Ispat: Teoremin ispati igin Teorem 2.2i1)’de verilen 8" = Bu, —u_, 6zdaligi

kullanilacaktir. Bu 6zddikte S =6-a oldugu goz 6nine alinirsa vg'nin deseri

yerine yazilirsag" =(6-a)u, —u,_, = (6u, —u,_,)—au, =u.,,—au, bulunur. Yani
B"=u.,, —au dir. >0 olduundan S">0'dir. Bdylece u.,,—au,>0 yani
u,,, >au, elde edilir.Su haldea >1 ve u,,, > au, oldusundanu,,, >u_ elde edilir.

Onerme 2.4.2.n>0 olmak Uzere{v

n

} monoton artandir.

ispat: v, =u,,, —u,, sitligive{u,} dizisindeu,,, =6u, -u,_, oldugu kullanilirsa
Vn+l _Vn = (un+2 - un) - (un+1_ un—l) = (6un+l_ a"n )_ (un+ l_ un— 1) = a'|ﬂ+ 1_ ZJn + un— N
olup buradanbu,,,-2u +u _, =24 -2 +u.,,> 20.,,~u._,)> C bulunur. Yani

Vv, >V, dir.

Onerme 2.4.3Her nON igin (u,,u, ) =21'dir.

Ispat: Onermenin ispati Onerme 2.3.1'den elde edilir.

Simdi u,, v, sayilar ile Pell, Pell-Lucas sayilar arasinddikikiler kullanilarak,
Pell, Pell-Lucas sayilarinin bélinebilme oOzelliklgardimiyla u,, v, sayilarinin

boélinebilme 6zellikleri verilecektir.



57

Teorem 2.4.4.m, nON ve m=2 olsun. O zamaru,, |u, olmasi igin gerekli ve

yeterlisart m|n olmasidir.

Ispat: Sonug 2.2.1’e gore,, =%, u = Py oldugu ve Teorem 2.3.5 kullanilirsa

"2
istenilen sonug elde edilir.

Teorem 2.4.5.mnON ve m=2 olsun. O zamarv,, |v, olmasi icin gerekli ve

yeterlisart m|n ve n/m tamsayisinin tek olmasidir.

Ispat: Sonug 2.2.1’e gore;, =Q,,,, vV, =Q,, oldugu ve Teorem 2.3.6 kullanilirsa

istenilen sonug elde edilir.

Teorem 2.4.6. m,nN ve m=2 olsun. O zamarv,, |u, olmasi icin gerekli ve

yeterlisart m|n ve n/m tamsayisinin gift olmasidir.

P
;“ olup buradanQ,, |P,,

Ispat: v |u, oldusunu kabul edelim. O zama®,,, |
yazilabilir. Su halde Teorem 2.3.4’e go&m|2n ve 22_n ¢ift tamsayidir. Yanim|n
m

n . : n .
ve — cift tamsay olur. Tersinen|n ve — cift tamsayi olsun. O zamam= 2mk
m m

olur. (2.18) kongruansindan dolay, = u,, =u,(modv, )'dir. Yani u, =0(modv,, )

olur. Su haldev,, |u, dir.

Teorem 2.4.7.n>1, m>1 ve m=n olmak tzereu,u, =u, olacak bicimder dogal

sayis! yoktur.

Ispat: uu_=u olsun. O haldeu_|u. 'dir. Teorem 2.4.4'e gorei_|u oldusundan
m|r dir. Dolayisiylar =mt olacak bicimdet tamsayisi vardir.t cift tamsayi

olsun.Su haldet =2k olacak bicimdek 0Z vardir. Béylecer = 2km dir. O halde

u,u., =u, =u,, olup buradaruu_=u,Vv,, olur. Kitligin her iki tarafiu_'ye
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boélunirseu, :kam ve boylecey,, |u, elde edilir. Teorem 2.4.6’ ya gore, |u,

m

oldugundan km|n ve %:28 olacak bicimdes tamsayisi vardir. Dolayisiyla

n=2kms ve r = 2km olup buradam =rs elde edilir.n=rs oldugundan

rin (2.20)

yazilabilir.

Ayrica u,u,, =u, oldusundanu, |u, ‘dir. O halde Teorem 2.4.4’e gbre

njr (2.21)

dir. Boylece (2.20) ve (2.21)den dolayi r =n elde edilir. Bu gtlik uu_ =u,
esitli ginde yerine yazilirsai,, =1 olur. Bu isem=1 olmasi ile mimkindur. Fakat bu

baslangi¢c kabuliimiz ile ¢alr. Su haldet cift olamaz.t tek tamsayi olsun. O halde

t =4s¥1 olacak bicimdes tamsayisi vardir. Boylece=mt = sf3m elde edilir.

(2.16) kongriansindanu, =u = Uy porem = Uz n(Modu,, Jyazilabilir. Dolayisiyla

4smem
u,u, =¥u,(modu, ) ve u,, =u, v oldusundan,u u, =Fu_ (modu_v._ ) olur.Simdi

esitli gin her iki tarafi u,, ile sadelgtirilirse, u, =F1(modv, ) elde edilir. Boylece
v, |u,¥1 olur. Dolayisiyla v, <u,¥1 bulunur. Dger yandan hern=0 igin

v, >2u, oldugu gosterilebilir. Boylece m=n oldugundan
u,+1=2u,¥1l=v, 2v, > 24, elde edilir. Bu iseu,+1>2u, yani u, <1 olmasini
gerektirir. Bu bir cekkidir. Dolayisiyla n>1, m>1 ve m=n olmak Uzere;

u,u. =u, olacak bicimder dogal sayisi yoktur.

Iki tane Uggensel sayinin ¢arpimi ticgensel sayilioldbrnegin T, =10 ve T, =21,

iki Uggensel sayl olmak Uzerd,T,=10.21= 21CG=T,, olur. Fakat iki tane kare-
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Ucgensel sayinin carpimi 6nceki teoreme goére UeYesmyl olamaz. #egida
verecgimiz sonucun ispati Teorem 2.4.7'den elde edilir.

Sonug 2.4.1.u° = X(X2+1), V2 =@ ve u’v’ = 2Az+1) olacak bicimdex>1,
y >1 tamsayilari yoktur.
Teorem 2.4.8.m=1, n=1ise (u,,u,)=u,, , dir.

Ispat: d =(m,n) olsun. Dolayisiylax>0 ve y<0 veya x<0 ve y>0 olmak
Uzere d =mx+ny olacak bicimdex, y tamsayilari vardir. Genelii bozmadan
x>0 ve y<O0 kabul edelim. Ayricag=(u,,u,) olsun. d =(m,n) oldugundan
d|m ve d|n olur. Dolayisiyla Teorem 2.4.4’e gore |u, ve u, |u,’dir. Boylece

uy | (u,,u,) elde edilir. O halde,

Uiy | (UysU,) (2.22)
dir.
Ayrica Onerme 2.3.1de verilen  ix) O0zdsli gi yardimiyla
U = Ugancy) = UgUnyysr ~UgqUn -y, OldUgU kullanilirsag|u,, ve g|u, oldusundan
glu, ve glu,._, olur. Boylece yukaridakisélikten g|u,u,_,., €elde edilir.

glu,., ve Onerme 2.4.4'e goréu, ,, U, ,.)=1 olduundan g ile u,_,.,

aralarinda asaldir. Dolayisiylg| u, 'dir. Yani,
(Uns Un) Uy (2.23)

dir. (2.22) ve (2.23) ssitliklerinden dolayi (u,,u,) =y, elde edilir.

n=m

Sonug 2.4.2m=1,nz=1ise (U7,UZ) = Us,, 'dir.
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Sonug¢ aslinda bize iki kare-t¢gensel sayinin eribidytak bdleninin kare-ticgensel

say! oldgunu sdyler.

1’'den buydk birbirini bélmeyen iki G¢gensel sayiren kiguk ortak kati Gcgensel

sayl  olabilir. Orngin T,=15 ve T,=21 igin T, |JT, iken
[T,.T] =[15,2] = 105=T,, olup bu bir iicgensel sayidir. Fakiatlen biiyik iki kare

Ucgensel sayinin en kiguk ortak katinin ticgenseldmasi igin sayilardan birinin
digerini bélmesi gerekir. Bunusagidaki teoremde verege.

Teorem 2.4.9.u,>1, u,>1 ve u, <u, olsun. [uﬁ,urf]]’nin bir lcgensel sayi

olmasi icin gerekli ve yeter$iart u? |u’ olmasidir,

Ispat: u?|u’ ise [u,f,u,ﬂ=urﬁ’dir. Su halde [u,fu,ﬂ Ucgensel sayidir. Tersine
u, >Lu, >1lve u’Ju? yani n|m ise [u,f,uri]’nin Ucgensel sayl olmag

gosterilecektir.d = (m,n) olsun. Sonug 2.4.2'den dolagu?,u?) = (u,,u,)*=u’dir.

2,,2 2
I:UZ 2]_ u,Uy, _unzum:(unum

2
ply [T = j oldugundan ger [u?,u? | ticgensel say! ise,
(un’um) ud ud

2
bir kare-ticgensel sayl oluSu halde (Mj =u’ olan r dogal sayisi vardir.
ud

Buradanu,u, =u,u, elde edilir. DoIaymyIaﬁum:ur olur. Buradanu, |u, ve
ud

boylece Teorem 2.4.4’e gbren|r yazilabilir. Su halder =mt olacak bicimdet

dogal sayisi vardirt tek olsun. O zamah=4q7F1 olacak bicimdeq dogal sayisi

vardir. Dolayisiylar =mt =m (4 1F dmzxm olur. Bdylece(2.16) kongriansina

gére u, =u = Uy aqmem = Uz n(Modu, ) yazilabilir. Yani, u, =xu, (modu,,, )olur.

4gmEm

u G L
U,,, =U,V,, oldusundan,—u, =u, =Fu, (modu,v, ) yazilabilir. Simdi her iki taraf
ud

. . u u LU
u,, ile sadelgtirilirse — =x1(modv,, ) bulunur. Fakat" =1 olamaz. CUnki— =1
ud ud ud

olursa bu durumda =n yani n|m olur. Halbukin | m idi. Su halde
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e F1(modv,, ) kongriansindanv,, |£$ 1 yani v, < £¢1s u,¥1<u,+1 elde
ud ud ud

edilir. Hipotez gergi u, <u_ olduzundan Onerme 2.4.1’e gére< m’dir. O zaman
v, <v, <u,+1 olur. Diger yandan hem=0 igin v, >2u, oldusu gosterilebilir.
Boylece 2u, <v, <u, +1 yani u, <1 elde edilir. Bu ise ¢ealkidir. Clinkd hipoteze

gore u, >1'dir. Simdi t cift sayl olsun. O zaman=2k olacak bicimdek N

) u
vardir. Buradarr =mt = m(2k) = 2km ve boylece—"u, =u, =U,,, = UV, 2U,V,
ud

yazilabilir. Simdi her iki taraf u, ile sadelsgtirilirse ﬁzvm olur. Dolayisiyla
ud

v, <—<u, olup buradanv, <u, elde edilir. Fakat bu mimkin glir. Cunku
ud

n<m ise Onerme 2.4.2'e gore, <v, olup buv, <u, olmasini gerektirir. Ancak

Teorem 2.4.3'e gobrev, >u, 'dir. Bu durumda cefki elde edilir. Dolayisiyla,

[uﬁ,u,ﬁ]’nin ucgensel sayl olmasi icin gerekli ve yetealit u> |u? olmasidir.

Teorem 2.4.10.n>1, m>1 olmak Uzerey,y =y. olacak bicimder dogal sayisi

yoktur.

Ispat: y .y, =y ise (2.4) ssitliginden (V“JZJ[V’“; Zj :(Vf ;Zj yazilabilir. Su

halde (v, - 2)(v,,— 2)= 4{, — 2) olur. Sonug 2.2.7'ye gore

n

_ 2(mod32) n cifttamsay
~ 16(mod32) n tektamsay

dir. Burada iki durum s6z konusudur.

i) n ve m den herhangi biri ¢ift tamsay! igecift tamsayidir.
ii)n,m ve r tek tamsayilardir.

Simdi bu durumlari ayri ayri inceleyelim.
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i) n ver cift tamsayl olsun. O halda=2k ve r =2t olacak bigcimdek,t N

vardir. (2.5) esitli gine gorey, =y,, =8u7 ve y, =y, =8u?’'dir. O zamany .y, =V,

Uy

2
deny,Vy, =Y, ve boylece8u’y =8u’ elde edilir. Dolayisiylay,, :(—j bir tam
u

k

karedir. (2.7) sesitligine gore vy, bir tam kare isem tek tamsayidir ve

Qn _ Y

ym:(%)z‘dir. O halde 2 "u olup buradan Sonug 2.2.1'e gore

izl:i:% ve boylece P =PQ, elde edilir. BuradaQ, 'nin ¢ift oldugu

aciktir. n cift tamsay! iseP,’'nin de ¢ift tamsay! olaga timevarimla kolaylikla

PQ,

goridlebilir. O halde P :T olur. BuradanP,|P ve Teorem 2.3.5’e gore

n|r’dir. Ayrica Teorem 2.3.4’e gor&) |P olup buradanm|r ve i Gift
m

tamsayl oldgu gorulir. Boylecer =nu ve r =2ms olacak bicimdeu, s
tamsayilari vardir. 2 =PQ, oldusundan PQ, =2P =2P, .= 2P Q.. > P..Q,
olur. Her iki taraf Q, ile sadelgtirilirse P, >P_ elde edilir. Su halde Onerme
2.3.2'ye gorems<n ve boylece2ms< 2n’dir. 2ms< 2n oldugundanr <2n yani
nu < 2n olur. O zamaru <2 yaniu =1 olur. u=1 ise n=r 'dir. Bu durumda gitlik
y,Y,, =V ssitliginde yerine yazilirsa y, =1 olur. Bu ise m=1 olmasi ile
muimkundir. Ancak kabulimuizda>1'dir. Dolayisiyla celski elde edilir.

iiymn ve r tek tamsay! olsunlary,y =y oldugundan (2.7) ssitligine gore

QZ QZ Q2
7”7:—41 ve boyleceQ,Q,, =2Q, olur. BuradanQ, |Q, ve Q. |Q. elde edilir.

Dolayisiyla Teorem 2.3.6'ya gore =nt ve r =mk olacak bicimdet, k tek
tamsayilarl vardir. O halde=nt=n {4 =) gd+n olur. (2.13) kongriansina

gore, Q, =Quuun = Quapen =FQ,(M0dQ,,) ve dolayisiyla Q, =FQ,(modQ,, )
yazilabilir. Buradan2Q, =F2Q, (modQ,, ) ve bdyleceQ Q. =¥2Q,(modQ,, ) elde
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edilir. Onerme 2.3.4%e gorgQ,,Q,,) =2'dir. O halde,%Qm Eizg(mod%j

olur. Dolayisiyla,Q,, = iz(mod%j olup buradan

=:n<Q 32 (2.24)

elde edilir. Su halde Q,, <2Q,F4< 2, + 4 olur. Benzer yollar =mk oldugu

kullanilarak
Q,,<2Q,+4 (2.25)

oldugu gosterilebilir. (2.24) ve (2.25) ssitsizliklerinden, Q,, +Q,,, <2Q, +2Q,,+ 8

elde edilir. n ve m tek oldgundanQ,, =Q? +2 ve Q,, = Q? +2'dir. Dolayislyla,
Q+2+Q2+2<sQ + X +8 yani Q+Q?<2Q +2Q +4 olur. O halde
Q' -2Q,+Q*-2Q,<4 ve buradan daQ, (Q,-2)+Q,(Q,—2)< 4 elde edilir.
Dolayisiyla Q,+Q, <4'tir. Fakat bu hipoteze goren>1, m>1 oldusundan

mumkin dgildir. Boylece celgki elde edilir.ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.4.3.x>1, y>1 igin X(X2+l) =u?, y(y+1) =V’ vewzw2 olacak

bicimdeu,v ve w tamsayilari yoktur.

Teorem 2.4.11.n>1 olmak uzerey, 'nin U¢gensel sayl olmasi igin gerekli ve yeterli

sart n=1 olmasidir.

Ispat: n>1icin y, ticgensel sayi olsuiki durum s6z konusudur.
i)n cift tamsay! olsun. O halda =2k olacak bicimdek dogal sayisi vardir. Bu
durumda (2.5) esitligine gore y, =y, =80 olur. y, Ulggensel sayl olgundan

Teorem 1.2.2'ye gorel+8y =x* olacak bicimdex tamsayisi vardir. O zaman
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1+8.8x% = 1+ 641> =x* olur. x*-64u’=1 olup buradanx’-(8u,)*=1 olur. Bu

denklem ¢ozildgiinde u, =0 elde edilir. Bu isek=0 olmasi ile mumkindur.
Burada{u,} dizisinin tanimindany, =y, =8u =8u; = 0, yani n=0olur. Bu ise

n=1 kabull ile ¢cekir. Su halden cift olamaz.

2
ii)n tek tamsayl olsun. O hald€2.7) esitligine gore yn:%:‘ olur. Eger vy,

ucgensel sayi isg, kare-uggensel sayidigu halde y, =u? olan r =1 mevcuttur.

QZ

Yani vy, :T”:uf olur. Sonu¢ 2.2.1' e goreuy, =%’dir. O halde
Q _(R, Y _P? A ] _ N
4 7’ ——4’ olup buradanQ; =P, ve bdyleceQ, =P, elde edilir. Dger
yandan P, =PQ, oldusundan Q, =PQ, olur. Dolayisiyla Q |Q,’dir. O halde
Teorem 2.3.6'ya gore =rt olacak bicimdet tek tamsayisi vardit. =4sx1 olsun.
Buradan n=rt=r (4x 1F #sxr olur.  (2.15) kongruansina  gore
P, =Q, =Q,.., =xQ, (modP, )'dir. Bdylece P, |Q, yani PQ, |Q, olur. Buradan
da P |1 yani P =1 olur. Bu ise r=1 olmasi ile mumkindir. O halde,
Q, =P, =PR,=2dir. Yani n=1 olur. Tersinen=1 oldusunda y, =y, =1 t¢gensel

sayidir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 2.4.4. 128y* = (x*—1)*+ 7) denkleminin pozitif tamsayr c¢ozimleri
(X y)=(3,1)dir.

x> =1\ x*+7 x?=1)( x*-1
8 8 8 8 1
Ispat: 128y* = X*- 1>+ 7) ise y*= =

2 2

2 —
x-1_, olsun. Buradany? :M’dir.

olur. Simdi Su halde y* kare-iiggensel

sayidir. Boylecez=1y, olan n dogal sayisi vardir. Teorem 1.2.2 d@z+1=x

oldugsundan z bir Gg¢gensel sayidir. Yany, ucgensel sayidir. O halde Teorem

x* -1

2.4.117’e gorey, =1'dir. Dolayisiyla z=1 olur. Buradan =1 oldugundan
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x=3 bulunur. Boylece 128y* = (x> - 1)x*+ 7) denkleminin pozitif tamsayi

cozimleri(x,y) = (3,1)dir.
Teorem 2.4.12Herhangi birn dogal sayisi i¢iny, +1 icgensel say! olamaz.

Ispat: Varsayalim kiy_+1 liggensel sayi olsun. O haltie 8(y, + 1)= x* olan x tek

tamsayisi vardir. Burada iki durum s6z konusudur.

i)n cift tamsayr olsun. O halden=2k olacak bicimde kON vardir.
1+8(y,+1)=x" ise 8y, +9=x" olur. Diger yandan (2.5) esitligine gore
y. =Yy, =8u7 oldugundan 8.847 +9=x*> yani x*-(8u./)>=9 elde edilir. Bu
denklemin ¢ézimunin olmagikolaylikla goérilebilir.

ii)n tek tamsayi olsun. O halde= 2t +1 olacak bicimdet ON vardir. 8y, +9= x>

2 2
ve (2.7) esitliginden yn:%:‘ oldugundan 8%‘+9=x2 olup buradan

2Q%+9=x?"dir. Yani x*-2Q?=9 olur. Boylece x* -2Q? = 0(mod 3) ve boylece

3|x ve 3|Q, bulunur.Simdi x=3a ve Q, =3b olsun. Buradar®a® - 2.%" = 9

yani a*-2b*=1 Pell denklemi elde edilir. Sonug 2.1.3'e g('j(rab)=(Qz2r ,F’er

olacak bicimde r dogal sayisi vardir. O halde x:%:% ve

Q,=3b=3R, =3RPQ, olur. Q,=3RQ ise 3|Q, olup Q, ¢ift oldugundan 6|Q,
elde edilir. Q, =6 oldusundanQ, |Q, ve boylece Teorem 2.3.6'ya go&yn olur.

Dolayisiyla n=2t olacak bicimdet dogal sayisi vardirSu halde n cift olur.
Halbuki n tek idi. O halde c¢ejki elde edilir. Boylece herhangi dogal sayisi igin

y, +1 Ucgensel sayl olamaz.



BOLUM 3. SONUCLAR VE ONERILER

Incelemenin ana konusu (icgensel sayillar ve karengebesayilar olmgtur. Bu
sayilarin Pell, Pell-Lucas dizileri iléu,}, {v,} ve {y,} dizileri arasindaki ilging
baglantilardan s6z edilngiir. Bu balantilar kullanilarak bircok Diophantine ve Pell
denklemlerinin ¢6zimlerine udmis ve bu c¢ozumler karakterize ediktr.
Cozlumlere, Pell denklemlerinin ¢ozumleri igin gdrelkan sirekli kesir agilimlarina

hi¢ girilmeden ulguilmistir.

Say! dizileri matemagin birgcok alaninda sikga kullaniimaktadir. Burada Fell,

Pell-Lucas{u,}, {v.} ve{y.} dizileri yardimiyla iicgensel sayilar ve kare-liggen

sayllar ile ilgili hem temel ve ilging 6zelliklereln de yeni teoremler verilgiir.
Calsmada iki Ucgensel sayinin toplaminin da Ucgenseyl salabilecei
gosterilmitir. Ornesin T, =6, T,=15 ve T,=21 olmak UzereT, =T, +T, dir.
Ancak “hangi kare-ticgensel sayilarin toplami kaggeinsel sayl ya da licgensel sayi
olabilir” sorusu ile ilgili inceleme yapiimagtir. Bu konu argtirnlabilir. Tezde
y,Y., =Y, olacak bicimder dogal sayisinin mevcut olmagigosterilmgtir. Ayrica
y, =Yy,+Yy, olacak bicimde m, n, r dogal saylarinin olup olmayaga

arggtirlabilir.
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