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γ   : Gama 
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ÖZET 

Anahtar  Kelimeler: Çözümün Patlaması, Parabolik Denklem

Bu çalı�mada ba�langıç sınır de�er  problemlerinin global  çözümlerinin    olmaması  

incelenmi�tir. Parabolik denklemler hidrodinami�in, termodinami�in ve filitrasyon 

teorisinin çe�itli problemlerini ve daha fazlasını içermektedir. 

Bu çalı�mada parabolik denklemlerin global çözümlerinin olmaması veya  

çözümlerinin patlaması için gerekli ko�ullar incelenmi�tir. Önce bir fonksiyon 

tanımlanmı� ve bu fonksiyon üzerinden bir e�itsizlik ispatı yapılmı�tır. Bu 

diferansiyel e�itsizli�i kullanarak parabolik veya pseudo-parabolik denklemin 

���� ��   çözümlerinin zaman belli bir �� � 0 anına yakla�tı�ında sonsuza gitti�i 

gösterilmi�tir.  



�

NONEXISTENCE  OF GLOBAL  SOLUTIONS TO PARABOLIC 
EQUATIONS 

SUMMARY 

Key Words: Blow up Solutions, Parabolic Equation 

The study is investigated nonexistence of global solutions of the initial boundary 

value problems. Parabolic equations contain various problems of hydrodynamics, 

thermodynamics and more. 

In the study, it is investigated nonexistence of global solutions of the parabolic 

equations or sufficient conditions for the blow up of solutions. Firstly a function is 

defined and an inequality is proven with the function. ( ),u x t  solutions of the 

parabolic or pseudo-parabolic equation are demonstrated to go endless with use the 

differential  inequality when the time approached an instat 1 0t > .         

vi 
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BÖLÜM  1. G�R��   

Lineer olmayan hiperbolik ve parabolik denklemlerde ba�langıç sınır de�er 

problemlerinin global çözümlerinin var olmaması üzerine pek çok çalı�ma 

yapılmı�tır. �lk çalı�malar 1940’lı ve 1950’li yıllarda patlama ve yanma teorisi, 

Semenov’ un zincir reaksiyon teorisi ile ortaya çıkmı�tır. 1960’lı yıllardan itibaren H. 

Fujita , V. K. Kalantarov, O. A. Ladyzhenskaya  tarafından daha kapsamlı çalı�malar 

yapılmı�tır.  

Bu çalı�mada M. Meyvacı’nın 2009 yılında “ Journal of Mathematical Analysis and 

Applications” dergisinde yayınlanan makalesi ve G. A. Philippin ve V. 

Proytcheva’nın 2006 yılında “Mathematical Methods in The Applied Sciences” 

dergisinde yayınlanan makalesi ele alınmı�tır. �spatı verilmeyen bazı notların ve 

sonuçların ispatları da yapılarak parabolik ve pseudo-parabolik denklemler için 

verilen sınır ko�ullarında zaman sonlu bir t anına yakla�ırken çözümlerin patlaması 

gösterilmi�tir. 

1. 1.  Notasyonlar 

Bu bölümde i�aretler ve semboller tanıtılacaktır. 

nR , n boyutlu Öklit uzayıdır. 

( )1, ..., nx x x=    nR de bir noktadır. 

Ω     nR de sınırlı bir bölgedir. 

∂Ω   Ω �bölgesinin yeterli düzgün sınırıdır. 

xu �ve  
tu �sembolleri, 

du

dx
ve 
du

dt
   türevleridir. 

( )
2 2

x xu u=

( ) ,pL Ω p ≥ Ω   üzerinde tüm ölçülebilir fonksiyonları içeren Banach uzayıdır  ve
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1

,

p

p

p
u u dx

Ω
Ω

� �
= � �
� �
�                                                                                                (1.1) 

sonlu norm �eklindedir. 

Genel olarak ( )2L Ω deki norm  	
 	 olarak kısaltılır ve  skaler çarpım (,) �eklinde 

gösterilir. 

1 2

2

2x xu u dx
Ω

� �
= � �
� �
�                                                                                                     (1.2) 

2

2
u = 2u dx

Ω

�
                                                                                                            (1.3)                                          

2 2

2
u u dx

Ω

∇ = ∇� ����

                                                                                                (1.4) 

Green  Formülü : Kısmi integrasyonun genelle�tirilmi� hali olan Green formülü 

,
v

n
n

∂

∂
 dı� normaline göre türevi göstermek üzere   

                          

   
v

u vdx u vdx u dx
n

Ω Ω ∂Ω

∂
∆ = − ∇ ∇ +

∂� � �

�eklindedir. 
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1.2.  Temel E�itsizlikler : 

1 )  Cauchy    E�itsizli�i, 

,a b sabit reel sayıları için   

2 2

.
2 2

a b
a b ≤ +                                                                                                           (1.5) 

dir. 

2 ) ε �Young  E�itsizli�i, 

, ,a b ε ��pozitif reel sayılar  ve  , 1p q >   için 
1 1

1
p q

+ =     olmak üzere   

1
.

p p q

q

a b
a b

p q

ε

ε
≤ +                                                                                                    (1.6) 

�eklindedir. 

3 ) Hölder  E�itsizli�i, 

1 ,p q≤ ≤ ∞   ve  
1 1

1
p q

+ =   için ( ) ( ),p qu L v L∈ Ω ∈ Ω   ise  bölge üzerinde 

.u v
Ω

� �dx ≤ �
p q

u v ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.7)        

dir. Özel olarak 2p q= =  alınırsa Cauchy-Schwarz e�itsizli�i elde edilir. 

4 ) Poincare- Friedrichs E�itsizli�i, 

2u dx
Ω

� ��� ( )1c Ω
2

u
Ω

∇� dx

��������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.8)

, nRΩ ��uzayında sınırlı bir bölgedir ve ( )1c Ω  sabiti  Ω   bölgesine ba�lıdır. 

�

�
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1. 3. Genelle�tirilmi� Konkavlık Lemması 

Lemma 1.1. (Ladyzhenskaya, Kalantarov Lemması ) 

 Negatif olmayan bir  ( ) 2t CΨ ∈   fonksiyonu 1 20, , 0C Cγ > ≥ � reel sayıları için  

� ( ) ( )t t′′Ψ Ψ � ( )
2

(1 ) tγ ′+ Ψ� 	
 � � �� 12C− ( ) ( ) ( )2
2t t C t′Ψ Ψ − Ψ

�����������������������������������(1.9)
�

e�itsizli�ini sa�larsa 

a) 

1 1Cγ = − + �
2

1 2C Cγ+ ��������������������������������������������������������������������������������������������������(1.10)

2
2 1 1 2C C Cγ γ= − − +

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.11)

olmak üzere 

( )0Ψ ������ ( )0′Ψ �� ( )1
2 0γ γ −− Ψ ��� 1 2 0C C+ >

����������������������������������������������������������������(1.12)

olması halinde 2t  sayısı 

2t  = 
2

1 2

1

2 C Cγ+
 ln

( ) ( )
( ) ( )

1

2

0 0

0 0

γ γ

γ γ

′Ψ + Ψ

′Ψ + Ψ
���������������������������������������������������������������������������(1.13)

formülünden  hesaplanmak üzere   

1t t→    için ( )tΨ → ∞

olacak biçimde bir   1 2t t< ���pozitif reel sayısı vardır.    

b) 

( )0 0,Ψ > � ( )0 0′Ψ >  ve  1 2 0C C= =  olması halinde �� sayısı

���

( )
( )2

0

0
t

γ

Ψ
=

′Ψ
�����������������������������������������������������������������������������                                         (1.14)�
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formülünden hesaplanmak üzere  

1t t→ ��������için      ( )tΨ → +∞ �

olacak �ekilde bir 1 2t t<  pozitif reel sayısı vardır. 

�spat. 

a)

( )tΦ ��fonksiyonunu�

( ) ( )t tγ−Φ = Ψ

olarak seçelim. O zaman   ( )tΦ � fonksiyonunun birinci ve ikinci türevi 

( )
( )
( )1

t
t

tγ
γ

+

′Ψ
′Φ = −

Ψ
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.15)

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1

21

1t t t t t
t

t

γ γ

γ

γ
γ

+

+

′′ ′ ′Ψ Ψ − Ψ + Ψ Ψ
′′Φ = −

Ψ

( )t′′Φ

�

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2

2

1t t t

tγ

γ
γ

+

′′ ′Ψ Ψ − + Ψ
= −

Ψ
�����������������������������������������������������������������������(1.16)

�

olacaktır. (1.15) ve (1.16)  türevleri  (1.9)  e�itsizli�inde yerine yazılırsa 

( ) ( )2 t tγ

γ

+ ′′Ψ Φ
≥

−
�

( )
( ) ( )

( )
1

2
1 22

t t
C t C t

γ
γ

γ

+

+
′Ψ Φ

− Ψ − Φ Ψ
−

������������������������������������������(1.17)

olur. (1.17) e�itsizli�in her iki tarafı     
2 γ

γ
+

−

Ψ
    ile çarpılırsa 

( )t′′Φ
�
�� ( ) ( )1 22C t C tγ′− Ψ + Φ �

( ) ( ) ( ) ( )1 22 0t C t C t f tγ′′ ′Φ + Φ − Φ = ≤
����������������������������������������������������������������������������(1.18)

�
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ikinci basamaktan diferensiyel denklemi elde edilir. Bu ifadenin  1 2C C+ ����olması 

halinde çözümü  

2
1 22 0r C r Cγ+ − = �

parametrik denkleminden 

2
1 1 1 1 2r C C Cγ γ= = − + +

������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.19)
�

2
2 2 1 1 2r C C Cγ γ= = − − +

�����������������������������������������������������������������������������������������������������(1.20)
�

ve 1 2,β β �sayıları 

( )1 2 0β β+ = Φ
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.21)

�
( )1 1 2 2 0γ β γ β ′+ = Φ

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.22)
�

denklem sisteminin çözümü olmak üzere 

( )1 2 0γβ β −+ = Ψ �

( )
( )1 1 2 2 1

0

0γ
γ β γ β γ

+

′Ψ
+ = −

Ψ
�

olarak 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 2 20 0 0γβ γ γ γ γ
− − −′= − − Ψ + Ψ Ψ� 	
 � �����������������������������                             (1.23)��

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 1 2 10 0 0γβ γ γ γ γ
− − −′= − − Ψ + Ψ Ψ� 	
 � ��������������������������������������������������������������(1.24)

elde edilir. Buradan ( )tΦ �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11 2
1

1 2 2 1

0

t
t tt t

t e e f e e dt
γ τ γ τγ γβ β γ γ τ

− − −� 	Φ = + + − −
 ��
��������������������������������������(1.25)

�

�eklinde bulunur.  (1.10), (1.11)  ve (1.12)    hipotezlerinden  

2 2
1 2 1 1 2 1 1 2C C C C C Cγ γ γ γ− = − + + + + + �

�
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1 2γ γ− �
2

1 22 0C Cγ= + > �

ve 

( ) ( )1
20 0γ γ −′Ψ > − Ψ

( ) ( )20 0 0γ γ′Ψ + Ψ >

olaca�ından , 1 0,β <   1 2γ γ>   ve   ( )0 0Ψ >     1 2 0γ γ− >     olması sebebiyle 

( ) ( )10 0 0γ γ′Ψ + Ψ > ��������

��   

2 0β > ���

�elde edilir.    (1.25)   e�itli�inin sa�ındaki  integralli terimin integrandı pozitif, 

çarpanı  2 1 0γ γ− > ��oldu�undan 

( ) 1 2

1 20 t tt e eγ γβ β≤ Φ ≤ +
����������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.26)

e�itsizli�i elde edilir. O halde  

1 2

1 2 0t te eγ γβ β+ =

e�itli�inden 

�
1 2

1 2
t te eγ γβ β= −

�����

�

���������

1

2

2

1

t

t

e

e

γ

γ

β

β

−
=

�����

�

��������

( )1 2 2

1

ln lnt
e

γ γ β

β
− � �−

= � �
� �

�

( ) 2
1 2

1

lnt
β

γ γ
β

� �−
− = � �

� �
� �

( )
2

1

1 2 1

1
lnt

β

γ γ β

� �−
= � �

− � � ������������������������������������������������������������(1.27)���������������������������������������������������

�eklinde bir pozitif sonlu çözüm elde edilir.  

1t t→ ���için      ( ) 0tΦ →     olur. 

 Sonuç olarak ( ) ( )t tγ−Φ = Ψ     e�itli�inden     ( )tΨ → ∞  olur. 

�Lemmanın  ilk kısmının ispatı tamamlanır. 
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b ) 

1 0C = ve  2 0C = ����olması  halinde  hipotez  fonksiyonu 0,γ > 1 2 0C C= =  sayıları 

için (1.18) e�itli�inden   ( ) 0t′′Φ ≤  olur.��ki kere integrasyonla�

( ) ( )0 0,t′ ′Φ − Φ ≤ �

( ) ( ) ( )0 0 0t t′Φ − Φ − Φ ≤
������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.28)

�

bulunur ki  

( ) ( ) ( )0 0 0t t′≤ Φ ≤ Φ + Φ
������������������������������������������������������������������������������������������������������(1.29)

e�itsizlik zincirinden 

( )
( )1

0

0
t

Φ
= −

′Φ

pozitif zamanında  1 2t t→      için ( ) 0tΦ →     olur ki   ( ) ( )t tγ−Φ = Ψ    olarak�

tanımlandı�ından ispatın  (a)  kısmında oldu�u gibi��

� 1t t→     için     ( )tΨ → +∞     

 olur  ve  lemmanın ispatı tamamlanır. �



�

�

�

BÖLÜM   2. ÇÖZÜMLER�N PATLAMASI 

2. 1. Pseudo-parabolik Denklemin Çözümünün Patlaması Problemi 

Bu bölümde bir pseudo-parabolik denklemin çözümlerinin sonlu zamanda sonsuza 

gidece�i gösterilecektir. Bu tür problemlere çözümlerin patlaması problemi denir. 

Çözümlerin patlaması iki farklı �ekilde gösterilecektir. �lk yöntem direkt yöntem, ikinci 

yöntem ise de�i�ken de�i�tirme yöntemi �eklindedir.  

A�a�ıdaki ba�langıç sınır de�er problemi ele alınsın. 

1

2mp

t t xu u u u u u u−∆ −∆ − = ��������� ,x∈ Ω �� 0t > ��������������������������������������������������������������������������(2.1)����������������������������

( ) ( )0, 0u x u x= ����������������������������������� x∈Ω ���������������������������������������������������������������������������������������(2.2)�

( ), 0u x t = �������������������������������������������� ,x∈ ∂Ω � 0t ≥ ������������������������������������                              (2.3) 

Burada   Ω nR∈  yeteri kadar düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölgedir. 1p ≥   verilen bir 

tamsayı,  1m ≥   verilen sayıdır.  

Bu tür problemler hidrodinamik, termodinamik ve filitreleme teorisinde ortaya 

çıkmaktadırlar. Bu tür problemlerin çözümlerinin varlı�ı, tekli�i ve düzgünlü�ü  [10] da 

çalı�ılmı�tır.  
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Teorem 2.1.  

1 p m< <  varsayılsın ve  0u  a�a�ıdaki �artı sa�lasın 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )

1
2 1 2 2 2

0 0 0 02 1

8 12

1 2 1 6 5 1

m m p
m

m

pm p
u u u u

p m m p

+ −
+

+

� 	 +− Ω
> ∇ + + ∇ + �

+ + + − �
 �
                                                                         

× ( ) ( )( )2 1 1 6 5 2 1p m m p p m� 	+ + + + + + −

 �

Bu durumda  (2.1)-(2.3) sınır de�er probleminin çözümü   t  sonlu  zamanında  

patlar. 

�spat.

(2.1) e�itli�inin her iki tarafı u  ile çarpılır ve   Ω   bölgesinde integre edilirse 

�

1

2mp

t t xuu dx u u dx u udx uu u dx u u udx
Ω Ω Ω Ω Ω

− ∆ − ∆ − =� � � � �
�

�

elde edilir. Green formülü kullanılarak  

21

2
tud

u dx u dx
dt n

Ω ∂Ω

∂
−

∂� �
��

t

u
u u dx u dx

n
Ω ∂Ω

∂
+ ∇ ∇ −

∂� � 1

1p

xu udx u u dx+

Ω Ω

+ ∇ ∇ −� � �

2
2

m

u u dx
Ω

= �
�������������������������������������������

�

bulunur. 

(2.3)  sınır ko�ulundan dolayı   0tuu dx
n

∂Ω

∂
=

∂�    ve  0
u

u dx
n

∂Ω

∂
=

∂�    dır.Buradan��
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( )
1

2 2 12 11

2
mp

t x

d
u dx u u dx u u u dx u dx

dt

++

Ω Ω Ω Ω

+ ∇ ∇ + ∇ − =� � � �
�

�

( )
1

2 2 2 111 2

2 2
mp

t x

d p
u u u dx u u u dx u dx

dt p

++

Ω Ω Ω

+
+ ∇ ∇ + ∇ − =

+� � �
�

�

( ) ( )2 2 2 2 121 1 1

2 2 2
mpd d d

u u u u dx u dx
dt dt p dx

++

Ω Ω

+ ∇ + ∇ − =
+ � �

�

�

( )2 2 2 21 1

2 2
pd

u u u u dx
dt p

+

∂Ω

� 	+ ∇ + ∇ −

 � + �

2 2

2 2

m

m
u

+

+
=

�

�

bulunur. (2.3) sınır ko�ulundan ( )21
0

2
p

u dx
p

+

∂Ω

=
+ �  dır.  Buradan 

2 2 2 2 2

2 2

1

2

m

m

d
u u u u

dt

+

+
� 	+ ∇ + ∇ =

 �

�

��

2 2 2 2 2

2 2

1

2

m

m

d
u u u u

dt

+

+
� 	+ ∇ = − ∇

 �

������������������������������������������������������������������������������������(2.4)�

e�itli�i elde edilir.  

(2.1)  e�itli�inin her iki tarafı  
tu    ile çarpılır ve   Ω     üzerinde integre edilirse 

�

1

2mp

t t t t t t x tu u dx u u dx u udx u u u dx u u udx
Ω Ω Ω Ω Ω

− ∆ − ∆ − =� � � � �
�

�
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�

elde edilir. Green formülü kullanılarak  

2 t
t t

u
u u dx

n
∂Ω

∂
−

∂� t t t

u
u u dx u dx

n
Ω ∂Ω

∂
+ ∇ ∇ −

∂� � 1

2 1mp

t t x tu udx u u u dx u u dx
+

Ω Ω Ω

+ ∇ ∇ − =� � �
�

�

1
2 2

1

p

t t t t

u
u u u udx u dx

p

+

Ω ∂Ω

+ ∇ + ∇ ∇ −
+� � 1

1
2 1

1

p
m

tx t

u
u du u u dx
p

+
+

Ω Ω

+ =
+� �

�

�

1

2 2 2 12 11 1

2 1

mp

t t tx t

d
u u u dx u u du u u dx

dt p

++

Ω Ω Ω

+ ∇ + ∇ + =
+� � �

�

elde edilir.  Burada   (2.3)    sınır ko�ulundan   

  0t
t

u
u dx

n
∂Ω

∂
=

∂� , 0t

u
u dx
n

∂Ω

∂
=

∂� �, 
1

0
1

p

t

u
u dx
p

+

∂Ω

=
+�              

 dır.    

( )
1

2 2 2 2 111 1
,

2 1

mp

t t tx t

d
u u u u u u u dx

dt p

++

Ω

+ ∇ + ∇ + =
+ �

�

�

( )
1

2 2 2 1 2 21 1 1
,

2 1 2 2
p m

t t tx

d d
u u u u u u dx

dt p m dt

+ +

Ω

� �
+ ∇ + ∇ + = � �

+ + � �
�

�

�

( )
1

2 2 2 1 2 21 1 1
,

2 1 2 2
p m

t t tx

d d
u u u u u u dx

dt p m dt

+ +

Ω

� �
+ ∇ + ∇ + = � �

+ + � �
�

�

�

( ) ( )

( ) ( )
1

2 2 2 1 2 1

2 1

1 1 1
,

2 1 2 1

m p

t t txm

d d
u u u u u u

m dt dt p

+ +

+
+ ∇ = − ∇ −

+ +
����������������������������(2.5) 

elde edilir.  
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�

p m<     varsayılsın. ( )tΨ   fonksiyonu 

( ) ( ) ( )
2 2

0t u t u t cΨ = + ∇ +
                                                                               (2.6) 

�eklinde seçilsin. Burada   0c   negatif olmayan bir sabit sayıdır.   

( ) ( ) ( )
2 2

0
t u t dx u t dx c dxΨ = + ∇ +� � �

�

fonksiyonunun türevi 

( )
2

2d d
t u dx u dx

dt dt
′Ψ = + ∇� �

�

( ) 2 2t tt uu dx u u dx′Ψ = + ∇ ∇� � �

( ) ( ) ( )2 , 2 ,t tt u u u u′Ψ = + ∇ ∇
�

( ) ( ) ( )2 , ,t tt u u u u′Ψ = + ∇ ∇� 	
 � �

�

�eklinde bulunur. ( )t′Ψ    fonksiyonunun karesi alınır ve Cauchy-Schwarz  

e�itsizli�i uygulanırsa 

  

( ) ( ) ( )
2 2

4 , ,t tt u u u u′Ψ = + ∇ ∇� 	 � 	
 � 
 �

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
4 t tt u u u u′Ψ ≤ + ∇ + ∇� 	
 �

�

�

bulunur. (2.6) e�itli�inden elde edilen  

�
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�

( ) ( ) ( )
2 2

t u t u tΨ ≥ + ∇

e�itsizli�inin uygulanmasıyla
  

   

( ) ( )( )2 2 2
4 t tt t u u′Ψ ≤ Ψ + ∇� 	
 � �

�
( )

( ) ( )2 2 21

4
t tt u u

t
′Ψ ≤ + ∇� 	
 �Ψ

��������������������������������������������������������������������������������������(2.7) 

e�itsizli�i elde edilir.  

Di�er taraftan  Cauchy-Schwarz  ve ε �Young   e�itsizlikleri kullanılarak 

( ) ( )
1 1

2 2 22 2
2 2 2t t t

d
u u u dx u u dx u dx u dx

dt
∇ = ∇ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ ∇ ∇� � � � �

2d
u

dt
∇ �

2 21
2

2 2tu dx u dx
ε

ε

� �
≤ ∇ + ∇� �

� �
� � �

2d
u

dt
∇ �

2 21
tu uε

ε
≤ ∇ + ∇ �����������������������������������������������������������������������������������������������(2.8)�

e�itsizli�i elde edilir. 

  

Benzer �ekilde  

( ) ( ) ( )( )1 1

1 1
2 22 11 1 2, pp p

tx tx txu u u u dx u dx u
++ += ≤� � � ��

( )

( )2 2 11

2 1
1

1

2 2

p

t p
u u

ε

ε

+

+
≤ ∇ + ���������(2.9) 

elde edilir. 

_ _

1 1
1

p q

+ = ����olmak üzere��������
1 1

.
p q

p qa b a b

− −

− −

� � � �≤ � � � �
� � � �� � ��������e�itsizli�inde    
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�

1

1

m
p

p

− +
=

+
�ve����

1m
q

m p

− +
=

−
��������

olarak alınırsa�

�
( )

( ) ( )2 1 2 1

2 1
1.

p p

p
u u dx

+ +

+
Ω

= � �

( )
1 1 11 12 1

1 . 1

p m m p mm mp
p m pu dx dx

+ + − ++ ++
+ −

Ω Ω

� � � �
≤ � � � �� �

� �� �
� � �

elde edilir��Benzer �ekilde       
( )

_
.

q

p qa b
a b

p q

ε

ε

−
−

− −
≤ + �����e�itsizli�i kullanılarak�

( )

( )2 1

2 1

p

p
u

+

+ �
�

( )

1 1 1 11 1 111
2 12

1

2

1
1

1 1
1

m m p m m p
p m m p m

mp
m m p

m

m p

u dx dx
m m
p m p

ε

ε

+ + + + −+ + − +
++

+ −
+

Ω Ω−

� 	 � 	� � � �
 �  �≤ +� � � �+  �  �+� � � �
 � 
 �

+ −

� � ���������������������������������������������������

�

( )

( )2 1

2 1

p

p
u

+

+

���

( )

( )
1 1

2 11
2 22 1

1
1

1 1

m m
mp p m

m

p m p
u dx

m m
ε ε

+ +
++ −

+
Ω

+ −
≤ +

+ + � �

��
( )

( )2 1

2 1

p

p
u

+

+
��

( )

( )
1 1

2 11
2 22 1

1

1 1

m m
mp p m

m

p m p
u

m m
ε ε

+ +
++ −

+

+ −
≤ + Ω

+ +
�����������������������������������������������������������(2.10)�

e�itsizli�i  elde edilir. Burada    ε ��  1ε   ,  2ε   daha sonra belirlenecek  keyfi 

sabitlerdir.  

(2.4)   ve  (2.5)   e�itliklerinden  

2 2

t tu u∇ + =
( ) ( )2 2 21 1

2 1 2

d d
u u u

m dt dt

� 	
+ ∇ + ∇ �+ 
 �

21

2

d
u

dt
− ∇ �

( )
1

11
,

1
p

txu u
p

+−
+

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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�

2 2

t tu u∇ +
( ) ( )

2
2 2

2

1

4 1

d
u u

m dt
� 	= + ∇

 �+ ( )

21 1

2 1 2

d
u

m dt

� �
+ − ∇� �� �+� �

�

( )
1

11
,

1
p

txu u
p

+−
+ �

olarak bulunur.
�

2 2
u u+ ∇ � ( ) 0t c= Ψ − �����e�itli�i   kullanılarak 

2 2

t tu u∇ + =
( )

( )
( )

( )
1

2
2 1

2

1 1
,

4 1 2 1 1
p

tx

d m d
t u u u

m dt m dt p

+Ψ − ∇ −
+ + +

yazılır.  (2.8) ve  (2.9) e�itsizlikleri kullanılarak 

2 2

t tu u∇ + �
( )

( )
( )

2 21 1

4 1 2 1 t

m
t u u

m m
ε

ε

� 	
′′≤ Ψ + ∇ + ∇ �+ + 
 �

�����

�

( )

( )2 1 21

2 1
1

1 1

1 2 2

p

tp
u u

p

ε

ε

+

+

� 	
+ + ∇ �

+ 
 � �

�

2 2

t tu u∇ + ��≤ ���
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )2 2 1

2 1
1

1 1

4 1 2 1 2 1

p

p

m
t u u

m m pε ε

+

+
′′Ψ + ∇ +

+ + +
�

( ) ( )
21

2 1 2 1 t

m
u

m p

εε� �
+ + ∇� �� �+ +� � �����

����������������������������������������������������������������������������������������(2.11)�

������������������������������������

e�itsizli�i elde edilir.   

(2.10)  e�itsizli�i (2.11)   e�itsizli�inde  yerine yazılırsa 
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�

( )
( )

( )
2 2 21

4 1 2 1
t t

m
u u t u

m mε
′′∇ + ≤ Ψ + ∇

+ +

( ) ( )

( )
1 1

2 11
2 22 1

1

1 1

2 1 1 1

m m
mp p m

m

p m p
u

p m m
ε ε

ε

+ +
++ −

+

� 	+ −
+ + Ω �

+ + + �
 � ( ) ( )
21

2 1 2 1 t

m
u

m p

εε� �
+ + ∇� �� �+ +� �

�

( )
( )

( )
2 2 21

4 1 2 1
t t

m
u u t u

m mε
′′∇ + ≤ Ψ + ∇

+ + ( ) ( )

( )

1

1
2 12

2 1
12 1

m

p
m

m
u

m

ε

ε

+

+
+

+
+

+
����

( )
( ) ( )

1

2

12 1 1

m

p mm p

m p

ε

ε

+

−−
+ Ω

+ + ( ) ( )
21

2 1 2 1 t

m
u

m p

εε� �
+ + ∇� �� �+ +� �

��

elde edilir.  
( )

( )( )

1

2
1

12 1 1

m

p mm p
c

m p

ε

ε

+

−−
= Ω

+ +
���olarak alınırsa 

�
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1

1
2 2 2 2 12

2 1
1

1

4 1 2 1 2 1

m

p
m

t t m

m
u u t u u

m m m

ε

ε ε

+

+
+

+
′′∇ + ≤ Ψ + ∇ +

+ + + 1c+

���

( ) ( )
21

2 1 2 1 t

m
u

m p

εε� �
+ + ∇� �� �+ +� �

���������������������������������������������������������������������������������������������(2.12)

�

e�itsizli�i elde edilir. 

(2.4) e�itli�inin her iki tarafı    
( )

1

1
2

1
2 1

m

p

m

ε

ε

+

+

+
    ile çarpılırsa  

�

( )

1

1
2

1
2 1

m

p

m

ε

ε

+

+

+ ( )
( )

( )

1 1

1 1
2 2 22 2

2 2
1 14 1 2 1

m m

p p
m

m
u t u

m m

ε ε

ε ε

+ +

+ +
+

+
′= Ψ + ∇

+ +
�����������������������������������������(2.13) 
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�

bulunur . 

(2.13)  e�itli�i  (2.12)  e�itsizli�inde yerine yazılırsa 

( )
( )

( )
2 2 21

4 1 2 1
t t

m
u u t u

m mε
′′∇ + ≤ Ψ + ∇

+ + ( )
( )

1

1
2

14 1

m

p

t
m

ε

ε

+

+

′+ Ψ
+

�

( )

1

1
22

12 1

m

p

u
m

ε

ε

+

+

+ ∇
+ ( ) ( )

21
12 1 2 1 t

m
u c

m p

εε� 	
+ + ∇ + �

+ +
 �
�

veya 

( )
( )

2 2 1

4 1
t tu u t

m
′′∇ + ≤ Ψ

+ ( ) ( ) ( )
( )

1 1

1 1
22 2

1 12 1 2 1 4 1

m m

p pm
u t

m m m

ε ε

ε ε ε

+ +

+ +
� 	
 � ′+ + ∇ + Ψ �+ + +
 �
 � �

�
( ) ( )

21
12 1 2 1 t

m
u c

m p

εε� 	
+ + ∇ + �

+ +
 �
������������������������������������������������������������������������������������(2.14)

�

bulunur.  

( ) ( )
2

0u t c t∇ ≤ Ψ − ≤ Ψ   e�itsizliklerinin  (2.14) e�itsizli�inde yerine yazılmasıyla  

( )
( )

( ) ( )
( )( )

1

1
2 2 2

0

1

1

4 1 2 1 2 1

m

p

t t

m
u u t t c

m m m

ε

ε ε

+

+
� 	
 �′′∇ + ≤ Ψ + + Ψ − �+ + +
 �
 �

�

( )
( )

( ) ( )

1

1
22 1

1

14 1 2 1 2 1

m

p

t

m
t u c

m m p

ε εε

ε

+

+ � 	
′+ Ψ + + ∇ + �

+ + +
 � �

�

veya 

�
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�

2

tu∇
( ) ( )

21

2 1 2 1 t

m
u

m p

εε� 	
− + ∇ �

+ +
 �

2

tu+
( )

( )
1

4 1
t

m
′′≤ Ψ

+
��

( )
( )

1

1
2

14 1

m

p

t
m

ε

ε

+

+

′+ Ψ
+

�

+
( ) ( )

1

1
2

12 1 2 1

m

pm

m m

ε

ε ε

+

+
� 	
 �

+ �+ +
 �
 �

( )tΨ
�� 1c+ 0c−

( ) ( )

1

1
2

12 1 2 1

m

pm

m m

ε

ε ε

+

+
� 	
 �

+ �+ +
 �
 � �

��

veya 

( ) ( )
11

2 1 2 1

m

m p

εε� 	
− − �

+ +
 �

2 2

t tu u∇ +
( )

( )
1

4 1
t

m
′′≤ Ψ +

+ ( )
( )

1

1
2

14 1

m

p

t
m

ε

ε

+

+

′Ψ
+

( ) ( )
( )

1

1
2

12 1 2 1

m

pm
t

m m

ε

ε ε

+

+
� 	
 �

+ + Ψ �+ +
 �
 �

( ) ( )

1

1
2

1 0

12 1 2 1

m

pm
c c

m m

ε

ε ε

+

+
� 	
 �

+ − + �+ +
 �
 �

veya  

�������������������������������������������������

( ) ( )
( )

( )
( )

2 21 1
1

2 1 2 1 4 1t t

m
u u t

m p m

εε� 	
′′− − ∇ + ≤ Ψ �

+ + +
 � ( )
( )

1

1
2

14 1

m

p

t
m

ε

ε

+

+

′+ Ψ
+

���������

���

+
( ) ( )

( )

1

1
2

12 1 2 1

m

pm
t

m m

ε

ε ε

+

+
� 	
 �

+ Ψ �+ +
 �
 � �

+ �
( ) ( )

1

1
2

1 0

12 1 2 1

m

pm
c c

m m

ε

ε ε

+

+
� 	
 �

− + �+ +
 �
 � ��             (2.15)                                                   

elde edilir. (2.15)  e�itsizli�inde 

( )
( ) ( )

1

0 2
1 1

m

m p
m p

c
p m

+

−
−

= Ω
+ +

����
1

2
ε = � 1

1

4
ε = ����ve����

1

1
2 2

p

mε
+

−
+=
�

�

 seçilir ve  (2.7)  e�itsizli�i kullanılırsa 
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( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2 6 5 8 71 1

4 8 1 1 4 1

m p p
t t

t m p m

� 	+ + +
′ ′′Ψ ≤ Ψ� 	  �
 �Ψ + + +
 � ( )

( )
1

2 1
t

m
′+ Ψ

+

�

( )
1

1

m
t

m

+
+ Ψ

+ �

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

bulunur. E�itsizli�in her iki tarafı   ( ) ( )4 1m t+ Ψ   ile çarpılırsa 

   

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 6 5 1
1 2

8 1

m p
t t t t t

p

� 	+ −
′ ′′ ′Ψ + ≤ Ψ Ψ + Ψ Ψ� 	  �
 � +
 �

( ) ( ) ( )4 1m t t+ + Ψ Ψ
�

�

veya 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 4 1t t m t′− Ψ Ψ − + Ψ ( ) ( )t t′′≤ Ψ Ψ
( )

( )
( )

26 5 1
1

8 1

m p
t

p

� 	+ −
′− + Ψ� 	 � 
 �+
 �

�

elde edilir.  

 Lemma 1.1’ de����
( )

( )
6 5 1

0
8 1

m p

p
α

+ −
= >

+
������� 1 1C = ��� ( )2 4 1C m= + ���seçilirse   

lemmanın �artı sa�lanmı� olur. 

Sonuçta  1t t→   için   

( )
2 2

t u uΨ = + ∇

 sonsuza gider. Yani  

1

lim
t t

u
−→

= +∞
�

dir. Bu da çözümün sonlu zamanda patladı�ını ifade eder. 
�
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�imdide  aynı problemi a�a�ıda  

( ) ( )tu t e v t−= �

dönü�ümü altında inceleyelim. 

Teorem 2.2.  

p m= , 1m ≥   varsayılsın.  0u  a�a�ıdaki   

( )

( )2 1 2 2

0 0 02 22 1

1 1
1 2

m

m
u u u

m m

+

+

� � � �
> + + + ∇� � � �
� � � �

�artını sa�layan ba�langıç fonksiyonu olsun. Bu durumda  (2.1)-(2.3)  ba�langıç sınır 

de�er probleminin çözümü sonlu zamanda patlar.  

�spat. 

( ) ( ), ,tu x t e v x t−=

dönü�ümü yapılsın.

tue v= ��� t t

t tu e ue v+ = ��� t t

t tu e v e v− −= − +
�
��

tu e v−∇ = ∇ ��
tu e v−∆ = ∆ ��

t t

t tu e v ve− −∆ = ∆ + ∆ �

�

e�itliklerinden faydalanarak  (2.1)-(2.3) sınır de�er problemi 

1

22 mt t t mt m t mt t

t t xe v e v e v e v e v e v e v− − − − − − −− ∆ − − =
�

�eklinde yazılır. 
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Yukarıdaki e�itli�inin her iki tarafı te �ile çarpılırsa 

1

22 mmt m mt

t t xv v v e v v e v v− −−∆ − − = ����� x∈Ω ��� 0t > ������������������������������������������������������(2.16)�

( ) ( )0, 0v x v x= ������������������������������������������� x∈Ω ������������������������������������������������������������������(2.17)�

( ), 0v x t = ���������������������������������������������������� x∈ ∂Ω ��� 0t ≥ ��������������������������������������������������(2.18)�

ba�langıç sınır de�er problemi elde edilir. 

(2.16) denkleminin her iki tarafı  v    ile çarpılır ve   Ω    üzerinde integre edilirse 

�

1

22 mmt m mt

t t xvv dx v v dx vvdx ve v v dx ve v vdx− −

Ω Ω Ω Ω Ω

− ∆ − − =� � � � �
�

elde edilir. Green formülü kullanılarak 

2
21

2
t

t

vd
v dx v dx v v dx v dx

dt n
Ω ∂Ω Ω Ω

∂
− + ∇ ∇ −

∂� � � �
�

( )
( ) 1

12

2
mt m

x

m
e v v dx

m

− +

Ω

+
−

+ �
�

2 2 2m mtv e dx
+ −

Ω

= �
�

�������������������������������������������������������������������������������������������������������

( )

2
22 21 1 1

2 2 2
mt mtvd d d

v dx v dx v dx v e v dx
dt n dt m dx

− +

Ω ∂Ω Ω Ω

∂
− + ∇ − −

∂ +� � � �
�

2 22 mmte v dx
+−

Ω

= �
���

elde edilir. (2.18)  sınır ko�ulu dikkate alınırsa 

�

�

�
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�

2 2 21

2

d
v v v

dt
� 	+ ∇ =

 �

2 22

2 2

mmt

m
e v

+−

+
+ �����������������������������������������������������������������������������(2.19) 

bulunur.    

(2.16) denkleminin  her iki tarafı   
tv  ile çarpılır  ve   Ω     üzerinde integre edilirse 

�

1

22 mmt m mt

t t t t t t x tv v dx v v dx v vdx v e v v dx v e v vdx− −

Ω Ω Ω Ω Ω

− ∆ − − =� � � � �
�

�

elde edilir. Green formülü kullanılarak  

1
2

21

2 1

m
mtt

t t t t t

v d v
v dx v dx v v dx v dx e v dx

n dt m

+
−

Ω ∂Ω Ω Ω ∂Ω

∂
− + ∇ ∇ − −

∂ +� � � � � 1

1

1

mt
m

tx

e
v v dx

m

−
+

Ω

+
+ �

����

�

2 12 mmt

te v v dx
+−

Ω

= �
�

����������

2 2 21

2t t

d
v v v

dt
+ ∇ − +

1

1

1

mt
m

tx

e
v v dx

m

−
+

Ω

=
+ �

2
2 2

2 2

mt
me d

v dx
m dt

−
+

Ω
+ �

�

�

2 2 21

2t t

d
v v v

dt
+ ∇ − ( )

1

1,
1

mt
m

tx

e
v v

m

−
++

+
=

2
2 2

2 2

mt
me d

v dx
m dt

−
+

Ω
+ �

�

�

2 2

t tv v+ ∇ =
21

2

d
v

dt
+

2

2 2

mte

m

−

+

2 2

2 2

m

m

d
v

dt

+

+ ( )
1

1,
1

mt
m

tx

e
v v

m

−
+−

+
���������������������������������(2.20)���

�
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�

elde edilir.  (2.18)  sınır ko�ulu gere�i  

1

0
1

m
mt

t

v
e v dx

m

+
−

∂Ω

=
+�

��

 ve��� 0t tv v dx
∂Ω

∇ =� �����

  dır. 

( )tΦ  fonksiyonu 

( )
2 2

t v vΦ = + ∇

( ) 2 2t v dx v dx
Ω Ω

Φ = + ∇� �

olsun. ( )tΦ �fonksiyonunun birinci türevi 

�

( ) 2 2d d
t v dx v dx

dt dt
Ω Ω

′Φ = + ∇� � 2 2t tvv dx v v dx
Ω Ω

= + ∇ ∇� � �

�

( ) ( ) ( )2 , ,t tt v v v v′Φ = + ∇ ∇� 	
 � �

�

elde edilir.� ( )t′Φ �fonksiyonunun karesi alınır  ve  Cauchy-Schwarz  e�itsizli�i 

kullanılırsa

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2
4 , , 4t t t tt v v v v v v v v′Φ = + ∇ ∇ ≤ + ∇ + ∇� 	 � 	
 � 
 � �

( )
2

t′Φ� 	
 � ( )
2 2

4 t tt v v� 	≤ Φ + ∇

 �

���������������������������������������������������������������������������������������(2.21)�

e�itsizli�i elde edilir.  



25
�

�

Cauchy-Schwarz  e�itsizli�inden yararlanılarak 

( ) ( ) ( )
1 2 1 22 2 22 2 2t t

d d
v t v dx vv dx v dx v dx

dt dt
= = ≤� � � � �

����������������������������������������������������������������

( )
2d

v t
dt

� ( ) ( )
2 21 2 1 22 2

tv dx v dx
� 	 � 	≤ + �  �
 � 
 �� � ��

�

( )
2d

v t
dt

�≤
2
v dx� +

2

tv dx�
2 2

tv v= + ����������������������������������������������������������������(2.22) 

e�itsizli�i elde edilir.  

0t ≥    ve   ( )tε    t ’ye  ba�lı bir fonksiyon olmak üzere  

( ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2
1 1 2 2 2,m m m

tx tx txv v v v dx v dx v dx+ + += ≤� � �
( ) 2

2 t

t
v

ε
≤ ∇ �����������������������������������������

( ) ( )

( )2 1

2 1

1

2

m

m
v

tε

+

+
+                                                                                                     (2.23)��������������������

olarak bulunur.  

(2.19) e�itli�i  (2.20)  e�itli�inde yerine yazılır ise 

( )
2 2

2 2 2 2 22

2 2 2

mt mt
mt

t t

e d e d
v v v v e v

m dt dt

− � 	
+ ∇ = + ∇ − �

+ 
 �

21

2

d
v

dt
+ �

( )
1

1,
1

mt
m

tx

e
v v

m

−
+−

+
�

�
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�

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2

2
2

4 4 2 2 2

mt mt mt
mt

t t

e e e d
v v me t t

m m dt

− −

′+ ∇ = Φ + Φ
+ +

2
222

2 2

mt
mte

me v
m

−

−
+ �

( )
1

2
2 22 11

,
2 2 2 1

mt mt
mt m

tx

e d d e
e v v v v

m dt dt m

− −
+− + −

+ +
�

�

( ) ( )
2 2 2 21 1

2 2 4 4 1 2 2t t

m m d
v v t t v v

m m m m dt
′ ′′+ ∇ = Φ + Φ − −

+ + + +
�

21

2

d
v

dt
+

�

( )
1

1,
1

mt
m

tx

e
v v

m

−
+−

+ �

�

( ) ( )
2 2 2 21

2 2 4 4 1 2 2t t

m m m d
v v t t v v

m m m m dt
′ ′′+ ∇ = Φ + Φ − +

+ + + +

( )
1

1,
1

mt
m

tx

e
v v

m

−
+−

+
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������(2.24) 

elde edilir. 

(2.24)  e�itli�inde    (2.22)  ve  (2.23)   e�itsizlikleri kullanılırsa  

( ) ( )
2 2 1

2 2 4 4t t

m
v v t t

m m
′ ′′+ ∇ ≤ Φ + Φ

+ +
�

2

1

m
v

m
−

+

2 2

2 2 t

m
v v

m
� 	+ +

 �+

���

( )
( )

2 2 2

2 2

1

1 2 2

mt
m

t m

te
v v

m t

ε

ε

−
+

+

� 	
− ∇ + �

+ 
 �

�

( )
( )

( )
2 2 2' "1

2 2 2.2 1 2 2
t t t

m m
v v t t v

m m m
+ ∇ ≤ Φ + Φ +

+ + +

( ) 2

1 2

mt

t

te
v

m

ε−

− ∇
+ ��

( ) ( )
2 2

2 21 2

mt
m

m

e
v

m tε

−
+

+
−

+ ���������������������������������������������������������������������������������������������������



27
�

�

bulunur.  E�itsizli�in sa� tarafı     
( )

1

2 1m +
       parantezine alınırsa 

( )
( )

( )2 2 21

2 1 2t t t

t
v v m t m v

m

′′Φ�
′+ ∇ ≤ Φ + +

+ 

( )

2mt

tt e vε −− ∇

2 21

2 2

mmt

m
e vε

+− −

+
	+
�
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������(2.25)

e�itsizli�i elde edilir. 

(2.19)  e�itli�inden 

( ) ( )

( )2 12

2 1

1

2

mmt

m

d
t e v

dt

+−

+
Φ ≥

��������������������������������������������������������������������������������������������������������(2.26)�

�

e�itsizli�i elde edilir. 

(2.25) e�itsizli�inde��� ( )tε  fonksiyonu  ( ) mtt meε =    �eklinde kabul edilir ve (2.26) 

e�itsizli�i kulanılır ise�

( )
( )

( )
( )

2 2 2 21 1 1

2 1 2 2
mt mt

t t t t

t
v v m t m v me e v t

m m

−
′′Φ� 	

′ ′+ ∇ ≤ Φ + + − ∇ + Φ �
+ 
 � �

�

( )
( )

( ) ( )2 2 2 21 1

2 1 2 2t t t t

t
v v m t m v v

m m

′′Φ� 	� �
′+ ∇ ≤ + Φ + + + ∇ �� �

+ � �
 � �

( )
( )

( )
( )

( )2
2 2 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2t t t t

tm m
v v v v t

m m m

′′� 	Φ� �+
′+ ∇ − + ∇ ≤ Φ + �� �

+ + � �
 � �
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�

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
2 2 2 1 1

1
2 1 4 1 4 1t t

m m
v v t t

m m m m

� 	 +
′ ′′− + ∇ ≤ Φ + Φ �

+ + +
 �
�������������������������(2.27) 

elde  edilir.  (2.21)  e�itsizli�i kullanılarak (2.27) e�itsizli�i    

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
22 1 2 1 1

2 1 4 4 1 4 1

m m
t t t

m t m m m

� 	+ +
′ ′ ′′Φ ≤ Φ + Φ� 	 � 
 �+ Φ + +
 � �

�

�eklinde yazılır. E�itsizli�in her iki tarafı    ( ) ( )4 1m t+ Φ    ile çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2 1

2

m m
t t t t t

m

+ +
′ ′ ′′Φ ≤ Φ Φ + Φ Φ� 	
 � �

�

( ) ( ) ( ) ( )
22 1

1
2

m m
t t t t

m

+ � �
′ ′′− Φ Φ ≤ Φ Φ − +� �

� �
( )

2
t′Φ� 	
 � ������������������������������������������������(2.28)

            
�

�

elde edilir. Lemma 1.1.’de belirtilen��α  ve  1C  ;���
2

1

2 1
,

2 2

m m
C

m
α

+
= =         �eklinde�

seçilirse istenen sonuç elde edilir.  
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BÖLÜM 3.  PARABOL�K  DENKLEM�N  ÇÖZÜMÜNÜN  
PATLAMASI  PROBLEM�

Bu bölümde bir parabolik problemin çözümünün patlaması Bölüm 2 deki 

yöntemden farklı bir �ekilde ele alınacaktır. Bu bölümdeki yöntemde iki farklı 

fonksiyonel seçilerek bunlar ve bunların  türevleri arasındaki ba�ıntılar kullanılarak  

t sonlu zamanı için çözümlerin sonsuza gitti�i gösterilecektir. Bu problem üzerinde 

çe�itli ara�tırmacıların çalı�maları bulunmaktadır [1],[4],[5],[8]. 

f  ve  g  negatif olmayan fonksiyonlar, n� 2 olmak �artıyla ve  � , �� de  sınırlı bir 

bölge olmak üzere  

( )
u

u f u
t

∂
∆ − = −

∂
����������������� , 0x t∈ Ω > � � � �����������������������������������������(3.1)�

( ) ( ), 0u x g x= ���������������������� x∈Ω � � � � �����������������������������������������(3.2) 

( ), 0u x t = ������������������������������ , 0x t∈ ∂Ω > � � � �����������������������������������������(3.3) 

ba�langıç sınır de�er problemi ele alınsın.   

�

Teorem 3.1. 

(3.1)-(3.3)  ba�langıç sınır de�er probleminin çözümü  ( ),u x t   olsun. ( )tΦ , ( )tΨ

ve  ( )F u yardımcı fonksiyonları  

( ) ( )2 ,t u x t dx u
Ω

Φ = =�
���

� � �����������������������������������������������������������������������������������(3.4) 



30�
�

�

( ) ( )
0

u

F u f dσ σ= � � ����� � ���������������������������������������������������������������������������������� (3.5)�

( ) ( )
21

2
t F u u dx

Ω

� �
Ψ = − ∇� �

� �
� ��������������������������������������������������������������������������������������������������(3.6)�

�eklinde  tanımlansın.  f  fonksiyonu   α   pozitif  bir parametre olmak üzere  

( ) ( ) ( )
1

4
2

sf s F sα≥ + ���������� 0α > � � � �������������������������������������������������������(3.7) 

�artını sa�lasın. ( )g x  fonksiyonu�

( ) ( )
21

0 0
2

F g g dx
Ω

� �
Ψ = − ∇ ≥� �

� �
� � � � �������������������������������������������������������(3.8) 

�artını sa�lasın. Bu durumda   

( )
( ) ( )14
0 0

4
T

α α
−= Φ Ψ ≤ ∞

+
�

olmak üzere����� Tτ < �sonlu��anında   ( ),u x t   fonksiyonunun  çözümü sonsuza gider.�����

�

�spat. 

Φ  fonksiyonunun türevi  

( ) 2 tt uu dx
Ω

′Φ = � � ������������������������������������������������������������������������������������������������������(3.9) 

olarak bulunur. (3.1) e�itli�inden elde edilen  

( )tu u f u= ∆ +� 	
 � ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������(3.10) 

e�itli�inin (3.9) denkleminde yerine yazılmasıyla 

( )t′Φ ( )2 u u f u dx
Ω

= ∆ +� 	
 ��

( )t′Φ
�

( )2 2u udx uf u dx
Ω Ω

= ∆ +� �
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( )t′Φ ( )2 2
u

u dx u udx uf u dx
n

∂Ω Ω Ω

� 	∂
= − ∇ ∇ + �

∂
 �
� � �

( )t′Φ ( )
2

2 2u dx uf u dx
Ω Ω

= − ∇ +� �
���������������������������������������������������������������������������������������(3.11)

elde edilir. Burada (3.3) sınır ko�ulundan  

0
u

u dx
n

∂Ω

∂
=

∂� �

dır. 

(3.11) e�itli�inde (3.7) e�itsizli�inin kullanılmasıyla 

( )t′Φ

�

( ) ( )
2

2 4u dx F u dxα
Ω Ω

≥ − ∇ + +� �
���������������������������������������������������������������������������(3.12)

�

bulunur. (3.6) e�itli�inin (3.12)  e�itsizli�inde yerine yazılmasıyla 

( )t′Φ �� ( ) ( )
2 21

2 4
2

u dx t u dxα
Ω Ω

� 	
≥ − ∇ + + Ψ + ∇ �


 �
� �

� ( )t′Φ �
( )

( ) ( )
2 24

2 4
2

u dx u dx t
α

α
Ω Ω

+
≥ − ∇ + ∇ + + Ψ� � � ��������������������������������������(3.13) 

olarak bulunur. 

( )2 24
2

2
u dx u dx

α

Ω Ω

+
− ∇ + ∇� � > 0 

 oldu�undan 

( )t′Φ ( ) ( )4 tα≥ + Ψ                                                                                            (3.14)                                    

elde edilir. 
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( ) ( )
21

2
t F u u dx

Ω

� �
Ψ = − ∇� �

� �
�

fonksiyonunun türevi alınırsa 

�

( ) ( )
21

2

d d
t F u u dx

dt dt
Ω

� 	� �
Ψ = − ∇� � �

� �
 �
�

� ( )t′Ψ ( ) t tf u u dx u u dx
Ω Ω

= − ∇ ∇� �

( )t′Ψ ( ) t t t

u
f u u dx u dx u udx

n
Ω ∂Ω Ω

� 	∂
= − − ∆ �

∂
 �
� � �

�

( )t′Ψ

�

( ) t tf u u dx u udx
Ω Ω

= + ∆� �

( )t′Ψ

��

( )tu f u u dx
Ω

= + ∆� 	
 �� ������������������������������������������������������������������������������������������������(3.15)                                           

bulunur. (3.3) sınır ko�ulundan   0t

u
u dx
n

∂Ω

∂
=

∂� ����dır. 

(3.10) e�itli�inin (3.15) e�itli�inde  yerine yazılmasıyla 

�

( )t′Ψ ( )
2

0t t tu u dx u dx
Ω Ω

= = ≥� � ����� � � ����������������������������������������������������(3.16) 

 elde edilir. 

( )tΦ  fonksiyonu ile ( )t′Ψ  fonksiyonu  çarpılırsa 

2 2
tu dx u dx

Ω Ω

� �� �
′ΦΨ = � �� �

� �� �
� � �

bulunur. Cauchy- Schwarz  e�itsizli�inin kullanılmasıyla 
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2

tuu dx
Ω

� �
′ΦΨ ≥ � �
� �
�

elde edilir. �

2

21

4tuu dx
Ω

� �
′= Φ� �

� �
� �

e�itli�i ve  (3.14) e�itsizli�inin yardımıyla��

21
1

4 4

α� �
′ ′Φ ≥ + Φ Ψ� �

� �
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������(3.17)�����������������������������������������������

bulunur.  (3.17) e�itsizli�i  

1 0
4

α� �
′ ′ΦΨ − + Φ Ψ ≥� �
� �

                                                                                        (3.18) 

�eklinde düzenlenir   ve e�itsizli�in her iki tarafı  
2

4

α
− −

Φ   ile çarpılırsa 

1 2
4 41 0

4

α αα
� �

− + − −� �
� � � �

′ ′Φ Ψ − + Φ ΨΦ ≥� �
� �

veya

�

1
4 0

d

dt

α� �
− +� �
� �

� 	
ΨΦ ≥ �
 �
 �

� � � � �������������������������������������������������������������������(3.19) 

e�itsizli�i elde edilir. (3.19) e�itsizli�inin  ( )0, t  aralı�ında t   ye göre integrali 

alınırsa 

1
4

0

0
t
d

dt
dt

α� �
− +� �
� �

� 	
ΨΦ ≥ �
 �
 �

� �

veya 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

4 40 0 0t t
α α� � � �

− + − +� � � �
� � � �Ψ Φ − Ψ Φ ≥
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veya

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

4 40 0t t
α α� � � �

− + − +� � � �
� � � �Ψ Φ ≥ Ψ Φ                                                                       (3.20) 

bulunur.  (3.14) e�itsizli�inden elde edilen  

( ) ( )
1

4
t t

α
′Φ ≥ Ψ

+
  

e�itsizli�i  (3.20)  e�itsizli�inde   yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

4 4 4
1

0 0
4

t t t t
α α α

α

� � � � � �
− + − + − +� � � � � �
� � � � � �′Φ Φ ≥ Ψ Φ ≥ Ψ Φ

+
�������������������������������������(3.21) 

�

e�itsizlikleri  elde edilir. (3.21) e�itsizli�inde ( ) ( )
1

40 0 M
α� �

− +� �
� �Ψ Φ =    olarak alınırsa  

( ) ( )
1

4
1

4
t t M

α

α

� �
− +� �
� �′Φ Φ ≥

+ ���������������������������������������������������������������������������������������������������(3.22)

�eklinde yazılır. 

1
44

4

d

dt

αα α − −−� �
′Φ = − Φ Φ� �

� �
�

e�itli�inden faydalanılarak  (3.22) e�itsizli�i  

( )
( ) 4

4

4
t M

α

α α

−
′� �

− Φ ≥� �
+ � �

�������������������������������������������������������������������������������������������������(3.23)�

�eklinde  yazılır.  (3.23) e�itsizli�inin her iki tarafı  ( )0, t  aralı�ında integre edilir ise  

( )
( ) 4

0 0

4

4

t t

t dt Mdt
α

α α

−
− Φ ≥

+ � �
�

�
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( )
( ) ( )4 4

4
0

4
t Mt

α α

α α

− −� 	
− Φ − Φ ≥ �

+ 
 � �

�

( ) ( )
( )

4 4
4

0
4

t Mt
α α α α− − +

Φ − Φ ≤ −

�

�

( ) ( )
( )

4 4
4

0
4

t Mt
α α α α− − +

Φ ≤ Φ −
�

�

( ) ( )
( )

4 4

41 1

0 4
Mt

t
α α

α α +
≤ −

ΦΦ
����������������������������������������                                      (3.24) 

e�itsizlikleri  elde edilir. Φ   pozitif  bir fonksiyon oldu�undan  (3.24) e�itsizli�inin 

düzenlenmesiyle  

( )
( )

( )
4

4

1

41

0 4

t

Mt

α

α

α α
≤ Φ

+
−

Φ
�

�

( )

( )
4

41
0

40
Mtα

α α +
− ≥

Φ
�

�

( )

( )
4

41

40
Mtα

α α +
≥

Φ
�

�

( ) ( )4

4 1

4 0
t

M αα α
≤

+ Φ
�

�
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( )
( ) ( ) ( )

1
4 4

4 1

4
0 0 0

t
α

αα α − −
≤

+
Φ Ψ Φ �

( )
( )
( )
04

4 0α α

Φ
=

+ Ψ
                                   (3.25) 

bulunur.  (3.25)  e�itsizli�inde ( )0 0Φ >  ve  ( )0 0Ψ >  oldu�undan  

( )
( )
( )
04

0
4 0

T
α α

Φ
= >

+ Ψ
�

elde edilir.Buradan      
( )

( )
( )
04

4 0
T

α α

Φ
=

+ Ψ
  ile  

( )4 t
α

Φ → ∞ �

olur . Dolayısıyla 

( )tΦ → ∞ ���������� ( ),u x t → ∞ ��

bulunur. Tτ ≤  anında patlamaya ula�ılır.  
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BÖLÜM 4. SONUÇLAR  VE  ÖNER�LER 

Bu  çalı�mada parabolik ve pseudo-parabolik denklemlerin global çözümlerinin 

olmamasına yani bir t sonlu anında patlamasına ili�kin çe�itli makalelerde yeralan 

problemler ele alınmı� ve çözüm basamakları açık �ekilde incelenmi�tir. Bu 

problemlerin çözümü için kullanılan yöntem Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasına 

dayanan  genelle�tirilmi� konkavlık lemması yöntemidir. Bu yöntem uygulanırken   

sınır  ko�ullarındaki sönüm teriminide içeren ve istenilen özellikleri ta�ıyan bir 

fonksiyonel tanımlanmı�tır. Tanımlanan bu fonksiyonele Cauchy, Young ve Hölder 

e�itsizlikleri yardımıyla lemmadaki �artlar sa�latılmı� ve  parabolik ve pseudo-

parabolik denklemlerin çözümlerinin t sonlu zamanına yakla�ırken patladı�ı 

gösterilmi�tir. 

Bu çalı�ma parabolik ve pseudo-parabolik denklemlerin patlaması problemini içeren 

çe�itli makalelerden bir derleme olup ek kaynak olarak kullanılabilir. Daha fazla 

ara�tırmacının geli�en bilimsel ko�ullar altında daha fazla problem ve çözüm ortaya 

koyaca�ını umut ediyoruz.    
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