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OZET

Anahtar Kelimeler: C6ztimiin Patlamasi, Parabolik Denklem

Bu ¢alismada baslangi¢ sinir deger problemlerinin global ¢6ztimlerinin  olmamasi
incelenmistir. Parabolik denklemler hidrodinamigin, termodinamigin ve filitrasyon
teorisinin ¢esitli problemlerini ve daha fazlasini icermektedir.

Bu c¢alismada parabolik denklemlerin global ¢6ziimlerinin olmamasi veya
¢oziimlerinin patlamas1 i¢in gerekli kosullar incelenmistir. Once bir fonksiyon
tanimlanmis ve bu fonksiyon iizerinden bir esitsizlik ispati yapilmistir. Bu
diferansiyel esitsizligi kullanarak parabolik veya pseudo-parabolik denklemin
u(x,t) c¢oziimlerinin zaman belli bir t; > 0 anma yaklastiginda sonsuza gittigi
gosterilmistir.



NONEXISTENCE OF GLOBAL SOLUTIONS TO PARABOLIC
EQUATIONS

SUMMARY

Key Words: Blow up Solutions, Parabolic Equation

The study is investigated nonexistence of global solutions of the initial boundary
value problems. Parabolic equations contain various problems of hydrodynamics,
thermodynamics and more.

In the study, it is investigated nonexistence of global solutions of the parabolic
equations or sufficient conditions for the blow up of solutions. Firstly a function is
defined and an inequality is proven with the function. u(x,7) solutions of the

parabolic or pseudo-parabolic equation are demonstrated to go endless with use the
differential inequality when the time approached an instat 7, > 0.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

Lineer olmayan hiperbolik ve parabolik denklemlerde baslangic sinir deger
problemlerinin global ¢o6ziimlerinin var olmamast {izerine pek c¢ok c¢alisma
yapilmistir. ilk calismalar 1940’11 ve 1950’1i yillarda patlama ve yanma teorisi,
Semenov’ un zincir reaksiyon teorisi ile ortaya ¢ikmistir. 1960’11 yillardan itibaren H.
Fujita , V. K. Kalantarov, O. A. Ladyzhenskaya tarafindan daha kapsamli ¢alismalar
yapilmaistir.

Bu calismada M. Meyvaci’nin 2009 yilinda “ Journal of Mathematical Analysis and
Applications” dergisinde yaymlanan makalesi ve G. A. Philippin ve V.
Proytcheva’nin 2006 yilinda “Mathematical Methods in The Applied Sciences”
dergisinde yaymnlanan makalesi ele alinmistir. Ispati verilmeyen bazi notlarin ve
sonuclarin ispatlart da yapilarak parabolik ve pseudo-parabolik denklemler igin
verilen smir kosullarinda zaman sonlu bir t anina yaklasirken ¢dziimlerin patlamasi
gosterilmistir.

1. 1. Notasyonlar

Bu boliimde isaretler ve semboller tanitilacaktir.
R", n boyutlu Oklit uzayidur.

x=(x,..,x,) R"de bir noktadir.

Q  R"de sinirli bir bolgedir.

0Q € bolgesinin yeterli diizgiin siniridir.

u_ ve u, sembolleri, % ve % tirevleridir.
t

() =u:

L,(Q), p=Q izerinde tim 6l¢iilebilir fonksiyonlari igeren Banach uzayidir ve



I/p
||u||,,,g=(1|ur dxj o

sonlu norm seklindedir.

Genel olarak L, (€)deki norm |[|. || olarak kisaltilir ve skaler ¢arpim (,) seklinde

gosterilir.
1/2
ul, =Uu§dxj (1.2)
Q
Jof,= [ ax
o (1.3)

[V = [Vl
Q (1.4)

Green Formiilii : Kismi integrasyonun genellestirilmis hali olan Green formiilii

dv

— , n dis normaline gore tiirevi gostermek tizere

on

n

IuAvdx = —I VuVvdx + I u %x
Q Q 0Q a

seklindedir.



1.2. Temel Esitsizlikler :

1) Cauchy Esitsizligi,

a,bsabit reel sayilart i¢in

2 2
a.bSa—+b—
2 2

dir.

2) £-Young Esitsizligi,

i .11
a,b,e pozitif reel sayilar ve p,¢>1 i¢cin —+—=1

P 4q
p P q
ab< £a +lb—
P q¢
seklindedir.

3 ) Holder Esitsizligi,

1 1 .. . .
1<p,g<e ve —+—=1 icinue L, (Q),ve L, (Q) ise bolge tizerinde

q

p q
Q

dir. Ozel olarak p = ¢ =2 alinirsa Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir.

4 ) Poincare- Friedrichs Esitsizligi,

[ird < e, (@) [|Va ax

Q Q

Q,R" uzaynda simirh bir bolgedir ve ¢, (Q) sabiti € bélgesine baglidr.

olmak tizere

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)



1. 3. Genellestirilmis Konkavlik Lemmasi
Lemma 1.1. (Ladyzhenskaya, Kalantarov Lemmasi )

Negatif olmayan bir ¥ (s)e C* fonksiyonuy >0, C,,C, >0 reel sayilar1 igin

W) (1) A+ [ ¥ ()] = =2C, ¥ ()W (1)- G (1) (1.9)

esitsizligini saglarsa

a)

% =-C + G +7C, (1.10)
¥, ==C =G +7C, (1.11)

olmak tizere

¥ (0)>0, ¥ (0)> -,y "¥(0), C,+C,>0 (1.12)

olmasi halinde #, sayisi

t 1 n¥(0)+yY(0)

oy, nY(0)+y¥(0) (1.13)

formiiliinden hesaplanmak tizere

t—t igin W (1) — o
olacak bicimde bir ¢ <, pozitifreel sayis1 vardir.
b)

¥(0)>0, ¥'(0)>0 ve C, =C, =0 olmasi halinde t, sayisi

y¥(0) (1.14)



formiiliinden hesaplanmak {izere

t—t igin W (1) > oo

olacak sekilde bir #, < ¢, pozitif reel sayisi vardir.

Ispat.
a)

®(¢) fonksiyonunu
®(r)=""7"(1)

olarak secelim. O zaman @ (r) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevi

V()= g

o0y PO ¥ (¥ ()
(\I_;H}/ (t))2

oy - OO0 (¥ )

olacaktir. (1.15) ve (1.16) tiirevleri (1.9) esitsizliginde yerine yazilirsa

W (1)@ (1) > 20w (1) W (1)@ (1)

—C,®(t) ¥
-y 4

olur. (1.17) esitsizligin her iki tarafi % ile carpilirsa

D" (1) < —2C¥ (1) + yC,® (1)

Q7 (1)+2C,D"(1)-yC,® ()= f(1)<0

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)



ikinci basamaktan diferensiyel denklemi elde edilir. Bu ifadenin C, + C,>0 olmasi

halinde ¢6ziimii
r?+2Cr—-yC,=0

parametrik denkleminden

(=5 = GGG (1.19)
7"2:7/2:—C1—1[C12+7/C2 (120)

ve S, [, sayilari
B+ B, =2(0) (1.21)
1B+ 1.8, =@'(0) (1.22)

denklem sisteminin ¢6zliimii olmak {izere

ﬁ1 +ﬁ2 =¥ (0)

__ Y(0)
7/1181 +7/2ﬂ2 - 7/\{114.}/(0)
olarak

B==(3-7) [ M(0)+r¥(0)]¥ "7 (0)

(1.23)
Bo==(ri=n) [r¥(0)+1n¥(0)]¥"7(0) (1.24)
elde edilir. Buradan @ (7)

O(1)= e + pe”™ +(r, -7, )_1 j-f(’[) [e”(w) —ey‘(t_r)}dt
0 (1.25)

seklinde bulunur. (1.10), (1.11) ve (1.12) hipotezlerinden

V=¥, =—C,+C’+yC, +C, +C +yC,



h=1 =2JC+7C, >0

ve

W(0)>—-p,y 'Y (0)

y¥'(0)+7,¥(0)>0

olacagindan, B <0, y >y, ve ¥(0)>0 % -y >0 olmasisebebiyle
Yy (0)+7¥(0)>0

ve

B, >0

elde edilir. (1.25) esitliginin sagindaki integralli terimin integrand1 pozitif,
carpant ¥, —y >0 oldugundan

0< D (1)< e + fre™

(1.26)
esitsizligi elde edilir. O halde
B+ B,e" =0
esitliginden
e —p -5

no— _ i - 1 (rn=-n)t —In| —£2
Be B.e = EZ = ne n ( I
(71—72)t:1n(_—'gzjz> t = ! ln(_ﬁzj

seklinde bir pozitif sonlu ¢6ziim elde edilir.

t—t, igin  ®(1)—>0 olur

1
Sonug olarak @ (1) =¥ 77 (r) esitliginden W (7)—> e olur.

Lemmanin ilk kisminin ispati tamamlanur.



b)
C,=0 ve C,=0 olmas: halinde hipotez fonksiyonu y>0, C, =C, =0 sayilar1
igin (1.18) esitliginden @®”(7)<0 olur. Iki kere integrasyonla

@’ (1)-@’(0) <0,

@ (1)-@’(0)r=®(0)<0 (1.28)

bulunur ki

0<®(1)<P’(0)r+P(0) (1.29)

esitsizlik zincirinden

pozitif zamaninda 7, —»¢, icin ®(1)—>0 olurki ®(7)=¥"7"(¢) olarak

tanimlandigindan ispatin (a) kisminda oldugu gibi
t—t  igin W (1) > +eo

olur ve lemmanin ispati tamamlanir.



BOLUM 2. COZUMLERIN PATLAMASI

2. 1. Pseudo-parabolik Denklemin Coziimiiniin Patlamasi1 Problemi

Bu boliimde bir pseudo-parabolik denklemin ¢6ziimlerinin sonlu zamanda sonsuza
gidecegi gosterilecektir. Bu tiir problemlere ¢6ztimlerin patlamasi problemi denir.
Coziimlerin patlamasi iki farkli sekilde gosterilecektir. Ik yontem direkt yontem, ikinci
yontem ise degisken degistirme yontemi seklindedir.

Asagidaki baslangic sinir deger problemi ele alinsin.

u,—Au,~Au—u"u, =u["u  xeQ, >0 2.1)
u(x,0)=u,(x) xeQ (2.2)
u(x,t)=0 x€dQ, 120 (2.3)

Burada €2e R" yeteri kadar diizgiin sinira sahip sinirli bir bolgedir. p >1 verilen bir

tamsay1, m=>1 verilen sayidir.

Bu tiir problemler hidrodinamik, termodinamik ve filitreleme teorisinde ortaya
cikmaktadirlar. Bu tiir problemlerin ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve diizgiinlugii [10] da
calisilmstir.
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Teorem 2.1.

1< p<m varsayism ve u, asagidaki sart1 saglasin

s _ o) 2o B(p+l
22 [Vt o+ + 22 ] B(p+1)

(p+1)(2m+1) m(6p+5)-1

X [\/2(p+1)+\/m(m+l)(6p+5)+2p+l—mJ

Bu durumda (2.1)-(2.3) smir deger probleminin ¢oziimii ¢ sonlu zamaninda
patlar.

Ispat.

(2.1) esitliginin her iki tarafi u ile ¢arpilir ve €2 bdlgesinde integre edilirse

Juutdx - IuAu,dx - IuAudx - juupuxl dx = Ju |u|2m udx
Q

Q Q Q Q

elde edilir. Green formiilii kullanilarak

liuzdx— j u o, dx +J‘VuVutdx— J ua—udx +J-VuVudx—J-u”+lux dx
52 dt , on 5 n on 5 ‘

2m 5
='[|u| u-dx
Q

bulunur.

du, dc=0 ve j ua—udx =(0 dir.Buradan
on

o 9N

(2.3) smir kosulundan dolay1 _[ u

0Q
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Rl

Q Q

%%guzdx + £VuVutdx + ||Vu||2 - ju””u dx = juz<m+l)dx

p+2

L L1+ [Vuu,d+ |V -
2.dt 5 p+2

Iup+luxldx=ju2(m+l)dx

Q Q

ld

> dr ||T/l||2 +%%”Vu”2 +||Vu||2 _L d (up+2)dx — J‘u2(m+l)dx

p+2;dx o

1

2m+2

1d N
LTl v ]|l L e =[]

0Q

2m+2

bulunur. (2.3) siir kosulundan

j "Iy =0 dir. Buradan
p+2 o

2m+2

1 d m+
Sl 1l [Vl =l

1d .
S el 19l ] =l = v 2.4)

2m+2
esitligi elde edilir.

(2.1) esitliginin her iki tarafi u, ile carpitlir ve €2 iizerinde integre edilirse

m
udx

J.u,utdx - J.u,Autdx - Iu,Audx - I uuu, dx = J.u, |u

Q Q Q Q Q

|2
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elde edilir. Green formiilii kullanilarak

e, || j ad dx +IVu Vu,dx — Iut g—udx +gJ;Vu,Vudx—Iutupux]dx Iu | |2m+1 x

a0 n Q o

p+l

2m+l1
lu[ ™" dx

t

NP +|Va |+ [ Vi, Vudx — [ u, du=|u
P vl + [Vt [ s+, ——m =]

LJAu"”u du :J‘ut|u|2m+1 dx

2%

S Vaf + LDy “dx +
ol 1Vl + [ 5¥ds—t fur= |
elde edilir. Burada (2.3) sinir kosulundan

p+l

dx=0

j au’dx 0, jua—udx O,Iutu
& on 5 on o ptl

dir.

1d 1
e N e N

p+1 (up+l,utX] ) _ J'ut |u|2m+1 dx

Q

||u,||2 +||Vut||2 +li||Vu”2 +L(up+1,utx ): 1 [J‘iuzmude
2 dt p+l ' 2m+2\; dt

v p+l — 1 i 2m+2
P 15l + 3+, )= 2 [

1

2 2 _ a +1) p+1
ol 19 = S S =5 G0 )

2.5)

elde edilir.



p<m varsayism. ¥ () fonksiyonu

W (1) = u () +[Vu (o) +e,

seklinde se¢ilsin. Burada ¢, negatif olmayan bir sabit sayidir.

Y(1)= I dx+jVu dx+.[c dx
fonksiyonunun tiirevi

, dp 2 d
b g (z‘)zEJ‘u dx+EJVu2dx
:2Juu,dx+2jVuVutdx
W(t)=2(u,u,)+2(Vu,Vu,)

2|: +(Vu,Vu, :|

seklinde bulunur. ¥’(¢) fonksiyonunun karesi alinir ve Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa

2

[/ ()] =4[ (wyu,) +(Vu,Var,) |
[ (O] <4(Jell +1vel”) (eI + Ve )

bulunur. (2.6) esitliginden elde edilen

13

(2.6)
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W (o) 2 u (o) + |V (1)

esitsizliginin uygulanmasiyla

(e ()] <4 (1) () +]V )

1
4V (1)

2] < (419 ) 2.7)

esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan Cauchy-Schwarz ve £-Young esitsizlikleri kullanilarak

%||Vu||2 = |2 V1| < 2] [V [V s < 2 [ |V, dx)% (f[vaf dx)%

d 2 E 2 1 2

—|val s2(5 [[va] di+— [[v4 dx)

LIVl | <efvuf + L |vaf 2.8)
dt B ! £

esitsizligi elde edilir.

Benzer sekilde

p+l
(I/l ’ ufxl )

= Jur s (fu,2ae)* ([ <ESpwnf e @9
1
elde edilir.

Lo INVYRNY
—+—=1 olmakiizere ab< (I a’ j Ub"j esitsizliginde

P 4



- m+l -

p+1

olarak alinirsa

m+1

m-—p

) = {1 S[
Q

elde edilir. Benzer sekilde

m+l

sy

e S—

iy <

m+l

. el

m+1

& Julli:

m+l pHl/m+l " m—p/m+1
J. z(p+1)ﬁ J. T_H
u dx A | 1mPdx
Q

Q

g
a.bﬁﬂ+b,—_

esitsizligi kullanilarak

p € 4q

m+1/ p+1

ol pHl/m+] 1 il m—p/m+1
(J’uz(mﬂ)dxj +T (J.lm pde
Q £ m—p +1

2

m=—p

m+1

S

1

m+1

Zer 0]

esitsizligi elde edilir. Burada &, g , €, dahasonra belirlenecek keyfi

sabitlerdir.

(2.4) ve (2.5) esitliklerinden

2 2
Ve[| =

1

p+l
N (u ’ u”‘l )

p+1

2(m+

1 d
1) di

1d
o bl AV )19l |2y

15

m+1/m-p

(2.10)



2 2
Ve[ "+ | =

1 d? 2 2 1 11d 2
e e 19l )] o st 1
_L<up+l’urx] )

p+1

olarak bulunur.

||u||2 +||Vu||2 =W (r)-¢, esitligi kullanilarak

1 d°

_L}l(

4(m+1) dr’

2 2
[Vt e, =

p+l
|| of ——— (")

m+1 p+1

yazilir. (2.8) ve (2.9) esitsizlikleri kullanilarak

Vil | <

Ll etV |
l)Le

=
3
+

1 1 2Apt)  E 2
e S+ 2w

1
4(m+1)

[V |+ < W)+ s [Vl + ol o

2e(m+1) 281

esitsizligi elde edilir.

(2.10) esitsizligi (2.11) esitsizliginde yerine yazilirsa

16

(2.11)
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2 2 1 ” m 2
R
e e e ) B B S
2, (p+1)| m+1 m+1 "’ 2(m+1) 2(p+1) )1
m+l
2 2 1 ” m +)
R e e

m+1

(m—p)er™

&

+2a5‘1 (m+1)(p+1)| | +{2(Zi1) * 2(p+1))||Vut||2

mtl
(m_p)gzpim
2¢, (m+1)(p+l)

elde edilir. ¢, =

1

2 2
[Vl ot

esitsizligi elde edilir.

m+1

p+l
2

(2.4) esitliginin her iki tarafi

m+l1 m+1

|| ||2m+2
2m+2

(1)

28 m+l m+1)

W (1) +—

s

2e (m+

)

ey

2¢, (m+1

|Q| olarak alinirsa

m+1

m+1

(2.12)

ile carpilirsa

m+1
+1

(2.13)
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bulunur .

(2.13) esitligi (2.12) esitsizliginde yerine yazilirsa

m+1
£ p+l

1

2 2_ Wy m \Vi 2 S B\ 714
Vel b= 2y Y O 2V g ey )
ml
+82—[7+1||Vu”2+ meE__,__ & ||Vu || +c
2¢, (m+1) 2(m+1) 2(p+1) :
veya
m+1 m+1
2 2 1 ” m ,
[Vau [+ o] 2 O e lmen) T 28, (me) Vel + m+1) )
me
\Y% 2.14
+{2(m+1)+2(p+1 }” u| +e (2.14)

bulunur.

||Vu||2 SY(t)—c, <W(7) esitsizliklerinin (2.14) esitsizliginde yerine yazilmasiyla

m+1

p+l
1 m £,

D) - O i) T 2 (e )

[V [+ ] <

(\P(t)_co)

m+1
£ p+l

L SN me Y
Tae (mi1) (t){z(m+1)+2(p+1 }” ul +e

veya
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m+l1

+1
V 2_ meE 81 2 2 1 ” 8217 \P’
[Vul {2(m+1)+2(p+1) [Vl +fe] S4(m+1)\P (1) +481(m+1) )
mrl mtl
m 62p+1 m 82[7+1

Y (1) +¢ —,

+ +
2¢(m+1)  2¢ (m+1) 2e(m+1) 2¢g (m+1)

veya
mf—i—:
o+
1_2(:;11)_2(;1“) ||Vu,||2+||ut”2£m ”(t)+mqﬂ(’)
pt =
+ 2€(Z+l)+2€f(2m+1) Y1) +a-q 25(Z+1)+2€f(2m+1)
veya
mt
o+
1_2(Zi1)_2(;1+1) (”Vut”Z+||ut||2)sm\}t”(t) +m\y,(0
i it
+ m €2p+1 \P(z) R, m s €2p+l

2e(mt1) 26 (m+t1) 2e(m+1) " 26 (m+1)

(2.15)

elde edilir. (2.15) esitsizliginde

(m-p)

€= t—2" ), &=

(p+1)(m+1)

secilir ve (2.7) esitsizligi kullanilirsa
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! [\P'(t)]z{m(6p+5)+8p+7}s4(1 (1) + 1 ¥(1)

4 (1) 8(m+1)(p+1) m+1)

m+1
+—WY(r
m+1 ( )

bulunur. Esitsizligin her iki tarafi 4 (m+1)¥ () ile ¢arpilirsa

[w(n)] {H%} <P ()W (1) + 2% (1) W (1) +4(m+1)¥ (1) ¥ (1)

veya

—2‘1’(t)‘1”(t)—4(m+1)‘l’(t)2 <W(1)¥” (1) —{H%}[‘P’(z)]z

elde edilir.

m(6p+5)-1 .
Lemma 1.1’de o=——7—7"—>0, C =1, C,=4(m+1) secilirse
8(p+1)

lemmanin sart1 saglanmis olur.

Sonugta ¢ — ¢ i¢in
() =l + Vel

sonsuza gider. Yani

lim [juf| = +o

t—t;

dir. Bu da ¢oziimiin sonlu zamanda patladigini ifade eder.
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Simdide ayni problemi asagida
u(t)=e'v(t)

dontistimii altinda inceleyelim.
Teorem 2.2.

p=m, m=1 varsayilsin. u, asagidaki

(m+1) 1 1
i) > (1 o+ 242 7

sartin1 saglayan baslangi¢ fonksiyonu olsun. Bu durumda (2.1)-(2.3) baslangi¢ sinir
deger probleminin ¢6zlimii sonlu zamanda patlar.

ispat.
u(x,t)=e'v(x,1)
dontisiimii yapilsin.

1 _ _ —t —
ue =v, u,e' +ue'=v,, u,=—e'v+e'v,,Vu=e'Vv, Au=e"Av,

1

Au, =e'Av, + Ave”

esitliklerinden faydalanarak (2.1)-(2.3) sinir deger problemi

_ _ — — _ ) 2m  _
ey, —e'Av,—ev—e"V"ey, =e " ey

seklinde yazilir.
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Yukaridaki esitliginin her iki tarafi ¢' ile ¢arpilirsa

v, —Av,—v—e"v"y, ="My xeQ, >0 (2.16)
v(x,0)=v,(x) xeQ (2.17)
v(x,t)=0 x€dQ , 120 (2.18)

baslangi¢ sinir deger problemi elde edilir.

(2.16) denkleminin her iki tarafi v ile ¢arpilir ve €2 iizerinde integre edilirse

J.vv,dx - IvAvtdx - I vdx — I ve """y _dx = Ive_zm’ |v|2m vdx

X
Q Q Q Q Q

elde edilir. Green formiilii kullanilarak

Ld jvav’ dx+£J;VvVv,dx—£v2dx - Zij iem’ "y

2m+2 )
= J|v| e "dx
Q

1d
2t}

v,
on

vidx— I

0Q

_ _ 1 —mt i m+2
|| || +2)e gj;dxv dx

_ 2m+2
=e 2"”J‘|v| dx

Q

elde edilir. (2.18) sinir kosulu dikkate alinirsa
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2m+2

1 d o
S = e (2.19)
bulunur.

(2.16) denkleminin her iki tarafi v, ile garpilir ve €2 iizerinde integre edilirse

_ 2 2m
J.v,v,dx - Iv,Av,dx - Iv,va’x - I ve "V dx = Ivte "™ v
Q

Q Q Q Q

elde edilir. Green formiilii kullanilarak

2 _ a_ 1d , o m+1 —mt -
ivt dx a_Lv andx+IVvVvdx I vidi—e an; m+ldx+m+lg[vmlv dx
= e’z'”’.[vt |v|2m+1 dx

Q

2 2 m+1 _ e—2mt 2m+2
I 9 =L+ S [ de= S P
P 3+ (57, ) =y [
Pl =L £ s (e 220



elde edilir. (2.18) simir kosulu geregi

m+l

e—mt J‘

dx=0 ve J.v,Vv,dx=0
o "m+1

0Q

dir.

@ (¢) fonksiyonu

o (1) =M+

CI)(t) = Ivzdx+IVv2dx
Q Q

olsun. @ () fonksiyonunun birinci tiirevi
, dio,  digo
O (1) =< [Vidr+= [V = 2] w,dx+2[ ViV d
dt?, dt?, 5 5

2|: +(Vv, Wy, ]

elde edilir. ®’(¢) fonksiyonunun karesi alinir ve Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanilirsa

2

[@/()] =4[ v+ (V0. V) ] <4+ ) (I +190 )
(@' ()] <40 () v +[vo |

esitsizligi elde edilir.

24

2.21)
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Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanilarak

S OF =[5 {=fef | s2( b ) fof )

d
(o

< [( I dx)“T +[( S dx)“T

= I o v + I [ ate =M+ (2.22)

d 2
v (@)

esitsizligi elde edilir.

t20 ve g(t) t’ye bagh bir fonksiyon olmak iizere

m+1
(V ’ V’xl )

= Iv'””vm dx < (J.vz'”“a’x)l/2 (I\/txlzcl')c)l/2 < #”V\/t”z

(2.23)

olarak bulunur.

(2.19) esitligi (2.20) esitliginde yerine yazilir ise

2mt d 2 .
Il P = 5o S (b #IP -f +2y

—mt

e
_ (vm+1’VtX] )
m+1
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—2mt 2mt 2 —2mt
e d

2 2 e Dt e a e YWRTINTE
||vt|| +||Vvt|| —4m+42me CI)(t)+2m+2 3 dt2¢>(l) 2m+22me ||v||
Pl ” I 2dt” T m+1( V)
, 1
I F 190 = 1)+ (- - L L
eimt m+
_m+1(v I’V’xl)
, 1
Y L ) U O
—ﬁ (v, ) (2.24)
elde edilir.

(2.24) esitliginde (2.22) ve (2.23) esitsizlikleri kullanilirsa

, 1
I 19 50 ()5 () ]
2m+2
) O L
O Y N P W N ) UL W A T T
’ T om2 22(m+1) 2m+2" e 2

|| ||2m+2

(m+1 )2£ ()" 1
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bulunur. Esitsizligin sag tarafi

parantezine alinirsa

2 (m + 1)
1 , D" (1 m 2
||Vt||2 + ”VV,”2 < m{mq) (l) +#+ I’I’l”\/’t”2 _E(t) e ! ||VVI||
e bl 229

esitsizligi elde edilir.

(2.19) esitliginden

1 d ot 11 12(m+1)
EE(D (Z) ze” ||v||2(m+1) (2.26)

esitsizligi elde edilir.

(2.25) esitsizliginde ¢(¢) fonksiyonu ¢ (7)=me™ seklinde kabul edilir ve (2.26)

esitsizligi kulanilir ise

2 2 1
v+ (Vv Sm

, D" (1) > I 2 11,
{mtb (t)+T+m||v,|| —me"'e" |V, +m2d)(t)}

1 1 , CI)” ¢
I 198 = 5| (7o 0+ 2 (41|

m 1 2m* +1) _, D7 (¢
ol 0 = (s 90 ) [( j¢<r>+i}

2(m+1) 2m 2
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m 2 2 2m*+1 1 ,
{1—2(m+1)}(||v,|| +[vv| )smcp (t)+4(m+1)(I> (1) (2.27)

elde edilir. (2.21) esitsizligi kullanilarak (2.27) esitsizligi

m+2 1 saTe L 2m Al 1 .,
{2(;7111)}4(1)(1)[(1) (1)) SW,?:H)(D (t)+mq) (¢)

seklinde yazilir. Esitsizligin her iki tarafi 4 (m+1)®(¢) ile carpilirsa

m2+2 [o/(1)] < 2’";“ O (1)@ (1)+ @ (1) D" (1)

m

2 e/ <00 () -[1+7 | [0/ 228

_ 2m* +1
2m

elde edilir. Lemma 1.1.’de belirtilen @ ve C, ; o :%,Cl seklinde

secilirse istenen sonug elde edilir.



BOLUM 3. PARABOLIK DENKLEMIN COZUMUNUN
PATLAMASI PROBLEMI

Bu bolimde bir parabolik problemin ¢oziimiiniin patlamasi Bolim 2 deki
yontemden farkli bir sekilde ele alinacaktir. Bu boliimdeki yontemde iki farkli
fonksiyonel secilerek bunlar ve bunlarin tlirevleri arasindaki bagintilar kullanilarak
t sonlu zamani icin ¢ézlimlerin sonsuza gittigi gosterilecektir. Bu problem tizerinde
cesitli arastirmacilarin ¢alismalar1 bulunmaktadir [1],[4],[5].[8].

f ve g negatif olmayan fonksiyonlar, n> 2 olmak sartiyla ve Q, R™ de sinirli bir
bolge olmak tizere

Au—aa—btl=—f(u) xeQ,t>0 (3.1
u(x,0)=g(x) xeQ (3.2)
u(x,t)=0 xe dQ,1>0 (3.3)

baslangi¢ sinir deger problemi ele alinsin.

Teorem 3.1.

(3.1)-(3.3) baslangi¢ smir deger probleminin ¢oziimii (x,z) olsun. ®(z), ¥ (7)

ve F (u)yardimer fonksiyonlari

O (1) = [u (x,)dx =[] (3.4)

Q
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F(u)=[/(o)do (3.5)
‘P(t)=£{F(u)—§|Vu|2}dx (3.6)

seklinde tanimlansm. f fonksiyonu o« pozitif bir parametre olmak {izere

sf(s)2=(4+a)F (s) >0 (3.7)

| =

sartin1 saglasin. g (x) fonksiyonu

w(o):j{F(g)—%Wgr}dxzo (3.8)

Q
sartin1 saglasin. Bu durumda

T:ﬁd)(o)‘lﬂ(o)soo

olmak tizere 7 <7 sonlu aninda (x,7) fonksiyonunun ¢dziimii sonsuza gider.

Ispat.

® fonksiyonunun tiirevi

@' (1) =2 cbx (3.9)

olarak bulunur. (3.1) esitliginden elde edilen
u,=| Mu+f(u)] (3.10)

esitliginin (3.9) denkleminde yerine yazilmasiyla
@' (1) =2[ul Au+ f (u) o
Q

D'(¢) = 2_.-uAudx+ 2qu(u)dx



Q'(t)=2 Jua—dx _[VuVudx +2qu

o on

)= —2'[|Vu|2dx+2juf(u)dx

elde edilir. Burada (3.3) sinir kosulundan

jua—udx 0

o on

dir.

(3.11) esitliginde (3.7) esitsizliginin kullanilmasiyla

@' (1) 2=2[|Vu| de-+(4+a) [ F (u)ax

Q

bulunur. (3.6) esitliginin (3.12) esitsizliginde yerine yazilmasiyla

Q'(1) 2 —2I|Vu|2dx+ (4+a) {‘P (¢) +%J‘|Vu|2 dx}

(4+a

@' (1) 2 =2[|Vu| dx+ j|v [ de+(4+a) ¥ (1)

olarak bulunur.
2f v g4 459) j|v a0
oldugundan

(1) 2 (4+a)¥ (1)

elde edilir.
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3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



qf(t):j{p(u)-%wur}dx

Q

fonksiyonunun tiirevi alinirsa

%\P(t):%D{F(H)-;vur}dx}

W (1) = [ f (u)u,dc— [ VuVu,d

Q

V(1) = _[f(u)u,dx—L[ u, S—de—ju,Audx}
(1) =J-f(u)utdx+J.urAudx
¥ (1) =J-ut [f(u)-kAu]dx

bulunur. (3.3) sinir kosulundan _[ u, 8_udx =0 du.
o on

(3.10) esitliginin (3.15) esitliginde yerine yazilmasiyla

elde edilir.
®(r) fonksiyonu ile W’(7) fonksiyonu carpilirsa

oY’ = [qudequde

Q Q

bulunur. Cauchy- Schwarz esitsizliginin kullanilmasiyla

32

(3.15)

(3.16)
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2
oY’ > [ .[ uutde

Q
elde edilir.
S
[qutdxj =—@"
o 4

esitligi ve (3.14) esitsizliginin yardimiyla
Lo (142 oy (3.17)
4 4

bulunur. (3.17) esitsizligi

CID‘P’—(H%}D"PZO (3.18)

- “
seklinde diizenlenir ve esitsizligin her iki taraft @ 4 ile carpilirsa

o

cp_( 4)‘P’—(1+%j PYD

_a
4

=0

veya

i{\m(”ﬂ >0 (3.19)
dt

esitsizligi elde edilir. (3.19) esitsizliginin (0,7) aralifinda s ye gore integrali

alinirsa
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w(no ) "5 = w(0)o o)) (3.20)

bulunur. (3.14) esitsizliginden elde edilen

1
4+o

@' (1)= ¥ (1)

esitsizligi (3.20) esitsizliginde yerine yazilirsa

Jew(no@) " 2 w(0)o 0 (3.21)

4+a (3.22)
seklinde yazilir.

L A Y

dt 4

esitliginden faydalanilarak (3.22) esitsizligi

’

—L)(cp(z)‘f) > M (3.23)

a(a+4
seklinde yazilir. (3.23) esitsizliginin her iki tarafi (0,7) araliginda integre edilir ise

4 t @ t
—— | ®(t) ddt> | Mdt
a(a+4)£ (1) !
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- Mt (3.24)

esitsizlikleri elde edilir. @ pozitif bir fonksiyon oldugundan (3.24) esitsizliginin
diizenlenmesiyle

1
1 a(a+d)
D (0) 4

<" (1)

Mt




elde edilir.Buradan T=
a(a+4)¥(0)

D4 (1) > e
olur . Dolayisiyla
CD(t)—)oo ve u(x,t)—>oo

bulunur. 7 <7 aninda patlamaya ulasilir.

36

(3.25)



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada parabolik ve pseudo-parabolik denklemlerin global ¢6ziimlerinin
olmamasina yani bir t sonlu aninda patlamasina iligskin ¢esitli makalelerde yeralan
problemler ele alinmis ve ¢6ziim basamaklar1 ac¢ik sekilde incelenmistir. Bu
problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan yontem Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasina
dayanan genellestirilmis konkavlik lemmasi yontemidir. Bu yontem uygulanirken
sinir  kosullarindaki séniim teriminide iceren ve istenilen oOzellikleri tasiyan bir
fonksiyonel tanimlanmigtir. Tanimlanan bu fonksiyonele Cauchy, Young ve Holder
esitsizlikleri yardimiyla lemmadaki sartlar saglatilmis ve parabolik ve pseudo-
parabolik denklemlerin ¢6ztimlerinin t sonlu zamanina yaklasirken patladig
gosterilmistir.

Bu calisma parabolik ve pseudo-parabolik denklemlerin patlamasi problemini igeren
cesitli makalelerden bir derleme olup ek kaynak olarak kullanilabilir. Daha fazla
aragtirmacinin gelisen bilimsel kosullar altinda daha fazla problem ve ¢6ziim ortaya
koyacagin1 umut ediyoruz.
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