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OZET

Anahtar kelimeler: Oklid Uzayi, Kuaterniyonlar, Uzaysal Kuaterniyonik Egri,
Kuaterniyonik Egri, Involiit-Evoliit Egri Cifti, w— Egrisi

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismma ayrilmistir. Ikinci
boliimde, Oklid uzayinda ve kuaterniyonlar kiimesinde temel kavramlar tanitilmistir.
Ayrica, temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde, £°, 3 - boyutlu Oklid uzayinda ¢alismamizin temelini olusturan
involiit-evoliit egri ¢iftleri tanitilmis ve ilgili teoremler verilmistir. Buna ek olarak,
E?, 3-boyutlu Oklid uzaymnda yapilan hesaplamalarm £*,4 —boyutlu Oklid
uzayinda da karsiliklar1 gosterilmistir.

Dérdiincii boliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu bélimde, £°,
3—boyutlu Oklid uzaymdaki bir egrinin reel-kuaterniyonlar kiimesindeki uzaysal
kuaterniyonik egriyle birebir eslesmesi temel alinarak ve kuaterniyonlarin 6zellikleri
kullanilarak involiit-evoliit egri ¢iftlerinin karakterizasyonu elde edilmistir. Ayrica,
n=4 i¢in involit-evoliit egri c¢iftlerinin karakterizasyonlar1 elde edilirken
kuaterniyonik w—egrileri g6z oniine alinmistir.

Besinci boliimde tiim ¢alismanin genis bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak
arastirmalara yonelik 6neride bulunulmustur.
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QUATERNIONIC INVOLUTE-EVOLUTE CURVE COUPLES

SUMMARY

Key words: Euclidean Space, Quaternions, Spatial Quaternionic Curve, Quaternionic
Curve, Involute-Evolute Curve Couple, w—Curve

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, basic concepts in the Euclidean space and set of quaternions
are introduced. Moreover, the fundamental definitions and theorems are given.

In the third chapter, involute-evolute curve couples which are the base of our study in
the Euclidean 3-space are introduced and related theorems are given. In addition this,
it is shown that the calculations done in the Euclidean 3-space can be done in the
Euclidean 4-space.

The fourth chapter is the original part of this study. In this chapter, by considering
there is a bijective correspondence between a curve in the Euclidean 3-space and a
spatial quaternionic curve in the set of real quaternions and using the properties of
quaternions, the characterizations of involute-evolute curve couples are obtained.
Moreover, the quaternionic w-—curves are considered while obtaining the
characterizations of involute-evolute curve couples for n=4.

In the fifth chapter of this thesis, a brief summary of the study is given and a
suggestion is proposed for investigations in future.
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BOLUM 1. GIRIS

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton’un
kompleks sayilart1 3—boyutlu uzaya genellestirmek amaciyla yaptigi caligmalar
sirasinda bulunmustur ve ilk defa 13 Kasim 1843 yilinda, Hamilton (1805-1865)
tarafindan Royal Irish Academy’ de iinli bildirisi “On a New Species of Imagianery
Quantites Connected with the Theory of Quaternions” ile tanimlanarak

yayimlanmistir [9,12].

Hamilton, kuaterniyonlar1 bulurken ilk énce kompleks sayilar iizerinde calismis ve
sonra iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir olusturdugu sonucuna
varmistir. Bu sonugtan yola ¢ikarak ¢alismalarini iki kompleks ve bir reel bilesenden

olusan (q = a+be, +ce,) lgli say1 sistemi {izerinde yogunlastirmistir. Vektor olarak

adlandirdigi bu sistem tizerinde toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayabildigi halde
bolme islemi i¢in ise bir metot gelistirememistir. Daha sonra bu say:1 sisteminde
carpma isleminde degisme ozelliginin ger¢eklesmedigini anlamistir ve ¢arpma
isleminin bu 6zelliginden vazgegerek e, =e,” =e,” = —1 ozelligine sahip ii¢ imajiner
birim tanimlamistir. Boylece Hamilton, kuaterniyon ismini verdigi 4 —boyutlu olan

vektorleri kesfetmistir [2,14].

Kuaterniyon cebirinin kesfedildigi yillarda A. Carley, K. Clifford ve J. J. Slyvester
gibi Ingiliz matematik¢iler bu konuya énemli katkida bulunmuslardir. 1878 yilinda
Vidinli Hiiseyin Tevfik Pasa ingilizce olarak yazdigi “Lineer Algebra” adli kitapta
kompleks sayilarla ilgili teorisinde ileri stirdiigii ¢arpimin 3 —boyutlu uzaya bir
uygulamasini bulmus ve 6zgiin ¢alisma olarak kuaterniyonlarin ¢arpiminin bizi

3—boyutlu uzayda calismaya zorladigim1 vurgulamistir; R. Kaya ve S. Kocak

tarafindan kuaterniyonlardan hareketle zayif kuaterniyonlarin tanimi yapilarak R’



uzayinin vektorleri zayif kuaterniyon uzayina tasinmis ve bolme isleminin bu sekilde

daha anlamli olarak gergeklestirilebilecegi ispat edilmistir [17].

Kuaterniyon teorisi zaman ic¢inde kendisini yenileyerek cesitlenmistir. Hamilton
tarafindan kesfedilen kuaterniyonlarin baz elemanlar1 imajiner, bilesenleri ise reel
sayilar oldugu i¢in “reel kuaterniyonlar” seklinde adlandirilmistir. Reel
kuaterniyonlar, yap1 bakimindan en basittir ve diger kuaterniyon tiirlerinin
tanimlanmasinda temel rol oynarlar. Bu tiir kuaterniyonlar, iki kompleks saymin bir
cesit genellestirilmis bi¢imi olduklarindan 4 —boyuta kadar matematiksel nicelikleri
basar1 ile ifade edebilecek 6zelliktedirler. Reel kuaterniyonlarin ardindan bilesenleri
kompleks say1 olan  kuaterniyonlara  “kompleks  kuaterniyonlar  veya
bikuaterniyonlar”, bilesenleri dual sayilar olan kuaterniyon c¢esidine de ‘“dual
kuaterniyonlar” adi verilmistir. Kompleks ve dual kuaterniyonlarin reel
kuaterniyonlardan en 6nemli farklarindan birisi, reel kuaterniyonlarin aksine dort reel
bilesenden ziyade, sekiz reel bilesen igermeleridir. Daha sonra tanimlanan bu yapilar
kuaterniyonlar i¢in bir dezavantaj olmamis, aksine daha genis kullanim alam
bulmalarina neden olmustur. Ornegin; son yillarda, kuaterniyonlarin uygulama
alanlar1 neredeyse bilimin tiim dallarina dagilmaktadir. Kimyada molekiil yapilarinin
incelenmesinden tibbi bilimlerde DNA ve protein yapilari, g6z hareketinin
tanimlanmas1 hidrodinamik ve elastik, astronomi ve optikteki uygulamalara kadar

genis bir spektrumda kullanilmaya baslandig1 goriilmektedir [3,4].

R’, 3-boyutlu reel Oklid uzaymdaki bir egrinin Serret-Frenet formiileri uzaysal
kuaterniyonlar yardimiyla K. Bharathi ve M. Nagaraj tarafindan yeniden
tiiretilmistir. Bulunan bu formiiller yardimiyla, R*, 4—boyutlu reel Oklid
uzayindaki 1-degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlarin (kuaterniyonik

egrilerin) Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir [1].

Bu c¢alismada ise reel kuaterniyonlarin cebirsel o6zellikleri tamitildiktan sonra
yukarida sozii edilen hesaplamalar temel alinarak £’ ve £*, Oklid uzaylarindaki
egriler kuaterniyonik egriler segilerek kuaterniyonik involiit-evoliit egri ¢ifti kavrami
verilmistir. Ayrica, kuaterniyonik egri olarak secilen bu involiit-evoliit egri ¢iftinin

Frenet elemanlarinin birbirleri cinsinden yazilabildigi ispatlanmuistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Bu bolimde #£&", n-boyutlu reel Oklid uzayinda temel kavramlardan
bahsedilecektir. Daha sonra »=3 ve n=4 olmasi 6zel durumunda ¢alismamiza esas

olan tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1. Bir reel afin uzay 4 ve 4 ile birlesen vektoér uzayr da V olsun. V'

vektor uzayinda
< , > VXV >R

(x,y)9<x’y>:ixiyi , {x:(xpxz, ........... ,xn)

seklinde bir Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa, A afin uzayma »—boyutlu Oklid uzay1

denir ve £" ile gosterilir [8].

Tanim 2.1.2 »n—boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V ile birlesen bir Oklid uzay1 £”

olsun. V' vektor uzayi tizerindeki norm olmak tizere,

2

z X:(x 3 Xy eeers X )
d:E"xE" >R , d(X,Y)=|xY|= —x) ER) n
’ e ” ” \/,Zﬂ:(yix) {Y=(yl,y2,....,yn)

olarak tanimlanan fonksiyona E”, n—boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu
ve her X,Y € B" i¢in d(X,Y) degerine de X ile Y noktalari arasindaki uzaklik adi

verilir [8].



Teorem 2.1.1. E", n—boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir [8].

Tamm 2.1.3. £”, n— boyutlu Oklid uzaymnda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna &",
n - boyutlu Oklid uzaymda Oklid metrigi denir [8].

Tanim 2.1.4. ", n—boyutlu Oklid uzayinda farkli ii¢ nokta X,Y,Z olsun. XY ile
XZ vektorleri arasindaki @ € R agis1, 0< 0 <7 olmak iizere,

(XY,XZ)

cosf =
|xY]|xz]

dir [13].

Tanim 2.1.5. R”, n—boyutlu reel i¢ carpim uzay1 ile birlesen £” Oklid uzayinda,
siral1 bir {PO,Pl, ....... ,P

n

} nokta (n+1)-lisi i¢in eger {PP,P,P,,.......,P,P,} vektor

sistemi, R" i¢ ¢carpim uzaymin bir ortonormal bazi ise bu nokta (n+1)—lisine bir

dik cat1 veya Oklid ¢atis1 denir [8].

Tamm 2.1.6. E" n—boyutlu Oklid uzayinda bir X noktasmn £” Oklid

uzayindaki standart Oklid ¢atisina gore ifadesi

QX:X%QE

i=1

dir. Burada



fonksiyonlarma X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {xl,xz, ...... ,X

n

} sirali

ve reel degerli fonksiyonlar n—lisine de E” n—boyutlu Oklid uzaymnm Oklid

koordinat sistemi denir [8].

Tanmm 2.1.7. I — R bir agik aralik ve

a:l—->F"

s> a(s)=(c(s)mm .a,(s))

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde a(/)c E" alt kiimesine £E"
n—Dboyutlu Oklid uzaymnda (/,«) koordinat komsulugu ile verilen bir egri denir.
I c R araligmma, « egrisinin parametre araligt ve se/ degiskenine de «(s)

egrisinin parametresi denir [8].

Tammm 2.1.8. M egrisi £", n—boyutlu Oklid uzayinda (I,a) koordinat

komsulugu ile verilen bir egri ve

olsun. Bu takdirde

da
ds

da,
" ds

N

=d'(s)

N

gessesssesencns Iy

_[de
s ds

tanjant vektoriine, M egrisinin a/(s) noktasindaki hiz vektorii denir [8].

N

Tanim 2.1.9. M < E" egrisi, (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

||a'||:] >R

s [ (9) =[5



seklinde tanimli ||a'|| fonksiyonuna, M egrisinin (/,«)koordinat komsuluguna gore

skalar hiz fonksiyonu, a'(s)” reel sayisina da M egrisinin a(s) noktasindaki skalar

hiz1 denir. Eger

ise, M egrisine birim hizli egri ve s €/ parametresine de egrinin yay-parametresi

denir [8].

a'(s)] =1

Tanmm 2.1.10. M c E" egrisi (I,) koordinat komsulugu ile verilsin. a,bel

olmak tizere,

b

-]

a

o'(s)| ds

reel sayisina M egrisinin a(a) ve a(b) noktalar: arasindaki yay-uzunlugu denir

[8].

Tammm 2.1.11. M egrisi E”, n-boyutlu Oklid uzayinda (/,) koordinat

komsulugu ile verilen bir egri ve

sistemi lineer bagimsiz olsun.

a®eS {y}, k>r

olmak iizere, y lineer bagimsiz sisteminden elde edilen {VI,VZ, ...... ,V,} ortonormal

sistemine M  egrisinin  Serret-Frenet r—ayaklh alani, meM  igin

{K (m),V,(m),......, Vr(m)} sistemine m € M noktasindaki Serret-Frenet » — ayaklisi

ve her bir V, 1<i <r, vektoriine de Serret-Frenet vektorii denir [8].



Tanm 2.1.12. M egrisi E", n—boyutlu Oklid uzaymnda (/,&) koordinat

komsulugu ile wverilsin. se/ yay-parametresine karsilik gelen «a(s)e M

noktasindaki Frenet » —ayaklisi {K (), V,(5),...,V, (s)} olmak iizere,

k.:1— (1<i<r)

s k() =V (V0 9)

seklinde tanimli &, fonksiyonuna M egrisinin i — yinci egrilik fonksiyonu ve Vs e/

i¢in k. (s) reel sayisina da M egrisinin a(s) noktasindaki i — yinci egriligi denir [5].

Teorem 2.1.2. M c E’ eprisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s €/ yay-

parametresi olmak tizere, M egrisinin {t(s), n(s),b(s)} Frenet vektorleri

t(s)=a'(s)
1 "
n(S)—ma (S) (211)

b(s)=1t(s) An(s)

seklindedir [8].

Teorem 2.1.3. M c E’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/

herhangi bir parametre olmak {izere, M  egrisinin «(s) noktasindaki

{#(s),n(s),b(s)} Frenet vektorleri

1

1(s)= ) a'(s)
n(s)=b(s)At(s) (2.1.2)
a'(s)ra'(s)

b(s) = |

a'(s) A a"(s)”

seklinde hesaplanir [8].



Teorem 2.1.4. M c B’ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/
herhangi bir parametre ve M egrisinin a(s) noktasindaki egriligi ve burulmasi,
strastyla, x(s), 7(s) olmak tizere,

a'(s)yna'(s)|

K(s)= |
e ()

a'(s)ra'(s),a"(s))

ler'(s) Aa"(s)[

(2.1.3)

7(s) = <
dir [16].

Teorem 2.1.5. M c E* egrisi (I,£) koordinat komsulugu ile verilsin. se/

herhangi bir parametre olmak {izere, M egrisinin §(s) noktasindaki

{T(s),N(s),B(s), E(s)} Frenet vektorleri

T($) = £(s)

HO
O HOREOROHG
@I &0~ 616 .14
B(s)=nE(s)AT(s)AN(s)
T(S)AN(S)AE"(s)
E(s)= : =11
O =M AN AE () (n=21)

seklinde hesaplanir [15].

Buradaki vektorel ¢arpim asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 2.1.13. 4,B ve C e R* ve R* uzaymn standart bazi {T,N,B,E} olmak

uzere,
T N B E
A=(a1,a2,a3,a4)
a a, a, a
A/\B/\C= ] b2 b3 b4 s B:(b19b29b39b4)
1 2 3 4
C:(cl,cz,CS,q)



seklindeki ¢arpima R* uzayinda vektorel ¢arpim veya dis ¢arpim denir [8].

Teorem 2.1.6. M c E* egrisi (I,£) koordinat komsulugu ile verilsin. se/
herhangi bir parametre ve M egrisinin £(s) noktasindaki Frenet egrilikleri,

sirastyla, x(s), 7(s) ve o(s) olmak iizere,

[HORAOSEOEOES
K(s) = 4
')
[T A N A "))

s) = : (2.1.5)
[HO RCHEORIOEE!
o) (£7(s), E(s))
[T AN AEG @]

seklinde hesaplanir [15].

Teorem 2.1.7. M c E" egrisi (I,&) koordinat komsulugu ile verilen se/ yay-
parametreli bir egri olsun. M egrisinin «(s) noktasindaki i —yinci egriligi k,(s) ve

Frenet r — ayaklisi da {Vl(s), V,(5),..... ,Vr(s)} olmak {izere,

1) I/l,(s) =k, (s)V,(s)
2) Vi’ ) =—k_ (W, _(s)+k (W, (s), (A<i<r) (2.1.6)
3) V. (5) =k, (Wi (5)

bagintilar1 saglanir [8].

Tamm 2.1.14. M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilen se/ yay-
parametreli bir egri olsun. M egrisinin «(s) noktasindaki i—yinci egriligi k;(s)
olmak iizere, {Vl(s),Vz(s), ..... ,V,(s)} Frenet r—ayaklisimin  V(s) Frenet

vektorlerinin egri boyunca kovaryant tiirevleri ile ilgili esitlikler
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WilTo & o ov ]

Vy | |-k 0 & ol

v, 0 -k, . V,

V,71’ O O O 0 kr—l I/r—l
, 0 0 0 %, 0|V

seklinde yazilabilir. Bu esitliklere Frenet Formiilleri denir [8].

Teorem 2.1.8. a:]/ > E’ egrisi sel yay-parametresi cinsinden verilsin. a(s)
egrisinin Frenet 3 — ayaklisi {t(s),n(s),b(s)}; egrilik ve burulmasi, sirasiyla,
x(s), 7(s) olmak tizere, a(s) egrisinin Frenet formiilleri

t'(s) = x(s)n(s)
n'(s) =—x(s)t(s)+7(s)b(s) (2.1.7)

b'(s)=—1(s)n(s)

dir. Bu Frenet formiillerinin matrisel ifadesi ise

' 0 «x O0f¢
nil=l-x 0 7l n
b' 0 -z 0||b

seklindedir [16].

Teorem 2.1.9. ¢:]/ > E’ egrisinin herhangi bir parametresi se/ olsun. a(s)
egrisinin Frenet 3 — ayaklisi {t(s),n(s),b(s)} ve egrilik ile burulmasi, sirasiyla,

x(s), 7(s) olmak iizere,
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1'(s) =|e'(s)]| x(s)n(s)
n'(s) = ()| (—x(s)t(s) + 7(5)b(s)) (2.1.8)
b'(s) =—|a'(s)|z(s)n(s)

seklinde hesaplanir [16].

Teorem 2.1.10. &:1 — E* egrisi sel yay-parametresi ile verilsin. & egrisinin
&(s) noktasindaki Frenet elemanlari {T (5),N(s),B(s),E(s),k(s),7(s), O'(S)} olmak
uzere

T'(s)=x(s)N(s)

N'(s)=—x(s)T(s)+7(s)B(s)

B'(s)=—1(s)N(s)+o(s)E(s)
E'(s)=—0(s)B(s)

(2.1.9)

seklindedir. Bu formiillere Frenet formiilleri denir ve bu formiillerin matrisel ifadesi

1se
T 0 ~ 0 o T
N’ |- 0 7 O|lN
Bl |0 - 0 ol B
E' 0 0 -o O|lE
seklindedir [15].

Teorem 2.1.11. £’ 3-boyutlu Oklid uzayinda bir & egrisi dogrudur gerek ve

yeter sart egrinin her noktasindaki egriligi sifirdir (x =0) [6].

Teorem 2.1.12. &° 3 -boyutlu Oklid uzayinda bir & egrisi diizlemsel bir egridir

gerek ve yeter sart egrinin her noktasindaki burulmasi sifirdir (z = 0) [6].
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Tamm 2.1.15. «a:/ > E" egrisi sel yay-parametresi ile verilsin. Eger a(s)

egrisinin Frenet egrilikleri sabitse a(s) egrisine w — egrisi denir [15].

2.2. Kuaterniyonlar

Bu boliimde kuaterniyonlar, uzaysal kuaterniyonik ve kuaterniyonik egrilerle ilgili

caligmamiza esas olan tanim ve teoremler verilecektir.

Bir reel kuaterniyon, sirali dort saymin +l,e,e,,e; gibi dort birime eslik etmesiyle

tanimlanir. Bu dort birim

i) exe =-e,, (e,=+1, 1<i<3)

ii) e xe =e =—e, xe, (1<i,j<3)

olmak tizere,

X +1 e ) €
+1 +1 e e, e,
e e -1 e, -—e,
e, | e, —e -1 e
e, | e e, —¢ -l

seklindedir. Boylece bir reel kuaterniyon
q =d+ae, +be, +ce,

biciminde ifade edilir. Burada d,a,b,c € R reel sayilarina ¢ kuaterniyonunun

bilesenleri denir. Kisaca reel kuaterniyonlarin kiimesi

Q= {q|q =d +ae, +be, +ce,, d,a,b,ceR, e,e,,e, R’}
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seklinde gosterilir. O halde g kuaterniyonu, S, ile gdsterilen skalar kisim ve V, ile

gosterilen vektorel kisim olmak {izere, iki kisma ayrilir. Boylece

S, =d , V, =ae, +be, +ce,

oldugundan ¢ kuaterniyonu
q=35,+V,

seklinde yazilabilir [7].

Tamm 2.2.1. @ reel kuaterniyonlar kiimesi tizerinde toplama iglemi,

S, +S, =8 ve V.o, =V, O,

91+4q 91992 q 92

olmak tizere,

®:Q0xQ—->Q
(4,,9,) > q,Dq, :Sq]+q2 +Vql®qz

seklinde tanimlanir. Burada S, ,S, € R dir ve + islemi R reel Oklid uzayindaki
toplama islemidir. V, ve V, vektorleri de birer reel vektor olup @ islemi, (R,+)

Abel grubundaki islemin aynisidir. O halde (Q,®) ikilisi bir Abel grubudur.

Buradaki etkisiz eleman (0,0,0,0) seklindedir ve sifir kuaterniyon adini alir [7].

Tamm 2.2.2. @ reel kuaterniyonlar kiimesinde skalar ile ¢arpma islemi,

O:RxQ—Q
(A4,9) > A0g=Ag=AS, + AV,

seklinde tanimlanir. Ayrica,
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) 20(9,9q,)=40¢,®10q,; VieR ve Vq,q,€Q
i) (L+4)0q=(4L09)®(4,0q) ; VA4, L eR ve Vge@

iii) (4.4,)0q=40(4,0q)

iv) 10g=¢q

ozellikleri saglanir.

O halde {@,@,R,+,.,O} sistemi bir reel vektor uzayidir. Kisaca bu uzay @,

kuaterniyonlardaki toplama ve ¢arpma islemleri, sirasiyla, "+" ve "." ile

gosterilecektir [7].

Tamm 2.2.3. @ reel kuaterniyonlar kiimesinde kuaterniyonik ¢arpma islemi,

q,=d +ae +be, +ce,

q, =d, +a,e +b,e, +c,e,

olmak tizere,

x:QxQ—->Q
(4-9,) > 9,%q,

q,%q, =(d, +ae +be, + ce;)x (d, +a,e +be, + c,e;)
=dd,—(aa,+bb, +cc,)+(da, +ad, +bc,—cb,)e,
+(db,+bd, +ba,—ac,)e, +(dc, +d,c, +ab,—ba,)e,

ql X q2 = S‘Il qu - <I/‘I1 ? V‘Iz > + SQ] I/qz + S‘Iz V‘Jl + V‘I] A V‘h
seklinde tanimlanir. Bu sekilde kuaterniyon carpiminin asagidaki ozelliklere sahip
oldugu kolayca goriiliir.

i) Iki kuaterniyon ¢arprmu bir kuaterniyondur,
ii) Kuaterniyon ¢arpimui birlesimlidir,

iii) Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyonlar kiimesi tizerindeki kuaterniyon c¢arpiminin degisme o6zelligi

yoktur. Bu o6zellikleriyle {@,®, R,+,.,©} sistemi bir asosyatif (birlesimli) cebirdir.
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Bu cebire kuaterniyon cebiri denir ve kisaca @ ile gosterilir. Bu cebirin standart bazi
{l,el,e2,e3} olmak iizere, (2 cebirinin boyutu 4 diir. Ozel olarak q, ve q, birer

skalar veya vektor kisimlart orantih (¥, = AV, ) ise

q9, %4, =4, %4,

olur [7].

Tanim 2.2.4. Kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintisi, Vgq,,q, € @ igin
ql = qz < Sql = qu ve Vql = qu

seklinde tanimlanir [7].

Tamm 2.2.5. @ reel kuaterniyonlar kiimesindeki iki kuaterniyonun farki,

=S5 -S ve V. .=V -V

91~492 q 53 91=9> )] 92

olmak tizere,
ql a q2 = (S‘h a S‘Iz ) + (Vql - qu )

seklinde tanimlanir [7].

Tamm 2.2.6. g =S +V, € @ reel kuaterniyonun eslenigi

Q- Q
q_)qA:Sq_Vq

seklinde tanimlanir ve &kuaterniyonuna q kuaterniyonunun eslenigi denir. Buna

gore ¢ kuaterniyonunun eslenigi ile carpimi
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q><(}:(a’+ae1 +be, +ce,)x(d —ae, —be, —ce,)

=d*+a’+b’ +c’
dir. Buradan

qx&:c}xq>0, q#0
gxq=qxq=0 < ¢=0

sonucu ¢ikarilabilir. O halde eslenik isleminin

i) (aq,+bq,)=agq,+bq,
ii) (q,%q,)=4g,%q,

i)y q=q

ozelliklerine sahip oldugu kolayca goriilebilir. Bu ti¢ 6zellige kuaterniyonun eslenik

ozellikleri denir [7].

Tamim 2.2.7. ¢,,q, € reel kuaterniyonlar1 igin

h:QxQ—> R

1 ~ ~ (2.2.1)
(41,9,) = h(q,,9,) za(ql xXq,+q,%q,)

seklinde tanimlanan % fonksiyonuna kuaterniyonik i¢ carpim denir. Reel degerli,

simetrik, bilineer /4 fonksiyonu i¢ ¢arpim aksiyomlarini saglar [7].

Tanim 2.2.8. Eger ¢,,q, €@ kuaterniyonlar1 i¢in /(q,,q,) =0 oluyorsa ¢, ile g,

kuaterniyonlarina /— ortogonal denir [7].

Tamm 2.2.9. Bir ¢ €  kuaterniyonunun normu

lal” =h(g.q) = gxg=d*+a* +b*+¢’ 2.2.2)



esitligini saglayan ||q|| reel sayisina denir. [7].

Tamm 2.2.10. Bir ¢ € 2 kuaterniyonunun tersi

seklinde tanimlanir. Boylece @ cebirinde bolme islemi tanimlanabilir [7].

Tanim 2.2.11. g, # 0 olmak {izere, g, kuaterniyonunu ¢, kuaterniyonu ile bolmek

icin, kuaterniyon ¢arpiminin degisme 6zelligi olmadigindan, ¢,, ¢, 1ile sagdan ve
soldan ¢arpilirsa

. -1
n=4,x4,
4
n=4q, X4

elde edilir. Burada 7 kuaterniyonuna ¢, kuaterniyonunun ¢, kuaterniyonu ile

sagdan ve 7, kuaterniyonuna da ¢, kuaterniyonunun g, kuaterniyonu ile soldan
boliimii denir. Genel olarak 7 ve 7, farklidir.

............ ,q, €@ igin
(g +4; +oeveeenne +qn)—(q/1\)+(/q\2)+ .............. +(/q\n)
(G %Xy X v xq,)=(q,)x )

bagintilar elde edilir [7].

Tanmm 2.2.12. Normu birim olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve ¢, ile

gosterilir. Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir g, birim kuaterniyonu,

”‘1”2 =h(q,9)= q><cA1 =d’+a’ +b* +¢* olmak iizere,

17
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q d+ae +be,+ce,
9 =171"
la| Va?+a2+b*+¢

bi¢iminde ifade edilir. Bu ¢, birim kuaterniyonu
g, =cosw+S,sinw

formunda da yazilabilir. Burada

d
cosw=
Jd*+a +b + ¢
. Nat + b + ¢
SINnw =

Jd* +a* +b> +c
bicimindedir. a*> + b +¢* # 0 oldugu zaman

_ae, +be, +ce,
Nal+b* +¢?

birim vektdriine ¢, birim kuaterniyonunun ekseni denir [7].

SO

Tanim 2.2.13. Eger ¢ € 2 kuaterniyonu i¢in
q+&=0

ise ¢ kuaterniyonuna bir uzaysal kuaterniyon denir. Uzaysal kuaterniyonlarin

kiimesi 3 — boyutlu vektér uzayr R® uzayma izomorftur.

Ayrica, q,,q, gibi iki uzaysal kuaterniyonun kuaterniyonik ¢arpimi

q, %4, :_<QI’q2>+QI Ng,

seklindedir. Dolayisiyla, iki uzaysal kuaterniyon birbirine dikse kuaterniyon
carpimlart vektorel ¢arpimlarina, paralel ise kuaterniyon ¢arpimlar1 bu iki vektoriin

skalar carpiminin ters isaretlisine esit olur [7].

Eger g € @ kuaterniyonu i¢in
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q-9=0

oluyorsa g kuaterniyonuna temporal kuaterniyon denir. O halde genel olarak bir ¢

kuaterniyonu
1 ~\ 1 ~
q—a(q+q)%5@—q)

seklinde yazilabilir [7].

Tamim 2.2.14. @ reel kuaterniyonlar kiimesinde s €/ = [O, 1] olmak tizere,

a:lcR—->Q

S—)Ot(s):iai(s)ei, (1<i<3)

olarak tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri denir [1].

Teorem 2.2.1. «: 1 — [E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi s € [0, 1] yay-parametresi ile

verilsin. a(s), uzaysal kuaterniyonik egrisinin {t(s), n(s),b(s)} Frenet vektorleri

t(s)=a'(s)
1,
n(s)= ma (s) (2.2.3)

b(s)=t(s)xn(s)

seklinde hesaplanir. Bu vektorler arasinda

t(s)xt(s)=n(s)xn(s)=b(s)xb(s)=—-1
t(s)xn(s)=>b(s)=—n(s)xt(s)
n(s)xb(s)=t(s)=—-b(s)xn(s)
b(s)xt(s)=n(s)=—t(s)xb(s)

(2.2.4)

olacak sekilde bir bagint1 vardir [10].
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Teorem 2.2.2. «:1 — E°, uzaysal kuaterniyonik egrisi verilsin. § E[O,l] herhangi
bir parametresi olmak {izere, a(s), uzaysal kuaterniyonik egrisinin {t(s),n(s),b(s)}

Frenet vektorleri

t(s)= ﬁa'(s), le'()|[=v (s)
n(s) = b(s) xt(s) (2.2.5)
a'(s)xa"(s)+v(s)v'(s)

bls)= Ha'(s) xa"(s)+v (s)v'(s)”

seklindedir.

Teorem 2.2.3. «:1 — E°, uzaysal kuaterniyonik egrisinin SG[O,I] herhangi bir

parametresi ve «(s) noktasindaki egriligi ile burulmasi, sirasiyla, &(s), r(s) olmak

uzere,
O Ol (Vi)(z)v D op-vi)
2.2.6
_ h(a'(s)xa'(s),a"(s)) (2:26)
‘ a'(s)xa"(s)+v (s)v’(s)”2
seklinde hesaplanir.

Teorem 2.2.4. o :1 — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi s € [O,l] yay-parametresi ile
verilsin. « egrisinin «a(s) noktasindaki Frenet 3 - ayaklisi {t(s),n(s),b(s)} ve
egrilikleri de k(s), r(s) olmak {lizere, «a(s) egrisi boyunca {t(s),n(s),b(s)}
vektorlerinin tiirevleri ile egrilikler arasindaki iliski

t'(s)=k(s)n(s)
n'(s) =—k(s)t(s)+r(s)b(s) (2.2.7)

b'(s)=—r(s)n(s)
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bi¢cimindedir. Bu formiillere Frenet formiilleri denir ve matrisel ifadesi ise

(2.2.8)

seklindedir [18].

Tamm 2.2.15. Q reel kuaterniyonlar kiimesinde s €/ = [O,l] olmak tizere,

EICcR—->Q

s—)f(s)zifi(s)ei, (1<i<4), (e, =1)

seklinde tanimlanan egriye kuaterniyonik egri denir [1].

Teorem 2.2.5. £:1 — @ kuaterniyonik egrisi herhangi bir s E[O, 1] parametresi ile
verilsin. £ kuaterniyonik egrisinin £(s) noktasindaki {T (5),N(s),B(s), E (s)}

Frenet vektorleri

R0
||f< )

[ &"(9)=h(£(5),8"(5)) €'(s)

e e -nEoE@)es (2.29)
B(s)=nE(s)AT(s)AN(s)
E(s) = T(s) AN(S)A f"’(s)

"

(n==1)

seklindedir.
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Teorem 2.2.6. &£:1 — @, kuaterniyonik egrisi herhangi bir s E[O, 1] parametresi ile
verilsin. & kuaterniyonik egrisinin &(s) noktasindaki Frenet egrilikleri, sirasiyla,

k(s), k(s) ve (r(s)—x(s)) olmak lizere,

eI &)= 1(£16).£7) £ 9]
K(s)=

5O
ko) - ||T<5>AN<s>A§"'(s>|| &) 22.10)
el & -n(£6).£)&)
(v)
) (s) — h(E™ (), E(s))
IT(s) AN AE"S|E)
seklinde hesaplanir.

Teorem 2.2.7. &£:1 — @, kuaterniyonik egrisi herhangi bir s 6[0, 1] parametresi ile
verilsin. &(s) noktasindaki Frenet 4 —ayaklisi {T(s), N(s), B(s), E(s)} ve egrilikleri
de x(s), k(s) ve (r(s)—x(s)) olmak iizere, &£(s) kuaterniyonik egrisi boyunca

Frenet vektorleri ile egrilikler arasindaki iliski asagidaki gibidir.

T'(5) = x(s)N (s), K(s)=HT'(s), N(s) = 1(s)xT(s)

N'(s) =—x(s)T(s)+k(s)B(s), B(s)=n(s)xT(s)

(2.2.11)
B'(s) = —k(s)N(s)+ (r(s) - K(s)) E(s), E(s)=b(s)xT(s)
E'(s)=—(r(s)—x.(s)) B(s)
Bu formiillere Frenet formiilleri denir ve matrisel ifadesi
T 0 « 0 0
N| |-k 0 k 0
_ (2.2.12)

~

0 -k 0 (r—x«)
0 —(r—x) 0

MR 2N

R
[e)

seklindedir [1].
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Burada &(s) kuaterniyonik egrisi 6yle se¢ildi ki kuaterniyonik egrinin birim teget
vektorii olan T'(s) vektori, #(s)=N (s)xi" (s) bagmtist ile verildi. O halde &(s)
kuaterniyonik egrisinin burulmasi, «(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin asli
egriligidir. Ayrica, a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin burulmasi r(s) ve &(s)
kuaterniyonik egrisinin asli egriligi x(s) olmak iizere, &(s) kuaterniyonik egrisinin

3.egriligi (r(s) — K(S)) dir [18].



BOLUM 3. OKLIiD UZAYINDA iINVOLUT-EVOLUT EGRIi
CIFTLERI

Bu bélimde, ilk olarak, E°, 3 — boyutlu Oklid uzaymda involiit-evoliit egri

ciftlerinin Frenet elemanlar1 birbirleri cinsinden verilmistir [16]. Ayrica, E*, 4—

boyutlu Oklid uzaymda involiit egrisinin Frenet elemanlar1 evoliit egrisinin Frenet

elemanlar1 cinsinden verilmistir [15]. Bu ¢alismalara ek olarak, Z*, 4 —boyutlu
Oklid uzaymnda evoliit egrisinin Frenet elemanlarmimn involiit egrisinin Frenet

elemanlari cinsinden yazilabildigi gosterilmistir.

3.1. E?, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda involiit-Evoliit Egri Ciftleri

E*, 3—boyutlu Oklid uzayinda « ve f egrileri, sirasiyla, s,s €/ parametrelerine

sahip olmak tizere,
a=a(s) ve pB :,B(s*)

seklinde verilsin. o ve [ egrilerinin Frenet vektorleri, sirasiyla, {t,n,b} ve
{t*,n*,b*} olmak iizere burada ¢ ve ¢ teget vektor alanlaridir. Ayrica, bu egrilerin

egrilikleri, sirastyla, x,7 ve x,7 olsun. Bu kosullar altinda o ve S egri ¢iftinin

involiit-evoliit egri ¢ifti olmasu ile ilgili asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.1.1. a: ] - E° ve f:1 — E’ egrileri icin,
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fI-1

s s = f(s), 20
ds

birebir ve orten doniisiimii altinda
(#(),£(s)) =0

sart1 saglaniyorsa; B(s") egrisine, a(s) egrisinin involiitii, a(s) egrisine de A(s")

egrisinin evoliitii denir [16].

Teorem 3.1.1. «:1 — E’ egrisi sl yay-parametresi ile verilsin. a(s) egrisinin
involiitii, herhangi bir s €I parametreli :1 — & egrisi olmak iizere, Vs,s e/
igin

d(a(s), B(s)) = |c -5, (ce R)

dir. Boylece

B(s) = a(s)+(c—s)t(s) (3.1.1)

seklinde yazilabilir [16].

Teorem 3.1.2. a:1 — E° egrisi s el yay-parametresi ile verilsin. a(s) egrisinin

involiitii, herhangi bir s" €/ parametreli S:1 —E’ egrisi ise; Zi:sbt olmak
s

tizere, a(s) egrisinin Frenet vektor alanlari {t(s),n(s),b(s)} ile B(s") egrisinin

Frenet vektor alanlar {t*(s*),n*(s*),b*(s*)} arasinda
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t'(s")=n(s)

n(s") = 2_"(”2 £(s) + —— 7(s) —b(s) (3.1.2)
VK () +73(s) JEE () +73(s)
b (s) = 7(s) (s) + x(s) b(s)

JE () +7°(5) JE () +7°(5)

bagintilar1 vardir [16].

*

Bundan sonra aksi soylenmedikge a;{i sabit alinacaktir.
s

Teorem 3.1.3. «:1 — E’ egrisi sl yay-parametresi ile verilsin. a(s) egrisinin
involiitii, herhangi bir s" e/ parametreli B:1 — F’° egrisi olmak iizere, a(s)
egrisinin  Frenet egrilikleri «(s), 7(s), p(s’) egrisinin Frenet egrilikleri
K ("), 7(s") cinsinden
() = JE () +7°(5)
(c=5)x(s)]

(s = x(s)7'(s)—x'(s)z(s)
(¢ =$)x()| (1 () +7°(s))

(3.1.3)

seklinde yazilir [16].

Teorem 3.1.4. o:1 — E’ egrisi sl yay-parametresi ile verilsin. a(s) egrisinin
involiitii, herhangi bir s € I parametreli B:1 — B> egrisi ise;

o(s) = 7" ()du

0

olmak tizere,
a(s)=B(s)+ p(sHn'(s) - p(s) tan[ p(s ) +¢ |b'(s),  ceR (3.1.4)

dir. Ayrica, S(s’) noktasindaki normal diizlemde, birinci kenar1 a(s)— £(s"), ikinci

kenar1 7 (s") olan ydnlii agmnin &lgiisii ¢(s*)+c dir [16].
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Teorem 3.1.5. B:1 — [ egrisi s" € yay-parametresi ile verilsin. B(s") egrisinin
evoliitii, herhangi bir se/ parametreli «:/ — [’ egrisi olmak iizere, a(s)

egrisinin Frenet vektor alanlari {t(s), n(s),b(s)} , P(s’) egrisinin Frenet vektor

alanlari {t*(s*),n*(s*),b*(s*)} cinsinden

t(s) =cos(p(s" ) +c)n’ (s ) —sin(p(s )+ )b (s")
n(s)=—t(s") (3.1.5)
b(s) =sin(p(s ) +c)n’ (s") +cos(p(s ) +c)b (s*)

seklinde yazilir [16].

Teorem 3.1.6. B:1 — [’ egrisi s € yay-parametresi ile verilsin. S(s") egrisinin
evoliitii, herhangi bir se/ parametreli «:/ — [’ egrisi olmak iizere, a(s)
egrisinin Frenet egrilikleri x(s), z(s) ile p(s’) egrisinin Frenet egrilikleri

K (s, 7(s") arasinda

K (s) = K>(s )cos(p(s") +c¢)
K (s")sin(@(s ) +¢)— & (") cos(p(s ) +¢) G.16)
(s) = —x(s")sin(@(s") +c) cos* (p(s ") +¢) .

K (s (s7)sin((s) +¢)— k" (s cos(@p(s ) +¢)

bagintilar1 saglanir. [16].

Teorem 3.1.7. B:1 — [’ egrisi s € yay-parametresi ile verilsin. S(s") egrisinin
evoliitii, herhangi bir se/ parametreli a:/ — &> egrisi olsun. a(s) egrisinin

egrilik ve burulmasi, sirasiyla, x(s), 7(s) olmak tizere,

% =—tan(p(s ) +c¢)

)
K(s)
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seklindedir. Burada ¢ yerine ¢, ve ¢, sayilart konularak elde edilen iki evoliit

egrisinin o’ (s) ve a®(s) noktalarindaki tegetleri S(s") noktasinda kesisir. Bu

tegetler arasindaki acinin 6l¢tisii ¢, —¢, dir [16].

2.2. E*, 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Involiit-Evoliit Egri Ciftleri

E*, 4-boyutlu Oklid uzayinda & ve ¢ egrileri, sirasiyla, s,s" €/ parametrelerine

sahip olmak tizere,
§=&(s) ve g=g(s)
seklinde verilsin. £ ve ¢ egrilerinin Frenet vektorleri, sirasiyla, {T N B E g,} ve

{T 5Ny B L, E ¢} olmak tizere T, ve T, teget vektor alanlaridir. Ayrica, bu egrilerin

egrilikleri, sirasiyla x 1750, Ve K,

4:74,0, olsun. Bu kosullar altinda & ve ¢ egri

ciftinin involiit-evoliit egri ¢ifti olmasi ile ilgili asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.2.1. £:1 > E* ve ¢:1 — E* egrileri igin,

fil—-1

S—)S*=f(S), di;tO
ds

birebir ve orten doniistimi altinda
(T,(5).T,(s))=0

sart1 saglaniyorsa; ¢(s') egrisine &(s) egrisinin involiitii, £(s) egrisine de ¢(s’)

egrisinin evoliitii denir [15].
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Teorem 3.2.1. £:1 — E"* egrisi sel yay-parametresi ile verilsin. Herhangi bir

s el parametreli ¢:1 —> E* egrisi £(s) egrisinin bir involiitii olmak iizere,

d(&(s),¢(s")) =|c~s

; (ce R)

dir. Boylece
#(s") = E(5)+(c=5)T,(s)

seklinde yazilabilir [8].

Teorem 3.2.2. £:1 — E" egrisi sel yay-parametresi ile verilsin. Herhangi bir
s" el parametreli ¢:1 — E* egrisi £(s) egrisinin bir involiitii olmak iizere, ¢(s")
egrisinin Frenet vektorleri {T ¢(s*),N ¢(s*),B¢(s*),E ¢(s*)}, &(s) egrisinin Frenet

vektorleri {Tg(s),N £(5),B.(s), E é(s)} cinsinden yazilabilir [15].

ispat: £:1 > E" egrisi sel yay-parametresi ile verilmek iizere, herhangi bir
s eI parametreli ¢:1 — F* egrisi £(s) egrisinin bir involiitii olsun. Teorem 3.2.1°

den
#(s)=E(s)+(c—9)T.(s)

dir. Buradan ¢(s’) egrisinin (2.1.9) Frenet formiilleri kullanilarak se/

parametresine gore 1. 2. 3. ve 4. mertebeden tiirevleri, sirasiyla, hesaplanirsa

g ds’
ds" ds

=&'(5)=To(s)+(c =T (s)

%% =T.(s)=T.(s)+(c—5)K:(s)N(s)

dg ds’
ds"f d—SS = (c = $)K:()N(s) (3.2.1)
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Z;,f c;; = —(c— )T, () + [(c — ) ()~ K (s)} N, (5)+(c—$)K,()7(5)B,(s)
(3.2.2)
i ds” ) ,
dsff % _ [21% ()= 3(c - ). (). (S)JTSE (s)
; [—(c )k () K29+ 72 () ]2, (5) + (e~ 9K, (s)} N.(s)
+ |:2(c 9K, ()7 () — 266 (5)7. () + (e — ), (S)z'é'(s)JBg (s)
+(c—9)K(5)7(s)o(S)E(5) (3.2.3)
dd:Z %*: = [9;% ()i (5)=3(c—9)K.* ()~ A4c— )k, (). (s)+ (c—5)K. 7 (5) [K;(s) +7.” (s)ﬂ T.(s)

_31(53 (S) - 6(C - S)](‘gz(s)l(g’(s) 4 3Kf (S)ng(S) _ 3(6’ _ S)K‘;(S)z'fz(s)
+ ; S
| 3= 5)K.(5)7:()7, (5)=3K." () + (c = 5)x." (5)
__6K§,(S)Té () +3(c= ). ()7, () +3(c = 5)K, ()7 (5) = 3K, ()7, (5) B.(s)
’ S
_+(c —S)K; (S)va ()= (c =9k, (5)7:(8)0.*(8) = (c = )k ()7, (5) [K;(s) N 752“)] ¢
. _3(0 - S)K.f’ (S)T§ (S)O'é (s)- 3/{f (S)T: (s)af (s) ] k. ©

| +2(c—9)K, ()7, ()T :(5) + (¢ =)k, ()7, ()0, (5)

}vg(n

(3.2.4)

elde edilir.

Simdi T (s") vektoriinii hesaplayalim. Bunun icin (3.2.1) denkleminin normu

hesaplanirsa
de ds
i |l
d ds
ds"f alr= (c =), ()| (3.2.5)

bulunur. Dolayisiyla, (2.1.4) Frenet denklemleri ve (3.2.1), (3.2.5) denklemleri

yardimiyla 7, (s") vektorii
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B (=), (s)
T(s) =% N.(s)
e [e=9x.(9)

seklinde elde edilir. Boylece {];(s*),N é(s)} vektorlerinin lineer bagimli oldugu

gorilir. O halde
T,(s')=N.(s) (3.2.6)
almabilir.

Simdi N ¢(s*) vektoriinii hesaplayalim. Bunun i¢in ilk 6nce (3.2.1) ve (3.2.2)
denklemleri kullanilirsa
<ggg£ f¢dﬁ>_¢k”<gg f¢>

ds’ ds ds” ds® | ds® \ds ds”

={ (c=9)K. ()N (s), ~(c=5)x (DT (s)+ [(c —9K; () =K, (S)} N
j ' +e—s)K (8)7.(s)B(5)

=(c—9) K. ($)K: (5)—(c— )k (5) (3.2.7)

elde edilir. O halde (2.1.4) Frenet denklemlerinde (3.2.1), (3.2.2), (3.2.5) ve (3.2.7)

denklemleri yerlerine yazilirsa N, (s") vektorii

(c—5)' 1. () ~#-()T.(s) +7.(5)B.(5) |

(c—8) K () /K2 (8) +7.7(s)

N¢(s*):

z:(s)

A /K‘; (s)+ r; (s)

) o4

A /K‘; (s)+ 752 (s) :

N¢(s*):

B.(s) (3238

seklinde bulunur.

3
Simdi E, (s") vektoriinii hesaplayalim. Bunun igin ilk énce T ¢(s*)/\ N ¢(s*)/\%

dp ds”

:
5 ds®

vektoriini hesaplayalim. Kisalik i¢in vektoriiniin bilesenleri
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X =2k.2(s)—3(c—5)K:(s)K: (5)

Y =—~(c—9)K.(9)] 57 (8)+7.2(5) |- 2c =9I, () + &, (5)
Z =2(c—9)k; ()7:(8) =2k ()7 (8) + (c =)k, (5)7; ()
V=(c-5)Kk,(s)r:(s)0:(5)

seklinde alinacaktir. O halde

T.(s) N.(s) B.(s) E.(s)
0 1 0 0
T¢(s*)/\N¢(s*)/\;ig = ;lj:; —K;(s) 0 7.(s) 0
1/K§2(S)+T§2(S) 1/K§2(S)+T52(S)
X Y Z V

vektorel ¢arpimi yapilirsa

*3 = *3
s ds

3 3 _ 7.2 ()0 ()T (5) + k()7 :(5)T . (5)B.(5)
T¢(s*)/\N¢(s*)/\d ¢ ds (c=s)K:(s) ¢ , Wi ¢ | ¢ ¢ ¢
d JeZ @)+ e ) |41 00 -k 60)7, () Ex9)

(3.2.9)

olur. Bu son denklemin normu hesaplanirsa

ds’ | (c— S)Kg (s) T§4 (S)O';(S) + K'éz (S)‘L'é2 (S)O'g2 (s)
= ‘ds*3 | KéZ(S) + 1'52 (s) +(K§’(s)z'§ () -k, (S)Tgl(s))

(3.2.10)

T,(s )AN,(s )Adszi

elde edilir. Buradan (3.2.9) ve (3.2.10) denklemleri (2.1.4) Frenet denklemleri ile

birlikte gdz oniine alinirsa E| (s") vektorii

2.2(8)0, ()T, (5) + K. (5)7.(5)0. () B (5) + (Kg'(s)rg (5)- K, (), (s)) E.(s)

E¢ (S*) =n >
\/1'54(s)0'§2(s)+K52(S)T§2(S)0'§2(S) +(z<§’(s)ré (5)— K. (s)z'ég’(s))

seklinde bulunur. Burada 7, det(T (), N.(5),B.(s), E f(s)), +1 olacak sekilde +1

olarak segilir.
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Son olarak B¢(s*) vektoriinii bulalim. Bunun i¢in (2.1.4) Frenet denklemlerinde

T, (s), N p (s) ve E P (s") vektorleri yerlerine yazilirsa

(Kgl (s)z'€= (s)— K, (s)z';' (s)) [z'é (S)Té (s)+ K, (s)BC (s)] -7, (S)O'g, (s) (K; (s)+ z'; (s)) Eé (s)

Jeis) ) (s)\/ 2 )0 ()4 ()7 90, () + (5, (9)7.0) k. (9)z, (s))2

B,(s)=n

elde edilir.

Teorem 3.2.3. £:1 — F* egrisi sel yay-parametresi ile verilsin. Herhangi bir
s" el parametreli ¢:1 —> E* egrisi &(s) egrisinin bir involiitii olmak iizere, ¢(s")
egrisinin Frenet egrilikleri K¢(S*),T¢(S*),O'¢(S*), &(s) egrisinin Frenet egrilikleri

K:(5),7:(s),0.(s) cinsinden yazilabilir [15].

ispat: £:1 > E" egrisi sel yay-parametresi ile verilmek iizere, herhangi bir
s" el parametreli ¢:1 — E"* eprisi &(s) egrisinin bir involiitii olsun. K¢(S*) 1.

egriligi, (2.1.5) Frenet denklemlerinde (3.2.1), (3.2.2), (3.2.5) ve (3.2.7) denklemleri

yerlerine yazilirsa

(c—s) K‘; (s) K; (s)+ ng (s)

K¢(S ): ‘(C_S)Ké(s)r
(- OO

‘(c - S) K. (S)‘
seklinde elde edilir.

Ayrica, z'¢(s*) (burulma) 2. egriligi, (2.1.5) Frenet denklemlerinde (3.2.1), (3.2.2),

(3.2.5), (3.2.7) ve (3.2.10) denklemleri yerlerine yazilirsa
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\/r{;4 ().’ () + K. ()72 ()0, (s) + (lq:'(s)z]f (s)— Kk, (s):,;'(s))2
‘(c —S) K (s)‘ (/(52 (s)+ r;(s))

r¢(s*) =

olarak bulunur.

Aym sekilde son olarak 0'¢(s*), 3. egriligi bulunabilir. Bunun icin ilk Once

d* s\ .
<F£’E¢(S )> i¢c carpimi

<diﬁ dsA ’E¢(sk)> _ ds4 <d ¢ ,E¢(S*)>
ds ds ds \ds
~(c= 9K, (9K, ()7, ()0, (5) + 2(c = )K, ()K, (9)7,()7, ()0, (5)

+c =), ()7.()7," (5)0.(5) ~ 2(c = )K" (9)7.” (5)0.(5)

~(c—9)K, (5)7,()7. ()5, ()~ (c =)k, (5)7," ()5, (5)

\/r; ()0, () + &, ()7, ()5, (5) + (£, ()7, () ~ K, ()7, (5) )
(3.2.11)

seklinde hesaplanir ve (2.1.5) Frenet denklemlerinde (3.2.5), (3.2.10) ve (3.2.11)

denklemleri yerlerine yazilirsa

—(c—s)K (K, (s)r;Z (8)o.(s)+2(c—9)k.(s)k, ()7, (s)7, ()0 (5)
+(c - s)/cg2 ()7, ()7, (s)0,(s) = 2(c — S)K; (S)Té'z (s)o,(s)

(=K ()7, ()7, ()0, (5) ~ (c = $)K, (5)7, ()0, (5)

O'¢ (S) = 2 2
98 [r () +x ©)7 ©0 )+ (k' O, -5 )7 ) }
K (s)+7,(s) ~ o o o
elde edilir.

Sonug 3.2.1. &(s) egrisi s €/ yay-parametresi cinsinden verilsin. Eger &(s) egrisi
w—egrisi olarak alinirsa &(s) egrisinin egrilikleri x,,7, ve o, sabit olacagindan

Teorem 3.2.2” deki Frenet 4 —ayaklisi
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T¢(S*) = Ng(s)

. —K:(s) 7:(5)
N, (s)= < T.(s)+ < B.(s)
’ ,/K§2(S)+z'§2(s) : 1/K;(s)jtrgz(s) :
B¢(s*) ~DE.(s) (3.2.12)
. 7:(5) K. (s)
E,(s")= 3 T 3 B
¢(S ) n \/K-é2 (S) N 2-52 (S) : (S) + \/K§2 (S) n chz (S) £ (S)

seklindedir.

Teorem 3.2.4. ¢:1 — E* egrisi s* €] yay-parametresi ile verilsin. ¢(s’) egrisinin

evoliitii, s € I yay-parametreli &:7 —> F* egrisi w— egrisi olmak iizere,

S(s)=@(s )+ p(s )Ny (s )= p(s) E E,(s)
S

K:(5)

dir. Burada p(s'), ¢(s") egrisinin egrilik yaricapidir.

Ispat: ¢(s") egrisinin evoliitii olan &£(s) egrisini w—egrisi olarak alalm. & ve ¢
egrilerinin yay-parametreleri, sirasiyla, se/ ve s el olmak iizere, &(s)—@(s")
vektorii, T, ¢(s*) vektorine dik oldugundan N ¢(s*), B¢(s*) ve E ¢(s*) vektorleri

cinsinden
E(5)= (s ) = A IN (") + (s )B,(s) + 7(sVE,(s7) (3.2.13)
E(5)= () + A IN () + (s B, (s ) + 7 (s )E,(s")

seklinde yazilabilir. Burada A(s"), u(s’) ve y(s"), s €l yay-parametresine bagl

keyfi fonksiyonlardir. Bu son denklemin s €/ yay-parametresine gore 1.

mertebeden tiirevi alinirsa
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T,f(s)%=(1—/1(s*))T¢(s*)+(ﬂ’(s*)+/¢(s*)f¢(s*))N¢(s*)

Az, () + (D) =7 (s)0, () By () + (14(s Vo, () + 7' (5) ) Ey(s)

elde edilir. Son denklem T¢(s*) vektorii ile skalar olarak carpilirsa

<T(s) = TGs >> (1= 26, OINT ) T, (0)) + (A7) + a5z, () (N, (), T(s))

(A7, () + () = 7)o, () (B, (s ). T (7))
(D0, () + 7 () (E, (s, T, (sD)) (3.2.14)

elde edilir. Involiit-evoliit tanim1 geregi

<T(s> LTy (s )> Z (T (5).T,(s)) =0

oldugundan (3.2.14) denklemi

1-A(s K (s) 0

A(s™) = = p(s") (3.2.15)

1
K'¢(S*)
seklinde bulunur. Burada p(s’) egrilik yarigapidir. Simdi u(s’) ve y(s’)
fonksiyonlarini bulalim. (3.2.13) denklemi, sirasiyla, N ¢(s*), B¢(s*) ve E¢(s*)

vektorleriyle skalar olarak ¢arpilirsa

As) = p(s7) = (Ny(s).6() = 9(sD) (3.2.16)
p(s’)=(B,(s"),&(s) - 4(s)) (32.17)
(s =(E,(s),£()~9(s")) (3.2.18)

elde edilir. £(s) egrisi w— egrisi oldugundan (3.2.12) denklemleri goz 6ntine alinirsa

(3.2.16), (3.2.17) ve (3.2.18) denklemleri
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—K: (S) Te (S)

ps’) = m(uw,as)—qxs )+ m(sg(s),gf(s)—(ﬁ(s )

w(s") =(E(5),6(s) - 4(s))

210 (T.(5), ()= p(s))+
KA +7.2(5)

K:(s)
\/K;(s) +7,7(s)

y(s') = (B.(5),5(5)—4(s))

(3.2.19)

seklinde bulunur. &(s) egrisinin tegeti 7 (s) vektord, E(s)—¢@(s") vektorii ile lineer
bagimli oldugundan &(s)—¢(s’) vektori N £(s), B.(s) ve E.(s) vektorlerine diktir.

Dolayisiyla,
(N(9),6(5)=$(5)) = (B, (5),£(5) = $(s")) = (E.(5), £(s)—h(sT)) = 0

dir. O halde (3.2.19) denklemleri

. —K‘é(S) .
pls") = === (T(5), &(5) - #(s")) (3:2.20)
,/K§ (s)+7.°(s)
1(s)=0 (3.2.21)
. ré(s) .
y(s) = (T,(5),£(5) - 9(s")) (3222)

K; (s)+ 752 (s)
seklinde bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

p(s) (1), £(9) - 4(sD)

= 3.2.23
K:(5) \/K‘fz () +7.2(s) ( )

7(s) _(T(9).66)-9(s)
() A +7(s)

(3.2.24)

olur. O halde (3.2.23) ile (3.2.24) denklemlerinin esitliginden

) _y(s)
K(5) 7.(s)
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o P

7(s)= <(5) (3.2.25)

elde edilir. Oyleyse sonug olarak (3.2.13) denkleminde (3.2.15), (3.2.21) ve (3.2.25)

denklemleri yerlerine yazilirsa

P
k()

E(s)=¢(s) + p(sIN,(s7) ~ 5(s7)

elde edilir.

Teorem 3.2.5. ¢:1—>E' ve &E:1—>FE' egrileri, swrasiyla, s',sel vyay-
parametreleri ile verilsin. @(s") egrisi ile bu egrinin evoliitii, &(s) egrisi w — egrisi
olarak almirsa, &(s) egrisinin Frenet vektor alanlari {Té(s), N (s),B.(s), E é(s)}’
#(s’) egrisinin Frenet vektor alanlari {T¢(s*),N 75(s*),B¢(s*),E¢(s*)} cinsinden

yazilabilir.

ispat : ¢:1 > E* ve &:1 > E* egrileri, sirasiyla, s*,s €l yay-parametreleri ile
verilmek tizere, @(s) egrisi ile bu egrinin evoliitii olan &£(s) egrisi w—egrisi olarak
alinsin. Teorem 3.2.4° den

7:(s)

K:(5)

E(s)=¢(s)+ p(sIN,(s) = p(s") E(s")

denkleminin s* € / yay-parametresine gore 1. mertebeden tiirevi alinirsa

p(s)z.(s)

e O'¢(S*)B¢(S*)

T, (S)% =Ty (s") = p(s )iy (s T, (s )+ p(sT)7, (s B, (s7) +

bulunur. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa

T.(s)

;; _ K ()7, () +7.(5)o,(s) B,(s) (3.2.26)

K (5)K,(5")
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elde edilir. Boylece {T f(s),Baj(s*)} vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriliir. O

halde &(s), w—egrisiile ¢(s") egrisi yay-parametreli verildiginden
T.(s)= B, (s") (3.2.27)
alinabilir. Ayrica,

ds _K (s)r¢(s*) +7.(s)o, (s")

> : (3.2.28)
ds K:($)k,(s)

bulunur.
*

Buradan da goriildiigii tizere & ve ¢ egrileri w—egrisi oldugundan CZJL sabittir.
s

Simdi N, (s") vektoriinii bulalim. Bunun i¢in ilk 6nce (3.2.27) denkleminin tiirevi ve

tiirevinin normu hesaplanirsa

dT, ds d*¢ ds . . . .
5 _ _
Tt A o W60, 6IE)  (3229)

¢ ds

e \/r¢2(s*)+6¢2(s*) (3.2.30)

bulunur. £(s) parametreli bir egri oldugundan (2.1.4) Frenet denklemlerinde (3.2.29)
ve (3.2.30) denklemleri kullanilirsa

_z-¢(s*) NG5 (7¢(s*) E¢(s*)

s )+
\/r¢2(s*)+0'¢2(s*) ’ \/r¢2(s*)+0'¢2(s*)

Ng(s):

elde edilir.

Simdi E,.(s) vektorinii bulalm. Bunun i¢in ilk 6nce (2.1.9) Frenet formiillerinden

3
yararlanarak (3.2.29) denkleminin 3. mertebeden tiirevi ve T.(s)A N é(s)/\%
S

vektorel ¢arpimi hesaplanirsa
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d3 dS2 * 1% * 1%
%F:_%(S )N, (s )+o,(s )E, (s)
d3 dSz * * * * * *
Kfﬁz[’(“’(s )2, (T ~[7,7 () 40,75 By | (3.231)
T,(s") NG5 B,(s) E,(s)
0 0 1 0
d’ ds™ . .
Té(s)/\Ng(s)/\gf: ;Sz 0 —j¢(s ) : 0 Uf(s ) :
VT () +0(s) \/T¢2(S )+o,(s)
K,(s)7,(s) 0 [ ) +0,} (] 0
ds? | K,(s)r,(sHo,(s) . K,(s)7, () ;
B ds? - 2 j 2¢ * N¢(S )_ 2¢ * - 20 F E¢(S )
S I \/T¢ (s)+0,(s) \/z'¢ (s)+0,(s)

Cds? | K(s)7,(8T) . . R
wl \/r¢2(s*)+a¢2(s*)[a¢(s N, () +7,(s)E, (s )]} (3.2.32)

elde edilir. Ayrica, (3.2.32) denkleminin normu hesaplanirsa

el |ds? K,(s)7,(s") ‘

d33| ds’ \/2'¢2(s*)+(7¢2(s*)

T,(s) A N,(5) A Jr i)+,

d *2 * *
- a‘;z K, ()7, () (3.2.33)

oldugu goriiliir. Son olarak (2.1.4) Frenet denklemlerinde (3.2.32) ve (3.2.33)

denklemleri yerlerine yazilirsa E,(s) vektorii

20:¢(s)2 N () ?(S)z _£,(5")
7, (s )+o,(s) \/z'¢ (s)+o,(s)

E;(S)Zﬂ \/

seklinde elde edilir.

Simdi  B.(s) vektoriinii bulalim. Bunun i¢in (2.1.4) Frenet denklemlerinde

E.(s), T.(s) ve N (s) vektorleri yerlerine yazilirsa
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T¢(S*) N¢(s*) B¢(S*) E¢(s*)
0 0'¢(S*) 0 r¢(s*)
\/r¢2(s*)+0¢2(s*) \/T¢2(S*)+O'¢2(S*)
B(s)=) 0 1 0
0 —7,(s") 0 o,(s")
\/r¢2(s*)+0'¢2(s*) \/z'¢2(s*)+0'¢2(s*)
B.(s)=n 7,/ (s)+0,’(s) T,(5)

\/r¢ (s" )+0¢ (s)

- n\/r;(s*)m;(s*)y;(s*)

elde edilir.

Teorem 3.2.6. ¢:1 —>FE' ve &E:1—>FE' eprileri, sirasiyla, s',sel yay-
parametreleri ile verilsin. @(s*) egrisi ile bu egrinin evoliitii olan &£(s) egrisi w—
egrisi olarak alinirsa, &(s) egrisinin Frenet egrilikleri (Ké(s),rg(s),aé(s)), #(s")

egrisinin Frenet egrilikleri (1(¢ (s, 5 (s),0 p (s*)) cinsinden yazilabilir.

ispat : ¢:1 > E* ve &:1 > E* egrileri, sirasiyla, s*,s €l yay-parametreleri ile

verilsin. (3.2.30) denkleminden

dzf

= \/r¢ (S)+O'¢ (s

o

dir. Ayrica, (3.2.28) denklemi goz Oniine alinirsa &, (s) 1. egriligi

K, (s T, (5 + 0,2 (5) ~ 1. ()T, (s)
T¢(S*)

K;(S) =
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seklinde bulunur. Simdi 7,(s) burulmasim bulalim. (2.1.5) denklemleri yardimuyla,

&(s) egrisi yay-parametreli bir egri oldugundan

T.(s)A Nf(s)/\i;sfH
Té(s): dzf
‘ ds*

yazilabilir. Burada (3.2.30) ve (3.2.33) denklemleri yerlerine yazilirsa

= K‘¢(S*)T¢(S*)

elde edilir. Ayrica, (3.2.28) denklemi goz 6niine alinirsa

K ()i, (s") . .
. K ()7, () + 7.(5)0, () Ko(5)7(5)
: \/T¢2(S*)+O'¢2(S*)
‘, (s) = K, (S)K¢2 (S*)% (S*)

(x.(9)7,(s) + 7. (50,57, 25 + 0, (5)

bulunur. Son denklemde x,(s) degeri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa 7,(s) burulmasi

K‘¢2 (S*)\/T¢2 (s)+ 0¢2 (s

r¢2 (") + 0'¢2 (") + K, (s*)0'¢ (s

7.(s)=

seklinde bulunur. x,(s) egriligini de #(s’), involiit egrisinin Frenet egrilikleri
cinsinden yazmak i¢in 7,(s) burulmasi, x,(s) egrilifinde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa x,(s) egriligi

K, (s*)\/(%2 (") + 0'¢2 (s*))3

(s (7, () + 0,7 () + K, (s, (7))

K- ()=
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seklinde bulunur.

Son olarak o, (s), 3. egriligi bulalim. Bunun i¢in 6ncelikle &(s) egrisinin s el

yay-parametresine gore 4. mertebeden tiirevi hesaplanirsa

d' ds'
ds* ds”

- [T¢(s*)(x¢2(s*)+ z’¢2(s*)+a¢2(s*)ﬂ N, =7+ 0, () o, (s)E, (s

elde edilir. Bu son denkleme E,(s) vektorii ile skalar carpim uygulanirsa

d'¢é ds’ _ds’ Jd'¢ I CHIACHIACY
< R ,Ef(s)>— - < — ,Ef(s)>— o)) (3.2.34)

bulunur. Son olarak (2.1.5) Frenet denklemlerinden yararlanarak (3.2.33) ve (3.2.34)

denklemlerinin yardimiyla

d4
i

Tg(s)/\N{:(s)/\Z;:f

o.(s)=

s | k()7 (), (5)
ds’ | \/r¢2 () + 0'¢2(s*)

cfsf ey ()7, ()|

O-g(S) =

‘ds K, (5)0,(5")

o.(s)=

\/T¢2 (") + 0'¢2 (s

bulunur. Buradan (3.2.28) denklemi gz 6niine almir ve &, (s) ve 7,(s) egrilikleri

kullanilirsa o, (s) 3. egriligi

K2 ()0, (s, () +0,2(s)

() () (s + 0,2 () + K, (5o, (s))

seklinde elde edilir.



BOLUM 4. KUATERNIYONIK INVOLUT-EVOLUT EGRIi
CIFTLERI

Bu béliim tezimizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu béliimde, 3 — boyutlu Oklid
uzayindaki bir egrinin reel-kuaterniyonlar kiimesindeki uzaysal kuaterniyonik
egrisiyle birebir eslesmesi temel alinarak ve kuaterniyonlarin 6zellikleri kullanilarak
involiit-evoliit egri ¢iftlerinin karakterizasyonlar1 elde edilmistir. Ayrica, n=4 i¢in
involiit-evoliit egri ciftlerinin karakterizasyonlar1 elde edilirken kuaterniyonik w—

egrileri géz oniine alinmigtir.

4.1. Uzaysal Kuaterniyonik Involiit-Evoliit Egri Ciftleri

E?, 3—boyutlu Oklid uzayinda o« ve f3, sirastyla sel ve s €l parametrelerine

sahip iki uzaysal kuaterniyonik egri olmak tizere,
a=a(s) ve ﬂ:ﬂ(s*)
seklinde verilsin. @ ve f wuzaysal kuaterniyonik egrilerinin Frenet vektorleri,

sirasiyla, {#,n,b} ve {t*,n*,b*} dir. Burada ¢ ve ¢ teget vektor alanlaridir. Ayrica,

bu uzaysal kuaterniyonik egrilerin egrilikleri, sirasiyla, k,» ve k ,r  olsun. Bu
kosullar altinda « ve [ egri ¢iftinin uzaysal kuaterniyonik involiit-evoliit egri ¢ifti

olmasi ile ilgili asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 4.1.1. a:1 — B’ ve :] — F° uzaysal kuaterniyonik egrileri i¢in 7 =[0,1]

olmak tizere,
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fI-1

s—os = f(s), di;tO
ds

birebir ve orten doniistimi altinda
h(£(s).8(s)) =0

sart1 saglaniyorsa; S(s’) uzaysal kuaterniyonik egrisine a(s) uzaysal kuaterniyonik
egrisinin uzaysal kuaterniyonik involiitii, a(s) egrisine de S(s’) egrisinin uzaysal

kuaterniyonik evoliitii denir (Sekil 4.1.1).

n(s)
n(s)
N As)
b(s)
(evoliit) (involiit) £(s)
v

Sekil 4.1.1 : Uzaysal Kuaterniyonik Involiit-Evoliit Egri Ciftleri

Teorem 4.1.1. o: ] — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi s € [0,1] yay-parametresi ile
verilsin. a(s) egrisinin uzaysal kuaterniyonik involiitii, herhangi bir s €/

parametreli S(s") uzaysal kuaterniyonik egrisi olmak iizere, Vs,s" €I i¢in

d(a(s), B(s)) =|c—s], (ce R)

dir. Boylece
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B(s") = a(s)+(c—s)t(s)

seklinde yazilabilir.

Ispat: sel yay-parametresi ile verilen a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin

uzaysal kuaterniyonik involiiti, herhangi bir s €/ parametreli A(s’) uzaysal

kuaterniyonik egrisi olsun. Sekil 4.1.1 yardimiyla

L) = als)+ A(s)t(s) 4.1.1)

yazilabilir. (4.1.1) denkleminin s € [ yay-parametresine gore tiirevi alinir ve (2.2.7)

Frenet formiilleri kullanilirsa

Z;B* % =(1+2'(s))£(s) + A()k(s)n(s)

elde edilir. Bu son denklem #(s) vektorii ile kuaterniyonik i¢ carpim yapilirsa

485"
ds" ds’

t(s)] =h ([(1 +A(5))8(s) + A(s)k(s)n(s) | x t(s))

dp ds’ 1 N -
h (—ﬂ—g t(s)]: E[[(1 +A'(5)) 2(s) + A()k(s)n(s) | x t(s) + t(s) < [(1+ A'(s) ) £(s) + 1(s)k(s)n(s)]]

ds ds ’

olur. Buradan kuaterniyonik eslenik o6zellikleri, kuaterniyonik carpim ve (2.2.4)

Frenet denklemleri kullanilirsa

, [ dp ds j 1 [(1+ 2/(5)) #(5) + A(s)k(s5)n(s)] x
ds ds 2

——,t(S) =
(=1(5)) + 1) x [(1+ 2'()) (~1(5)) + A(5)k(5) (~n(s))]

1 l:—(l+/1'(s))(t(s)>< t(s))—ft(s)k(s)(n(s)xt(s))}

2| — (14 A(8)) (£(s) % £(s)) = A(s)k(5) ((5) x n(s))

_ %[_2(“ A (9))(t(s)x1(5))]
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=—(1+2/(9)) [~ (t(s), 1(s)) + t(s) A 1(5) |
=(1+2/(s)) (4.1.2)

elde edilir. B(s") uzaysal kuaterniyonik egrisi, c(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin

uzaysal kuaterniyonik involiitii oldugundan

h(jﬂ* s’ t(s)j:%ih(dﬂ t(s)j:O

s ds ds”’
dir. Dolayisiyla, (4.1.2) denklemi

1+ 2'(s)=0
A(s) =1

seklinde bulunur. Buradan s € [ yay-parametresine gore integral alinirsa
A(s)=c—s
elde edilir. Bu denklem (4.1.1) denkleminde yerine yazilirsa
B(s) = a(s)+(c—9)t(s) (4.1.3)

bulunur. O halde a(s) noktasi ile S(s’) noktasi arasindaki uzaklik kuaterniyonik

carpim, norm ve eslenik 6zellikleri yardimiyla
d(a(s), B(sN)) = |BsH—as)| =[A)es)

olmak tizere,

[A(s)t(s)] = As)t(s)x A)(s)
- /lz(s)(t(s) x i(s))
=-2%(s) (t(s) X t(s))

== ($)[~((5),1(s)) +1(s) A 1(s) |
=2(s)

dir. Dolayisiyla,

d(a(s),,b’(s*)) = |c —S|
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seklinde bulunur.

Teorem 4.1.2. o:] — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi s €/ yay-parametresi ile

verilsin. «(s) egrisinin uzaysal kuaterniyonik involiiti, herhangi bir s e/

: . . ds” . .

parametreli S(s ) uzaysal kuaterniyonik egrisi olsun. 7=Sbt olmak lizere, £(s )
s

egrisinin Frenet vektorleri {t*(s*),n*(s*),b* (s*)} ile a(s) egrisinin Frenet vektorleri

{t(s),n(s),b(s)} arasinda

£'(s)=n(s)

n(s)= ﬁt(s) —I-Lb(s)
VKX (5)+77(s) JE (8)+77(s)
P PR C) Y S C) Ry Y

JE )+ (s) JE$)+r(s)

bagintilar1 vardir.

Ispat: a:1 — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi s €/ yay-parametresi ile verilmek

tizere, a(s) egrisinin uzaysal kuaterniyonik involiitii, herhangi bir s* € / parametreli

B(s") uzaysal kuaterniyonik egrisi olsun. Teorem 4.1.1° den

B(s") = als)+(c=s)t(s)

dir. Buradan s e/ yay-parametresine gore 1. mertebeden tiirev almir ve (2.2.7)

Frenet formiilleri kullanilirsa

Zﬁ % =a'(s)—t(s)+ (c—s)t'(s)
%‘;—i = (c—s)k(s)n(s) (4.1.4)

elde edilir. Kuaterniyonik eslenik, i¢ carpim o6zellikleri ve (2.2.4) denklemleri

kullanilarak (4.1.4) denkleminin normu
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2

ap s
ds" ds

=(c—s)k(s)n(s)x (;m

=(c- s)z K’ (S)(n(S) x ’A’(S))
=—(c—sY K> (s)(n(s)xn(s))
=(c —5)2 K (s)

ap s
ds" ds

=‘(c—s)k(s)‘ (4.1.5)

seklinde bulunur. Buradan (2.2.5) Frenet denklemleri ile (4.1.4) ve (4.1.5)

denklemleri kullanilirsa #°(s") vektorii

B~ )k(s)

£(s) =B n(s)

d
d; ‘(c —S)k(s)‘

seklinde elde edilir. Buradan {t*(s*), n(s)} vektorlerinin lineer bagimli oldugu

goriiliir. O halde
t*(s*) =n(s) (4.1.6)
aliabilir.

Simdi b'(s") vektoriinii hesaplayalim. Bunun i¢in ilk énce (2.2.7) Frenet formiilleri

s

kullanilarak C;i:sbt olmak iizere, (4.1.4) denkleminin s €/ yay-parametresine
s

gore 2. mertebeden tiirevi alinirsa

*

Zzg Z;S 22 =—(c—5)k>(s)t(s)+ [—k(s) +(c— s)k'(s)] n(s)+(c—s)k(s)r(s)b(s)
s s

4.1.7)
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bulunur. Dolayisiyla, (2.2.4) Frenet denklemleri yardimiyla (4.1.4) ve (4.1.7)
dp d'p

X
* *
5" ds™

2 3 [ (-
d—ﬂ*x d 'f’ = dS*3 [(c —8)k(s)n(s) ]><|: (e ) ()1(s) }
ds ds® ds”| +[k(s) + (c = )k'(s) | n(s) + (¢ = $)k(s)r(s)b(s)

denklemleri kullanilarak

kuaterniyonik ¢arpimi yapilirsa

[ —(c—5) K (5)(n(s)x £(s))
+(c = $)k(s) [~k (s) + (c = $)K'(s) ] (n(s) x n(s))
| +(c=5) K ()r(s) (n(s) x b(s))

~ ds’
ds™

ds’
ds™

[(c — )’ K2 (s)r(s)t(s)+ (c— )2 k> ()b(s) — (c — )k (s) [k (s) + (c — S)k'(s)]]

(4.1.8)

elde edilir. Ayrica, (4.1.5) denkleminin s € / yay-parametresine gore tiirevi alinirsa

dp
ds”

= v(s*) olmak iizere,

Vi(s')= $*2 [~k(s)+(c—$)k'(s)] (4.1.9)

bulunur. O halde b (s’) vektorii (2.2.5) Frenet denklemleri ile (4.1.5), (4.1.8) ve
(4.1.9) denklemleri kullanilirsa

ps)e—et) K g (4.1.10)

JE () +77(s) JE () +7°(5)

seklinde bulunur.

Son olarak m'(s’) vektoriinii bulahm. (2.2.5) Frenet denklemleri ile (4.1.6) ve

(4.1.10) denklemleri kullanilirsa
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n(s)= ') ) by |xns)
K ()17 (5) JE(8)+73(s)
) k(s)
= X ——_(b(s5)x
o O e n(s))}
n(s) e ) ) @.1.11)

_ ————b(s)
JE ($)+7(s) JE (8)+77(s)

bulunur.

%

) . d. .
Bundan sonra aksi soylenmedikge di sabit alinacaktir.
/s

Teorem 4.1.3. o:] — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi s €/ yay-parametresi ile
verilsin. «a(s) egrisinin uzaysal kuaterniyonik involiiti, herhangi bir s e/
parametreli S(s") uzaysal kuaterniyonik egrisi olmak {izere, a(s) egrisinin Frenet

egrilikleri k(s), r(s) ile B(s") egrisinin Frenet egriliklerik (s"),  (s') arasinda

k(s = JE () +77(s)
|(c = 5)k(s)|
(s = k(s)r'(s) —2k'(s)r(i)
|(c - s)k(s)| (k (s)+r (s))

bagintilar1 vardir.

Ispati: s/ yay-parametresi ile verilen «(s), uzaysal kuaterniyonik egrisinin
uzaysal kuaterniyonik involiiti, herhangi bir s e/ parametreli A(s’) uzaysal

kuaterniyonik egrisi olsun. B(s’) egrisinin 1. egriligi

B AB (s (s")

k'(s)=
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oldugundan (4.1.5), (4.1.8) ve (4.1.9) denklemleri yerlerine yazilirsa

k(s = (c—s5) k> (s> (s)+77(5)

(¢ —$)k(s)[

k()= JE2 () +72(s)

(¢ =$)k(s)|

(4.1.12)

elde edilir.

Simdi A(s") egrisinin # (s') uzaysal kuaterniyonik burulmasmi bulalm. 7 (s’),

uzaysal kuaterniyonik burulmasi

h dﬂxdz/i’ d’p
ds" ds?’ds”
r(s)= 5 (4.1.13)

3
oldugundan ilk o©nce R tiirevini  ve h(
s

dp d’p d’
dsﬂ*x dsg, dsfj kuaterniyonik i¢

carpimini hesaplayalim. O halde (2.2.7) Frenet formiilleri kullanilarak (4.1.7)

denkleminin s € / yay-parametresine gore tiirevi alinirsa

d'p ds” =[ 2k ()= 3(c = $)k()K'(s) |£(s)

ds® ds®
+[ ~(c—9)k*(s) = 2k'(s) + (c = )k"(5) — (c = $)k(s)r* () | n(s)
+ [—2k(s)r(s) +2(c—s)k'(s)r(s)+(c— S)k(s)r'(s)] b(s) (4.1.14)

bulunur. Ayrica, (2.2.4) denklemleri ile kuaterniyonik eslenik ve ¢arpim 6zellikleri

dp d’p d’p o
kullanilarak 7 e X PR kuaterniyonik i¢ carpimi hesaplanirsa
s s s
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—[ 267 (9)=3(c = 9)k(s)k'(5) ] (s)

—(c =9k (s)=2k'(s) n(s)
+(c—$)k"(s) - (c — )k (s)r*(s)

B =2k(s)r(s)+2(c—s)k'(s)r(s) b(s)
+(c—9$)k(s)r'(s)

(c—5)*k*(s)r(s)t(s)
+(c—8)2 K (5)b(s) x _[
—(c—9)k(s) [—k(s) +(c— s)k'(s)]

h ﬁxdzﬂ d’p 1 ds’
ds" ds™ ds® ) 2ds”
[ 2k%(5)=3(c = $)k(s)K'(5) |t(5)
3 . ~(c—5)2 k> ()r(s)e(s)
. {—(c - s)k”(s) —2K'(s) i :I”(S) x| ~(c— 5K (5)b(s)
+(c—98)k"(s)—(c—8)k(s)r-(s) (e—$)k(s) [—k(s) (e s)k'(s)]
N =2k(s)r(s)+2(c—s)k'(s)r(s) b(s)
+(c—8)k(s)r'(s)

1 ds® | —2c=5) K (5)r(s)[ 27 ()= 3(c = $)k()k'(5) | ((5) x 2(5)) ]
2ds” “2(c =)k () [-2k(5)r(s) + 2(c = K (s)r(s) + (c — $)k(s)r'(5)] (B(5) x B(s)) |

e [2((; — )2 k2 (5)r(s)] 2k2(5) = 3(c—$)k(s)K'(5) ] |

ds” | 4(c—s)2 k> (5)[<2k(s)r(s) + 2(c — )k (s)r(s) + (¢ —8)k(s)r'(s)]
= j‘i (c—s) I (s)[k()r'(s) = k'(s)r(s)] (4.1.15)
A

elde edilir. Boylece (4.1.13) denkleminde (4.1.5), (4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.15)

denklemleri yerlerine yazilirsa # (s'), uzaysal kuaterniyonik burulmasi

(s = k(s)r'(s) —2k'(s)r(;9)
(c—)k(s) (K> () +7(5))

(4.1.16)

seklinde bulunur.

Sonuc 4.1.1. «:I — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi se/ yay-parametresi ile

verilsin. Eger «(s), uzaysal kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w-—egrisi olarak

alinirsa
r(s)=0

dir.



54

Ispat: a(s), uzaysal kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w—egrisi olarak almsimn.

Dolayisiyla, k(s) ve r(s) uzaysal kuaterniyonik egrilikleri sabit olacagindan
k'(s)=r'(s)=0
dir. O halde (4.1.16) denkleminin bir sonucu olarak

(s = k(s)r'(s) —Zk'(s)r(j) _
(c=9)k(s)(K* () +7(5))

elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2. «:I— E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w—egrisi
olarak almsm. A(s"), uzaysal kuaterniyonik involiit egrisinin burulmasi 7 (s') =0

dir gerek ve yeter sart £(s") egrisi diizlemsel bir egridir.

Ispat: Sonug 4.1.1° den asikardir.

Teorem 4.1.4. 3:1 — [, uzaysal kuaterniyonik egrisi s* €/ yay-parametresi ile

verilsin. B(s’) egrisinin uzaysal kuaterniyonik evoliitii, herhangi bir sel

parametreli «(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi ise

*
s

o(s) = Ir*(u)du

0

olmak tizere,
a(s)= B+ p (' ()= p () tan[ () +c]b (D (ceR)

dir. Burada p'(s’), B(s’) egrisinin egrilik yaricap1 ve SB(s’) noktasindaki normal
diizlemde, birinci kenar1 a(s)— B(s"), ikinci kenar1 #'(s") olan yonlii aginin dlgiisii

(s ) +c dir.



55

Ispat: s" el yay-parametreli S(s’) uzaysal kuaterniyonik egrisinin uzaysal
kuaterniyonik evoliitii, herhangi bir s €/ parametreli a(s) uzaysal kuaterniyonik
egrisi olsun. a(s)—f(s") vektorii, £ (s) vektorine dik oldugundan m'(s’) ve

b'(s") vektorleri cinsinden

a(s)—B(s)=AHn (s + u(sHb (s) (4.1.17)

seklinde yazilabilir. Burada A(s"), u(s’) fonksiyonlar1 s €/ yay-parametresine
bagl keyfi fonksiyonlardir. Simdi A(s") ve u(s’) fonksiyonlarini bulmak igin
(2.2.7) Frenet formiillerini kullanarak (4.1.17) denkleminin s €/ yay-parametresine

gore tlirevini alalim. O halde

= = (126 () 6+ (A6) s () )+ (A6 6+ 4 6B ()

(4.1.18)

elde edilir. (4.1.18) denklemine ¢ (s”) vektorii ile kuaterniyonik i¢ carpim yapilirsa

[((1_1(;),;(5)),*(,,)+(m)_ﬂ(;)ﬂs"))"*“*)j ‘ 'J
h(da ds )) 1 HAO (D +46H) b ()
— 1t (s =— ~ A
ds ds’ 2l (1= AEHE ) )+ (A6 = a8 m (5
+t (s )% ~
+(AG )+ (D) b (5

(4.1.19)

elde edilir. Uzaysal kuaterniyonik involiit-evoliit ¢ifti tanim1 geregi

h(da ds ( )j (dfat*(S*)j:

d d * 9
oldugundan (4.1.19) denklemi

1-A(sHE (s =0
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seklinde bulunur. Bu denklem (4.1.18) denkleminde yerine yazilirsa

L8 (26w () )+ (AW )+ )b )
olur.

a(s) = A
o\ — ) . .
1(s) > B(s)

o H(s)
- AP
-~ vVi(s)
~
~

Sekil 4.1.2: a(s) ve A(s’) Egrisinin Frenet Vektorleri

Sekil 4.1.2” den de goriilecegi gibi ccll_a;l_s vektor alani ile (4.1.17) denklemindeki
s ds

a(s)— B(s") vektor alani birbirine paraleldir. Dolayisiyla,

ﬂ'(s*)—ﬂ(f*)r*(s*) _ i(s*)r*(s*)*+ H(sT) (4.1.20)
As)) u(s)
dir. Ayrica,
1-A(sHk'(s)=0 (4.1.21)
oldugundan
A@3=Fé3=iu3 (4.1.22)
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bulunur. Burada p'(s’), A(s’) egrisinin egrilik yaricapidir. O halde (4.1.20)

denkleminde (4.1.22) denklemi yerine yazilirsa

P —pu(s) (s _ p (S (sH+H(s)
p(s) (™)

elde edilir. Bu esitlikten 7 (s’) uzaysal kuaterniyonik burulmasi ¢ekilirse

sy = ﬂ'(s*)p;(s**) - u(zs*)*p*' (s)
P )+ ()

elde edilir. Bu denklem, arctan (— /J((S *))] nin tiirevi oldugundan
p (s

ri(s) = [arctan(— ,u*(s**) ﬂ
p(s)

seklinde yazilir ve her iki tarafin integrali alinirsa

SIr*(u)du +c =arctan (— ,u*(s**) J
6 p(s)

olur. p(s’) = Jr*(u)du oldugu g6z 6niine alinirsa
0

@(s")+c =arctan (— ,u*(s**) j
p(s)

elde edilir. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

*

- 5((1*)) = tan [(o(s*) + c}
p(s)=—p' (s )tan| g(s") +c]| (4.1.23)

bulunur. Dolayisiyla, (4.1.17) denkleminde (4.1.22) ve (4.1.23) denklemleri yerlerine

yazilirsa
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a(s)-B(s") = p' (s’ (s) = p'(s ) tan (p(s") +¢) b (s")
a(s)= L) +p (sHn'(s)—p (s tan ((p(s*) + c)b*(s*) (4.1.24)

olur (Sekil 4.1.3).

t(s)

—_———————————

>0 (s7) tan(g(§ ) + )

Va(s)

Sekil 4.1.3 : Uzaysal Kuaterniyonik Egrinin Egrilik Merkezi

Sekil 4.1.3° den a(s)— B(s’) vektoriniin 7' (s') vektorii ile yaptig1 aginin
~ p(s") tan(go(s*) + c)

p(s)
tan @ = tan (go(s*) + c)

tan &

O=p(s)+c

oldugu gortiliir.
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Teorem 4.1.5. :1 — E’ uzaysal kuaterniyonik egrisi s" €/ yay-parametresi ile
verilsin. B(s’) egrisinin uzaysal kuaterniyonik evoliitii, herhangi bir sel
parametreli «a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi olmak tizere, a(s) egrisinin Frenet

vektorleri  {#(s),n(s),b(s)}  ile  B(s’)  efrisinin  Frenet  vektorleri

{t*(s*),n*(s*),b*(s*)} arasinda

t(s) =cos(p(s ) +c)n (s )—sin(e(s ) +c)b (s")
n(s)=—t(s’)
b(s) =sin(p(s ) +c)n’ (s ) +cos(p(s ) +c)b (s")

bagntilar1 vardir.

Ispat: pS(s’) uzaysal kuaterniyonik egrisinin uzaysal kuaterniyonik evoliitii,
herhangi bir s €/ parametreli a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi olsun. (4.1.24)

denkleminin s* €/ yay-parametresine gore tiirevi alimir ve (2.2.7) Frenet formiilleri

kullanilirsa

D [1-p W E]F [0 6 W ) tanlpls ) +0) | (5)

[ P76 an(p(s) + )+ 951 () (110 (p(s) +0)) =9 (I () (5

(4.1.25)
elde edilir. Ayrica, Teorem 4.1.4° den
o(s) = Ir*(u)du
0
dir. Buradan s €/ yay-parametresine gore integral alinirsa
P'(s)=r'(s) (4.1.26)

elde edilir. Dolayisiyla, (4.1.26) denklemi (4.1.25) denkleminde yerine yazilir ve

(4.1.22) denklemi g6z oniine alinirsa
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D28 1= p O ] )+ 076076 tantpts) 0 67 [ (5

[ P76 an() + 0+ 0 () () an () + )+ 9T () =T () [
da ds o, o N . —_
S =[P 6 (D tan(pls) v [ ()

—| P an(p(s) + )+ p (5 (5 ) tan’ (p(s) + ) |G

bulunur. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

[cos ((o(s*) + c)n*(s*) —sin ((o(s*) + c)b*(s*)J

N cos((p(s*)+c)

da ds | P ()+ p (s (s tan (g(s7) +c)
ds ds*

(4.1.27)

elde edilir. Buradan (4.1.27) denkleminin kuaterniyonik normu hesaplanirsa

9 5 (con )6 -sin 671 +€)5 ) s () () s 1) )
= o (cos (o) + €)' —sin (57 +¢ )b )) x cos (o) + ) 6 —sin (57 +¢) ) ) |
B cos? (p(s") + c)(n*(s*) y ;?(s*))—sin((p(s*) +¢)cos(p(s")+ c)(b*(s*)x ;?(s*))
) —sin(p(s") +¢)cos(p(s) + c)(n*(s*) v 1?(5‘))+ sin” (p(s") + c)(b*(s*) « f(s*))
= 5[cos2 (¢(s") +¢)+sin’ ((s) +c)]

dir. Burada

2

5 | 2/6D+p s tan(p(s) +c)
cos ((o(s*) + c)
dir. Dolayisiyla, kuaterniyonik norm

lds| P ()+p () (s)tan(p(s ) +c)
|ds*|_ cos((p(s*)Jrc)

da ds

da ds|_|da
ds ds’

ds

(4.1.28)
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seklinde bulunur. Boylece (2.2.5) Frenet denklemlerinde (4.1.27) ve (4.1.28)
denklemleri kullanilarak #(s) teget vektorii

da

t(s)= j‘; =cos(p(s ) +c)n (s ) —sin(p(s ) +c)b (s") (4.1.29)

ds

seklinde bulunur.

Simdi n(s) vektoriinii hesaplayalim. Bunun i¢in (4.1.29) denkleminin s" €/ yay-

parametresine gore tiirevi alimir ve (4.1.26) denklemi goz Oniine alinarak (2.2.7)

Frenet formiilleri kullanilirsa

%;;S :—k*(s*)cos(go(s*)+c)t*(s*)+[r*(s*)sin(q)(s*)+c)—¢’(s*)sin(go(s*)+c)}n*(s*)
+[r*(s*)cos(go(s*)+c)—go'(s*)cos(go(s*)+cﬂb*(s*)

%Zj =—k*(s*)cos((p(s*)+c)t*(s*)+[r*(s*)sin(¢(s*)+c)—r*(s*)sm(¢(s*)+c)]n*(s*)
+[r*(s*)cos(¢)(s*)+c)—r*(s*)c0s(qo(s*)+c)]b*(s*)

%;f* =—k"(s")cos(p(s ) +¢ )£ (s") (4.1.30)

bulunur. a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi yay-parametreli olmadigindan

£'(s)= ? =|le'(s)|| k(s)n(s)

S

dir. Son denklem ve (4.1.30) denklemi g6z 6niine alinirsa

k' (s")cos(p(s") +¢) £ (s = c;_? ;f* k(s)n(s) (4.1.31)

elde edilir. Buradan ¢ (s') ve n(s) vektorlerinin lineer bagimli oldugu gériiliir. O

halde
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n(s)=—t(s) (4.1.32)

yazilabilir. Oyleyse a(s) uzaysal kuaterniyonik evoliit egrisinin asal normali, S(s")

uzaysal kuaterniyonik egrisinin tegetine paraleldir.

Son olarak b(s) vektoriinii bulalim. #(s) vektorii ile n(s) vektoriiniin kuaterniyonik

carpimi
b(s)=t(s)xn(s)

oldugundan b(s) vektorii, kuaterniyonik carpim oOzellikleri ve (2.2.4) denklemleri

kullanilirsa

b(s) =[ cos(p(s ) +c)n’ (s") = sin(p(s") +)b"(s") [ x| ~£'(s") |
b(s) = cos(p(s") +¢) [n*(s*) x (—t*(s*))} —sin(p(s") +¢) [b*(s*) x (—t*(s*))}
b(s) =sin(p(s ) +c)n’ (") +cos(p(s ) +c)b (s") (4.1.33)

seklinde bulunur.

Teorem 4.1.6. f:1 — E°, uzaysal kuaterniyonik egrisi s* €/ yay-parametresi ile

verilsin. B(s") egrisinin uzaysal kuaterniyonik evoliitii, herhangi bir sel

parametreli o(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi olmak {lizere, a(s) egrisinin Frenet

egrilikleri k(s), (s), B(s") egrisinin Frenet egrilikleri k (s*), 7 (s*) cinsinden

k(s) = k7 (s")cos’ (@(s) +c)
k(s (s sin (g(s") + )~ k" (s ) cos((s") +¢)
o) —k"(s")sin(p(s") +¢)cos* (p(s") +¢)

) k' (s (") sin (p(s) +¢)— k" (s ) cos ((s) + )

seklinde yazilir.
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Ispat: s" e/ yay-parametresi ile verilen AB(s’) uzaysal kuaterniyonik egrisinin
uzaysal kuaterniyonik evoliitii, «a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi olsun. (4.1.31)

denkleminde (4.1.32) denklemi g6z Oniine alinirsa

ds

dal ds 1)

k' (s")cos (p(s") +¢) = =

olur. Buradan «a(s) egrisinin k(s) uzaysal kuaterniyonik egriligi ¢ekilirse

k' (s")cos(p(s ) +c)
da| ds
ds || ds”

k(s) =

elde edilir. Boylelikle (4.1.28) denklemi g6z oniine alinirsa

k(s cos((p(s*) + c)
p () +p (s )r () tan (g(s") +¢)
cos((p(s*) + c)

k(s) = (4.1.34)

elde edilir. (4.1.22) denkleminin s €/ yay-parametresine gore tiirevi alinir ve

(4.1.34) denkleminde yerine yazilirsa

k' (s cos(p(s") +c)

~ k*[ (S*) + 1
K2(sT) k(s
cos(go(s*)Jrc)

k(s)=

r(s")tan ((p(s*) + c)

k' (s ) cos (p(s") +¢)
LK) N r*(s*)sin(go(s*)+c)
k(s k*(s*)cos((/)(s*)Jrc)

k(s) =

k™ (s")cos’(p(s) +¢)

k(s) =
k' (s (s sin (g(s7) + )~ k" (s ) cos((s) +¢)

elde edilir. Simdi «a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin »(s) uzaysal kuaterniyonik

burulmasini hesaplayalim. Bunun i¢in ilk 6nce (2.2.7) Frenet formiilleri kullanilir ve
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P'(s)=r"(s") oldugu goz oniine almirsa (4.1.33) denkleminin s €/ yay-

parametresine gore tiirevi

% 3:* =¢'(s ) cos (p(s") +c)n'(s") +sin (s +c)n" (s7)
— /(s )sin(g(s") +¢)b’(s") +cos(p(s") +¢)b"(s)
db ds

o r'(sT)cos(p(s) +c)m'(s) =k (s)sin(@(s) + ¢ )£ (s + 7 (sT)sin (s + ¢ )b (s7)
—r*(s*)sin((p(s*) + c)b*(s*) - r*(s*)cos((p(s*) + c)n*(s*)

@ ds
ds ds”

=—k'(s")sin(p(s") +¢) £ (s) (4.1.35)

seklinde bulunur. a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi yay-parametreli olmadigindan

B (s) =%=—||a’<s>|| H(s)n(s)

dir. Son denklemde (4.1.35) denklemi yerine yazilirsa

ds
ds”

da
ds

r(s)n(s) (4.1.36)

k' (s7)sin(p(s) +c )t (s) =

elde edilir. (4.1.36) denkleminde (4.1.32) denklemi g6z oniine alinirsa

k (s )sm((p(s )+c)=— — 17

*
S

r(s)

elde edilir. Buradan «(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin r(s), uzaysal

kuaterniyonik burulmasi ¢ekilir ve (4.1.28) denklemi yerine yazilirsa

o)~ —k'(s );:(ZS )+c)

ds || ds”

k' (s")sin (s ) +c)
r(s)=

P (s +p (s (s tan (p(s) +¢)
cos(go(s*) + c)
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olur. (4.1.22) denkleminin A(s’) egrisinin s €/ yay-parametresine gore tiirevi

almir ve son denklemde yerine yazilirsa

A *—k*(s*)sin(¢(s*)+c)

'y 1 .. .
—m+k*—(s)r (s )tan(gp(s )+c)
COS((p(S*)+C)

o) —k"(s")sin(p(s") +c)cos” (p(s") +c)

) k(s (s")sin (p(s) +¢)— k" (s ) cos (o(s") +¢)

elde edilir.

Sonuc 4.1.3. f:1 — E’, uzaysal kuaterniyonik egrisi s* €/ yay-parametresi ile
verilsin. Eger f(s’) egrisi kuaterniyonik w—egrisi olarak almirsa a(s) egrisinin

Frenet egrilikleri k(s), »(s) ile B(s") egrisinin Frenet egrilikleri k'(s"), r (s")

arasinda
k(s) = k*j(s:) cos’ ((/)(f*) +0)
r(s )sin((o(s )+ c)
H(s) = k(s co*s2 (*(o(s*) +c)
r(s)

bagintilar1 saglanir.

Ispat: S(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w—egrisi olsun. Bu
durumda & (s") ve r (s") egrilikleri sabit olacagindan k" (s")=r"(s")=0 olur.

Dolayisiyla, Teorem 4.1.6° nin bir sonucu olarak

k™ (s")cos’ (p(s ) +¢)
r (s )sin(p(s") +c)

k(s)=
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—k"*(s")cos* (p(s") +¢)
r(s)

r(s)=

elde edilir.

Teorem 4.1.7. :1 — FE°, uzaysal kuaterniyonik egrisi s €/ yay-parametresi ile
verilsin. B(s’) egrisinin uzaysal kuaterniyonik evoliitii, herhangi bir sel
parametreli «(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi olsun. «a(s) egrisinin Frenet
egrilikleri, sirasiyla, k(s), r(s) olmak tizere,

r(s)
k(s)

= —tan((o(s*) + c)

dir. Burada ¢ yerine ¢, ve c, sayilar1 konularak elde edilen iki uzaysal kuaterniyonik
evoliit egrisinin a”(s) ve a®(s) noktalarindaki tegetleri A(s’) noktasinda

kesisirler. Bu tegetler arasindaki aginin 6l¢iisii ¢, —c, dir.

Ispat: s" eI yay-parametresi ile verilen S(s’), uzaysal kuaterniyonik egrisinin
uzaysal kuaterniyonik evoliitli, a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi olsun. Teorem

4.1.6° dan

—k"(s")sin(p(s") +c)cos’ (p(s) +¢)
r(s) k' (s )" (s7)sin ((s") +¢) = k" (s ) cos (g(s ) +c)
k(s) k7 (s")cos* (p(s") +¢)
k' (s (s7)sin (s +¢) = k" (s ) cos (g(s") + )

r(s) _ —k7(s")sin (go(s*) + c)cosz(go(s*) +c) —sin ((p(s*) + c)

k(s) k2 (s")cos (p(s") +¢) cos(p(s") +¢)
]:Eg = —tan ((o(s*) + c)

oldugu kolayca goriiliir.
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a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin uzaysal kuaterniyonik evoliitii, S(s’) uzaysal
kuaterniyonik egrisi olmak iizere, Teorem 4.1.4° den a(s)— S(s") vektoriiile ' (s")
vektorii arasindaki agmin 6lgiisii ¢(s’)+c dir. O halde ¢, ve ¢, sayilart konularak
elde edilen iki egride A(s’) uzaysal kuaterniyonik egrisinin uzaysal kuaterniyonik
evoliitii oldugundan, o (s)—B(s") vektorii ile n'(s’) vektoriiniin belirttigi agmin
Olctisti (p(s*)+cl, a®(s)—B(s’) vektorii ile n'(s")vektdriiniin belirttigi acinin
oletisii (s )+c, dir. Dolaysiyla, a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi, A(s")
uzaysal kuaterniyonik egrisinin bir uzaysal kuaterniyonik evoliitii oldugundan,
a (s)- p(s") vektori, a egrisinin ' (s) noktasindaki tegetine paraleldir. Ayni
sekilde a”(s) uzaysal kuaterniyonik egrisi, B(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin
bir uzaysal kuaterniyonik evoliitii oldugundan, a'®(s)— £(s") vektorii, a® egrisinin

a® (s) noktasindaki tegetine paraleldir.

Ayrica aV(s)- B(s), a®(s)=B(s"), n'(s") vektorlerinin ii¢ii de ¢ (s*) vektoriine

h—ortogonal olduklarindan diizlemseldir (Sekil 4.1.4).

* *

t(s)

Sekil 4.1.4: "' (s) ve &' (s) Uzaysal Kuaterniyonik Evoliit Egrileri
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Buna gore Sekil 4.1.4° den dolayt a”(s) ve a®(s) egrilerinin o’ (s) ve a®(s)

noktalarindaki tegetleri arasindaki a¢inin 6l¢tisti
p(s)+e, () +¢y) =, —c,

dir.

4.2. Kuaterniyonik involiit-Evoliit Egri Ciftleri

@ kuaterniyonik uzaymda & ve ¢, sirasiyla, sel ve s €/ parametrelerine sahip

iki kuaterniyonik egri olmak tizere,

E=E(s) ve $=g¢(s")
seklinde verilsin. & ve ¢ kuaterniyonik egrilerinin Frenet vektorleri, sirasiyla,
{Tg,Né,Bi,Ef} ve {T¢,N¢,B¢,E¢} dir. Burada T, ve T, teget vektor alanlaridir.

Ayrica, & ve ¢ kuaterniyonik egrilerin egrilikleri, sirasiyla x ,k,(r—lcg

) ve

(K¢,k*,r*—1c

¢) olsun. Bu kosullar altinda & ve ¢ kuaterniyonik egri ¢iftinin

kuaterniyonik involiit-evoliit egri ¢ifti olmasi ile ilgili asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 4.2.1. £: 1 > @ ve ¢:1 —> @ egrileriigin [ = [0,1] olmak tizere,

fI-1

55 = f(s), di;tO
ds

birebir ve orten doniistimi altinda

h(T,(s"),T,(5))=0
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sarti saglaniyorsa; ¢(s’) kuaterniyonik egrisine, &(s) kuaterniyonik egrisinin
kuaterniyonik involiitii, £(s) egrisine de ¢(s’) egrisinin kuaterniyonik evoliitii denir

(Sekil 4.2.1).

(9)
£(s) A P
(©)
VT¢(S*)
(evoliit) (involiit)

Sekil 4.2.1: Kuaterniyonik Involiit-Evoliit Egri Ciftleri

Teorem 4.2.1. £:1 — @, kuaterniyonik egrisi s €/ yay-parametresi ile verilsin.

Herhangi bir s" e/ parametreli ¢(s) kuaterniyonik egrisi &(s) kuaterniyonik

egrisinin bir kuaterniyonik involiitii olmak tizere,

d(&(s),9(s ) =|c s

: (ceR)
dir. Boylece
#(s) = E(5) +(c=)T,(s)

dir.

Ispat: sel vyay-parametresi ile verilen &(s) kuaterniyonik egrisinin bir
kuaterniyonik involiitii, herhangi bir s* € parametreli ¢(s’) kuaterniyonik egrisi

olsun. Sekil 4.2.1° den

#(s") = E(s) + AT, (s) 4.2.1)
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dir. (4.2.1) denkleminin s/ yay-parametresine gore (2.2.11) Frenet formiilleri

kullanilarak tiirevi alinirsa

g ds’
ds” ds

= &)+ A (T () + AT (5)
=T,(s)+ A'()T,(s) + A(s)K-(s)N (5)

= (1+2'(9)) To(s) + A)k ()N (5) (4.2.2)

elde edilir. (2.2.11) Frenet formiilleri ile kuaterniyonik carpim ve eslenik 6zellikleri
goz Oniine almir, (4.2.2) denklemi ile T(s) vektoriine kuaterniyonik i¢ ¢arpim

uygulanirsa

h(%%f (s)j = h([(1+i'(s))T;(S)+i(S)K§ () (1) T,(5)) | T, (S))

=(1+ 2'(9)) h(T.(5), T.(s)) + l(s)Ki(s)h((t(s) xT,(s)).T, (s))

= (l + /1'(S)) +A(s)K, (s) %[(t(s) xT, (s)) X Zz(s) +T,(s)x (m)ﬂ

= (14 2'(5)) + A(s)x, (5) %[t(s) *(T.5)% T(9)) + T x (T (5)% 2(s))ﬂ

= (14 2(s)) + As)K, (S)B[t(s)x W(T,5).T,(5)) +(T. ()< T,(5) ) ;(s)ﬂ

= (1+ A'(5)) + As)x, (5) %[t(s) +h(T.(s).T, (s))xi(s)ﬂ

= (1+ A()) + A(s), (5) %[t(s) + ;(s)ﬂ

= (14 2(s))

elde edilir. Kuaterniyonik involiit-evoliit egri ¢ifti tanimi geregi
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d¢ ds d¢
h{d d,T()j ( 5()]

oldugundan
1+ A'(s)=0
A(s)=-1
A(s)=c—s

elde edilir. Boylelikle £(s) ve ¢(s’) noktalari arasindaki uzaklik
d(&(s).4(sN)) =[p(s) €)= A T.(9)

O = 2OT()x AST.(s)
= 2()(T()*T(9))
= Z&h(T(9).T,(5))
=2%(s)

olmak tizere,

d(£).9(7) = || =[e~
dir. Dolayisiyla, (4.2.1) denklemi

#(s") = &(s)+(c—)T,(s)

seklinde yazilir.

Teorem 4.2.2. &:1 — @ kuaterniyonik egrisi s €/ yay-parametresi ile verilsin.
Herhangi bir s* € parametreli ¢:/ — @ kuaterniyonik egrisi, £(s) kuaterniyonik
egrisinin bir kuaterniyonik involiitii olmak tizere, ¢(s’) kuaterniyonik egrisinin
Frenet vektorleri  { T,(s"),N,(s"), B,(s"). E,(s")}, &(s) kuaterniyonik egrisinin

Frenet vektorleri { T.(s),N.(s),B.(s),E, (s)} cinsinden yazilabilir.
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Ispat: sel yay-parametresi ile verilen &(s) kuaterniyonik egrisinin bir
kuaterniyonik involiitii, herhangi bir s* €/ parametreli ¢(s’) kuaterniyonik egrisi

olsun. Teorem 4.2.1° den
#(s") = E(s)+(c—9)T,(s)

dir. Buradan (2.2.11) Frenet formiilleri dikkate alinarak se/ yay-parametresine

gore 1. 2. 3. ve 4. mertebeden tiirevler hesaplanirsa

j? Z% = E'(5)=T.(s)+(c— )T, (s)

jfi oi,,—i =T(9)=T,(5) +(c =K, (IN(5)

Z:i C;—i T (eI (4.2.3)
Zjﬁ f;s*j =[(c -9 ] M) He=m (IN/ )

- :(c — sy, ()~ (s): N, () +He =)k () (Hs) x T.(s) )

= :(c - S)K'g,’(S) — K, (s): N, (s)+(c—s)k,(s) (t'(s) xT,(s)+t(s)x T;(s))

_ :(c 5y (5) Ké(s): N, (s) +(c = 5)K,(s) (t'(s) X T, (5)+ () % Q’(s))
_ :(c —$)K, (), (s)} N, (5) +(c = ), (5) (K(s)n(s) X T, (s)+ 1(5) <, (s)N .(s))

= :(c - S)Kgf (s)— k. (s)] N, (s)+(c—9)k. (s)(k(s)Bf ($)+(s)x K. (5) (t(s) xT.(s) ))

= :(c — s)/(; (8)— k. (s)] N, (s)+(c—9)k.(s) (k(s)Bé (s)+£(s)xx.(s) (t(s) xT,(s) ))
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- [(c -5y, ()~ K, (s)] N, (5)+(c =)k, () ((5)B, (5)+ K, ()(s) x 1(5) x T (5))
= [(c - S)K'; (s) -k, (s)} N, (s)+(c—s)k,(s) (k(s)Bg (8)= K. ()T, (s))

= —(c— )k (T, () + [(c ), ()~ K, (s)} N, (5)+ (c = ). (s)k(s) B, (s)

(4.2.4)

dp ds™

- [(c-9)x2(5) | To(5)+[ (e —9)x. () | o ()N () + [(c ) ()~ K, (S)J N, (s)

+ [(c — S)K‘g, (8)—x; (S):| (t(s) xT(s) )’ + [(c —S)K; (s)k(s)]' B.(s)
[ (e~ ()k(s) ] (m(s)x T(s) )

_ [K; (5)-(c—9)K,” (s):| T.(5)+[~(c=9)x.2(9) ] (IN () + |:—2K§'(S) + (c—s)Kg,”(s):| N,(s)
+He=9x )=, (O () + 1)< T ) )
+ I:—K'g, ()k(s)+ (¢ — ), ()k(s) + (¢ = )5, (5K (s):| B,(s)
+[ (- 9)x. (s)k(s)](n’(s)x T.(s)+n(s)x T, (s))

=[K26) ==K, 0) L)+ [~ 9x ©) N, )+ 25, () + (= 9)x,"(5) | N (5)
+ |:(c ) ()~ K, (s):|(k(s)n(s) XT,(5) + (5)x K, ()N .(5) )
+ |:—K§ (5)k(s) + (c = )x, (5k(s) + (c — s)K, (s)k’(s)} B.(s)
+[ (=), (Yk(s) [((=k(5)t(s) + r(5)b(8)) X T.(5) + () x &, ()N (5) )

=[5 =95 0) | L) +[e -9 () ] K. N, (9)
26, )+ (=K, () | N, (5) 4] (=9, (5)— ,5) | (k) B, ()~ 5, )T, (5))
+[ =R, (5)(S) + (e =K, (D) + (=5, (K (5) | B,(5)
+[(c= 9 (k(5) (kSN () + F()E, (5) =, (5)b(5)  T.(s))
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- [21{52 (8)=3(c—s)K.(s)K. (s)} T.(s)
+ [—(c ([ K2(6) + k()] - 26, () + (- )x, (S)J N.(s)
+ [2(0 — S)K‘St’ ()k(s) =2k ()k(s) + (c —s)Kk; (k' (s)} B.(s)

+(c— ) ()k(s) (r(s) — x.(5)) E,(5) (4.2.5)

d*¢ ds™
ds™ ds*

- [2K§2(s) “3(c-8)x, (s)Kg'(S)] T.(s)+ [2:«;(@ “3(c—s)K, (S)K;(s)} T (s)
i :—(c e ([ K+ K (9)] - 26, () + (e~ )" (s)} N.(s)
+ :—(c —5)K; (s)[icg2 (s)+ kz(s)J -2k, () +(c—9)K." (s)} (t(s) xT, (s))’

+ :2(c = sy ()k(s) = 2k, () (s) + (¢ - )k, (s)k'(s)} B,(s)

+ :2((: — )k, (5)k(s) — 21, ()k(s) + (= 8, (S)k'(s)}(n(s) <T.(s))

+[ (=), (s)k(5) (r(s) (s))]' E,(s)+] (c= ), () (5) (r(5) ~ 1,(5)) | (B(5) x T.(5))

{9& (9K, (5) = 3(e = 5K, () ~ 4le = )k, (k" (ﬂ o

He— )k ()] k7 () + K (s) ]

N [3&; (s)—6(c— s)fcﬁl(s)ic;(S)”+ 3K, (s)k” (5) ;3(6 —s)K; (s)kz(s)] NG9
=3(c— 5K ()k()k' (5) =3k, () + (c = 9)x." (5)
—6k. (5)k(s) +3(c =)k, (9)k(s)+3(c—s)K. ($)k (5)

+| =3k, ()k () + (c— )k ()K" (5)— (¢ = )i, ($)k(5) (r(s) — K. (s))2 B.(s)
~(c =) (Hk(S)] .7 () +K7(5) ]

3(c—s)x. ($)k(s)(r(s) — K. () = 3K ()k(5) (r(5) — K, (5))
+ | E:(s)
+2(c =), ()K" () (7(8) = 52 (5) ) + (e = ), ()k(5) (1(5) — K, (5))

(4.2.6)

elde edilir. Simdi T;(S*) vektoriinii hesaplayalim. Bunun i¢in ilk 6nce (2.2.11)

denklemleri ve kuaterniyonik eslenik 6zellikleri kullanilarak (4.2.3) denkleminin

kuaterniyonik normu hesaplanirsa
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2

g &
ds" ds

= (c=)KAS)N()x((c =K (5)N(5))

= (c=9)"K () N (5)x N (s))

~ (=570 (()* L) (1 )
= (=57 k7 () (16)x () x(To() <209
— (e s)zKéz(S)(t(s) X ()< To(9)) x i(s))

= (c—5)*K.(s) (t(s) x i(s))

=(c—s)’ K; (s) (— <t(s), t(s)> +t(s)AL(S) )
olmak tizere,

dp ds”

o = ‘(c—s)lqf (s)‘ 4.2.7)

elde edilir. Dolayisiyla, (2.2.9) Frenet denklemleri ve (4.2.3), (4.2.7) denklemleri
yardimuyla T,(s") vektorii

ii@—@Q@)

@
ds

T,(s") = N.(s)

(e =) (s)|

seklinde elde edilir. Boylece {T ¢(S*), N é(s)} vektorlerinin lineer bagimli oldugu

gorilir. O halde
T¢(S*) = Ng(s)

aliabilir.
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Simdi N ¢(S*) vektoriinii hesaplayalim. Bunun i¢in ilk o6nce (4.2.3) ve (4.2.4)

denklemleri kullanilarak h(j¢ Z: ¢j kuaterniyonik i¢ ¢carpimi hesaplanirsa
s ds

3 [(c—9)x, (N, ()],
(CM d¢j a5, I:(cS)KEZ(S)TE(S)+|:(CS)K§’(S)Kg(s)]Ng(s):l

ds" ds” ds”
+(c— )k, (s)k(s)B.(s)

[(c-9)Kx.(5)N(5) ]

=) T 5)+ | (=K, ()~ x4 5) | N,(9)

{d¢ d ¢] 1ds* e —9)K; (s)k(s)l?g(s)
ds ds? ) 2ds? [(c — ). ()T (s)
+

+ (=), ()= K:() [ NL(5)+ (e = )R ()k(5) B, (s)]
(=) ()N, (5) |

e-5)'x (N, (5)xT(s))
te-sx [ (- 9x ) -x.6) (V. ()N ()

d¢ d 1 ds’ ~ R
( d:j dfj 2 d: He-s) k) k) (N, 6% B.(5)) (=) k() (T.(5) < N, (5))

He=)x )] (c=9)x () K. ()] (N{ (5)x N, (s))

| +He- s) K. ()k(s) (B;, (s)x N, (s))

—(c —s)zlc;(s)%(Ng(s)xi(s)—i- T (s)x ]/V;(s)>

= jsii + (c—s)Kg(s)[(c—s)zcg'(s) —Kg(s)}%(Nf(s)x ]/V;(s)+ N, (s)x ]/V;(s))

HesF K2R3 (V5 B.(5) + BL(5) < N()

~(c =)'k ($)h( N (), To(s))
3
:% +[(c—s)2l(§ (S)K‘g’(s)—(C—S)K‘(SZ(S):|//I(N§ (). N-(s))
+(c—5)" k.7 ()k(s)h (N, (5), B.(5))
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= dS*3 |:(c 5)2 i, (s)K; ()= (c—5)k. (s)} (4.2.8)

elde edilir. Buradan (2.2.9) Frenet denklemlerinde (4.2.3), (4.2.4), (4.2.7) ve (4.2.8)

denklemleri yerlerine yazilirsa N, (s") vektorii

(c—5)' &, ()] ~K. ()T, (5) + k(s)B.(s) |

N, (s)=
’ (c—9) 1, () (5) + K2 (s)
N (S 5( ) k(S)

,/ (S)+k(s 1/ (S)+k(s

seklinde bulunur.

Simdi E, (s") vektoriinii hesaplayalim. Bunun igin ilk &nce T,(s)AN,(s)A— 4y

ds™
vektoriini hesaplayalim. Kisalik i¢in %Lj vektoriiniin bilesenleri
A)
X =2k.2(5)=3(c—5)K.(s)K. (s)(c—>5)
Y =—(c=9)K.()] 57 (8)+ K (5) |- 2 () + (c = )K" (5)
Z =2(c—9)K; ()k(s) = 2K ()k(s) + (c = 5)K. (k' (5)
V =(c—9)x,()k(s)(r(s) — x.(s))
seklinde alinacaktir. O halde
T.(s) N.(s) B.(s) E.(s)
N 0 1 0 0
T AN Do ) 0 k) 0
JE () K2 (s) JE () K2 (s)
X Y Z 14

vektorel ¢arpimi yapilirsa
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3 3 () (r(s) = K, (5)) T ()
TN ()ALl 2B KT | k() (r(s) -2 () B.(5)

ds® ds” [x2(s)+k2(s)
Ve +(Kg,/(s)k(s)—Ké(s)k'(s))Eé(S)

(4.2.9)

olur. Bu son denklemin kuaterniyonik normu hesaplanirsa

K (5)(r() = k:(9)) T2 (s) K () (r(5) =K. (9)) To(s)
+c ($)k(5) (r(5) = 1 (5)) B, (5) | x|+, ()k(s) (r(s) &, (s))z?g (s)
+(K, (k)= k(I () E.(5) | | +(x; (5)k(5) = K. () (5)) E ()

Foff a5 (e-9)x.)

T()YAN,(s)A—]| =
H(EIANS) ds®|| ds”® k() + K (s)

k() (r(s) = x.(9)) (Q(s)x i(s)) (K (5) (r(9) ~ 5 (5)) (Q(s)x B. (s))
W) (1) =) (K K = 1, (K )| T 5) < E ()

AESCEOEONS ) (B:()xT2(9))+ 62 () (r(5) - K:(5)) ( Bo(5)x B (5))
ds® ((c=9)x,(5))

= 0 E) 1, (5)k(s) ()~ K, (s))(;c;(s)k(s)— K‘é,(s)kl(s))(Bé ()% E,(s)

k() (F(s) - k. (s))(l(é'(s)k(s)— KK ) EA0)xT(9))
1, ($Yk(s) ()~ (s))(zc;(s)k(s)— Kg(s)k'(s))<E§ (5)%B,(s))

+(K§’(s)k(s) - Kf(s)k/(s))z (E.()xE.(s)

K 6) ()= 1.9)) (T.()xT(5)

\ 2 1 ~ ~
126, ()K () (r(9) ~ K. (5)) E(T;;(s)x B,(5)+B.(s)x T:(s))

is* (=) +[2k2 ) (r6) =K. ) (1 (55—, (s)k'(s))}%(Tg(s) xE.(5)+ E(5)xT,(5))

ds” x.’(s)+k*(s)

5, K (9) ()~ 1, (5)) (Bg (s)x l,i;(s))

+|:2K‘§ ()k(s) ()~ K. (5) (Kgf(s)k(s) K, (s)k'(s)):|%(8g,(s) X E,(s)+ E,(s) x Li(s))

+ (K‘C, ()k(s)— K. ()k’ (s))2 (E (s)x f?: (s)>

K ($)(r(5) = #.(5)) AT (9). T, () + 26, (K (5) (r(5) ~ ke, (5) ) h(T.(5), B.(5))

s (= 9r, () [ #2625 (r(9) = £.(9)) (£, (5)k(5) = K, (5K () ) AT (5), E(5))

AT KOS | 2 () 5) (1(5) K2 (5)) HOBL(S), B () + (K V() — K (YK (5)) H(E L (5), E(s))
+21()k(5) (7(5) = K:(9) ) (&, ()(s) = K- (k' (5)) (B (5). E.(5))

3 _ 2
- Z:*s (’Z:Z (:))SC (ZS()S)) (k“ $) ()= 5,9)) +5, K ) (7(5) = x,()) + (K, (Ik(5) ~ 5, ()k (5)) )
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olmak tizere,

i Je—om)]  FOUO-x©) +x OF 60 -k 0)
ds” \/K;(s) +k7(s) +(K§’(s)k(s) — K, (s)k’(s))2

d'¢

*3

T;(S*)AN¢(S*)A
ds

(4.2.10)

elde edilir. Buradan (4.2.9) ve (4.2.10) denklemleri (2.2.9) Frenet denklemleri ile

g0z 6niine alinirsa E,(s) vektori

1 (5) (7 () = .(8)) T. () + 1 ()k(5) (r(5) — &, (s))Bg,(s) + (Ké'(s)k(s) -k, (s)k'(s))Eé (s)

E¢ (S*) =7 S S 2
\/k“ ($)(r(9) =K. (8)) + 5.2 ($)k* () (r(s) —K(9)) + (Kf,(s)k(s) - Kf(s)k'(s))

seklinde bulunur. Burada 77, det(T.(s), N.(s), B.(s), E.(s)), +1 olacak sekilde +1
secilir.
Son olarak B, (s") vektoriinii bulalim. Bunun i¢in (2.2.9) Frenet denklemlerinde

T,(s"), N,(s") ve E,(s") vektorleri yerlerine yazilirsa

(K;(s)k(s) ~K. (s)k'(s))[k(s)]}(s) + 1. (5)B,(5) | = k(s) (r(5) = 1.(5)) (5.7 (5) + k7 (5)) E.(s)
JE2 () +k2(s)\/k4(s)(r(s) -k, (s))2 + 1, () () (r(9) K, (s))2 +(K§'(S)k(s) — K. (s)k'(s))2

B¢(S*) =7

elde edilir.

Teorem 4.2.3. £:7 —> @ kuaterniyonik egrisi s €/ yay-parametresi ile verilsin.
Herhangi bir s* €I parametreli ¢:/ — @ kuaterniyonik egrisi, £(s) kuaterniyonik
egrisinin bir kuaterniyonik involiitii olmak iizere, ¢(s’) kuaterniyonik egrisinin
Frenet egrilikleri K¢(s*),k*(s*),(r*(s*)—K¢(s*)), &(s) kuaterniyonik egrisinin

Frenet egrilikleri « (s),k(s),((s)—x.(s)) cinsinden yazilabilir.
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Ispat: sel yay-parametresi ile verilen &(s) kuaterniyonik egrisinin  bir
kuaterniyonik involiitii, herhangi bir s* € parametreli ¢(s’) kuaterniyonik egrisi
olsun. /c¢(s*) kuaterniyonik egriligini (1. egrilik) hesaplayalim. Bunun i¢in (2.2.10)

Frenet denklemleri ile (4.2.3), (4.2.4), (4.2.7) ve (4.2.8) denklemleri kullanilirsa

(c—s) K‘; (s) K; () +k*(s)

K'¢(S ): ‘(C_S)Ké(s)r
)= J<2 () + 1 (s)

K:(s) |c - s|
elde edilir.

Ayrica, k'(s"), kuaterniyonik burulmasi; (2.2.10) Frenet denklemlerinde (4.2.3),
(4.2.4), (4.2.7), (42.8) ve (4.2.10) denklemleri yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

\/k4(s)(r(s) k() + K OR ) (F() K. (s)) + (K‘f’(s)k(s) —;g:(s)lc’(s))2

K (s') = : :
* Ki(s)|c—s|(1(§ ()+k (s))

seklinde elde edilir.

Aynmi sekilde son olarak ¢(s’) kuaterniyonik egrisinin (r*(s*)—K¢(s*)) 3.
o e o C d'¢ .

kuaterniyonik egriligi de bulunabilir. Bunun ig¢in ilk o6nce 4 F,E 4(s)

s

kuaterniyonik i¢ ¢arpimi

~(c =), ()&, (k7 (5)(r () — &,(5)) + 2(c = ). (). ($)k()k. (5) (r(5) — .(5) )
+He— )k (K" (5)(r(s) — .(s)) = 2(c = ). (k™ () (r(5) — K.(5))

h[ﬁ . (Y*)]: ds* | (=K (K @) (1) =K. () ==K, (WK (5) (1) =1, (5))
ds™ ds™ \/k4(s)(r(s)—1(:(s))2+K:Z(s)kz(s)(r(s)—lfi(s))z+(Kg’(s)k(s)—/(:(s)k’(s))z

4.2.11)
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seklinde hesaplanir ve (2.2.10) Frenet denklemlerinde (4.2.7), (4.2.10) ve (4.2.11)

denklemleri yerlerine yazilirsa (r*(s*) — K, (s*)) kuaterniyonik egriligi

~(c =)k, ()K" () () (1 () — K, (5)) + 2(c = )k, ()i, k(). (5) (r(5) — K. (5))
+(c =)k (S()K" (5) (r(5) = K, (5)) = 2(c = )i, ()k” (5) (7 (5) — K (5) )
(e~ KSR (r(5) = £.(5)) ~ (e =) SR () (r(5) - 5, (5))

M[H ) (H) =1, (9)) + K2 (DK () (F5)~ . (5)) + (Kgl(s)k(s) K. (s)k’(s))2 }
K, (8)+k7(s)

F(sH-x,(sN) =

seklinde elde edilir.

Sonu¢ 4.24. &:1— (@, kuaterniyonik egrisi se€/ yay-parametresi cinsinden
verilsin. Eger &(s) kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w—egrisi olarak alinirsa

Frenet 4-ayaklisi

T¢(S*) = N;(S)

. —K:(8) k(s)
N,(s)= < T. B
o) JE2 () +K(s) *(S)+1/K52(s)+k2(s) /)
B, = nE.(5) (4.2.12)
E, (s)=n k(s) T.(s)+ % () B.(s)
JE2 () k() JE2 () k()

seklindedir.

Ispat: sel yay-parametresi cinsinden verilen &(s) kuaterniyonik egrisi,
kuaterniyonik w—egrisi olsun. O halde &(s) kuaterniyonik egrisinin egrilikleri sabit

olacagindan

K. (s)=k'(s) = (r(s) —K; (s))' =k (s)=k"(s)= (r(s) —K; (s))" =0

olur. Dolayisiyla, Teorem 4.2.2° nin bir sonucu olarak &(s) kuaterniyonik w-—

egrisinin Frenet 4 —ayaklisi
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T¢(S*) = N.»;(S)

N,(s) = z—icg(s)2 T,(5)+—— k(s) __B.(s)
JE2 () +K () JE2 () k()
B,(s")=nE_.(s)
M) g (e ) B,(s)

E,(s")=
H5)=n JE2 () + K (s)

seklinde bulunur.

A /Kéz () +k*(s)

Teorem 4.2.4. ¢.&:1—@Q kuaterniyonik egrileri, swasiyla, s ,sel yay-
parametreleri ile verilen kuaterniyonik involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. &(s)
kuaterniyonik evoliit egrisi kuaterniyonik w —egrisi olmak tizere,

k(s)

e (5)

§()=g(s)+ p(sIN,(s) = p(s) E(s")

dir. Burada p(s"), ¢(s") kuaterniyonik egrisinin egrilik yarigapidir.

Ispat: s" € I yay-parametresi ile verilen ¢(s") kuaterniyonik egrisinin kuaterniyonik
evoliitii, se/ yay-parametreli &(s) kuaterniyonik w—egrisi olsun. &(s)—¢(s")
vektorii T,(s") vektoriine dik oldugundan &£(s)—¢(s) vektorii N,(s'), B,(s") ve

E,(s") vektorleri cinsinden
E()=p(s )= A IN () + (s )B,(s )+ 7 (s VE,(s) (4.2.13)
E(S)=P(s )+ AN, (8)+ u(s B, (s )+ 7 (s VE,(s")

seklinde yazilabilir. Burada A(s'), u(s") ve y(s), s €l yay-parametresine bagli

keyfi fonksiyonlardir. Bu son denklemin s €/ yay-parametresine gore (2.2.7) ve

(2.2.11) denklemleri kullanilarak 1. mertebeden tiirevi alinirsa
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d * P, = * * * * * ! o= *
'Q(s)d—iﬂ;(s )+ A (IN () + A (£ (IXT(s)) +4/(5)B, ()
AY
F () (1 (IXT(H) +7/(E, () + () (B ()X T (s))

= T¢(s*) + i'(s*)N(},(s*) + ﬂ(s*)(t*' (s)x T;(S*) +1(s)x T¢'(s*)) + y'(s*)B¢(s*)
+ ,u(s*)(n*'(s*)x T¢(s*)+n*(s*)>< ];'(s*))+ }/’(s*)E¢(s*)

+y(s*)(b*'(s*)xT¢(s*)+b*(s*)xQ’(s*))

=T,(s)+ AN, () + A6 (K (5m ()X T, () +1 (s xk, (s N, (5))
+ 1/ (s)B, (s )+ (s (=6 () +7 (B ()X T, (s + 1 () x k6, (5N, (5))

+7'(VE, () + () (= (5 ()X T, () + 87 () x &, (s )N, (5))

=T,(s)+ 2'(s )N, (s + A (K (5B () + 1, (s () x £ (s)x T (s7))
—k' () (£ (T, (s)+ 7 () (' (sHXT(s))
+K¢(s*)n*(s*)x £(s)x T¢(s*)

+ 7' (SVE (s +7(s) (=17 (s B, () +1,(sHb (s x £ (s)x T, (s))

+ 4 (s)By(s") + u(s")

=T,(s)+ A (s N, (s) + A (K (5B, (s~ 1, (5T, (s)) + /(s B, (5"
+ (s (<K (YN () + 7 (sVE () + 1, (s VE, (7)) + 7' (s E, (s")
+7(s) (=" (5B, (s +5,(s)B,(s))

=(1-A6H) T, + (AN + u(sHE () N, ()
+(AHE )+ )=y (P () = x,(5))) B, ()
+u) (F () =K, (D) E (5

elde edilir. Son denkleme 7, (s") vektori ile kuaterniyonik i¢ ¢carpim uygulanirsa

i (1= 26 T, () + (A + (K (5)) N, (s) *
h(@(s)—*,T;(S ))=h e, : A
ds +(AHE )+ 1) =) () -5,(5))) B, (s)
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= (1= ("), (s (T, (s, T, (s))

(A6 +uGHE () AN, (). T,(5D)

(A )+ () =75 (7 () =1, () ) (B, (5, T (5))
+u(s) (1 () =5, (s)) h(E,(s).T,(s)) (4.2.14)

bulunur. Kuaterniyonik involiit-evoliit tanim1 geregi

(T(s) =T (s )j =h(T-(9),Ty(s)) =

oldugundan (4.2.14) denklemi

1- ﬂ(s*)K¢(s*) =0

. 1 .
A(s) = o) =p(s)

seklinde bulunur. Burada p(s"), @(s’) kuaterniyonik egrisinin egrilik yaricapidir.
Simdi u(s") ve y(s’) fonksiyonlarini bulalim. Bunun i¢in (4.2.13) denklemine,
swrastyla, N,(s"), B,(s") ve E,(s) vektorleriyle kuaterniyonik i¢ garpim

uygulanirsa
h(Ny(s,60) = 4(s) = h( N, (). P IN () + 115 By (s )+ 7(sVE (5 ]
= p(s V(N (), Ny () + (s V(N (), B,(s)) + 7(s (N, (s). E,(s"))
= p(s") (4.2.15)
h(B,(s),£(5)=¢(s)) = h(B,(s)[ p(s IN, (s )+ (s )B,(s) +7(sE, (s )
= p(sh(B,(s), N, (s))+ (s )h(B, (s ). B,(s"))+7(s (B, (s), E,(s"))
= u(s") (4.2.16)

h(E, (), E5)=9(57)) = h(Ey (s, oS IN (5 + 25 )B,y () + (s VE, (s )
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= p(sI(E (), Ny (")) + (s (E,(s"). B, (")) + 7(s Y E,(s ). E,(s))
=y(s") (4.2.17)

elde edilir. &(s) kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w—egrisi oldugundan (4.2.12)
denklemleri g6z ontine alinirsa, (4.2.15), (4.2.16) ve (4.2.17) denklemleri

p(67) =t (75,6~ 45+ e (B.(5), ()~ 450
1/K§2(S)+k2(s) ,/K;(S)-i—kz(S)

u(s") = h(EL(s),£) - 4(s")) (4.2.18)

76 =) (7(5),£05) - 57 )+ e (B, (5),£(5) 45"
JE2 () +K2(s) JE2 () +K2 ()

seklinde bulunur. £(s) kuaterniyonik egrisinin tegeti 7.(s) vektoril E(s)—@(s")
vektorii ile lineer bagimli oldugundan, &(s)—@(s’) vektori N £(5), B.(s) ve E.(s)

vektorlerine diktir. Dolayisiyla,
h(N(5),E) = p(s")) = h(B.(5),E() = $(s")) = h( E.(5), ()~ h(s") ) =0

dir. O halde (4.2.18) denklemleri

P = (51,5~ g1) (4.2.19)

JK2 () + K2 (s)
1(s)=0 (4.2.20)
k(s) h(T,(5),E(5)—4(s)) (4.2.21)

(s =——
JE2 )+ (s)
seklinde bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

i) (T(s).6(9) (D)

k() Jil(9)+K(s)
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y(s)  h(T(5).E()—9(s))

k) ki) + k)

P _y(sH)

K.(s)  k(s)
y(s)= _ LK) (4.2.22)
K:(s)

elde edilir. O halde sonu¢ olarak (4.2.13) denkleminde (4.2.20) ve (4.2.22)

denklemleri yerlerine yazilirsa

E(5)= 95— pls IV () - 2K ()

K (s)

elde edilir.

Teorem 4.2.5. ¢.&:1—>Q kuaterniyonik egrileri, swasiyla, s,sel yay-

parametreleri ile verilsin. ¢(s*) ve &(s) kuaterniyonik egrileri kuaterniyonik w—

egrisi olmak tizere, &(s) kuaterniyonik egrisinin Frenet vektor alanlar

{Té(s),N £(5),B.(s), E g(s)}, #(s’) kuaterniyonik egrisinin Frenet vektor alanlari

{T,(s").N,(s").B,(s"). E,(s")} cinsinden yazilabilir.

Ispat: ¢(s’) kuaterniyonik egrisi ile bu egrinin kuaterniyonik evoliiti, &(s)

kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w —egrisi olarak verilsin. Teorem 4.2.4” den

k(s)) £,

&(s)=¢(s)+ p(sIN,(s) — p(s")

K (s

dir. Bu denklemin (2.2.11) Frenet formiillerini kullanarak s* € I yay-parametresine

gore 1. mertebeden tiirevi hesaplanirsa
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T3 =T+ o) (1 6T 60 = pls )k(())(b (T,(s)

_ ¢(s*)+p(s*)(t*’(s*)xT¢(s*)+t (s )X T, (s ))
NG Jrnl UKL ACORTACORLACS)

K'§ S
=T,(s")+ p(s") (K (s ()X T, (s )+ (s ) x i, (s )N, (s

- p(s) (())( P ()X T (5 + (57 3k, (N, (5))
5
=T,(s)+ p(s") (k' (B, (s + 1, (s (s ) x 1" (s )X T, (s))

- pls )"(S))( K (5)B,(s) 4 (5B (5 ()X T (")

=T,(s")+ p(s) (k" (s)B,(s") =, (s T, (s))

- (s )"(S))( (5B () + 5, () By (5)

=T,(s) = p(s )i, (T, (s) + p(s k" (s)By(s")

+%(sk)(5)(r*(s*)—’<¢(3*))3¢(s*)
¢

bulunur. Buradan p(s’) = oldugu goz oniine alimir ve gerekli diizenlemeler

K¢S

yapilirsa

ds KK () +k(s)(r (s = xy(5D)
ds" K. (5)K,(s")

T.(s) B,(s") (4.2.23)

elde edilir. Boylece {T (), B¢(s*)} vektorlerinin lineer bagimli oldugu goriiliir. O

halde &(s), kuaterniyonik w—egrisi ile ¢(s’) kuaterniyonik egrisi yay-parametreli

verildiginden
T.(s)=B,(s") (4.2.24)

almabilir. Ayrica,
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ds KK () +k(s)(r (s -x,(sD)
ds" K (5)K,(s)

(4.2.25)

bulunur.
Buradan da gorildiigi tizere, & ve ¢ kuaterniyonik egrileri w—egrisi oldugundan

di sabittir.
ds

Simdi N ¢(s*) vektoriinii bulalim. Bunun i¢in ilk 6nce (2.2.11) Frenet formiilleri

kullanilir, (4.2.24) denkleminin tiirevi ve tiirevinin normu hesaplanirsa

i1, b ¢ ds

=3 E=—k*(s*)N¢(s*)+(r*(s*)—K¢(s*))E¢(s*) (4.2.26)
‘;S‘f% :[—k*(s*)N¢(s*)+(r*(s*)—K¢(s*))E¢(s*)]><[—k*(s*)l,\\%(s*)+(r*(s*)—K¢(s*))E'¢(s*)J

_k*z(s*)(m(s*)xm(s*))—k*(s*)(r*(s*)—x¢(s*))(N¢(s*)xE¢(s*))
_—k*(s*)(r*(s*)—K¢(s*))(E¢(s*)xﬁ¢(s*))+(r*(s*)—;<¢(s*))2(E¢(s*)x1§¢(s*))

_k*z(s*)(zv¢(s*)xﬁ¢(s*))

_ —Zk*(s*)(r*(s*)—K¢(s*))%(N¢(s*)xi?¢(s*)+E¢(s*)><]/\\f¢(s*))

_+(r*(s*) - K‘¢(S*))2 (E¢(s*) X E,,;(s*))

) Vs (RN, (5N, (s9)) =2k () (1" (s = 5, (5)) A(N, (s, E(s))
()=, (5) h(E 5 Ef (D)

=)+ (), D)

olmak tizere,

d*¢ d o, (e Y
ng :\/k () +(r" ()= x,(sM) (4.2.27)
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olur. &(s) kuaterniyonik egrisinin yay-parametreli oldugu goz ontine alinir ve (2.2.9)

Frenet denklemlerinde (4.2.26) ile (4.2.27) denklemleri yerlerine yazilirsa N (s)

vektori
N 9= —k:(s:) N, (*r (s )*_,?(s ) k)
\/kz(s)+(r (s)-x,(s)) \/kz(s)+(r (s =x,(sN)
seklinde elde edilir.

Simdi E,(s) vektoriini bulalim. Bunun i¢in ilk 6nce (2.2.11) Frenet formiillerinden
yararlanarak (4.2.26) denkleminin 3. mertebeden tiirevi hesaplanirsa

d*é ds’

o k() IXTL (D) +(r ()=, () (B°(sIxT,(sD))

_ —k*(s*)(t*’ (s )X T,(s")+£ (s % T¢'(s*))
+(r*(s*)—K¢(s*))(b*’(s*)xT¢(s*)+b*(s*)x T¢’(s*))
=k () (K (Hm H)XT,(s)+£' () x k0, (s N, (s))

+(r' =5, () (= (O (SHYXT(s)+ () xx, (5N, (s))

=—k" () (K (B, () =5, (T, () +(r () =, () (=" (5B, () + x,(s)B,(s))

* % * * * % *\2 *
= &,(s K (sHT, (s )—[k (D -k, (D)) }B¢(s ) (4.2.28)
1de edilir. Bévlelikl d3§ Ktorii
clde edilir. Boylelikle T, (s) A N (s) A o vektort
T,(s") N,(sh) B,(s") E,(s)
0 0 1 0
TL:(S)/\Nf(S)/\j—%:(ZS—? 0 k" (s") . 0 (V (s )—x,(s )) :
8 s \/k*z(s*)+(r*(s*)flc¢(s*)) \/k”(s‘)+(r”(s*)ffc,,(s*))
K, (5K (57) 0 7[k*2(s*)+(r*(s*)ft(¢(s*))1 0
3 *2 * k* * Y * . * k*z * .
Tg(s)sz;(s)Adfz ds? | w,OEH(r - x, (s ))NN . K,(s k(s £

a6 6) JE6+ (7 6Dk, 6O
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*2 * k* ® . . ) ) ) * *
- OLZ;Z T *K¢(S *) *(S ) 2 [(r (s) =K, (s ))N¢(S )+k (s)E,(s )]
s \/k 2(5 )+(r (s )—K‘¢(s ))

(4.2.29)

elde edilir. Simdi de bu ifadenin kuaterniyonik normu hesaplanirsa

roan.oa el [ K, (5K (5) KRN, (). Ny (D)
T e (re-x6) ) - x6) BE)EG)
olmak tizere,
dE| _|ds?| e
Tf(s)AN‘f(S)AF = ‘K¢(s Y (s )‘ (4.2.30)

oldugu goriiliir. Son olarak (2.2.9) Frenet denklemlerinde (4.2.29) ve (4.2.30)

denklemleri yerlerine yazilirsa E,(s) vektori

COEIACH) N6 k(s

2 * 2
s*)+(V*(S*)_K¢(S*)) \/k*z(S*)Jr(’"*(S*)_%(S*))

E.»;(S):n - E¢(S*)
JE

seklinde elde edilir.

Simdi  B.(s) vektoriinii bulalim. Bunun i¢in (2.2.9) Frenet denklemlerinde

E (s),T.(s) ve N (s) vektorleri yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

T,(s) N,(s) B,(s) E,(s)
. (F"(sH=x,(sN) 0 k(s
\/k*z(s*) () —ry () \/k*z(s*) () —ry ()
B.(s)=| 0 I 0

k(s (' (s =, (s"))
\/k*z(s*) () —ry(s)) \/k*z(s*) () —ry ()
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FO)H 6 -m6D) )
¢

B.(s)=n -
: \/k*z(s*)+(r*(s*)—lc¢(s*))

B.(s)= n\/k*z(s*)+(r*(s*)—K¢(s*))2T¢(s*)

elde edilir.

Teorem 4.2.6. ¢, :— @ kuaterniyonik egrileri, sirasiyla, s ,s €/ yay-parametreleri
ile verilsin. ¢(s") kuaterniyonik egrisi ile bu egrinin evoliitii, £(s) kuaterniyonik
egrisi kuaterniyonik w—egrisi olmak {iizere, &(s) kuaterniyonik egrisinin Frenet

egrilikleri &, (s),k(s), (r(s) — K, (s)) ,  #(s’) egrisinin Frenet egrilikleri

K,(s7),k (s, (r* (s)-x, (s*)) cinsinden yazilabilir.

Ispat: ¢(s’) kuaterniyonik egrisi ile bu egrinin kuaterniyonik evoliitii, &(s)

kuaterniyonik egrisi kuaterniyonik w—egrisi olarak verilsin. (4.2.27) denkleminden

d’é
ds®

= K, (5) = ac% \/k*z(s*)+(r*(s*)—lc¢(s*))2

dir. Burada (3.2.28) denklemi g6z oniine alinirsa ., (s) kuaterniyonik egriligi

_ K¢(S*)\/k*z (s*)+(r*(s*)—l(¢(s*))2 —k(s)(r'(s)-x,(s))
k(s

K:(s

seklinde bulunur. Simdi k(s) kuaterniyonik burulmasmi bulalim. (2.2.10) Frenet
denklemleri yardimiyla, &(s) kuaterniyonik egrisi yay-parametreli bir egri

oldugundan
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Tg(s)/\Ng(s)/\Zl;f

k(s)= e
ds*

yazilabilir. Burada (4.2.27) ve (4.2.30) denklemleri yerlerine yazilirsa

@
ds

\/k*2 (s)+ (r*(s*) - K'¢(S*))2

K (sHK (s7)

k(s)=

elde edilir. Ayrica, (4.2.25) denklemi goz 6niine alinirsa

K:(8)i,(s")
K ()K" () +k(s) (" (s =5, (s)

\/k*z () +(r ()=, (D)

) K‘¢(S*)k*(S*)

k(s)

K, (s)/c¢2 (sHk™(s7)

k(s)= : =
(x; (s)k*(s*)+k(s)(r*(s*)—K¢(S*)))\/k* () +(r' (s —x,(s))

bulunur. Son denklemde x,(s) degeri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa k(s) kuaterniyonik burulmasi

K‘¢2(S*)\/k*z )+ (r () —x,(s))

k() =————— =Y .
K5 () +(r () =5, (sD) +x, (8D (7 () 5, (7))

seklinde bulunur. x,(s) kuaterniyonik egriligini de #(s"), kuaterniyonik involiit
egrisinin Frenet egrilikleri cinsinden yazmak icin k(s) kuaterniyonik burulmasi

K. (s) egriliginde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa x,(s) egriligi

K, (s*)\/[k” )+ (F () =r, () T
K (s*)[k*z () +(r () =1, (D)) 1, (5D (r (5D - K¢(S*)):|

K:(s)=
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seklinde bulunur.

Son olarak (r(s)—Kf(s)), kuaterniyonik egriligini bulalim. Bunun i¢in Oncelikle

£(s) kuaterniyonik egrisinin s €/ yay-parametresine gore 4. mertebeden tiirevi

hesaplanirsa

d*é ds’
ds* ds”

~ K126 8 6+ (6=, 6) ) N6
—[k*z (s*)+(r*(s*)—K¢(S*))2}(r*(s*)—K¢(S*))E¢(S*)
elde edilir. Bu son denkleme E, (s) vektorii ile kuaterniyonik ig carpim uygulanirsa
(r (D =x, (D)

h(d £ )] ds™ =[k*<s‘)(r<;(s*)+k"(s*)+(r*<s*)—r<¢<s'))2)}w<s*) S+ (-1 (5)’
ds® 2w . . o
ds [k*z(s‘)-%—(r‘(s‘)—K¢(s‘)) }(r (s)—x,(s ))E¢(s )

N¢(s*)

+ K _E,(s)
\/k*z(s*)+(r*(s*)7/(¢(s*))

_ds” KO D () -5, 5)
ds’ \/k*z(s*)Jr(r*(s*)—/c¢(s*))2

(4.2.31)

bulunur. Son olarak (2.2.10) Frenet denklemlerinden yararlanarak (4.2.30) ve

(4.2.31) denklemlerinin yardimiyla

ds™ |, (O () (7 () =, (7))
5| \/k*z(s*)+(r*(s*)—K¢(s*))2

(r(s) —K; (s)) =

d*z * * *
© )
d* * * * *
RO CPRIACS)

(r(9)-x.(9)) =

Y26 +(F )=, (6)°

bulunur. Buradan (4.2.25) denklemi géz oniine alnir ve  x,(s) ve k(s) egrilikleri

kullanilirsa (r(s) — K (s)) kuaterniyonik egriligi
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K¢2(S*)(r*(s*)—l('¢(s*))\/k*z(s*)+(r*(s*)—K¢(S*))2

r(s)=x:(s))= I ERCE— ;
( ) k*(s*)(k* (s +(r" ()=, (sN) +, (s (r" () =1, (s )))

seklinde elde edilir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, reel-kuaterniyonlar kiimesi ve Oklid uzayinda iyi bilinen involiit-
evoliit egri ciftleri temel alinmugtir. Oncelikle Oklid uzaymdaki involiit-evoliit egri
ciftlerinin Frenet elemanlar1 birbiri cinsinden »=3 ve n=4 i¢in ayr ayrn yazilmis
ve daha sonra Oklid uzaymdaki egrilerin reel-kuaterniyonlar kiimesindeki
kuaterniyonik egrilerle birebir eslesmesi temel alinarak bu egriler, n=3 ve n=4
icin yeniden hesaplanmistir. Bu hesaplamalar yapilirken kuaterniyonlarin
ozelliklerinden yararlanilmigtir. Ayrica, n=4 icin yapilan hesaplamalarda

w—egrilerinin kolayligindan faydalanilmistir.

Bu caligmada elde edilen kuaterniyonlar kiimesindeki, reel kuaterniyonik involiit-
evoliit egri ciftinin Frenet elemanlar1 arasindaki bagmtilar split kuaterniyonlar

kullanilarak Lorentz uzayinda arastirilabilir.
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