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OZET

Anahtar Kelimeler: Idempotent matris, involutif matris, spektrum, lineer
kombinasyon, kosegenlestirme.

[Ik bolimde idempotent ve involutif matrislerle ilgili kisa bir literatiir bilgisi
sunulmakta ve spektrum kavrammin Onemine vurgu yapilmaktadir. Bazi temel
kavram ve 6zellikler ikinci boliimde verilmekte ve ¢alismanin geri kalan kismina yol
gosterecek olan literatiirdeki bir ¢aligma tigiincii boliimde incelenmektedir.

P, Q matrisleri nxn boyutlu kompleks matrisler ve a, b sifir olmayan kompleks
sayilar olmak tizere, aP+bQ lineer kombinasyon matrisi kdsegenlestirilebilir olsun.
P2=P ve Q*=1 olmak izere, lineer kombinasyon matrisinin spektrumu ile P ve
Q matrislerinden tiiretilen bazi matrislerin spektrumlar1 arasindaki bazi iliskiler
dordiincii boliimde ortaya koyulmaktadir. P> =1 ve Q*=1 olmasi durumunda ise
ayni lineer kombinasyon matrisinin spektrumu ile, yine P ve Q matrislerinden

tiretilen bazi matrislerin spektrumlar1 arasindaki iligkiler de, besinci boliimde
verilmektedir. Son boliim ise tartisma ve onerilerden olugmaktadir.

Vi



THE SPECTRA OF SOME COMBINATIONS OF IDEMPOTENT
AND INVOLUTIVE MATRICES

SUMMARY

Key Words: Idempotent matrix, involutive matrix, spectrum, linear combination,
diagonalization.

It has been pointed out the concept of the spectrum and presented a short literature
information related to idempotent and involutive matrices in the first chapter. Some
fundamental concepts and properties have been given in the second chapter, and a
study avaliable from the literature, which will guide for the rest of this study, has
been examined in the third chapter.

Let the linear combination matrix aP +bQ be diagonalizable, where P, Q are nxn

complex matrices and a, b are nonzero complex numbers. It has been established
some relations between the spectrum of the linear combination matrix and the spectra

of some matrices derived from the matrices P and Q with P =P and Q* =1 inthe
fourth chapter. In case P>=1 and Q? =1, some relations between the spectrum of

the same linear combination matrix and again the spectra of some matrices produced
from the matrices P and Q have been given in the fifth chapter. The last chapter

consists of discussion and proposals.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

Matris teorisinin temel yapitaslarindan olan idempotent ve involutif matrisler, birgok
alanda c¢ok kullanigh olup, literatiirde yaygin bir sekilde tartisilmaktadir [2, 3, 4, 5,
24, 25, 28].

Idempotent matrisli kuadratik formlarla &zellikle istatistik teorisinde sik sik
karsilasilir. Ornegin, K bir nxn boyutlu reel simetrik matris, x cok degiskenli
normal dagilima sahip nx1 boyutlu bir reel vektor ise, bu durumda x" Kx kuadratik
formunun bir ki-kare dagilimina sahip olmasmin gerekli ve yeterli kosulu, K

matrisinin idempotent bir matris olmasidir [10].

Idempotent matrisler, regresyon analizinde de sik sik ortaya ¢ikarlar. Ornegin, klasik
en kiglk kareler yonteminde, regresyon problemi, € rezidiilerinin (kalanlarinin)
kareler toplamint minimumlastiracak olan bir £ katsay1 tahminler vektorii segmektir.
Yani, y bir bagimli degisken gozlemler vektorii ve X her bir sitununda bir

bagimsiz degiskene ait gozlemlerin bulundugu bir matris olmak iizere,

(y=XB)'(y-Xp)

ifadesini minimum yapacak olan S’ y1 segmektir. Bu minimumlastirmay1 yapacak

olan tahmin edici vektor
B=(X"X)"X"y

dir. Buradarezidu vektora,



e=y-XB=y-X(X"X)*'XTy=[I-X(X"X)*X"]y=My

dir. Buradaki M ve X(X'X)™X" matrislerinin her ikisi de idempotenttir. Bu

gercek, rezidii kareler toplaminin hesaplanmasinda kisaltma yapma firsatin1 saglar:
e'e=(My)' (My) = y'"M "My =y MMy = y'My.

M matrisinin idempotent olmasi, £ tahmin edicisinin varyansim belirleme gibi

hesaplamalarda da rol oynamaktadir [11].

Bir involutif matris kdsegenlestirilebilirdir [29]. Dolayisiyla, kdsegenlestirilebilir
matrisler igin spektral ayrisim teoremi (bkz., 6rnegin, [22]) dikkate alindiginda, eger
A bir involutif matrisise, A=F, -F,, | =F, +P, ve BP, =0 olacak sekilde P, ve

P, idempotent matrislerinin varligindan soz edilebilir. Boylece x' Ax kuadratik

formunun involutifligi, “ iki bagimsiz kuadratik formun farkinin serbestlik
derecelerinin toplami, istatistiksel teori ¢ercevesinde ana kuadratik form matrisinin

boyutuna esit olmak zorundadir ” kisitlamasina gotiiriir.

Buraya kadar verilen istatistiksel yorumlar, ele alinan matrislerin reel ve simetrik

olmasi durumunda verilmistir. Ancak bu kisitlama olmaksizin da, bu tip matrisler

) 0
uygulamali bilimlerin bir¢ok alaninda kullanilmaktadir. Ornegin, { 0} meatrisi,

Pauli spin matrisi olarak bilinen matrisler smifinin bir liyesidir. Bu matris ve bu
matrisi kapsayan Dirac spin matrisleri ne reeldir ne de simetrik, ancak involutiftir.
Bu matrisler kuantum teorisinde genis bir sekilde kullanilir [1,7]. Bunlardan baska,
istatistiksel teorinin yaninda uygulamali bilimlerde involutif matrislerin nemli

uygulamalar1 vardir [12, 21, 23].

Caligmanin temelini olusturan olan spektrum kavramina deginilecek olursa, yine bu
kavramin da literatiirde yaygm bir sekilde c¢alisildigi (bkz., 6rnegin, [6,9]) ve
uygulamali bilimlerde ilgi ¢ekici rol oynadigi sdylenebilir. Ornegin, spektrumu

olusturan 6zdegerler, diferansiyel denklemleri ve siirekli dinamik sistemleri ¢aligmak



icin kullanilir. Onlar, mithendislik tasarimlarinda kritik bilgi saglarlar ve dogal olarak
fizik ve kimya gibi alanlarda ortaya ¢ikarlar (bkz,, 6rnegin [18]), kosegenlestirme
teorisinde, fark denklemlerinde, Fibonacci sayilarinda ve Markov siireglerinde
kullanimlar1 yaygmdwr [27]. Fonksiyonel analizde, bir f operatOrinin tim
6zdegerlerinin kiimesine, bu operatdriin spektrumu denir. Isik-dalga frekanslarmin
bir oriintiisii nasil bir kimyasal bilesimi karakterize ediyorsa, lineer operatotin

spektrumu da operatorui karakterize eder [20].

Herhangi bir Q involutif matrisi igin %(IJF Q) ve %(I—Q) meatrisleri idempotenttir.

Ote yandan, herhangi bir P idempotent matrisi icin 1-2P ve —(I—2P) matrisleri
involutiftir [14]. Bu nedenle idempotent matrisler Uzerindeki sonuclar, involutif
matrisler i¢in de tartisilabilir. Bu ¢alisma, [19]° da iki idempotent matrise bagli ¢esitli
matrislerin spektrumu ile ilgili ortaya koyulan sonuglarin, sirasiyla, matrislerden
birinin idempotent digerinin involutif olmasi ve ikisinin de involutif olmas1
durumunda nasil sekillenecegi veya nasil sonuglar ortaya ¢ikacagi diisiincesiyle ele

alimmustir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu béliimde, sonraki boliimlerde arag niteligi tagiyan bazi tanimlar ve ispatsiz olarak

bazi teoremler verilecektir.

2.1. Bir Matrisin Terd, izi ve Ranki

Tamm 2.1.1. M e C"™ olsun. Eger MM™*=M™M =1 olacak sekilde bir

Mt eC™ matrisi varsa, M matrisine tersinir matris ve M ™ matrisine de M
matrisinin tersi denir [10].

Tanim 2.1.2. M eC™ olsun M matrisinin izii M matrisinin kosegen

elemanlarmin toplami olarak tanimlanir ve iz(M) ile gosterilir. Yani,

iz2M)=Ym

dir [10].

Tamm 2.1.3. M € C™" olsun. M matrisinin siitun ranki ( veya kisaca M matrisinin
rank1), M ’nin icerdigi lineer bagimsiz siitunlarin maksimum sayisidir. M matrisinin
ranki, rk(M) ile gosterilir. M matrisinin satir ranki, M’ nin igerdigi lineer
bagimsiz satirlarin maksimum sayisidir. Bir matrisin satir ranki ile siitun ranki

aymdir [13].



2.2. Tersinir Matrisler icin Rank Ozellikleri

Teorem 2.2.1. M, ve M, tersinir matrisler ise, bu durumda uygun boyutlu herhangi
bir M, matrisi i¢in, M;, M\M,, M,;M, ve M;M;M, matrisleri ayni ranka sahiptir
[10].

Teorem 2.2.2. Tersinir bir matrisin ranki, o matrisin boyutuna esittir [13].

2.3.  Ozdeger, Ozvektor, Spektrum, Kosegenlestirme, Esanh Kosegenlestirme

ve Spektral Doniisiim Teoremi

Tamm 2.3.1. M e C™ olsun. Eger Mx=Ax olacak sekilde sifirdan farkli bir

xe C™ vektorii varsa, 1 e C skalerine M matrisinin bir 6zdegeri ve x vektorine
M  matrisinin A ozdegeri ile iliskili bir 6zvektorii denir. M matrisinin bitin

ozdegerlerinin kiimesine M matrisinin spektrumu denir ve o(M) ile gosterilir [22].

Tamm 2.3.2. M,, M, e C™ matrisleri verilsin. Eger M,=SM, S™* olacak

sekilde bir S tersinir matrisi varsa, M, matrisi M, matrisine benzerdir denir [13].

Tamm 2.3.3. Bir D=[d;] kare matrisine, i =] icin d; =0 ise, kdsegen matris

denir [10].

Tamm 2.34. Bir M € C™ matrisine, bir kOsegen matrise benzer ise,

kosegenlestirilebilir matris denir [13].

Tamim 2.3.5. M,, M, e C™" kosegenlestirilebilir matrisler olsun. Eger S*M,S ve
S*M,S matrisleri kosegen matris olacak sekilde bir S tersinir matrisi varsa, M, ve

M, matrislerine esanl (birlikte) kdsegenlestirilebilir matrisler denir [13].



Teorem 2.3.6. M,,M,eC™  kosegenlestirilebilir matrisler olsun. M, ve M,
matrislerinin esanli kdsegenlestirilebilir olmasinin gerekli ve yeterli bir kosulu M,

ve M, matrislerinin degismeli olmasidir [13].

Teorem 2.3.7. Her M matrisi ve her p polinomu icin a(p(M)) = p(a(M))’ dir
[26].

2.4. idempotent, involutif, tripotent matrisler ve ézellikleri

Tanim 2.4.1. M? =M bzelligine sahip bir M e C™" matrisine idempotent matris
denir [10].

Tamm 2.4.2. M? =1 6zelligine sahip bir M e C™" matrisine involutif matris denir
[15].

Tamm 2.4.3. M® =M 6zelligine sahip bir M € C™" matrisine tripotent matris denir
[10].

Teorem 2.4.4. Her idempotent, involutif ve tripotent matris kdsegenlestirilebilirdir
[8, 29].

Teorem 2.4.5. M idempotent bir matris ise bu matrisin tim 6zdegerleri 0 veya 1

sayilarindan olusur [10].

Teorem 2.4.6. M, nxn boyutlu m rankli (m<n) herhangi bir matris olsun. Eger

M idempotent matris ise, M matrisinin m tane sifirdan farkli 6zdegeri vardir ve

bunlarm hepsi 1’¢e esittir [10].

Teorem 2.4.7. Idempotent bir M matrisi igin rk(M) =iz(M) dir [10].



Teorem 2.4.8. M, ve M, matrisleri nxn boyutlu idempotent matrisler olsun. Eger

MM, =M,M, ise M;M, ve M,M; matrisleri de idempotenttir [10].

Teorem 2.4.9. M bir involutif matris ise, bu matrisin tiim 6zdegerleri 1 veya -1

sayilarindan olusur [29].

Lemma 2.4.10. M eC™ matrisinin involutif bir matris olmasmnin gerekli ve

yeterli bir kosulu %(M + ) matrisinin idempotent olmasidir [14].

Teorem 2.4.11. M herhangi nxn boyutlu bir tripotent matris olsun. Bu durumda,

M matrisinin 6zdegerleri —1, O veya 1 sayilarindan olusur [10].

Teorem 2.4.12. M herhangi nxn boyutlu bir matris olsun. M matrisinin tripotent
bir matris olmasinin gerekli ve yeterli kosulu M = A—B olacak sekilde iki ayrik

idempotent nxn boyutlu A ve B matrislerinin var olmasidir. Ayrica, bu matrisler

A= %(M +M) ve B =%(M 2_M) seklinde tek tiirlii olarak belirlidir [10].

Teorem 2.4.13. M nxn boyutlu tripotent bir matris olmak Gizere M ' nin n, tane

6zdegeri 1'e, n, tane dzdegeri —1'e, N, tane dzdegeri O ’a esit olsun. Bu durumda,
1. 2
a) E|z(M +M)=n,

b) %KMZ—M)zm,

) iz(I-M?*)=n,,
d) iz(M)=n-n,

dir [10].



Uyan: Involutif matrisler tersinir tripotent matrislerdir. Dolayisiyla involutif

matrisler icin de Teorem 2.4.13 gecerlidir. Yani, M bir involutif matris ise, M

matrisinin %iz(l+ M) tane 6zdegeri 1€, %iz(l— M) tane 6zdegeri —1’e esittir.

2.5. Matrislerin Direkt Toplam

Tammm 2.5.1. mxm boyutlu M., i=1..,k matrislerinin direkt toplami

M=M,®M,, ®..@& M, ilebelirtilip, bu matris,

M, 0O 0 O
v_| 0 My 0 0
0 0 0
0 0 0 M,

bicimindedir. Burada “ 0” ile isaret edilen tiim blok matrisler uygun boyutlu sifir
matrislerini gostermektedir [10].



BOLUM 3. iKi IDEMPOTENT MATRISE BAGLI BAZI
MATRISLERIN SPEKTRUMLARI

P ve Q, PP=P ve Q*=Q esitliklerini saglayan kompleks matrisler, a ve b
sayilar1 aP+bQ matrisi kosegenlestirilebilir olacak sekilde sifirdan farkli kompleks
sayilar olsun. Bu sartlar altinda aP+bQ matrisinin spektrumu ile P-Q, PQ,
PQP ve PQ-QP matrislerinin spektrumlari arasinda iliski kurma problemi Xiaoji

Liu ve Julio Benitez tarafindan [19] ¢alismasinda ele alinmistir.

Bu bolimde [19] c¢alismasinda ele alinan iki idempotent matrisin bazi

kombinasyonlarmin spektrumlaridan bahsedilecektir.

P,Qe C™ idempotent matrisleri degismeli oldugunda, iyi bilinen asagidaki iki
ozellik kullanilarak, a,be C"olmak lizere aP+bQ matrisinin spektrumu hakkinda

yorum yapilabilir.

e Heridempotent P matrisi kdsenlestirilebilirdir ve o(P) ={0,3 ’ dir.
o Kosegenlestirilebilir iki matrisin degismeli olmasmin gerekli ve yeterli

kosulu onlarin esanli kosegenlestirilebilmesidir.

Liu ve Benitez bu iki ozelligi kullanarak, Oncelikle lineer birlesimi olusturan
idempotent matrislerin degismeli olmas1 durumunda asagidaki teoremi ifade ve ispat

etmislerdir:

Teorem 3.1. P,Qe C™, PQ=QP olacak sekilde iki idempotent matris ve

a,be C” olsun. Budurumda o(aP +bQ) ={0,a,b,a+b} dir.
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Ispat. x=rk(PQ), y=rk(P) ve z=rk(Q) olsun. P ve Q matrisleri idempotent
oldugundan kosegenlestirilebilirler ve P matrisinin y tane 6zdegeri 1, geri kalan
Ozdegerleri 0; Q matrisinin z tane 6zdegeri 1, geri kalan 6zdegerleri 0’ dir.

Ayrica PQ=QP oldugundan P ve Q matrisleri esanli kosegenlestirilebilirdir. O
halde

P=5(,®l, ®&090S"'ve Q=S(1,60®1, ,©0)S™

olacak sekilde bir tersinir S matrisi vardir. Agiktir ki,

aP+bQ=S((a+b)l dal &bl ®0)S*

dir. Bu da ispat1 sonuglandirir. [

[19] caligmasinin geri kalan kisminda PQ = QP olmak Uzere, aP+bQ matrisinin
kosegenlestirilebilir olmast varsayimi altinda o(aP+bQ) kimes ile o(P-Q),
o(PQ), o(PQP) ve o(PQ—-QP) kiimeleri arasinda bazi iliskiler kurulmustur. Bu

spektrumlar1 g¢aligmak i¢in, ortaya koyduklar1 asagidaki teknik lemmadan

faydalanmiglardir.

Lemma 3.2. P,QeC™, PQ=QP olacak sekilde iki idempotent matris ve

a,be C” olmak lzere, aP+bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

(i) i=0,..,kicin P, Q e C™™ olmak Uzere,

P=S((®LR)®R)S™, Q=S(®,Q)®Q)S™, (3.1)

PQ,=Q,R, vei=1..k icin PQ # QP olacak sekilde bir tersinir Se C™"



matrisi ve P,,...,R.,Q,,...,Q, idempotent matrisleri vardur,
@) i=1..kicin

a+b= g +v,, o(@R+bQ)={u, v}, ab(R-Q)* = v 1,
olacak sekilde s4,v;;...; 14.,v, farkli kompleks sayilar1 vardir,

(iii) i=1...k igin x =rk(P), A eC**, D, e C"¥™M~%) ye

MV,
=1--LD1,,
A =A==
HVYi Vi

= )

HVi HVi
OB =T g
ve

HVi
Di = (1—¥) Im%

olmak Uzere,

I, O
R=s{g O}S«l,q:s{é s

olacak sekilde tersinir § € C™*™ matrisleri vardir.
Ispat. X =aP+bQ

olsun.

11

(3.2)

(3.3)

(3.4

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.9)
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XP—PX = (aP+bQ)P - P(aP+bQ) = aP? +bQP — aP? — bPQ = b(QP — PQ)

olup, hipotezden b=0 ve PQ=QP oldugundan XP = PX oldugu goriiliir.
X =aP+bQ ifadesinde Q matrisi yalniz birakilip, a=—% ve ﬁ=% olarak

alinirsa, Q=aP+ X olarak bulunur. Q matrisi idempotent oldugundan

(aP+ BX)? =(aP+ £X) dir. P? =P oldugu da goz 6niine alinirsa,
aP+ X =a’P? + affPX + aff XP+ B> X? = a’P + aff(PX + XP) + B*X?,
yani
(a®—a)P+ B°X* +af(PX + XP) = BX (3.9)

elde edilir. X matrisi kdsegenlestirilebilir oldugundan, i=j igin 4 =4, ve

pl+...+ pmzn Olmak Uzel’e,
X:S(Aﬂpl@...@gmlpm)s_l (3.10

olacak sekilde bir tersinir Se C™"matrisi vardir. i=1..,m i¢in P, e C**™ olmak

Uzere P matrisi,

R Rm
P=Sl : . :|S* (3.11)
Pml an

seklinde olsun. Bu durumda,
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AR AR i AP
XP=Sl : . i St ve PX=S| i - .St (3.12)
/lmpml /lmpmm ﬂl im ﬂ’m I:>mm

olur. Ayrica (3.10) esitliginden,
2 2 2 -
XT=8(4"1,®- 04, Ipm)S1 (3.13)

elde edilir. (3.9) esitliginde, (3.10), (3.11), (3.12) ve (3.13) ifadeleri yerlerine

yazilirsa

P, - PFq
BS(A41, @ ®2,1,)8 ) =(a’~a)S| | . 1 [ST+AS(AEI, @ @A, )STh)
P, - P
22,R, o (44 4,) B
+afiS : : st
(A, + )P, - 21 P._

olur. Gerekli islemler yapilir, esitligin her iki tarafi soldan S™* matrisi ile ve sagdan

Smatrisi ile carpilirsa,

(@ —a+2afi)R, - (a®—a+af(l+2,)R,
(e’ -« +of(A,+A4)Py - (a®—a+ 204,) P,
(WB+272BH)1, O 0
= 0 0
0 0 (ﬂmﬂ+/1m2ﬂ2)lpm

oldugu goriiliir.
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Matrislerin esitligi tanimimdan, r #S olacak sekildeki her r,se{l,...,m} igin,

(a®—a+aB(A +A))P, =0 dir. Hipotezden o = —% # 0 oldugundan

(a -1+ ﬁ(ﬂ’r + //i’s)) Prs =0 (314)

olarak bulunur. (3.12) esitlikleri ve PX = XP oldugu goz oniine alinirsa, i # j ve

/llFfJ # ﬁj Rj olacak sekilde i, j e{d,...,m} vardir ve boylece i # j igin Rj #0 dir. O
halde (3.14)' ten i # j igin o + B(4 +4;) =1 bagmtis1 bulunur. « = —% ve [ :%

oldugu kullanilirsa, bu son bagmtidan i # j igin
A+, =a+b

elde edilir.

Alt indisler, genelligi bozmaksizin i=1 ve |j=2 olacak sekilde yeniden
dizenlenirse A4, + A, =a+b olur. $imdi, A, +4 =a+b olacak sekilde r €{3,...,m}
var olsun. O halde A4, + 4, = A, + 4, dir ve buradan A, = A, elde edilir. Bu, i # j icin
A4 # A, olmast ile gelisir. Boylece her re{3,..,m}icin 4 +4 =a+b dir. (3.14)

esitligi, «= —%, yij :% ifadeleri ve A, +A4 #a+b oldugu kullanilirsa her

re{3,..,m icin B, =0 sonucuna ulagilir. Simetriklikten her r e{3,...,m}igin
P,=0o0lur. Yine A,+4 =a+b olacak sekilde r e{3,...,mjvar olsun. O halde

A+ A, =A,+4 dir ve buradan da A, = 4, olur. Bu da bir celiskidir. Bdylece her
re{3,..,m icin A, +A =a+b elde edilir. (3.14) esitligi, o = —%, s =% ifadeleri

ve A, + A, #a+b oldugu kullanilirsa, her r €{3,...,m} icin P, =0 ve simetriklikten
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21 PZZ

P, P i
de her r €{3,...,myicin P, =0o0lur. O halde F}{P“ 12} ve B uygun boyutlu

bir kare matris olmak Uzere
P=S(R®PR)S™ (3.15)

yazilabilir. P matrisi idempotent oldugundan P, ve P, matrisleri de idempotenttir.
Simdi =24, v,=4,, rn=p Ve s=p, osun. O hade (3.10) dan
X=8(y! ®v, 1@ A,)S" yazlabilir. Burada A, bir kdsegen matristir.

Q=aP+ X oldugundan,

Q=a(S(R®R)S™) +A(S(k |, @V, 1, ®A,)S™)

= S((@R + (B 1,® Br, 1) ® (@B + A,)S™
=Q =Q

= S(Ql @ Ql) S_l
yani,
Q=S(Q®Q)s™* (3.16)

olur. Burada, Q eC®*¥<%) ve Q uygun boyutlu kare matristir. Ayrica

Q =aR +(Bw !, ®pv 1), a=—% ve ﬂ=% oldugundan,

aR +bQ, =aPl+b(aPi+:B(ﬂ1|rl®V1|sl))
a 1 1
“a, ROCDR 041, ®bT0,1,)

=l vl
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elde edilir.

Eger F~)1©1 = (jll-:i ise, P, = If’l , Q= Ql alinirsa, (3.15) ile (3.16) esitliklerinden, (i) de
istenen  elde edilir. a+b=4+4, = +v, ve aR+bQ =l ®vl  (yan,

o(aP, +bQ) ={4,v,}) oldugundan, (3.2)’ nin ilk iki bagintis1 da saglanmis olur.

PQ, # QP olsun.
S(y 1, ®v, 1 ®A,)S™ = X =aP+bQ = S((aP, +bQ) ® (aP, +bQ))S™,
aR+bQ = s, 1, ®v, 1, oldugundan, A,=aP,+bQ olarak bulunur. b=0 ve

PQ #QP oldugundan A,P,—PA,=b(QP-PQ)#0 yani, A,B=PA, olur.

(3.9) esitliginde, P ve Q matrislerinin yerine (3.15) ve (3.16)° daki karsiliklar1

yazilirsa,
2
Al, 0 A1, 0O 0
(@®-a)P+ap(PA,+AR)=5 O . 0 |-p° 0 . 0
2
0 0 4.1, 0 0 A1,
B
eldeedilir. B=| : . : | oldugu goz oniine alinirsa,
I:>m3 Pmm
Py - Py L+ )Py (L+A)R, ]| [(Ba-FA)N, O 0
(@®=a)| © . i |+ap : : = 0 0
Pm3 Pmm (ﬂ‘m+/13)Pm3 (lm-l—im)Prrm 0 0 (ﬂim_ﬂzﬁ’mz)lpm
bulunur ve buradan,

(&*-a)+2apl)Py - ((&°-a)+af(Zy+2y))Py,

(" -a)+ap(ln+ )P - ((@°—a)+20p,)Ry,
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(BA=pB°2)1,, O 0
= 0 0
0 0 (BAn=B"2A),,

oldugu goriiliir. Matrislerin esitligi tanimindan, r#S olacak sekildeki her

r,se{3...,m icin (&’ -a+ap(4 +1))P, =0 dir. « =0 oldugundan,

(0[ -1+ ﬂ(/a”r +)“s)) Prs =0 (317)
olur.

Al 0 0 MR e R [AR APy
AB=| 0 oo || s e s

0 0 4,1 o P: - P. APs - AP

P33 P?,m Z3Ip3 0 0 A3P?,3 j’ml:;’,m

Ba,=| . il o oo |= o

F)m3 F)mm 0 0 ﬂ’m I Pm XSPmS j’umm

ve A,P s PA, oldugundan i # j ve 4P, = A,P, olacak sekilde i, j €{3,...,m} vardur.

O halde bu i ve | icin B =0 dir. Dolaysiyla (3.17)° den i=] icin

a+ B(4 +2;) =1 bagntisi elde edilir. = —% ve f= % oldugu kullanilirsa, bu son

bagintidan i # j igin

A+, =a+b

elde edilir.

Genelligi bozmaksizin, indisler i=3 ve j=4 olarak yeniden duzenlenirse

A+ A, =a+bolur. Simdi 2,4+ 4 =a+b olacak sekilde r e{5,...,m} var olsun. O
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halde 4,+ 4, =4,+ 4, olur. Buradan 4, = A, elde edilir. Bu bir ¢eliskidir. Bdylece
her re{5,...micin ,,+4 =a+b dir. o= —% ve f3 :% esitlikleri hatirlanarak,

bu son ifade ile (3.17) esitligi kullanilirsa, her r €{5,...,m}icin B, =0 elde edilir.
Simetriklikten, her re{5,..,mpicin P,=0 olur. Yine, A,+4 =a+b olacak
sekilde r €{5,...,m} var olsun. Bu durumda 4, + 1, = 4, + A, olur ve buradan A, = 4,
elde edilir. Bu da bir geliskidir. O halde her r €{5,....,m} i¢cin 1,+4 =a+b dir.
Dolayisiyla (3.17)° den, her re{5,...,mpicin P, =0 dir. Simetriklikten her

P, P
r e{5,...,mpigin P, =0 olur. O halde, Pzz{ ®o

43 P44

} ve P, uygun boyutlu kare

matris olmak Uzere,
P-S(R®R®R)S"

olarak yazilabili. B =P,®P, ve P matrisi idempotent oldugundan P, ile P,
matrisleri de idempotenttir.
My =Ay, Vo =4, I, =P; Ve S, = p,0lsun. Bu durumda (3.10)" dan, A, bir kdsegen

matris olmak Uzere,
X =Sl ®v | ®u,l ®v,| ®A,)S”
yazilabilir. Q=aP + X oldugundan,

Q=a(S(ROR®R)S)+A(S(i1,®v, | @ 1,1 ®v, | ®A,)S™)
= S((aR ®aP, @ aB)+ (B 1, ® By, 1 @ fu, |, ® Bv, | @ BA,))S™

= S((aR + (B 1,® v, 1)) @ (aP, + (B, 1, @ B, 1) @ (P, + BA;))S™
=Q =Q, =Q

= S(Ql ® Qz ® Qz)s_l




19

elde edilir. Burada Q, e C*=***>% ve Q, uygun boyutlu kare matristir. Ayrica,

o= —% ve = 1 oldugundan,

aP, +bQ, = aP, + b(aP, + (fu, |, ® Bv,1.,))

a 1 1
:aP2 +b(—BF)2+(Bﬂ2 |r2®BV2 Isz))

=1, O,y

olur.

QP =PQ, ise, (i)’ yi ve (3.2)" nin ilk iki esitligini elde etmek i¢in P, =P, ve
Q,=Q, amak yeterlidir. Q,P,#PQ, ise yine aym yonteme devam edilir. Bu
sekilde devam edilerek, 2k <m (m> 2) olmak Uizere, k. adimda; Q_,P , R Q ,
ise AR, #PR_A, olacagmdan i#j ve AR #AR olacak sekilde
i, je{2k-1..., mvardir. Bu nedenle, bu i ve j icin B =0dr. (m=1 olsayds,
P=5R,S*ve X=S(41,)S™ olacagindan, PX = XP = S(4,P,)S™ olurdu. Bu da
PX # XP olmasiyla gelisirdi.) O halde, i | i¢in a+ B(4 +4,)=1 bagmntisi elde

edilir. a = —% ve f = % oldugu kullanilirsa, bu son bagmtidan i # j igin

A+, =a+b

olarak bulunur. Sonug olarak, genelligi bozmaksizin, indisler i =2k -1 ve j =2k

olarak yeniden duzenlenirse, P, ,,.; € CPrzt P ok € C e

P P
R :{ 2otk 2“’”} ve P, uygun boyutlu kare matris olmak iizere,
I:)Zk,2k—1 F)Zk,Zk

P-S(R® --®R ®P)S™ (3.18)
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yazilabilir. P matrisi idempotent matris oldugundan, B, ve P, matrisleri de

idempotenttir.
e = Ay s Vi = Ao e = Poka ve S = P olsun.

rk(X)=r+s +r,+s, +---+r, + 5, 0lmak lizere (3.10)’ dan,

X =Sl ®v| @D pl Sy 1 ®0)S™

yazilabilir. Burada 0, (n—rk(X))x(n—rk(X)) boyutlu sifir matrisidir.
Q=aP+ X oldugundan,

Q=a(S(R®-®R OR)S™)+A(S(ty!l @V, | @Dy |, BV, | ®0)S™)

=S((aR®---®aR ®aR)+ (B!, ® Sy 1 ©-- @ fu |, @ By, IS‘KC-BO))S"l

= S((aP, + (B | ® By 1))@ ® (@R + (B |, @ v, 1)) ®aR)S™
-Q =Q =Q

yani,
Q=SQ®®Q®Q)S™" (3.19)

elde edilir. Q matrisi idempotent oldugundan Q, ve Q, matrisleri de idempotenttir.

Ayrica, a = —% ve S :% oldugundan,

aR, +bQ, =aR, +b(aP, +(Bu 1, ® v, 1) = p |, ®v, I,

olur. (3.18) ve (3.19) esitliklerinden,

P=S((®LR)®R)S™ ve Q=S(®,Q)®Q)S™"
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elde edilir. Q, = P, oldugundan,

RQ = R(aR) = (Ra)R = (aR)R = QR

olarak bulunur. Boylece lemmanin (i) maddesi ispatlanmis olur. Burada dikkat

edilmesi gereken bir durum s6z konusudur. Soyle ki;

X matrisinin 6zdegerlerinin hicbiri sifir degil ise, det(X)=0 olacagindan X
matrisi tersinir, yani tam rankli olur. X matrisinin boyutu n oldugundan, n=
rk(X)=r+s+r,+s,+---+r,+5  dr. p+..+p,=n ve p-=r, p,=S,
D=1y Ps=S ..., Pyy =lis Py =S, oldugundan, p,, = p,, bulunur. O halde B,
matrisinin son blogu olan B, ,, matrisi, S™'PS matrisinin son blogu olan B,
matrisinden baskas1 degildir. Bu da P matrisinin P=S(R®---®P)S™" seklinde
ifade edilebilecegi anlamma gelir. Goriildiigii tizere P, matrisi yok oldu. Buna bagl
olarak Q, matrisi de yok olur. Yani P ve Q matrisleri, birbirleri ile degigmeli

olmayan P ve Q matrislerinin direkt toplam1 olarak da yazilabilir.

Buraya kadar yapilan ispatta, g +v, =a+b olacak sekildeki z4,v;;...; 44,,v, farkli
kompleks sayr ikilileri, p, =4, vi=4,, to=4, V,=A,..., W =2y 1, Vi =y

olarak ifade edilmisti. Bu da lemmanin (ii) maddesinin ilk bagintisini ispatlar.

X;=aP+bQ, i=1..k, olsun. Q =aP +(By |, ® Bv, 1) oldufundan,
X, =aP +bQ
= aR +b(aP + (B 1, ® Ay, 1,))

=aR +abR + fb(u |, ®v, 1)

olarak bulunur.
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a=——\Vve pf :% oldugundan ab=-a ve b =1 olur ve son esitlikten,

Xi=aR —aR +1:(u |, ®vil ) =441, Ov |

elde edilir. Yani o(X)=0oc(aP +bQ)={x,v,} dir. Bu da lemmanin (ii) maddesinin

ikinci bagmtisidir.

i=1...k icin X;=aR+bQ ve P ile Q matrisleri mxm boyutlu matrisler
oldugundan, X, =z 1 @v, 1, ve I, +§ =molacak sekilde r,§ e{1,...,m} vardur.

Bu durumda

Xi—phily =1, ®vil )= (1, @y 1) =0, (v, — )1
ve

Xi=vily =1, @vi1)=v 1, @v1)=(u-V)I, &0,

elde edilir ve buradan (X, -z 1, )(X; =v; 1) = X* = (g +v) X + v, 1, =0 olur.

P ve Q matrisleri idempotent, X, =aP +bQ ve g +v, =a+b oldugundan,

0=(aR+bQ)*-(a+b)(@P +bQ)+ v, 1, =ab(RQ +QR —P —Q)+uv, I,

=-ab(R -Q)* +uv I,
bulunur. Béylece (3.2)’ nin son bagintisi elde edilir.
ie{l,...,m almsm. P ve Q matrisleri idempotent oldugundan P ve Q matrisleri

de idempotenttir. Her idempotent matris kdsegenlestirilebilir oldugundan,

X =rk(R) olmak tizere,
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R=5(,908"

olacak sekilde bir tersinir § e C™™ matrisi vardir. A e C¥* ve D, e CM¥xM=)

olmak Uzere,

B
a-s/q Ps

olsun. Bu, P ve Q matrislerinin (3.7)" deki gibi yazilabilecegini ifade eder. P ve

Q matrislerinin idempotent oldugu goz 6niine alinirsa (3.2)” nin son esitliginden
ab(R +Q ~RQ -QR) = v I, (3.20)

olur. P ve Q matrislerinin (3.7) deki ifadeleri (3.20) de yerine yazilir ve |

I
matrisinin yerine S l: S I :lSl matrisi alinirsa,
m-x

L ol . [A Bl., .|l O . [A B,
N S{S O}S +S{Ci DJS —S{S O}S ‘Q{c DJS -

| 0
#i‘ﬁSl:)q ]S

0 Im_xi A BI -1 |><1 0 -1
S{Ci DJS S{O O}S

elde edilir. Hipotezden a,be C" oldugundan,

olur.
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Esitligin her iki tarafi soldan S™* matrisi ile sagdan § matrisi ile ¢arpilir ve gerekli

islemler yapilirsa,

Y,
2V 0

F&—A O}: ab *
0 D 0 HYi

bulunur. Matrislerin esitligi tanimmdan,
HVi _ MY
A = CL_E)IX' ve Di _Elmﬂg
elde edilir.

P = % v, olarak tammlanirsa, Q?=Q esitliginden,

(1_pi)|>q B a (1_pi)|)g B g (1_pi)|)q B 71
Sl: C:. pilm><i:|S S|: Ci /Oilrnx,»:lS _Sl: Ci pilmx}s

olur. Esitligin sol tarafi S 'matrisi ile sag tarafi da § matrisi ile carpilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

(1_pi)2|><1-+B|Ci 1-p)B +pB B A-p)1y B
@-p)C+pC CB+p*ly | | G Alns

bulunur. Buradan,

@-p)° 1, +BC =@-p)I,, CB+p" 1, =p 1y
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yani
BC =p1-p)l,, CGB =p1-p)I,
elde edilir. Boylece lemmanin ispat1 tamamlanir. [

Asagidaki sonug¢ bu lemmanin basit bir sonucudur.

Sonug 3.3. P,Q e C™, PQ = QP olacak sekilde iki idempotent matris ve a,b e C*
olmak Uzere, aP+bQ matrisi kdsegenlestirilebilir olsun. Eger A e o(aP+bQ)\
{0,a,b,a+b} ise, bu durumda a+b= 1+ u esitligini saglayan bir u € o(aP+bQ)

vardur.

Ispat. 1eo(aP+bQ)\{0,a,b,a+b} ise, 1¢{0,a,b,a+b} dir. PRQ,=Q,P, esitligi
dikkate alinirsa, Teorem 3.1° e gore, 4 ¢ o(aP, +bQ,) dir. O halde, Lemma 3.2’ ye
gore, 1 € o(aP +bQ ) olacak sekilde bir i e{1,...,k} vardir. Lemma 3.2 (ii)’ ye gore,
Aeoc(@P+bQ) ise, A+pu=a+bolacak sekilde wpeo(alR+bQ) vardrwr.

o(@aP +bQ)co(aP+bQ) oldugundan u e o(aP+bQ)olur. Boylece istenen u

degeri bulunmus olur. ]

Asagidaki teoremde iki idempotent matrisin farkinin spektrumu ile bu idempotent

matrislerin bir lineer kombinasyonunun spektrumu arasinda iliski kurulmaktadir.

Teorem 3.4. P,QeC™, PQ=QP olacak sekilde iki idempotent matris ve

a,be C” olmak lzere, aP+bQ kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

() ueo(@P+bQ)\{0,aba+h} ise ”“’”—E“‘) — 42 olacak sekilde bir
al

A e o(P—Q)vardrr,
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(i) Aec(P-QV\01-1 ise x*—(a+b)x+A%ab polinomunun kokleri

aP +bQ matrisinin 6zdegerleridir.

Ispat. P ve Q matrisleri (3.1)’ deki gibi olsun. e o(aP+bQ)\{0,a,b,a+b}ise,

Lemma 3.2 ye gore o(aP +bQ)={u,a+b—u}olacak sekilde ie{1,...,k} vardir.

ab=0 oldugundan (3.2)’ nin son bagmtisma gore, (P -Q)*= —ﬂ(a-;s_”) I

olur. O halde Wea[(ﬁ’—qy] yazilabilir. of(P-Q)?*] c o[(P-Q)?]

oldugundan W e o[(P-Q)*] dir. Buradan spektral déniisim teoremine
N u@+b—-u) ., . ) - it
gore, — =A° olacak sekilde bir Aeoc(P-Q) var oldugu goriiliir.
a

Boylece (i)’ deki iddianin dogrulugu gosterilmis olur.

Simdi de 2eo(P-Q)\{0,,-1 olsun. 21¢{0,,-1% ve PQ,=Q,P, oldugundan
Teorem 3.1' e gore A¢o(P,—Q,)dir. Boylece Ae€o(P—-Q)olacak sekilde bir

ie{l...,k} vardr. Bu son ifadeye spektral doniisiim teoremi uygulanirsa,

A% eo[(P-Q)?elde edilir. (3.2) bagmtilarma gére, u+v=a+b ve 1°= ’u—g
a

olacak sekilde x,veco(aP+bQ) vardir. Boylece x ve v, Xx*—(a+b)x+A%ab
polinomunun kokleridir. o(aP +bQ) c o(aP+bQ) oldugu hatirlanirsa (i)’ de

istenen elde edilir. =

Teorem 3.5. P,Qe C™ PQ=QP olacak sekilde iki idempotent matris ve
a,b,a',b'e C” olmak Uzere, aP+bQ ve a'P+b'Q matrisleri kosegenlestirilebilir
olsun. Eger ueo(aP+bQ)\{0,ab,a+h} ise, bu durumda

p@tb-p) ..

X2 —(a+b)x+
(a+b) -

polinomunun kokleri a'P+b'Q matrisinin

Ozdegerleridir.
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Ispat. ueco(aP+bQ)\{0,a,b,a+b} olsun. Teorem 34 (i) ye gore
W — 22 olacak sekilde 1 e o(P—Q) vardir. 1 ¢{0,a,b,a+h} oldugundan
A¢{0,1, -3 dir. Aeo(P-Q) ve 41¢{0,1,—-1 oldugundan Teorem 3.4 (ii)’ ye gore,

xz—(a'+b')x+/12a'b':xz—(a'+b')x+Wa'b' polinomunun  kokleri

a'P+b'Q matrisinin 6zdegerleridir. [

Teorem 3.6. P,Qe C™ PQ=QP olacak sekilde iki idempotent matris ve

a,be C" olmak lzere, aP+bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

0] Aeo(PQV0,1 ise x*—(a+b)x+ab(l-A1) polinomunun kokleri
aP +bQ matrisinin 6zdegerleridir,

(a+b—p)

(i) weo(@P+bQ)\{0,ab,a+b} ise 1-£ e o(PQ) dur.

Ispat. P ve Q matrisleri (3.1)’ deki gibi olsun. O halde,

PQ=S((®,(RQ)) ® RQ,)S™

yazilabilir. (3.3) ve (3.7)” den her i =1,...,ki¢in

0L A Bl o[ ofla-Ey, B,
ra-slg o[5S alitosls o) 2™ 08

s (1—%)& B
0 0

dir. p =% olarak alinirsa,
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1-p)l, B
eq:s{( Py '}Sl (321)

elde edilir. Ote yandan, P, ve Q, iki degismeli idempotent matris oldugundan,
Teorem 2.4.8' e gore, PQ, matrisi de idempotenttir ve dolayisiyla o(P.Q,) ={0,1}
dir.

Simdi, 1eo(PQ)\{0,3 olsun. (3.21) den, A=1-p olacak sekilde ie{L...,.K}

vardir. Lemma 3 2 (ii)’ ye gdre, aP +bQ matrisinin p. :% ve u +v,=a+b

olacak sekilde 4 ve v, Ozdegerleri mevcuttur. o(aP +bQ)c o(aP+bQ)
oldugundan, g ,v,ec(@aP+bQ) olur. g =u ve v, =v olarak tanimlanirsa,
u+v=a+b ve puv=ab(l-1) olarak bulunur. Boylece x ve v sayilari,

x* —(a+b)x+ab(l- 1) polinomunun kdkleridir. Bu da (i)’ de istenendir.

Simdi de ueo(aP+bQ)\{0,ab,a+b} olsun. x¢{0,ab,a+b} ve P, ile Q,
matrisleri degismeli idempotent matrisler oldugundan, Teorem 3.1° e gore
ueo(ak,+bQ,) dir ve Lemma 3.2 ye gore, x ve a+b—u nicelikleri aP +bQ

matrisinin 6zdegerleri olacak sekilde bir ie{l,...,k} vardir. Boylece (3.21)’ den

1_—%‘(&;"”) e o(PQ) yazilabilir. (PQ) c o(PQ) oldugundan (ii)’ de istenen

elde edilir. -

Koliha ve Rakocevi¢ [17] calismasinda, bir C cebirinde asikar olmayan p ve q
projeksiyonlart ve A ¢ C\{0,1,-1 icin, Aeo(p-g)olmasmin gerekli ve yeterli
kosulunun 1- 1% € 6(PQ) olmasi gerektigini ispatladilar. (Bir C cebirinde bir f
projeksiyonu f? = f = f esitliklerini saglar.) Teorem 3.6 da a=1 ve b=-1

alinirsa ayn1 bagntilar elde edilir.
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Teorem 3.7. P,Qe C™ PQ=QP olacak sekilde iki idempotent matris ve

a,be C” olmak lzere, aP+bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

0] Aeo(POQP)\{0,1 ise x*—(a+b)x+ab(l-4) polinomunun kokleri

aP + bQ matrisinin 6zdegerleridir,

(i)  ueo(aP+bQ)\{0,aba+h} ise 1—/“‘("“—2“‘) e o(PQP) dir.
al
Ispat. P ve Q matrisleri (3.1)’ deki gibi olsun. Bu durumda,
PQP = S((®,(RQR)) ® RQ,R)

olur. (3.7) ve (3.21)' egore p. :% i=1...,k, olmak lUzere

1-p)I, B I, O 1-p)I, O
RQR=S{( ok Olsls{g O}s%s[( o O}sl (322

dir. P, ile Q,matrisleri degismeli idempotent matrisler oldugundan,

(POQOPO)Z = I:%Qo POPO Qopo = I:?)Qo PoQo Po = POQOPO
—— ——

R QoRy

dir. Yani PQ,P, matrisi de idempotenttir ve dolayisiyla o(PQ,R,) {01} dir.
Simdi, 1e€o(PQP)\{0,1} olsun. A ¢{0,1} oldugundan A ¢ o(R,Q,R,)dir. O halde
A€ o(PQR) olacak sekilde bir i e{1,...,k} vardir. (3.22)’ den 4 =1-p, yazilabilir.

(3.2)" ye gore aP+bQ matrisinin p. =% ve u+v=a+bolacak sekilde u ve v

ozdegerleri mevcuttur. Boylece p+v=a+b ve uv=ab(l-A) olur. Bu, u ile v

nin, X’ —(a+b)x+ab(l-A) polinomunun kokleri oldugunu gésterir.
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Simdi de ueo(aP+bQ)\{0,a,b,a+b} olsun. Lemma 3.2 ve Teorem 3.1’ e gore,

u ve a+b—yu, aP+bQ matrisinin 6zdegerleri olacak sekilde bir ie{1,...,k}

vardir. (3.22)° den 1 p, = 1—% e 7(PQP) c o(PQP) olur. Baylece (ii)

maddesindeki iddianin dogrulugu gosterilmis olur. [

Teorem 3.8. P,Qe C™ PQ=QP olacak sekilde iki idempotent matris ve

a,be C” olmak lzere, aP+bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

(i)

(if)

Lec(PQ-QP)\(0} ise zzz-“—;a-%) ve u+v=a+b olacak
al

sekilde u,v € o(aP +bQ) vardrr,

Leo(@P+bQ)\0,aba+h ise —LBFP=H) 4 p@Fb=L), o
ab ab

olacak sekilde 4 € o(PQ—QP) vardir.

Ispat. P ve Q matrisleri (3.1)’ deki gibi olsun. O halde,

PQ-QP=S((®,R)®R)S'S(®LQ) S Q)S " - S(®,Q)®Q)S 'S(®LR)®R)S™

= S((®ik=l(F?Q )) @ P()Qo)s_l - S((G_)ikﬂ(Qi R)) S QOPO)S_l

dir. PQ, =Q,P, oldugundan,

PQ-QP =S((®,(RQ -QR) ®0)S™

HiVi

olur. (3.3) ve (3.7)’ yegodre p. =¥, i=1...,k, olmak Uzere,

P P I>ﬁ 0 -1 A B| -1 A B| -1 |>q 0 -1
iq—qi—s[o O}S s{q DJS —s{q DJS s[o O}a



31

B _Ixi 0 (:L_/Oi)lx1 B | o (1_pi)|)q Bl 0.
N o
o[ @=p) B, L@ O],

—S_ 0 0}3 SI_ c 0}3

<0 B,

_S_—Ci O}S

olarak bulunur. Buradan,
=) P)? = 0 B| -1 0 B| -1 _B|Ci 0 -1
(RQ-QR) —S{ . O}s s{_c O}S —S{ . _CIBJS

-C |

elde edilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerine gore BC :%(1—%)% ve

V. -V, .
CB ="-(@-200)1,  oldugundan,
(PR -QR)’ =5 2 oy B
I
V. V. 3
=T -E)S = p W), (323

olur. 21eo(PQ-QP)\{0} olsun. Bu durumda A*eo[(PQ-QP)*]\{0} dir ve

bdylece (3.23)” den teoremin (i) maddesini saglayan u,v € o(aP+bQ) vardir.

Simdi de ueo(aP+bQ)\{0,a,b,a+b} olsun. Buradan pxeo(alP +bQ) olacak

sekilde bir ie{l,...,k} vardir. pzw olarak tanimlanwrsa (3.23) ve
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Lemma 3.2° den —p(1-p) € o[(PQ-QP)?] bulunur. Spektral doniisim teoremi
uygulanirsa, —p(1- p) = A olacak sekilde bir A e (PQ-QP) vardir. Boylece (ii)’ yi

saglayan A degeri bulunmus olur. [



BOLUM 4. BiR IDEMPOTENT VE BiR INVOLUTIF MATRISE
BAGLI BAZI MATRISLERIN SPEKTRUMLARI

P,Q kompleks matrisleri sirasiyla idempotent ve involutif matrisler ve a, b
sayilar1 aP +bQ matrisi kdsegenlestirilebilir olacak sekilde sifirdan farkli kompleks
sayilar olsun. Bu boliimde, aP +bQ matrisinin spektrumu ile PQ, PQP, PQ-QP

ve PQ+ QP — Q matrislerinin spektrumlar1 arasinda iliski kurulacaktir.

P,Q e C™" matrisleri degismeli oldugunda, a,b e C olmak iizere,

e Heridempotent P matrisi kosegenlestirilebilirdir ve o (P) <{0,3’ dir.
e Herinvolutif Q matrisi kosegenlestirilebilirdir ve o (Q) —{1,—1} dir.
o Kosegenlestirilebilir iki matrisin degismeli olmasmnin gerekli ve yeterli

kosulu, onlarin esanli kdsegenlestirilebilir olmasidir.

sonuglar1 kullanilarak aP +bQ matrisinin spektrumu hakkinda asagidaki yorum

yapilabilir:

Teorem 4.1. P,Qe C  matrisleri PQ=QP, P2=P ve Q?=1I olacak sekilde

matrisler, a,be C olsun. Bu durumda

o(aP+bQ) c{a+b,a—b,b,—b}

dir.
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Ispat. P=0 ise, aP+bQ=bQ olur. Q matrisi involutif oldugundan
kosegenlestirilebilirdir ve Ozdegerleri {1,-1 kiumesindedir. Q=7F| olmasi

durumunda ispat agiktir. Q= F| olsun. Budurumda, r,, r, >0 olmak Uzere,

Q=T(,®-1,)T"

yazilabilir. O halde,

aP+bQ=bQ=T(bl, &bl )T,

yani

o(aP +bQ) {b,~b} c{a+b,a—b,b, b}

olur. Bdylece P =0 durumu i¢in ispat tamamlanir.

P#0 ve rk(P)=r olsun. (Rank tanimima ve hipoteze gore r >0 ve r <n dir.) Q

matrisi involutif oldugundan tersinirdir. Herhangi bir matrisi sagdan veya soldan
tersinir bir matrisle carpmak suretiyle elde edilen matrisin ranki dnceki matrisin

rankma esittir. O halde rk(PQ)=r dir. Q matrisi tersinir oldugundan, bu matris tam
ranklidir. Yani, rk(Q)=n dir. n=rk(Q)=r+s (r>0,s>0) olsun. P ve Q

matrisleri degismeli olan iki kdsegenlestirilebilir matris oldugundan, bu matrisler

esanli kosegenlestirilebilir. O halde, x<r ve y<s ve x,y>0olmak lzere,

P=S(,®1_®080S*ve Q=5(1,®-1 @l &-1_)S*

yazilabilir. Buradan,

aP+bQ=S((a+b)| ®(a-b)l,_ @bl ®-bl_)S*
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olur. Bu da ispati sonuglandirir. Dikkat edilirse, PQ=S(I ®-I_ ®0®0)S™

oldugundan, bu matrisin ranki1 ispatin baginda da belirtildigi gibi 1 ye esittir. |
Bu bolumin geri kalan kisminda PQ = QP olmak Uzere, aP+bQ matrisinin
kosegenlestirilebilir olmasi kosulu ile o(aP +bQ) kimesi ile o(PQ), o (PQP),
o(PQ-QP) ve o(PQ+QP—-Q) kiimeleri arasindaki bazi iliskileri ortaya

koyacak olan teoremler ve ispatlar1 verilecektir.

Asagidaki lemma, bahsedilen bu spektrumlar1 ¢alisabilmek i¢in bir arag

niteligindedir.

Lemma 4.2. P,Q e C" matrisleri, PQ=QP, P>’=P ve Q*=1 olacak sekilde
matrisler, a,be C olmak ilizere, aP +bQ matrisi kdsegenlestirilebilir olsun. Bu
durumda,

() i=01..,k i¢cin P,Q e C™™ olmak Uizere,

P=S(®LR)®R)S™, Q=S((®,Q)®Q)S™, (4.)

PQ, =Q,R, vei=1..,k icin PQ # QP olacak sekilde tersinir bir Se C™"

matrisi ve P,,..., B, idempotent matrisleri ile Q,,...,Q, involutif matrisleri vardur,

@i) i=1..,kicin

4 +v,=a, o(@R+bQ) ={x,v}, ab(RQ +QR-Q) =—(uv, +b3)1, (42)

olacak sekilde z,v,;...; 4 ,v, farkli kompleks sayilar vardur,
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(iii) i=1..k icin X =rk(R), A e C¥*, D, e CM™M%) ye

A :_%u, (43)
BC :[1_(ﬂ.V£b ) L, (4.4)
CB _[1—(”'V£b J . (4.5)
ve

D =—”iv£b . (4.6)

olmak Uzere

I, 0

R=S[3 O}S‘l, Q.=sm Lﬂs (47)

olacak sekilde tersinir § € C™™ matrisleri vardir.

Ispat. Lemma 2.4.10° da bahsedildigi iizere, Q bir involutif matrisise, bu durumda

R:%(HQ) (4.9)

matrisi idempotenttir. Hipoteze gore PQ = QP oldugundan,

1 1 1
PR-RP = P{E(HQ)}—[E(HQ)} P==(PQ-QP) %0,
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yani PR= RP olur. Hipotezden aP +bQ matrisi kosegenlestirilebilir oldugundan,

aP+bQ=TAT™ (4.9)

olacak sekilde bir tersinir T matrisi ve kdsegen bir A matrisi vardr. Simdi,
aP+2bR lincer kombinasyon matrisini goéz Oniine alalim. (4.8) ve (4.9)

esitliklerinden,
aP-+2bR = aP+2bE(l+Q)} = aP+bQ+bl =TAT *+bl

olup, buradan
aP+2bR=T(A+bDT™

elde edilir. Yani aP+2bR matrisi de kosegenlestirilebilirdir. Bu son ifade ile
birlikte, PR#RP oldugu hatirlanirsa, Lemma 3.2’ nin kosullarinin saglandigi
gordldr. O halde P ve R idempotent matrisleri icin Lemma 3.2 uygulanabilir.

Lemma3.2 (i)’ den, BR,=RP, vei=1.. k icin PR # RP olmak lzere,

P=S((@,P)®R)S™ ve R=S((@,R)®R,)S" (4.10)
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olacak sekilde P,,...,B,R,,..., R, idempotent matrisleri ve bir tersinir S matrisi

vardrr.

Lemma 3.2 (ii)’ den,

a+2b=¢ +n, o(@+bR)={&,n}, 2ab(R-R)*=¢&n, I (4.11)
olacak sekilde &,7,;...;&,, 7, farkli kompleks sayilar1 vardir.

Lemma 3.2 (i)’ den, i =1,...,k igin x =rk(P), K, e C**, N, e CM M=) ye

8 = ﬂ olmak Uzere,
2ab

lXi 0 -1 I<i I‘i -1
F?=S{O O}S ,R=S[M_ N}s,

K =@-9)1,, LM, =4@-1,, ML =80-8)I,, ve N.=31, , olacek

X1 m-x %
sekilde § tersinir matrisleri mevcuttur. R=%(I+Q) oldugundan, Q=2R-1 dur.

Burada R matrisi yerine (4.10)’ daki karsilig1 yazilirsa,

Q=S(@L(2R -1)®(2R,~1)S™

olur. i =0,...,k icin
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Q=2R-| (4.12)

olarak tanimlansin. Bu durumda

Q= S((@iklei) ® QO)S_l

yazilabilir. Tiim Q matrislerinin involutif oldugu agiktir. PR =RP, ve i=1.. k

icin PR # RP oldugu dikkate alinirsa,

RQ =R(2R ~1)=2RR, -k =2RFR-FK =(2R -k =QFRK

ve

RQ =R(2R-1)=2RR-R =2RR-R =(2R-)R=QPR,

yani PQ # QP olur. Boylece lemmanin (i) maddesi ispatlanmis olur.

(4.11)’ in ikinci esitligi ve (4.12)’ den,

c(aP+bQ)=0oc(aP +b(2R -1)) =o(akR + 2bR —bl) ={& —b,n —b}

dir. i, =& —b ve v, =n, —Db olarak almirsa, o(aP +bQ ) ={z,v;} olur.
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(4.11)’ in ilk esitliginden de

u+v. =& -b)+(m-b)=&+n-2b=a+2b-2b=a
elde edilir.
Simdi, (4.11)’ in son esitligini, P ve Q matrislerine gore ifade edelim:

(R-RY'=P+R-RR-RR=R+|30+Q)|-R| 20+ |-| J0+Q) |7

1
=5[Q+1-RQ -QFR]
ve & =u +b, n =v, +b oldugundan (4.11)’ in son esitligi,

ab(Q +1-RQ -QR) = (x4 +0b)(v; +b) I,
esitligine denktir. Bu ifade diizenlenirse,
ab(RQ +QR -Q) =[ab— (4 +b)(v; +b)]1,, (4.13

bulunur. g +v, =a oldugu kullanilirsa,
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ab—(u +b)(v; +b) =ab—(uv, + yb+bv, +b%)
=ab—((g +v;)b+ v, +b2)
=ab-ab—puv, -b’

=—(uv; + bz)
olur ve (4.13) esitliginden
ab(RQ +QR -Q) =—(uv; +b*)1,,

elde edilir. O halde Lemma 4.2 (ii)’ deki iddialar dogrudur.

K. .
i=1..,kicin Q=2R -1 ve R=S [MI lN"}s‘l oldugundan, | matrisinin yerine

I 0
S l: A }S,‘l matrisini almak suretiyle,

Ki Li 1 l)g 0 -1 2Ki_|>‘i 2L' -1

yazilabilir. i =1,...,K i¢in,

A=2K -1, B=2L C=2M, D=2N-I,, (4.14)
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olarak tanimlanirsa,

B
2=s|¢ gl

olu. K =(1-9)l, oldugundan, A=2K —I, =2A1-9)I, I, =(1-29)I,;
N=8l,,  oldugundan, D =2N-I =291, -l =(@29-DI,

yazilabilir. 3 = & _ (44 +D)(v, +D) ve u +v,=a esitlikleri dikkate alinirsa,

2ab 2ab

1-29 =1— (44 +0b)(vi +b) ab— (v + (4 +Vi)b+b2) _ MKV +b?
‘ ab ab ab

ve dolayisiyla,

1y, +b?

elde edilir. Ayrica 1-28 =- oldugundan, ab-&n =—(uv, +b%) dir.

2
P :ﬂivi+b olarak almisa, ab-&n =-abp, yani &n =ab+abp, olur.
Buradan,
g(1-g)=2 (1_ v j: ab-+abp (1_ ab-+abp j: ab(1+ ) (1_ ab(L+ pi)j
7 2ab\” 2ab 2ab 2ab 2ab b
_ltp (1_1+,oij:1+,oi 1-p _1-p
2 2 2 2 4

elde edilir.
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LM, =3(1-9) l, esitligi ile birlikte (4.14)” tGn ikinci ve tgtinct esitlikleri dikkate

2

almirve $4(1-9)= 1_% oldugu kullanilirsa,

BC =(2L)(2M,) =4LM, =44 (1-9)1, =(1-p")1,;

ve benzer sekilde ML, =3 (1-4)l esitliginden de,

m-x
CB =(2M)(2L) =4M,L, =48 (1-9) 1, =(@-p)1,_,

2

bulunur. Boylece p, = £ +b

oldugundan lemmanin ispati tamamlanir. [

Lemma 3.2 ye gbre P, ve R, idempotent bloklarinin yok olabilmesi olas1 olup,

Q, =2R, -1 oldugundan, bu lemmada da P, ve Q, bloklarinin yok olabilecegine
dikkat etmek gerekir.

Bu lemmanin basit bir sonucu asagidaki gibi verilebilir:

Sonuc 43. P,QeC matriseri PQ=QP, P’=P ve Q*=1 olacak sekilde
matrisler, a,be C olmak lizere aP + bQ matrisi kdsegenlestirilebilir olsun. Eger
Aeoc(@P+bQ)\{a+b,a—b,b,—b} ise, bu durumda A+ u=a esitligini
saglayan bir 1 € o(aP +bQ) vardur.

Teorem 4.4. P,Qe C" matrisleri PQ=QP, P?=P ve Q*=1 olacak sekilde

matrisler, a,be C olmak ilizere, aP+bQ matrisi kdsegenlestirilebilir olsun. Bu

durumda,
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(i) neo(@P+bQ)\{a+b,a—b,b,-b} ise —%(,u(a—)u) +b?) niceligi
PQ + QP —Q matrisinin bir 6zdegeridir,

(i) A1eoc(PQ+QP-Q)\{1,-1} ise x*—ax—Aab—b?® polinomunun

kokleri aP + bQ matrisinin 6zdegerleridir.

Ispat. P ve Q matriseri Lemma 4.2° deki gibi olsun. e o(aP+bQ)\
{a+b,a—Db,b,—b} almsm. xg¢{a+b,a—b,b,—b} ve Lemma 4.2° ye gbre
PQ,=Q,P, oldugundan, Teorem 4.1’ den, wue¢o(ak,+bQ,) dir. O halde

o(@P +bQ)={u,a-u} olacak sekilde bir ie{l,..,k} vardr. abeC

oldugundan, (4.2) nin  son  bagntisina  gore, i=1..,K icin

PQ+QP-Q :—%(,uivi +b*)1,  olur. o(@R+bQ)={x,a-u} oldugundan

PQ+QP-Q :_%(ﬂ(a—y)mznm elde edilir. Buradan,

~—Lu(a- ) +b) €o(PQ +QR-Q)
olur. o(PQ+QP-Q)co(PQ+QP-Q) oldugu dikkate alinirsa,

~—C(u(a- ) +5) = o(PQ+QP-Q)

sonucuna varilir. BOylece (i)’ de istenen elde edilir.

P ve Q matrislerinin (4.1)’ deki karsiliklarina gore,

PQ+QP-Q= S(@ik=1(PiQi +QP-Q)®(RQ, + QR _Qo))s_l
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yazilabilir. PQ,=Q,P, oldugundan PQ,+Q,R, -Q,=2PQ,-Q, dir. B, matrisi

idempotent ve Q, matrisi involutif oldugundan,

(ZF::)QO _Qo)2 = 4%Q0R) Qo _2% QoQo _QOZR)QO +Q02 = 4F<’) _2Po _ZR) +1=1
—_— — —
RQ I QoRy
2Q,2R=2R,

dir. Yani 2P,Q,—Q, matrisi involutiftir. Dolayisiyla bu matrisin 6zdegerleri {1, —1}

kiimesindedir.

Simdi de Aeoc(PQ+QP-Q)\{1,-1 olsun. Ae{l,-1 ve
P.Q, + Q,P, —Q, = 2P,Q, — Q, matrisinin 6zdegerleri {1, —1} kimesinde oldugundan
Aeg o(RQ+QR-Q,) dwr. O halde, Ae0(PQ+QPR-Q)olacak sekilde
i €{1,...,k} vardir. Dolaysiyla, (4.2) ye gore u+v=a ve A= —%(,uv +b?)
olacak sekilde u,veo(aP+bQ) vardir. Boylece u ve v, x*—ax—Aiab—b?

polinomunun kokleridir. o(aP +bQ) c o(aP+bQ) oldugundan

1,v € o(aP+bQ) olur. Bu da (i)’ deisteneni ispatlar. [

Teorem 45. P,Qe C matrisleri PQ=QP, P?=P ve Q*=1 olacak sekilde
matrisler, a,b,a,b'eC olmak lzere aP+bQ ve a'P+b'Q matrisleri

kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda, € o(aP +bQ)\{a+b,a—b,b,-b} ise
x*-a' x+$(y(a— 1) +b?)a'b'=b? polinomunun kokleri a'P+b'Q matrisinin

Ozdegerleridir.

Ispat. 1 € o(aP+bQ)\{a+b,a—b,b,—b}almsm. Teorem 4.4 (i)’ ye gore, bir
Aeoc(PQ+QP—-Q), ﬂz—%(y(a—,u)+b2) olacak  sekilde  vardur.

ue{a+b,a—b,b,—b} oldugundan A e{l,-TLdr. 1es(PQ+QP-Q) ve

Ae{1, -1 oldugundan Teorem 4.4 (ii)) ye gore x*—a'x—Aa'b'—b"”
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polinomunun kokleri a'P +b'Q matrisinin 6zdegerleridir. A = —%(,u(a— 1) +b?)

oldugu dikkate alindiginda teoremin ispat1 tamamlanur. u

Asagidaki teorem PQ matrisinin spektrumu ile aP +bQ matrisinin spektrumu

arasindaki iligkiyi ifade eder.

Teorem 4.6. P,Qe C matrisleri PQ=QP, P?=P ve Q*=1 olacak sekilde

matrisler, a,be C olmak lizere, aP +bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu

durumda,

0) Aeo(PQ)\{0,1,-1} ise x*—ax—Aab—Db® polinomunun kokleri

aP + bQ matrisinin 6zdegerleridir,

(i) weoc(aP+bQ)\{a+b,a—b,b,—b} ise —MEG(PQ)

ab
dur.
Ispat. i =1,...,Kk icin
S 0leae[A Blas ofA Blan o AN w
Rq—s[o o}s s{q DJS —s{o O}s =s| @ * s
0 0
2
dir. p, = HYi+D olarak alinirsa,
_pi|>q BI 1
PQ = 4.15
Q S{ 0 O}S (4.15)

bulunur.
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Simdi, 2 € o(PQ)\{0,1,—1} olsun. P, matrisi idempotent ve Q, matrisi involutif

oldugundan,

(R}Qo)3 = R) QoR) QoR)Qo = R)z Q02 I:?)(v?o = I:%)ZQO = I%QO
—— —

Qo R

dir. Dolayisiyla P,Q, matrisi tripotenttir, yani o(R,Q,) {0,141 dir. O halde,

A1¢{0,1,-1 ise, Aec(PQ) yani (4.15) e gore A=-p olacak sekilde bir

.+ b?
i e{1,...,k} vardir. Lemma 4.2 (ii)’ ye gore, aP +bQ matrisinin p, _HViTH zla_b ve
H+vi=a olacak  sekilde 7 ve v, Ozdegerleri  mevcuttur.

o(aP +bQ)co(aP+bQ) oldugundan p,v, e c(aP+bQ) olur. u=u ve v, =v
olarak almirsa, pg+v=a ve uv=-lab-b*> bulunur. O halde u ve v,

x? —ax— Aab—b? polinomunun kokleridir. Bu dateoremin (i) maddesini ispatlar.

Simdi de u eo(aP+bQ)\{a+b,a—b,b,—b} olsun. x¢{a+b,a—b,b,-b}
ve PQ, =Q,P, oldugundan, Teorem4.1’ e gore u ¢ o(ak, +bQ,) dir. O halde u ve

a-u, aP+bQ matrisinin 6zdegerleri olacak sekilde bir ie{1,...,k} vardir.

Dolayisiyla, (4.15)° e gore

_“("J“TW ea(PQ) olup, o(PQ)ca(PQ)

2
oldugundan _% e o(PQ) dur. Buda(ii)’ de istenendir. n

Asagidaki teorem, aP +bQ matrisinin spektrumu ile PQP matrisinin spektrumu

arasindaki iliskiyi ortaya koyar.

Teorem 4.7. P,Qe C" matrisleri PQ=QP, P?=P ve Q*=1 olacak sekilde

matrisler, a,be C olmak ilizere, aP +bQ matrisi kdsegenlestirilebilir olsun. Bu

durumda,
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(i) A eoc(PQP)\{0,1,-1} ise x*—ax—Aab—b* polinomunun kokleri

aP +bQ matrisinin 6zdegerleridir,

(i) ueo(@P+bQ)\{a+b,a—b,b,—b} ise _M_TWE o(PQP) dir.

Ispat. P ve Q matrisleri (4.1)’ deki gibi olsun. Bu durumda,
PQP = S((®,(RQR) ® (RQ,R))S™
yazilabilir. P, matrisi idempotent, Q, matrisi involutif ve P.Q, = Q,P, oldugundan,

(RQR) =RQLRRQRR QR =R (QR)QXRAR =R'Q* RQ R =RIQR’ =RQR
—_— —_— — —_—

R R RQo QP

olur. Yani PQ,P, matrisi tripotenttir. Dolayisiyla bu matrisin 6zdegerleri {0,1, -1}

kumesindedir. (4.7) ve (4.15)’ egore, i =1,...,Kk igin

_,uivi+b2I B |0 _MViJszl 0
PQR=S| ™ a % " |§7S {g O}s*zs b % |ST (416)
0 0 0 0

olur.

Simdi, A eo(PQP)\{0,,-1} olsun. A¢«{0,L-1 ve PQ,P, matrisinin

ozdegerleri {0,1,—1} kumesinde oldugundan, A¢o(RQ,P) dir. O halde

uv, +0?

A eo(PQPR) olacak sekilde bir i €{1,...,k} vardir. p, = olarak alinirsa,

(4.16) dan A=-p yazlabilir. Lemma 4.2 (ii)’ ye gore, aP+bQ matrisinin

v, +0?
ab

P = ve u +v,=a olacak sekilde g ve v, Ozdegerleri mevcuttur.
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u,v,ec(@+bQ)co(@aP+bQ) oldugundan x ve v, nicelikleri aP +bQ
matrisinin 6zdegerleridir. 4 =u ve v, =v alinwsa, u+v=a ve uv=-lab-b’

olur. Bu, x ve v nin, x*—ax—Adab—b* polinomunun kékleri oldugunu ifade

eder.
Simdi de wxeo(@aP+bQ)\{a+b,a—b,b,-b}olsun. O halde ux ve a-u
nicelikleri aP +bQ matrisinin 6zdegerleri olacak sekilde bir i e{1,...,k} vardur.

_ 2
Dolayisiyla (4.16) dan —p = —% c5(PQP)c 6(PQP)  yazilabilir.

Boylece (ii)’ de istenen elde edilir. m

Teorem 4.8. P,Qe C matrisleri PQ=QP, P?=P ve Q*=1 olacak sekilde
matrisler, a,beC olmak lizere aP+bQ matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu

durumda,

0] Aeoc(PQ-QP)\{0} ise /Izz(%tbz] -1 ve u+v=a olacak

sekilde z,v € o(aP +bQ) vardrr,

(i) pueo(@P+bQ)\{a+ba—bb,-b ise ("(‘E“T‘f)”’zj _1=77

olacak sekilde bir 1 € o(PQ —QP) vardir.
Ispat. P ve Q matrisleri (4.1)’ deki gibi olsun. O halde
PQ-QP=S((®%(PQ -QR) @ (RQ, -QR))S"
yazilabilir. PQ, = Q,P, oldugundan,

PQ-QP=S(®,(RQ -QR)®0)S™ (4.17)
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bulunur. Lemma4.2’ yegore, i =1,...,k i¢in

dir. Buradan
P Pz_ 0 B| -1 0 BI -1 _Buci 0 -1
(PQ ~QR) ‘S{_q O}s s{_q o}s —S{ 5 }s

elde edilir. (4.4) ve (4.5) esitlikleri dikkate alinirsa,

(RR-QPR)’ =S {[[ﬂiv;;b J 1]!m }Sl =(p* -1, (4.18)

bulunur.

Simdi, 2eoc(PQ-QP)\{O} olsun. A#0 oldugundan, (4.17)’ ye gore
Aec(PQ-QP) olacak  sekilde ie{l... Kk} vardir.  Dolayisiyla
A2 ec((PQ -QP)*)olur. O halde (4.18) den A%=p?-1 yazlabilir. Bununla

uv +b?
ab

2
birlikte Lemma 4.2 (i)’ den, /12:( ] -1 ve u+v=a olacak sekilde

u,v € o(aP+bQ) vardir. Bu da (i)’ de istenendir.
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Simdi de e o(aP+bQ)\{a+b,a—b,b,—b} almsin. x¢{a+b,a—b,b,—b}

ve RQ, =Q,P, oldugundan, Teorem 4.1' e gore u ¢ o(aP,+bQ,) dir. Dolayisiyla
. o u(@a— )+ b’
pueo(@l +bQ) olacak sekilde bir ie{1,...,k} vardwr. p ==p olarak

tanimlanirsa, Lemma 4.2 ve (4.18) den p°-1eo((PQ—-QP)?) bulunur. Bu son

ifadeye spektral doniisiim teoremi uygulanirsa, p°-1=A° olacak sekilde bir
A € o(PQ—QP) oldugu goriiliir. Bu da (ii)’ de istenendir. ]



BOLUM 5. iKi INVOLUTIF MATRISTEN TURETILEN BAZI
MATRISLERIN SPEKTRUMLARI

Bu bolimde, Q ve R matrisleri, Q*=1 ve R®=I esitliklerini saglayan kompleks
matrisler, ¢ ve d sayilari cQ+dR matrisi kosegenlestirilebilir olacak sekilde
sifirdan farkli kompleks sayilar olmak iizere, CQ+dR matrisinin spektrumu ile
QR+RQ, QR-RQ, QRQ+R ve (QR)* + RQR matrislerinin spektrumlari arasinda

bazi iliskiler verilmektedir.

Herhangi bir A involutif matrisi igin %(IJF A) ve %(I—A) meatrisleri idempotenttir.

Ote yandan, herhangi bir P idempotent matrisi icin 1-2P ve —(I-2P) matrisleri
involutiftir. Bu nedenle idempotent matrisler Uzerindeki sonuclar, involutif matrisler
icin de tartigilabilir. Bu bolim, Bolim 3’ de, idempotent matrislere bagli bazi
matrislerin spektrumlari ile ilgili ortaya konulan sonuglarm, idempotent matrislerle

iliskili olan involutif matrisler i¢in nasil sekillenecegi diisiincesi ile ele alinmistir.

Q ve R matrisleri degismeli oldugunda, ¢,d e C' olmak lizere cQ+dR matrisinin

spektrumu ile ilgili olan asagidaki teorem, iyi bilinen

e Herinvolutif Q matrisi kosegenlestirilebilirdir ve o(Q) c{-11 dir.
ve

o Kosegenlestirilebilir iki matrisin degismeli olmasmin gerekli ve yeterli

kosulu, onlarin esanli kdsegenlestirilebilmesidir.

ozellikleri kullanilarak kolaylikla ispatlanabilir.
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Teorem 5.1. Q,Re C™ matrisleri QR=RQ olacak sekilde iki involutif matris ve

c,d e C olsun. Bu durumda,

o(cQ+dR) ={c+d,c-d,—c+d,-c—d}
dir.
Ispat. rk(QR)=r olsun. Q ve R matrisleri involutif oldugundan bu matrisler
tersinirdir ve dolayisiyla tam rankhidir. Yani rk(Q)=rk(R)=n dir. Ayrica Teorem
2.2.1' e gore, tersinir olan Q matrisi i¢in, rk(R)=rk(QR)=rk(Q) oldugundan

n=r dir. Q ve R matrisleri birbiriyle degismeli iki kosegenlestirilebilir matris

oldugundan, bu matrisler esanli kdsegenlestirilebilirdir. O halde,
1. 1. 1. 1.
n+n, :EIZ(HQ) , N,+n, :EIZ(I_Q)’ n+n :Elz(l+ R), n,+n, :Elz(l— R) ve

n +n, +n,+n, =N olmak iizere, genelligi bozmaksizin,
Q=5(,®1, -1, &-1 )S've R=5(1,0-1, &1, &1 )S"
yazilabilir. Buradan
cQ+d RS((c+d)Il, @ (c-d)I, ®(-c+d)I, ®(-c-d) |n4)S_1
olur. Bu da ispat1 sonuglandirir. Dikkat edilirse,
QR=S(,®-1, ®-I,®I, )S"

oldugundan bu matrisin ranki ispatin baslangicinda da belirtildigi  gibi

r=n=n+n,+n,+n,’ tar. n
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Bu boliimde, baslica olarak, cQ+dR matrisinin kdsegenlestirilebilmesi varsayimi
altinda, o(QR+RQ), c(QR-RQ), 6(QRQ+R) ve o((QR)* + RQR) kiimeleri ile
o(cQ+dR) kiimesi arasinda iliski kurulacaktir. Once, ortaya koyulacak olan ana

sonuglarin elde edilmesinde faydalanilacak olan asagidaki lemmay1 verelim:

Lemma 5.2. Q,ReC™, QR# RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,d eC’

olmak Uzere cQ+ dR matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,
(i) i=0,...kicin, Q,R eC™™ olmak Uizere
Q=S((®,Q)®Q,)S™", R=S((®,R)®R)S™, (5.1)

QR =RQ, ve i=1..,k icin QR #RQ olacak sekilde bir tersinir SeC™"

matrisi ve Q,,...,Q,Ry,..., R, involutif matrisleri vardur.

(i) i=1..k icin
#+v =0, 0(cQ +dR) ={,v}, (52
cd(QR +RQ)=—(c?+d%+ 1)1, (5.3)

olacak sekilde z4,v;;...; ., v, farkli kompleks sayilar: vardir.
(i) i=1...,kicin x =%iz(I+Qi), A eC¥S, D eCMM=) ve

A=—%(cz+d2+,uivi)lw (5.4)
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aszl—ﬂié{§+d2+nyTju, (5.5)
CB - L{j%“f+“+M”ﬂj“nx (5.6)
ve
D =%(c2+d2+ﬂivi)|m_& (5.7)
olmak iizere
Qi=s{'3 _,Hs*, R-s/0 ols 59)

olacak sekilde tersinir § € C™™ matrisleri vardir.

Ispat. Lemma2.4.10’ da ifade edildigi gibi, Q bir involutif matrisise,

P:%(HQ) (5.9)

matrisi idempotenttir. QR = RQ hipotezi ile birlikte (5.9) esitligi dikkate alinirsa,
1 1 1 1 .
PR:E(I+Q)R=§(R+QR) # E(R+ RQ) = RE(HQ) =RP, yani PR#RP olur.

cQ + dR matrisi kdsegenlestirilebilir oldugundan,
cQ+dR=TAT™

olacak sekilde tersinir bir T matrisi ve kdsegen bir A matrisi vardir. O halde,

2cP + dR lineer kombinasyonu igin,
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2cP+dR = 20%(I+Q)+dR:cI+cQ+dR:cT IT +TAT  =T(cl+ AT

yazilabilir. Boylece, 2cP+dR matrisi de kdsegenlestirilebilir. P matrisi idempotent,
R matrisi involutif, PR# RP ve 2cP + dR matrisi kdsegenlestirilebilir oldugundan,

bu matrisler icin Lemma 4.2 uygulanabilir.
Lemmad4.2 (i)’ yegore, PR, =RP, vei=1..,k i¢cin PR # RP olmak Uzere,
P=S(®.,RP)®R)S™, R=S(®,R)®R)S" (5.10)

olacak sekilde, P,...,P, idempotent matrisleri, R,,...,R involutif matrisleri ve bir

tersinir S matrisi vardir.

Lemma4.2 (i)’ den,
&+n =2¢, o(2R +dR) ={£,n}, 20d(RR +RR-R) =~(&n, +d*)1,, (5.11)

olacak sekilde &,7,;...;&,, 7, farkli kompleks sayilar1 vardir.

Lemma 4.2 (iii)’ yegore, i=1...,k i¢in x =rk(P) ve 4 :ﬁ(ém +d%) olmak
C

Uzere,
I, O
R=S{‘ }S*,R=S{A 3]5* (512)

ve
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A=-91,,BC=01-9)I,.CB =099, . D=9 (5.13)

m-x * Pim-x

olacak sekilde tersinir § matrisleri mevcuttur.

(5.9) esitligine gore, Q=2P—1 olup, buradaki P matrisinin yerine (5.10)" daki

karsilig1 yazilirsa,

Q=S((®,(2R-1)® (2R, -1))S"

elde edilir.

2P-1, i=01,..,K, (5.14)

O]
I

olsun. Bu durumda,

Q= S((@ik:lQl ) ® QO)S_:L

yazilabilir. Tiim Q matrislerinin involutif oldugu agiktir. PR =RP, ve i=1.. k

icin PR # RP oldugu dikkate alinirsa,

QR = (2R -R, =2RR, -~ R, =2RR, - R, = R(2R, - 1) = RQ,
ve

QR =(2R-R =2RR -R =2RR-R =R(2R-1)=RQ

bulunur. Béylece lemmanin (i) maddesi ispatlanmis olur.

(5.11)’ in ikinci esitligi ve (5.14)’ ten,
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o(cQ +dR)=0(c(2P -1)+dR)=0(2cP +dR —cl)={& —c,n, — ¢}

yazilabilir. g =& —cC, v, =1 —C olarak almisa, o(cQ +dR)={x,v} oldugu
gorliir. (5.11) in ilk esitliginden de,

t+vi=(§-C)+(p-c)=§ +n-2c=2c-2¢c=0

elde edilir. Simdi (5.11)” in son esitligini, Q ve R matrislerine gore ifade edelim:

(5.11) esitliginin sol tarafi,

2ed(RR + RR-R) = 20d(;(1+ Q)R +R 2 (1+Q)-R)
=20d(%(QR+RQ))=cd(QR+RQi)

olup, & =u +c, . =v,+C ve u +v, =0 oldugundan, (5.11) esitliginin sag tarafi

—(&n +d) 1, ==((4 +0)(v, +0) +d?) | =—(c®+d* + pv)1,,
olur. Boylece, (5.2)’ nin son bagntisi olan,
cd(@QR +RQ)=—(c*+d*+ w1,
elde edilir.

i=1..,k icin Q=2P -1 esitliginde P matrisinin yerine (5.12)’ deki karsilig1

0
I

I
yazilir ve | matrisinin yerine S|
0 m-=x

}S{l matrisi alinirsa,
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elde edilir. & :%(ém +d?), &= +cC, n,=v,+c ve 4 +v, =0 oldugundan,
C

1

= O+ O+ 8 =y e+ 6 ) = (Sl )

bulunur. O halde (5.13)’ den,

1
A==8 1, ===+ d )y,
1 2
2 2 2
qu =(1_l9i )IX1 :(1—(E(C +d +luiVi)J JI)(*’

2 1 2 2 ’
CB =91, :(1‘(E‘C &) }Im

ve

1
Di :‘9i I”\‘Xi :E(Cz—’_dz-i_ﬂivi)lm—xi

elde edilir.

Not etmek gerekir ki, idempotent bir matrisin ranki izine esit oldugundan,

idempotent olan X :%(HQI) matrisi icin rk(X,)=iz(X,), yani lemmanin (iii)

maddesinde ifade edildigi gibi x = iz(%(l+ Q)= %iz(l—#— Q) dir. n

Lemma 4.2' de idempotent olan P, ve involutif olan R, bloklarmm yok olabilmesi

olast olup, Q,=2P,—I| oldugundan, bu lemmada da Q, ve R, bloklarinin yok

olabilecegine dikkat etmek gerekir.
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Asagidaki sonu¢ Lemma 5.2 nin direkt bir sonucudur.

Sonug 5.3. Q,ReC™, QR=#RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,d e C
olmak Uzere cQ+dR matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Eger A€o (cQ+dR)\
{c+d,c-d,-c+d,—c—d}ise, bu durumda A+ =0 esitligini saglayan bir

€ o(cQ+dR) vardir.

Teorem 5.4. Q,ReC™, QR# RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,d e C

olmak Uzere cQ+ dR matrisi kdsegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

yz—Cz—dz

(1) ueo(cQ+drR)\{c+d,c-d,—c+d,—c—d} ise ~cd

niceligi, %(QR-{- RQ) matrisinin bir 6zdegeridir,
i)y Ae 0[% (QR+RQ)\{L-1 ise x*-c*-d*-2cdA polinomunun
kokleri cQ+ dR matrisinin 6zdegerleridir.

Ispat. Q ve R matrisleri, Lemma5.2’ deki gibi olsun. Bu durumda,

~(QR+RQ)=2{S(®,(QR +RQ) QR +RQ)S )

- S(@,5(QR +RQ)) @ QR +RQ)S"

yazilabilir. Q,ile R, matrisleri degismeli oldugundan, %(QOPO +R,Q,) =Q,R, olur.

Dolayisiyla,

~(QR+RQ)= S(®%, 5 (QR +RQ) ©QR)S"
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bulunur. Q, ile R, degismeli iki involutif matris oldugundan, Q,R, meatrisi de

involutiftir. Dolayisiyla c(QR)c{1-1 dir. 1=1..,k icin

p = % (c®+d?+ uv,) olarak tanimlanirsa, (5.4), (5.7) ve (5.8) den,

w4 I)q 0

1
E(QimRQi):s{ o _pl,

}31 =—p 1, (5.15)

elde edilir.

peo(cQ+drR)\{c+d,c—d,—c+d,—c—-d} olsun. QR,=RQ, oldugundan Teorem
51 e gore pueo(cQ,+dR,) dwr. O halde, (5.2) bagntilarindan,

o(cQ +dR) ={u,—u} olacak sekilde bir ie€{l,...,k} vardir. Hipotezden cd =0

oldugundan, (5.3)° e gore, —ﬁ (P+d*—p?) e 0'[% (QR+RQ)] yazilabilir.
Cl

O'[% QR +RQ)]c 0'[% (QR+ RQ)] oldugundan teoremin (i) maddesi ispatlanmis

olur.

de 0[% (QR+RQ)\{L-3 olsun. 2 #{L—T oldugundan 4 ¢ (Q,R,)drr. O halde
Ae G[%(QR + RQ)] olacak sekilde bir i €{1,...,k} vardir. Dolayisiyla (5.15)’ den

A =—p, yazilabilir. (5.2) bagmtilar1 g6z oniine alinirsa, A = —%(C2 +d%+ uv) ve

u+v=0  olacak sekilde u,veoc(cQ+dR) vardr. u+v=0 ve

uv=—-c*—d?-2cdA oldugundan da teoremin (ii) maddesinde istenen sonug elde

edilir. n

Bu teoremin bir sonucu agagidaki gibi verilebilir:
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Sonug 5.5. Q,ReC™, QR# RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,deC

olmak Uizere cQ+ dR matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

2 2 Q42

() weo(@+dR)\{c+d,c—d,—c+d,—c—d} ise % niceligi

QR+ RQ matrisinin bir 6zdegeridir,
(i)  uec(QR+RQ\{2,-2} ise x*—c*—d’—cdu polinomunun kokleri

cQ+ dR matrisinin 6zdegerleridir.

Ispat. weo(cQ+dR)\{c+d,c—d,-c+d,—c—d} ise Teorem 5.4 (i)’ ye gore,
o® —c?—d?
2cd

2 2 2
gore % e o(QR+ RQ) olur. Boylece (i)’ de istenen elde edilir.

ea[% (QR+ RQ)] yazilabilir. Buradan, spektral doniisim teoremine

Ueo(QR+RQ\{2-3 ise %ea[%(QR+ RQ)M{L -1 dir. %::/1 olsun.
/”tea[%(QR+ RQ)]\{1-1 ise, Teorem 5.4 (i) ye gore x*—c*—d*—2cdA

polinomunun kokleri ¢Q+ dR matrisinin 6zdegerleridir. Bu polinomda A yerine %

almirsa, x°—c*—d?—cdu polinomunun kokleri cQ+dR matrisinin 6zdegerleri

olur. ]

Teorem 56. Q,ReC™, QR=#=RQ olacak sekilde iki involutif matris ve
c,d,c,d'eC olmak lizere cQ+dR ve ¢c'Q+d'R matrisleri kosegenlestirilebilir

olsun. Bu durumda, ueo(cQ+drR)\{c+d,c-d,—c+d,—c—d} ise,
xz—c'z—d'z—idc'd'(yz—cz—dz) polinomunun kokleri ¢'Q+d'R  matrisinin
C

Ozdegerleridir.
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Ispat. 4 eo(cQ+dR)\{c+d,c—d,—c+d,-c—d} olsun.
Teorem 5.4 (i) ye gore bir /”Lea[%(QR+ RO)], ﬁz%(yz—cz—dz) olacak
sekilde vardir. u ¢ F(CFd) oldugundan A ¢ {1,-1 dir. O halde Teorem 5.4 (ii)’ ye

gore x°-c’-d?-2cdA polinomunun kokleri c¢'Q+d'R  matrisinin

Ozdegerleridir. A = % (1” —c® —d?) oldugu dikkate alinirsa, istenen elde edilir. m

Teorem 5.7. Q,ReC™, QR# RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,d e C

olmak Uzere, cQ+ dR matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

() A1ec(QR-RQM0 ise /12:—4{1—(%(c2+d2+,uv))2} ve

1 +v =0olacak sekilde u,v € o(cQ+dR) vardir,

(i) ueo(Q+dR\FHcFd} ise A° :—4{1—(%(C2+d2—,u2))2}

olacak sekilde bir A € 0(QR— RQ) vardur.

Ispat. Q ve R matrisleri Lemma5.2' deki gibi olsun. Bu durumda,

QR-RQ=S((®4(QR -RQ))®0)S™

yazilabilir. (5.8)’ den i =1,...,K icin

0 28],
QR—RQZS[QC O}s

olup, p, = %(C2 +d?+ uv,) olmak iizere, (5.5) ve (5.6) ifadeleri dikkate alinirsa,
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(QR-RQ)* =-41-p")I, (5.16)
elde edilir.

Simdi, 2 € 6(QR-RQ)\{G} olsun. Bu durumda, A° e o[(QR-RQ)*]\{0} olur. O
halde 1% € o[(QR —RQ)?] olacak sekilde bir ie€{d,...,k} vardir. (5.16) esitligi

gdz oniine ahnirsa, A% =-4(1- p?) yazlabilir. (5.2) bagmtilar1 dikkate almir ve

o= 1 (c®*+d?+ uv,.) oldugu hatirlanirsa, (i)’ nin ispati tamamlanr.

2cd

Simdi de, ueo(cQ+dR)\{c+d,c-d,—c+d,—-c-d} olsun. O hade
ueaoa(cQ +dR) olacak sekilde bir i €{1,...,k} vardr. p=ﬁ(cz+d2—,u2) olmak
C

Uzere, (5.16) ve Lemma 5.2 den —4(1- p?) € o[(QR-RQ)?] elde edilir. Spektral

doniisiim teoremi uygulanirsa (i)’ nin ispat1 tamamlanir. ]

Teorem 5.8. Q,ReC™, QR# RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,d e C

olmak Uzere, cQ+ dR matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

(i) Aeo[%((QR)erRQR)]\{O,]} ise x*Fcdv21+2-c*—d® polinomunun

kokleri cQ+ dR matrisinin 6zdegerleridir,

1

(i) peo(cQ+dR\FH(cTd)}ise ——
2cd

(C2+d?— p?)~1e a[% (QR)* + RQR)]

dir.

Ispat. Q ve R matrisleri Lemma5.2' deki gibi olsun. Bu takdirde,

%((QR)Z +RQR) = s«aﬁ%«q R)?+RQR)) @%«QORO)Z +RQR))S™
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yazilabilir. Q, ve R, matrisleri degismeli involutif matrisler oldugundan
1 2 1
E((QORO) +RQR) = > (1+ Q)

dir. Q,matrisi involutif oldugundan %(HQO) matrisi idempotenttir, dolayisiyla

CC(QRI+RQRNC{0F i p=—o(c+d"+un), E-AB-BD

olmak tizere, (5.4), (5.5) ve (5.7) bagntilar1 kullanilirsa, i =1,...,K icin

(5.17)

2p°-DI, E|..
0 0}3

%«QRY+RQR)=S{
elde edilir.

Simdi, de 0[% (QR)® + ROR)] M0, olsun. 2¢{0,3 ise,

A¢ 0(% (QR)*+RQ,R)) dir. O haldeld e 0'[% ((QR)’+RQR)] olacak sekilde

bir ie{,...,k} vardir. Dolayisiyla (5.17) den A =2p*—1 yazlabilir. Buradan
P = iéx/ 22+2 olur. p = %(C2 +d?+ uv,) oldugu ve (5.2) bagmtilar1 dikkate

almirsa, cQ+dR matrisinin, uv =2cdp —c*~d? ve u+v=0 olacak sekilde
ozdegerlerinin meveut oldugu goriilir. u+v=0 ve uv =Fcdy/24+2—-c*—-d?

oldugundan, x*Fcdv24+2-c*—d® polinomunun kokleri cQ+dR matrisinin

0zdegerleridir. Boylece (i)’ nin ispat1 ispatlanr.

Simdi de, yeo(cQ+dR)\{c+d,c—d,—c+d,—c—d}olsun. O hade x e c(cQ +dR)
olacak sekilde bir ie{l,..,k} vardr. Lemma 52’ den, x4 ve -u, cQ +dR

matrisinin 6zdegerleridir. (5.17) esitligi dikkate alinirsa,
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1 o 2 2 1 2
2(_20d (¢ +d"—x%)) —160[5(@3) +RQR)]

olur. a[%((q R)?+RQR)] < 0'[% ((QR)? + RQR)] oldugundan, (ii)’ de istenen elde
edili. .

Bu teoremin bir sonucu asagidaki gibi verilebilir:

Sonug 5.9. Q,ReC™, QR# RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,deC

olmak Uzere, cQ+ dR matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

(i) ueo(QR)?*+RQR]\{0,2Z ise x*Fcdvu+2—c®—d? polinomunun kokleri

cQ+ dR matrisinin 6zdegerleridir,

(i) weo(EQ+dR)\F{(cTd)} ise (€2 +d?— w?)? — 2 € o[(QR)? + RQR]

c’d?
dir.

ispat. ueo[(QR?>+RQRI\{0,2} ise, %e a[%((QR)Z +ROR)JM0,3 dir. %:: 2
alinirsa, Teorem 5.8 (i)’ ye gore x*Fcdv24i+2-c®—d? polinomunun kokleri,
u

cQ+dR matrisinin 6zdegerleridir. Bu polinomda, A yerine koyulursa,

x* Fcdvu+2—c*—d? polinomunun kokleri, cQ+ dR matrisinin 6zdegerleri olur.

weo(cQ+drR)\{c+d,c-d,—c+d,-c—d} ise, Teorem 58 (ii)) ye gore

T (c® +d* —w®)* -1, %((QF{)2 +RQR) matrisinin bir dzdegeri olup, buradan

C%z (c” +d*-0*)* -2 o((QR)* + RQR) elde edilir. .
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Teorem 5.10. Q,Re C™", QR# RQ olacak sekilde iki involutif matris ve ¢,d e C

olmak Uizere, cQ+ dR matrisi kosegenlestirilebilir olsun. Bu durumda,

(i) A1eoc(QRQ+R)\{L-1 ise x*FAcd—c®—d* polinomunun kokleri

cQ+dR matrisinin 6zdegerleridir,

(i) peo(cQ+dR\{F(cTd) ise Tr%(cz+d2—,u2)ea(QRQ+R)

dir.

Ispat. Q ve R matrisleri, Lemma5.2' deki gibi olsun. Bu durumda
QRQ+R=S((®4(QRQ +R) @ (QRQ +R))S™

yazilabilir. Q, ile R, matrisleri degismeli involutif matrisler oldugundan

QRQ,+R, matrisi de involutiftir. Dolayisiyla o(Q,RQ,+R,)) <{1L-1 dir.
i=1..k icin p =%(C2+d2+,uivi) olarak tanimlanir ve (5.4), (5.7) ve (5.8)
C

bagntilar1 dikkate alinirsa,

QrQ+R=s| 2 U s 519
T 0 201 s

elde edilir.

Simdi, 2€0(QRQ+R)\{,-8 olsun. Bu durumda Aec(QRQ +R) olacak
sekilde bir ie{l,...,k} vardir. O halde (5.18)" den, A=-2p. veya A=2p

yazilabilir. Lemma 5.2 (ii) dikkate alinirsa, A= $id(c2 +d*+uv) ve u+v=0
C

olacak sekilde u,veo(cQ +dR)’ nin var oldugu gorilir. u+v=0 ve
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uv =FAicd —c? —d?oldugundan X*FAcd —c¢*—d® polinomunun kokleri cQ+dR

nin 6zdegerleridir. Boylece (i) ispatlanmis olur.

ueo(cQ+drR)\{c+d,c—d,-c+d,—c—d} olsun. Teorem 5.1 ve Lemma 5.2' den
o(cQ +dR) ={u,—u} olacak sekilde bir i €{1,...,k} vardir. p =$(C2 +d?— i)
C

olarak tanimlanirsa, (5.18)’ den F2p € 0c(QRQ+ R) olur. Boylece (ii)’ de istenen
elde edilir. -



BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

Bolim 3’ de, a,beC’, P ve Q matrisleri birbiriyle degismeli olmayan idempotent
matrisler olmak {izere olusturulan aP +bQ lineer birlesim matrisi tekrar g6z oniine
alinsin. [2]” de, “ a,beC ve P ile Q birbirinden farkli kompleks idempotent
matrisler olmak tzere, aP +bQ matrisi idempotent ise, PQ = QP olmak tizere a¢ C
\{0,}, b=1-a ve (P-Q)*=0 kosullar1 saglanir ” seklinde bir sonu¢ ortaya
koyuldu. Bu sonug, Lemma 3.2 vasitasiyla da elde edilebilir. Soyle ki;

aP+bQ matrisi idempotent oldugundan, o(aP+bQ)c{0,1} dir. PQ=QP
oldugundan o(aP +bQ) kiimesi tek elemanli degildir.( PQ = QP olsaydi, P ve Q
matrislerinin ikisi de sifir matrisi olabilirdi ve aP+bQ=0 olacagindan
o(aP+bQ) {0} olurdu. Ya da bu matrislerin ikisi de birim matris olabilirdi.
Dolayisiyla lineer birlesim matrisinin spektrumu sadece a+b sayisindan olusurdu.)
Lemma 3.2 den PQ,=QP, a+b=1 ve (BR-Q)*=0 olmak (Uzere,
P=S(P®PR)S™ ve Q=S(Q ®Q,)Ss* yazilabilir. Ciinkii
aP+bQ=S((aP +bQ) ® (aP, +bQ,))S™ olup, aP+bQ matrisi idempotent
oldugundan, aPR, +bQ, matrisi de idempotenttir. Dolayisiyla o(aP, +bQ) < {01
dir. Yine Lemma 3.2' den, o(aR +bQ)={4,v,} ve 1 +v,=a+b olup, 1 =0
ve v, =loldugundan a+b=1 olur. Lemma 3.2 (ii)’ nin son bagmntisina gore,
ab(R -Q)* = uv, I, Yyani ab(R-Q)* = 011,=0 elde edilir. abe C
oldugundan, (PR -Q,)*=0 olur. P, ve Q, bloklar1 var olsaydi, aP, +bQ, matrisinin
de idempotent oldugu bilindiginden, (a,b) = (1,1), (a,b) = (1, -1 veya (a,b) = (-11)
olurdu. Bu da a+b=1 olmasiyla celigirdi. O halde,
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(P-Q)*={S(P-Q)S}*=S(P-Q)’S*=0 olur. Boylece, PQ= QP olmak

iizere [2]” deki teoremin alternatif bir ispat1 elde edilir.

Yine ayni lemma kullanilarak [3] ve [16] da ortaya koyulan “ P, Qe C™, P+Q
matrisi kosegenlestirilebilir ve P—Q matrisi tersinir olacak sekilde iki idempotent
matris ise, bu durumda P+Q ve |, —PQ matrisleri tersinirdir ” sonucu da

kolaylikla elde edilebilir.

Bolim 3, Bolim 4 ve Bolim 5° de ortaya koyulan orijinal sonuglarin elde edilmesi
icin fikir olusturan, literatiirde var olan bir ¢alismadir. Bolim 4 ve Bolim 5 de,
Ozellikle istatistik teorisinde yaygimn olarak ortaya c¢ikan idempotent matrisler ile,
kuantum mekanigi gibi daha bir¢cok bilim dalinda karsilagilan involutif matrislerin
cesitli kombinasyonlarinin spektrumlar1 goz oniine alindi. Yine, Boliim 3’ deki gibi,

lineer kombinasyon matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi kosulu ile ilerlendi.

Idempotent ve involutif matrislerin, spektrum kavraminm, Boliim 1° de bahsedildigi
iizere, cesitli bilim dallarindaki yaygin kullanimlar1 dikkate alindiginda, bu tiir

kavramlari i¢inde barindiran ¢aligmalarin incelenmeye deger oldugu sdylenebilir.

Calismada ele alinan, lineer kombinasyon matrislerini olugturan matrislerin tripotent
ya da bagka tipli 6zel matris olmasi durumu i¢in de benzer problemlerin
incelenmesinin de mimkiin oldugunu vurgulamakta yarar vardir. Yine, lineer
kombinasyonu olusturan idempotent matrislerin sayisinin artirilmasi ile de benzer

problemler ele alinabilir ve ilging sonuglar elde edilebilir diye diisiiniilmektedir.
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