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OZET

Anahtar kelimeler: Tam Say1 Dizileri, Fibonacci, Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-
Lucas Sayilari, Jacobsthal k-Sayilari, Genellestirilmis k -Basamak Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas Sayilari, Matris Yontemi

Bu caligmada, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarmin genel 0Ozellikleri
incelenerek, bu say1 dizilerinin genellestirilmesi olan k -basamak Jacobsthal ve k -
basamak Jacobsthal-Lucas dizilerinin tanimlar1 ve 6zellikleri verildi. Birinci boliimde
tam say1 dizilerinin temeli olarak diisiiniilen Fibonacci ve Lucas dizilerinin
tarihgesinden ve bu sayilarla matrisler arasindaki iliskilerden bahsedildi. Ikinci
bolumde literatiirde 6nemli bir yere sahip olan bazi tam say1 dizilerinin tanimlari
verilerek, temel kavramlari iizerinde duruldu. Ugiincii boliimde Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas sayilarinin 6zelliklerine ek olarak, elde ettigimiz toplam 6zellikleri
ve matris gosterimi verildi. Son bolumde ise Jacobsthal k -sayilar1 ve genellestirilmis
k -basamak Jacobsthal sayilariin tanimlari, iirete¢ matrisleri, 6zdegerleri ve Binet
formiillerinin yan1 sira irete¢ fonksiyonlar1 ve kombinatoryal gosterimleri elde
edildi.
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GENERALIZED JACOBSTHAL NUMBERS

SUMMARY

Key Words: Integer Sequences, Fibonacci, Lucas, Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas
Numbers, Jacobsthal k -Numbers, Generalized Order- k Jacobsthal and Jacobsthal-
Lucas Numbers, Matrix Method

In this study, by considering general properties of Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas
numbers, definitions and properties of order- k Jacobsthal and order- k Jacobsthal-
Lucas sequences, which are the generalizations of Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas
sequences, are given. In the first chapter, history of Fibonacci and Lucas sequences
that is considered as foundation of integer sequences and relations between these
numbers and matrices are mentioned. In the second chapter, after definitions of
some integer sequences which are important in the literature are given, some
fundamental concepts of these sequences are stated. In addition to properties of
Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas numbers, summation properties and matrix
representation are obtained in the third chapter. In the last chapter, in addition to
definitions, generating matrices, eigenvalues and Binet formulas of generalized
order- k Jacobsthal numbers and Jacobsthal k -numbers, their generating functions
and combinatorial representations are obtained.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Tam Say1 Dizilerinin Tarihgesi

Italya’min Pisa sehrinde dogan Leonardo Fibonacci 12. yiizyilda yasamis bir
matematik¢idir. Kiigiik yaslarda egitim aldigi misliiman matematik¢ilerden Arap
say1 sistemini 0grenen Fibonacci, 1201 yilinda yazmis oldugu “Liber Abaci” isimli
kitapta bu say1 sistemini tanitmistir. Cebir ve aritmetigi igeren, ticaret konulu bu

kitap zamanla Arap say1 sisteminin Bat1 Avrupa’ya girmesinde ¢ok etkili olmustur.

Bu kitapta bulunan “Tavsan Problemi” Fibonacci’nin yiizyillar sonra meshur hale
gelmesini saglamistir. Bu problem; biri disi, biri erkek olan yeni dogmus iki tavsanin
1 ayda ergenlige ulastiklari, 2. aydan sonra her ¢iftin, her ay bir ¢ift yavru dogurdugu
ve yil boyunca higbir tavsanin 6lmedigi varsayimlariyla bir yilda dogan tavsan
ciftlerinin sayisinin ne olacagi diisiincesinden dogmustur. Bu durumda belli bir
aydaki cift sayis1 onceki iki aym toplamia esittir. Bu durumda bir yil iginde tavsan
ciftlerinin sayis1 aylara gore 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 olacaktir. Bu say1
dizisi yetiskin ciftler, yavru ciftler ve toplam ciftler arasinda bagntilar oldugunu

gostermektedir.

Fibonacci dizisi, n>1 icin F,=0 ve F =1 baslangi¢ kosullar1 ile verilen
F..=F, +F, _, bagintis ile tanimlanir. Farkli baslangi¢ kosullar: ile Fibonacci say1
dizisinden tamamen farkli diziler elde etmek miimkiindiir. Fransiz matematik¢i
Edward Lucas L,=2 ve L =1 baslangi¢ kosullarmi segerek L., =L, +L,
bagintisi ile Fibonacci dizisine benzer bir say1 dizisi olan Lucas dizisini elde etmistir.

Fibonacci ve Lucas say1 dizileri arasinda pek ¢ok ilging bagnti bulunmaktadir.

Dogada ve bilimsel alanlarda bu sayilar1 gérebilmek miimkiindiir.



Fibonacci dizisinin her bir terimi dncekine boliindiiglinde, n— oo i¢in bolim “altin

oran” denilen (1+ \/g) / 2=1,61803398... sayisina yakinsamaktadir. Bu sayi, oyun

kartlarmin bigiminden Misir piramitlerine kadar pek cok yapmin matematiksel
temelini olusturmaktadir. Bununla beraber 123 sag sarmali ve 76 sol sarmali olan

Lucas aygicekleri oldugu bilinmektedir.

Fibonacci sayilariyla matrisler arasinda iliskiler oldugunu kanitlayan ¢aligmalarin

Oncusl, Charles H. King olmustur. Y azar, 1960 yillarinda;

(F, R) (11
Q_F1 F,) 10

matrisi iizerinde ¢aligarak U, n. Fibonacci sayis1 olmak Uzere, Q matrisi igin,

n n-1

u 1 un
Q”:( " ! ]vedet(Q):—l

esitliklerini elde etmistir. Bu matris yardimiyla; Cassini formull olarak bilinen,

formiiliinii elde etmistir. Ayrica, bu matrisi genellestirerek, Fibonacci ve Lucas

sayilarinin genellestirmesine uygulamigtir.



Belgikali matematik¢i Eugene Charles Catalan ve Alman matematikci E. Jacobsthal

19. yiizyilda tamsay1 dizilerinin ilgili polinomlar1 iizerine ¢aligmislardir. Catalan,

n>0 icin F (X) =0 ve Fl(X) =1 baslangig kosullar1 ile verilen,
F. (X) =Xk, ( X) +F (X) rekiirans bagintisi ile tammlanan F, (X) polinomlar1
tizerine ¢aligirken, Jacobsthal, n>2 icin J, (X) =0 ve Jl(X) =1 baslangi¢ kosullar1
ile verilen J, (X) = Jn_l(X) +2xJ,., (X) rekiirans bagmtisi ile tanimlanan J, (X)
Jacobsthal polinomlar1 ve jO(X) =2 ve jl(X) =1 baslangi¢ kosullar1 ile verilen
I (X) =] (X) +2X,, ., (X) rekiirans bagmtisi ile tanmimlanan |, (X) Jacobsthal -

Lucas polinomlar1 {izerine ¢aligmustir.



BOLUM 2. TAM SAYI DiZiLERIi VE OZELLIiKLERI

Tamim 2.1 (Fibonacci Dizisi). n>0 olmak Uzere, F,=0, F,=1ve F ,=F

n+1 + I:n
lineer rekiirans bagintis1 ile verilen {Fn}::l seklindeki tam say1 dizisine Fibonacci

dizisi denir. Fibonacci dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n.

Fibonacci sayis1 denir.

Fibonacci sayilar1 i¢in Binet formal{;

o (1+ \/5) —(1—\/5)
" 25

bicimindedir. Fibonacci sayilariin iirete¢ fonksiyonu,

ve toplam formal G,

seklinde verilir [14].



+L

n+1 n

Tamm 2.2 (Lucas Dizisi). n>0 olmak Uzere, L,=2, L=1ve L ,=L

lineer rekiirans bagintisi ile verilen {Ln}::1 seklindeki tam say1 dizisine Lucas dizisi
denir. Lucas dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n. Lucas sayisi

denir.

Lucas sayilar1 i¢in Binet formulu;

(1B [1-4B)
"l 2 2

seklindedir. Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

© 2% + X
Z =" =

1-x—X?

dir ve Simpson formuilQ,

Lyaby,— L2 =5(-1)""

n+1 n

olup, toplam formul,

ZLl = Ln+2_3

i=1
olarak verilir [14].

Tanmim 2.3 (Pell Dizisi). n>0 olmak tizere, P, =0, B =1ve P, =2P,, +P, lineer

n+2 n+l

rekiirans bagintisi ile verilen {R}::l seklindeki tam say1 dizisine Pell dizisi denir.

Pell dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n. Pell sayis1 denir.



Pell sayilar1 i¢in Binet formal{;

(1+ \/E)n - (1— \/E)n
"o 22

seklindedir. Pell sayilarinin tirete¢ fonksiyonu,

dir. Simpson formald,

ve toplam formal G,

=}

)
Il

1
R+ P

seklinde verilir [19].

Tammm 2.4 (Pell-Lucas Dizisi). n>0 olmak Uzere, Q,=2, Q=2 ve

Q..,=2Q,,+Q, lineer rekiirans bagntis: ile verilen {Qn}::1 seklindeki tam say1
dizisine Pell-Lucas dizisi denir. Pell-Lucas dizisinde, her n dogal sayisina karsilik

gelen degere n. Pell-Lucas sayis1 denir.

Pell-Lucas sayilari i¢in Binet formiilii;

Q =(1-v2) +(1++2)



bicimindedir. Pell-Lucas sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu,
1-2x—x*

< i 2-2x
E X =—
i:OQI

dir. Simpson formald,

Q..Q., - =8(-1)""

ve toplam formal G,

Qi :%(Qm—l_'_Qn _2)

T
o

seklinde verilir [19] .

Tanim 2.5 (Jacobsthal Dizisi). n>0 olmek Uzere, J,=0, J =1 ve

J..»=J,.,+2J, lineer rekiirans bagmtis1 ile verilen {Jn}::l seklindeki tam say1

dizisine Jacobsthal dizisi denir. Jacobsthal dizisinde, her n dogal sayisina karsilik

gelen degere n. Jacobsthal sayisi denir.

Jacobsthal sayilar1 i¢in Binet formul(;

bicimindedir. Jacobsthal sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

1

J X=nw—"
M 1o x—2x?

0
i=0



dir. Simpson formald,

Jpadna =2 =(-1)"2"*

n+1

ve toplam formal G,

seklinde verilir [7].

Tanmmm 2.6 (Jacobsthal-Lucas Dizisi). n>0 olmak Uzere, j,=2, j,=1 ve

Jnio = Jn+2], lineer rekiirans bagmtist ile verilen {jn}::l seklindeki tam say1

dizisine Jacobsthal-Lucas dizisi denir. Bu dizide, her n dogal sayisina karsilik gelen
degere n. Jacobsthal-Lucas sayisi denir.

Jacobsthal-Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilii;
jo=2"+(-1)

seklindedir. Jacobsthal-Lucas sayilarinin tirete¢ fonksiyonu,

Z‘”:j W = 1+4x
ST 1o x—2x3

dir. Simpson formald,

jn+1jn—1 - Jr? = 9(_1)” 2“*1



ve toplam formal G,

o, 1,.
Z )i :E(sz _5)
i=1

olarak verilir [7].



BOLUM 3. JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS SAYILARI

Bu bolimde Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari ile ilgili teoremler ispatlartyla
birlikte verilecektir.

Teorem 3.1 [11]. Jacobsthal sayilarinin ilk n tanesinin toplami,

L 1
Z‘]i :E(‘]n+2 _3)

i=2

dir.

Ispat. Ispat1 n iizerinden tiimevarim kullanarak yapalim. n=2 igin J, = %(J +—3),

J, =1 ve J, =5 oldugundan iddia dogrudur. n=Kk i¢in iddia dogru olsun. Yani ,

k
>3 = %(Jk+2 —3) olsun. Simdi n=k+1 igin iddianin dogrulugunu gosterelim.

i=2

k+1 k

1
2 ,‘]i = 2 ,‘]i +‘]k+l =E(Jk+2_3)+‘]k+l
i=2 i=2

1
= E(‘]k+2 + 2‘]k+1 - 3)

1
:E(‘]ms _3)

elde edilir.
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Teorem 3.2 [11]. Jacobsthal-Lucas sayilarinin ilk n tanesinin toplami,

dir.

Ispat. ispati n iizerinden tiimevarim kullanarak yapalim. n=1 igin j, = %( is—5),

jy=1 ve j,=7 oldugundan iddia dogrudur. n=Kk ic¢in iddia dogru olsun. Yani,

[

k
>ii= E( jv.. —5) olsun. Simdi n=k+1 igin iddianin dogrulugunu gosterelim.
i=1

k

. . 1,. .
Z Ji :Z Lt Jk+1:E(Jk+2_5)+ Jkaa

k
i=1 i=1
1 . .
:E( Ji2 +2]k+1_5)

1

:E( jk+3 _5)

elde edilir.
Cift indisli Jacobsthal sayilarinin toplami, asagidaki teorem yardimiyla verilebilir.

Teorem 3.3 [11]. Herhangi bir n pozitif tam sayis1 igin,

n

Z‘Jzi :%(szz - n_l)

i=0

dir.
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Ispat. Jacobsthal dizisi icin verilen Binet formiilii kullanilarak,

elde edilir.

Cift indisli Jacobsthal-Lucas sayilarinin toplami, asagidaki teorem yardimiyla

verilebilir.

Teorem 3.4 [11]. J, ve |, swrastile n. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayisi ise,

i j2i =Jonpt N+l
1 .
:5(5\]2n + )+ N+1

:%[Sjn\]n +j2 +(—2)“+1J+ n+1

esitlikleri gergeklenir.

Ispat. Esitligin sol yamndaki Jacobsthal-Lucas sayisin1 Binet formiiliinii kullanarak

ifade edip, toplamin degeri geometrik toplam olarak kullanildiginda,

Z L2 —Z(ZZI 1)2i)

i=1
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2 n+1_
=%1+n+1

=J,,.,+n+1l

elde edilir. J,,., = %(J2n j,+ 3,15, ) degeri yerine yazilirsa,

Z.IZl: 5J2n+J2n)+n+1

bulunur. Oteyandan, J,, = J, j, ve j,, = j2+(-2)"" esitlikleri kullanilarak,

Zn: i :%[Sjn\]n +j2 +(—2)n+1+ n+1
i=1

elde edilir.
Tek indisli Jacobsthal sayilarinin toplami, asagidaki teorem yardimiyla verilebilir.

Teorem 3.5 [11]. Herhangi bir n pozitif tam sayis1 igin,

n ‘]2i+l = %(Zszz + n+1)

i=0
dir.
Ispat. Binet formiili ve geometrik seri toplam formiiliinden,

n

o = Zn:(22|+1 2I+1)/3

i=0 i=0
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—1{2- 2771 1) (ne)

3 21

= %(ZJZM2 +n+1)
elde edilir.

Tek indisli Jacobsthal-Lucas sayilarmin toplami, asagidaki teorem yardimiyla

verilebilir.

Teorem 3.6 [11]. J, ve |, sirasiyla n. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayisi ise,
Z j2i+l = 2J2n+2 -n-1
i=0

=53, + j,,—n-1

=5J,j,+i2+(-2)"" -n-1

esitlikleri saglanir.

Ispat. Binet formiilii kullanilarak toplamin icindeki Jacobsthal Lucas sayisinm degeri

yazildiginda,

Il
NgE
—_
N
[S]
+
i
+
|
=
S}
+
iy
~—

Z j2i+l
i=0

elde edilir. Bu son esitlikte, J,,., = %(th i, +J,15) esitligi kullamldiginda,



Z j2i+l = 5J2n + j2n -n-1

i=0

ifadesine ulagilir. J,, =J_j, ve j,, = j2 +(—2)n+l degerleri yerlerine yazilirsa,
Z j2i+l = 5‘]n jn + an +(_2)n+1 -n-1
i=0

esitligi elde edilir.
Jacobsthal sayilarinin kareler toplami, asagidaki teorem yardimiyla verilebilir.

Teorem 3.7 [11]. Herhangi bir n pozitif tam sayis1 igin,
397 =—[J2m2 +2(-1)" 3, + n+1}

esitligi gegerlidir.

Ispat. Toplamin icindeki ifade Binet formiilii kullamlarak yazilirsa,

e, e[2-(1)]
ZJ_{ 3 }
A2 {7 >}1]

oldugundan ispat tamamlanur.

15
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Jacobsthal-Lucas sayilarmin kareler toplami, asagidaki teorem yardimiyla verilebilir.

Teorem 3.8 [11]. J, ve |, sirasiyla n. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayisi ise,

Zn: 2= 35, +2(-1)"" 3, #1041

i=0

n+1

:%(SJZn +ion)+2(-1)" 3, 0+l

n+l

1 . . N+
:E[SJan+jf+(—2) 1:|+2(—1) J ., +n+l

esitlikleri gergeklenir.

Ispat. Toplamin igindeki ifade Binet formiiliinii kullanarak yazildiginda,

> ir=d (2 +(-1)
- { 2 _g_l)m } + 2(—1)n+{2n+1 (0" } +n+1

olur. Bu son esitlikte, J,,,., = %(J2n j,+ 3,15, ) oldugu kullanilarak,

Zn: ji2 :%(532n +ion)+2(-1)"" 3, 4+l

i=0

bulunur. J,, =J j ve j, = j>+(-2 i esitlikleri yerlerine yazilirsa,
2n nln 2n = Jn Y Yy
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Z j2= %[5\]” j+ 2 +(—2)n+lJ + 2(—1)n+1 J . +n+l

elde edilir.
Teorem 3.9 [11]. Her n dogal says1 i¢in,

n 1
‘]4i+1 =-c

15(2J4n+4 +5n+5)
i=0

dir.

Ispat. Toplam icindeki Jacobsthal sayisinin Binet formiilii kullanilarak, geometrik

seri toplam degeri yerine yazilirsa,

elde edilir.

Teorem 3.10 [11]. Herhangi bir n pozitif tam sayisi i¢in,
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S 2
Jais =—J n+ -n-1
; 4+l T g Canid
esitligi mevcuttur.

Ispat. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinm Binet formiilleri kullamlarak,

Z 14|+l = (24i+1 (_1)4i+1)
i=0 i=0
:2201(24) —Z(;(—l)‘“
(24)n+1_1
=2-—= -n-1
2°-1
_§J4n+4_n 1
elde edilir.
Teorem 3.11 [11]. Her n dogal sayisi igin,
» —i(&] +5n+5)
~ 4i+3 — 15 4n+4

dir.

Ispat. Toplam igindeki Jacobsthal sayisinin Binet formiilii yazilip, rekiirans bagntist

kullanilarak geometrik seri toplam degeri yerine yazilirsa,

n 24i+3_ 1 4i+3
_ ‘J4i+3 = Z%

n
i=0 i=0
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elde edilir.

Teorem 3.12 [11]. Herhangi bir n pozitif tam sayisi i¢in,

Z 14|+3 4n+4 -n-1

dir.

Ispat. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar1 icin verilen Binet formiilleri

kullanilarak,

Z e = Z”:(ng +(_1)4i+3)

i=0

elde edilir.
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12
Teorem 3.13 [12]. Her n pozitif tam sayisi i¢in F =[1 Oj ise,

dir.

Ispat. 1Ispati n iizerinden tiimevarim kullanarak yapalim. n=1 icin

12\ (J, 23, .
F= = olup iddia dogrudur. n=k i¢in iddia dogru olsun. Yani,
10 J, 2,

e (Jen 23, o o
F* = 1 23 olsun. n=k+1 i¢in iddianin dogrulugunu gdsterelim.
k k-1

cer_pip _[Ja 25|12
Jo 23,1 0

_ ‘Jk+l+2‘]k 2‘]k+l
3. +23, 23,

— ‘]k+2 2‘Jk+l
Jk+1 2Jk
elde edilir.

Simdi Jacobsthal sayilari i¢in, Cassini formiiliinii verecegiz.

Sonug 3.1[12]. n>1igin J,,J,,—J2=(-1)"2"" dir.

n

. 12
Ispat. Teorem 3.13'e gore F :[1 O) ise det(F) =—2 dir. Ayrica,
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(-2)" =(detF)" =det(F") =

oldugundan,

23,,3,,-232=(-2)"

n+1%n

bulunur. Bu son esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilarak,

Joadi -2 =(-1)"2"*

n+1 n

elde edilir.

5 2
Teorem 3.14 [13]. Her n pozitif tam sayisi i¢in E = (1 4} ise,

n ‘]n+1 2‘Jn H
3 , N cift

£ J, 23,
- - 2 .
3nl{Jt1+l .Jn j’ n tek
I 2)0a

dir.

Ispat. Ispat n tzerinden, n’yi tek veya ¢ift say1 segerek ayr1 ayr1 tiimevarim metodu

ile yapilacaktir.

: . 52\ (i 2j e
Ilk olarak, n tek sayiolsun. n=1i¢in E= =" | olup iddia dogrudur.
1.4) Ul 2
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. 5
n=k i¢in iddia dogru olsun. Yani, Ek=3“(1_k*l _’kj olsun. n=k+2 icin

Jk Jka

iddianmn dogrulugunu gosterelim.

e 25ka) 9 18

:3kl£jk+l 2]k j 32(‘]3 2‘]2j
jk 2jk—l ‘]2 2Jl

:3k+l( jk+3 2jk+2j
j k+2 2 J k+1

E*? = EX.E? =3k1[jk+1 2]y j_[27 18)

elde edilir.

. 27 18
Ikinci olarak, n ¢ift say1 olsun. n=2 igin E? :( J

J, 2J
o 18 :32( 3 2] olup iddia

J, 2]
J 2J
dogrudur. n=k i¢in iddia dogru olsun. Yani, E* = 3k{ Jk*l . v J olsun. n=k+2
k k-1

i¢in iddianin dogrulugunu gosterelim.

E“?=E*E*=3" [Jk“ 2 j.32(J3 ZJZJ
Jo 23.) 3, 29

— 3k+2 ‘]k+2 2‘Jk+l
‘]k+l 2‘]k

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.2 [13]. Teorem 3.14'te verilen E" matrisi ve n>1 sayisi igin,
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(-1)"3"2" , n cift
det(E") =
() (-1)"'3"2", n tek

ve

J

n+1 n

Joa—Jd2=(-1)"2""

jn+ljn—l - Jr? = 9(_1)”+1 2n—l
Ozellikleri gegerlidir.

Ispat. 1k ozellik icin n tek ve ¢ift say1 secilerek n iizerinden tiimevarim

kullanilacaktur.

Ik olarak n tek say1 olsun. n=1 igin det(E)=23?2" oldugundan iddia dogrudur.

n=Kk igin iddia dogru olsun. Yani, det(E*)=3%2" olsun. n=k+2 icin iddianmn

dogrulugunu gosterelim.
det( Ek+2) = det ( Ek ) det( EZ) — 32k+42k+2
elde edilir.

Simdi n’yi ¢ift say1 olarak alalim. n=2 igin det( E2) =3'2? olup iddia dogrudur.

n=Kk igin iddia dogru olsun. Yani, det(E*)=3"2" olsun. n=k+2 icin iddianmn

dogrulugunu gosterelim.
det( Ek+2) = det ( Ek ) det( EZ) — 32k+42k+2

bulunur.
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Diger iki 6zdeslik ise, E ve E" matrislerinin determinant 6zellikleri kullanilarak,

(-1)"3"2"=3"(23,,,d,,-23°) , n gift

n+1
dEt(En)z N+l A2nHn _ H2n-2 . . .2
(-1)" 32" =3"2(2], 1 jpu - 2,7), N tek

oldugundan, n’nin tek veya cift olmasma gore elde edilir. Fakat kolayca goriilebilir

ki her iki esitlik her n tam sayist i¢in gegerlidir.
Teorem 3.15 [13]. Pozitif n ve m sayilar1 i¢in,

Jom=399,1+2d, 1d,

mYn+l

dir.

. 1 2
Ispat. Teorem 3.13'egore F = [1 O) ise F™" =F™F" oldugundan,

‘]m+n+l 2‘Jm+n _ ‘Jm+l 2‘Jm ‘]n+l 2‘Jn
'Jm+n 2‘]m+n—1 - ‘]m 2‘]m—l Jn 2‘]n—l
_(Jm+l‘]n+l+2‘]m‘]n 2(‘Jm+1‘]n +2‘]m‘Jnl)]

N Idea +230030 2(3,39,+23,,3,04)

m¥n+l m-1

bulunur. Bu matrisler esit oldugundan karsilikli elemanlari da birbirine esit olacaktir.
O halde,

J,.=3 3 ,+23 3

m%n+l

elde edilir.
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Sonug¢ 3.3 [13]. Pozitif n tam sayist i¢in,

3, =33, +23 3

nYn+l

dir.

Ispat. Teorem 3.15'te m=n alnrsa, J. =J, =J.J,,+2J J, , eldeedilir.

nYn+l n“¥n-1

Sonug¢ 3.4 [13]. Pozitif n tam sayisi i¢in,

‘]2n+l = ‘] :

n+1

+2J?

dir.

Ispat. Teorem 3.15'te m=n+1 almirsa,

‘Jn+l+n = J2n+1 =Jnadna 2Jn+l—l‘]n

n+1%n+1

=J?

2 +2J2

bulunur.

Teorem 3.16 [11]. j,, n. Jacobsthal-Lucas sayist ise,
i = Jndn =(2)" o

dir.

Ispat. Esitligin sol yanindaki Jacobsthal-Lucas sayismin Binet formiilii kullanilarak,
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Jonen = 2™ +(<2)™"
= (Zm + (—1)m)(2n n (_1)n)_ on (_1)n (Zm‘” . (_1)m_n)

= jmjn _(_2)” jm—n
elde edilir.

Sonug 3.5 [11]. j,, n. Jacobsthal-Lucas sayisi olmak iizere,

dir.
Ispat. Teorem 3.16'da m yerine n alinarak ispat kolayca gosterilebilir.
Sonug 3.6 [11]. j,, n. Jacobsthal-Lucas says1 ise,
fzna = Jndoa = (-2)
dir.

Ispat. Teorem 3.16'da m yerine n+1 alindiginda istenen elde edilir.

Teorem 3.17 [13]. Pozitif n ve m sayilar1 i¢in,

(-1)" 23, 0 = Jdns— Jiad

m-1%n

esitligi gegerlidir.
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Ispat. Jacobsthal F matrisi icin F™" = F™F" esitliginin saglandig1 gdsterilmisti.

F~" matrisi hesaplanacak olursa,

elde edilir. Dolayisiyla F™" = F™.F " matris esitliginden,

(Jmml 2‘]an 1 2(‘]m+1‘]n—1_Jm‘]n) _Z(Jm+1‘]n_‘]m‘]n+l)
(_2)n 2(‘] ‘]n—l_‘]m—l‘]n) _Z(JmJn_‘]m—l‘Jml)

m

olur. Bu iki matrisin karsilikli elemanlari esitlendiginde, istenen elde edilir.
Teorem 3.18 [13]. Herhangi m ve n tam sayilari igin,

(_1)”*1 2“*1 jm—n = ‘]m jn—l - ‘]m—ljn
(_1)“ 2n_l‘Jm—n = ‘]m‘]n—l - ‘Jm—l‘]n

9(_1)n+1 2n71‘]m—n = jnfljm+1_ jnjm

esitlikleri saglanir.

Ispat. Jacobsthal-Lucas E matrisi icin E™" matrisi hesaplandiginda,

-1 (23 . =23
—( 6) ( 3‘1 ; “j, n cift

n n+l

_ n+1 2 Y
( 1)n [ - _ZJnj’ o tek
3.6 —Ia Jna
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olur. E™" =E™E™" matris esitliginde karsilikli elemanlar birbirine esitlenerek

istenen esitlikler elde edilir.

Teorem 3.19 [11]. J, ve j, swrasiyla n. Jacobsthal ve n. Jacobsthal-Lucas sayisi

olmak Uzere,

‘]m+n = ijn _(_2)” ‘]m—n

dir.

Ispat. Esitligin sol yanindaki Jacobsthal sayis1 i¢in Binet formiilii kullanilarak,

elde edilir.

Sonug 3.7 [11]. J, ve |, swrastyla n.Jacobsthal ve n. Jacobsthal-Lucas sayisi olmak

Uzere,

dir.

Ispat. Teorem 3.19’da gerekli yer degistirmeler yapilarak ispat kolayca tamamlanr.
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Sonug 3.8 [11]. J, ve |, swrastyla n.Jacobsthal ve n. Jacobsthal-Lucas sayisi olmak

Uzere,

n

J2n+1 = Jn+1jn _(_2)“ = ‘]njn+l+(_2)

dir.

Ispat. Teorem 3.19'da m=n+1 alinirsa,

J2n+l = ‘]n+1jn _(_2)”

oldugu goriiliir. Ayni1 esitlikte m=n ve n=n+1 alinirsa,

J2n+l = ‘]n jn+1 + (_2)”

bulunur. Bu iki esitlikten istenen elde edilir.

Sonug 3.9 [11]. J, ve |, swrastyla n.Jacobsthal ve n. Jacobsthal-Lucas sayisi olmak

Uzere,

'J2n = 'Jnjn

dir.

Ispat. Teorem 3.19'da m=n almirsa ispat tamamlanmas olur.

Teorem 3.20 [12]. n tam say1 olmak iizere, Jacobsthal sayilarinm Binet formald,
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dir.

. 1 2
Ispat. Jacobsthal F -matrisi, F = [1 O) olmak Uzere, bu matrisin karakteristik

denklemi,
AP=21-2=0
dir. Bu matrisin 6zdegerleri de,
A=2ve l,=-1

dir. Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler sirastyla,

0) .
osegen
1 §cg

2
seklindedir. Simdi F matrisinin 6zdegerlerinden olusturulan D = [0

v, 1
matrisi ile 6z vektorlerinden olusturulan A:( #] :( :J matrisi kullanilarak, F
V2

matrisinin D = A'FA seklindeki kdsegenlestirmesini géz Oniine alalim. D = A'FA
esitligi, soldan A matrisi ile, sagdan A" matrisi ile ¢arpilirsa F = ADA™ olur.
Buradan F ve D matrislerinin benzer oldugu sdylenebilir. Benzer matrislerin

2" 0
kuvvetleri de birbirine benzer oldugundan ve kdsegen matrislerin D" —[ 0 ( )nJ
-1
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J 2]
ozelliginden F"=AD"A™" vyazilabilir. O halde, F" 2( 3”1 ”] " } ve
n-1

n

AL 1(1 -1
3

=3l1 J oldugundan, bu degerler son esitlikte yerlerine yazilirsa,
Fn_ ‘]n+l 2‘]n _ 2 1 2“ O 1 1 —1
3, 23,) (-1 0o (- )31 2

olup, matris ¢arpimi islemi yapildiginda,

elde edilir.

Teorem 3.21 [13]. n tam sayr olmak iizere, Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet

formal,

jo=2"+(-1)

dir.
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. . 5 2 -
Ispat. Jacobsthal-Lucas E-matrisi, E=£1 4} olmak Uzere E-matrisinin

karakteristik denklemi,
A%-91+18=0
bicimindedir. Bu matrisin 6zdegerleri de,
A=6ved,=3

dur. Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler sirasi ile

wliee(y

6 0 2 0
seklindedir. Simdi, E matrisinin 6zdegerlerinden olusturulan D = (O 3} = 3[0 :J

kosegen matrisi ile 6z vektorlerinden olusturulan A=[ 1 j matrisi kullanilarak,

E matrisinin D= A"EA seklindeki kosegenlestirmesini gdz Oniine alalim.
D=A"'EA esitligi soldlan A matrisi ile, sagdan A™" matrisi ile garpilirsa,
E = ADA " olur. Buradan, E ve D matrislerinin benzer oldugu sdylenebilir. Benzer

matrislerin  kuvvetlerinin de birbirine benzer oldugu ve kosegen matrislerin

2" 0
D" = 3”[ 0 lj ozelligi kullamlarak E" = AD"A™ vyazabiliriz. Ayn1 zamanda

o [Jna 2in L 111 . . :
E'"=| . _ ve A =§ 1 2 olup, bu degerler son esitlikte yerlerine

yazildiginda,
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EN = jn+l 2Jn _ 2 -1 3 2" 0 E 1 1
U 2in) (21)7 (0 1)38(-1 2

olur. Gerekli iglemler yapilirsa,

[jml 2j, j—snl 241 2(2"-1)
o 2lna -1 2(2""+1)
elde edilir. Bu iki matrisin karsilikli elemanlar1 birbirine esit oldugundan,

jo=2"+(-1)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

J 2]
Teorem 3.22 [11]. F" :( 3‘*1 2] . j matrisinin 6zdegerleri,

n n-1

dir.

Ispat. ilk olarak j =J ,+2J , ve J .

J - = (—1)n 2" esitliklerini kullanarak

F" matrisinin karakteristik denklemini,

det(Fn - A" ) = A" _(‘Jn+l + 2‘]nfl);tn + 2(\]””\]”’1 B Js)

n

=25 -, A"+(-2)
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seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla F"  matrisinin  karakteristik  polinomu

A" —j,A"+(-2)"=0  seklinde  olup,  bu  denklemin  kokleri

. i . 2_4 _2 n |
an =2 an (-2 olu\r/—.f?a@zj - 932 oldugundan, A7,=(],+3J,)/2

elde edilir.

Sonug olarak Teorem 3.20’de bahsettigimiz gibi Jacobsthal F -matrisinin 0z

degerleri 4, =2 ve 1, =-1 olmak lzere,
A =(j,+33,)/2 ve 4, =(j,-33,)/2
dir. Bu iki esitlikten,

J e _g_l) ve j,=2"+(-1)"

Binet formulleri elde edilir.

Teorem 3.23 [11]. J,, n. Jacobsthal sayisi olmak iizere , her pozitif k tam sayis1

icin,

Iimﬂzz ve Iimﬂzzk

n—o Jn now J

dir.

Ispat. Jacobsthal sayilari i¢in Binet formiilii kullanilarak,
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n+ n+l
e (22078

S )

oldugu goriiliir.

I|m ‘]n+k — ||m ‘]n+k . ‘]n+k—l ‘]n+1
e ‘]n o ‘Jn+k—l ‘]n+k—2 ‘Jn
=lim(2.2...2)
=lim2* = 2

olarak bulunur.

Teorem 3.24 [11]. j,, n. Jacobsthal-Lucas sayist olmak iizere, her pozitif k tam

say1sl i¢in,

lim3nt = 2 ve |jmJo = ok

n—oo Jn n—o Jn

dir.

Ispat. Jacobsthal-Lucas sayilari igin Binet formiilii kullanilarak,

lim j(‘” =
noe | 2"+(-1)

oldugu goriiliir.



. Jn+1

lim jn+k :Ilm( jn+k . jn+k—1 ..

= Jn e Jn+k—1 Jn+k—2

~1im(2.2...2)

n—ow

=lim2¢ = 2

n—ow

olarak bulunur.

Teorem 3.25 [11]. Pozitif n tam sayilari i¢in,

L& (-1 2
~—=1

I) nZ:; ‘]n—l‘]n

& (-1)"2t 1

”)HZ:; Jn+1‘]n _2

o 20,

|||)ZJ =

ifadeleri gecerlidir.

In
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Ispat. i) Jacobsthal sayilarmin Simpson formiilii toplam ifadesinde yerine yazilarak,

= (-1)" 2" & 3,0, - J2

nZ:; ‘Jn—l‘]n _”Z:; JnflJn
_N | Joa dn
_;[ ‘]n ‘]n—lj

bulunur. Bu serinin kismi toplamlar dizisi almarak,

n=2 ‘Jn ‘]n—l
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‘]1 'JO ‘JZ ‘]1 ‘Jk ‘]k—l
(da L
J 1

elde edilir. Bu dizinin limiti ve ardisik terimler oranindan,

Iima(:lim(ﬂ—lj

k—o0 k—o0 ‘]k

:Iimﬁ—l
k—o Jk

=2-1=1
elde edilir.
i) (i)’ deki ispata benzer olarak istenen elde edilir.

iii) Verilen toplamin i¢indeki ifadeyi basit kesirlere ayirmak suretiyle,

52),, (1 1
ZJ J_Z(Jn J J

n=1l Yn41%n n=1 n+l

bulunur. Bu ifadenin kismi toplamlar dizisi,
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olur. Bu dizinin limiti almarak,

limS =lim|1- 1
k—o k—o0 ‘]k+1
=1-1lim !
I(_)OO‘]k+l

=1

elde edilir.

Teorem 3.26 [11]. Her pozitif n tam sayisi igin,

S ()72 1
n=1 jnfl J n 6

. Z ) Lon i

n=1 Jn+1Jn 12

|||)Z

n=1 Jn+1jn

ifadeleri gecerlidir.

n+1

ispat. i) Jacobsthal-Lucas sayilarmin Jnilas— in =9(-1) 2" Simpson formali

toplam ifadesinde yerine yazilarak,



_E S jn+1jn—1_jrf
-3 Sileaban i

n=1 J n-1 J n
n=1 jn jnfl

bulunur. Bu serinin kismi toplamlar dizisi alinirsa,

Bt
Jl O Jl Jk Jk—l
_[ A

bulunur. Bu deger yerine yazilirsa istenen elde edilir.

il) Bu esitligin ispat1 (i)’deki ispata benzer olarak kolayca yapilabilir.

iii) Verilen toplamin igindeki ifadeyi basit kesirlere ayirmak suretiyle,

39



n=1 Jn+1jn n=1 Jn Jn+1

bulunur. Bu ifadenin kismi toplamlar dizisi,

1 1] (1 1} (1 1}
— |\t |t T
ok o | P

olur. Bu dizinin limiti alindiginda,

: (1 1
ims, ~fim{ 32

Jk+l
1 .1
==——lim—
2 k—o0 Jk+l
_1
2

elde edilir.



BOLUM 4. GENELLESTIRILMIS JACOBSTHAL SAYILARI

4.1. Jacobsthal k- Sayilar

1 2
Jacobsthal F matrisi F:LL O} biciminde idi. Teorem 3.13'e gore F matrisinin

‘Jn+l n

J, 23,

n

n. kuvvetinin ise F" :{ } oldugu biliniyor. Bundan yola ¢ikarak; n>1

icin Sonug¢ 3.1 yardimiyla det(F”): J,ad =32 :(—Z)n ozelligi yazilabilir. Bu
bagintilara sahip olan Jacobsthal sayilarmm J,=0 ve J; =1 baslangi¢ kosullari

yardimiyla J, = J, +2J,,; lineer rekiirans bagntisina sahip oldugunu biliyoruz.

[18]’de Stakhov’'un vermis oldugu Fibonacci k-sayilari igin, lineer rekirans
bagintisindan yararlanarak Jacobsthal k-sayilari i¢in lineer rekiirans bagimntist

asagidaki gibi verilebilir.
k>0 ve n>k+1 olmak Uzere Jacobsthal k -sayilart,
(D

baslangi¢ kosullar1 olup,

Jo(n)=J,(n-1)+23, (n-k-1) (2)

lineer rekurans bagintisi ile tanimlanabilir.
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(1)'deki baslangic kosullartyla verilen rekiirans formiilii, sonsuz tane tekrarli dizi

uretir. Ozel olarak, k=0 icin n>1 olup, bu bagmti, J, (1) =1 baslangi¢ sart1 i¢in
Jo (n) =J, (n—l) +2J, (n—l) bagmtisina donisir. k=1 ig¢in ise, n>2 olup,
J; (l) =J, (2) =1 baslangic kosullar1 yardimiyla Jl(n) =J, (n —l) +2J, ( n- 2)
yazilabilir. Bu tekrarh bagmnti, k=1 i¢in klask J; (n) =J, Jacobsthal sayilarini

verir. Yani,

{I(m}  ={t1351,2,. .}

olur. Benzer sekilde, k =2 igin J,(1)=J,(2)=J,(3) =1 olup, bu dizi n> 3 igin,

{(n)} ,={1113511,2,..}

olur.
k>0 icin Jacobsthal k-sayilari, negatif nsayilar1 igin de yazilabilir.

J, (0) I (—1) Iy (—2),...,Jk (—k),...Jk (—2k +1) sayilarinin hesabr i¢in, (1) ve (2)

esitlikleri kullanilir.Bu sayilarin (2)’deki gosterimi g6z oniine alindiginda, baglangig

kosullarini,

alarak,
Je (k+1)=J,(k)+2J,(0)

bagintis1 yazilabilir. BOylece,



J.(0)=0

olur. Simdi J, (1) say1sini,

J (1) =Jy (O)+ 2J, (_k)

ile gosterelim. J, (1)=1 ve J,(0) =0 oldugundan,

olur. (2) formundaki Jacobsthal k -sayilarmin (3) yardimiyla,

3 (-k-1)=J3,(-k-2)=...= . (-2k+1)=0

oldugu goriiliir. Ornegin, k =1 ve negatif n degerleri icin,

ve

J(n)=3,(n-1)+2J,(n-k-1)

43

3)
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esitlikleri yardimuiyla,
J; (0) =J, (—1) +2J; (—2)
yani,
1
0= 3 +2J, (—2)
olup,
1
J; (_2) = _?

bulunur. Benzer sekilde,

J; (_1) =J; (_2) +2J, (_3)

yani,
%:-2—12+231(-3)
olup,
3,(-3) :2—33

bulunur. Bu isleme devam ederek, n’nin negatif degerleri i¢in J, , Jacobsthal k-

sayilarinin tiim degerlerini asagidaki gibi elde ederiz.



Tablo 4.1. Jacobsthal k - Sayilari
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n 6 5 4 3 2 o -1 2 3 -4 -5
1 1 3 5 1
()| 22 1 5 3 1 e -
1 11

()| = 5 3 1 1 o 0 o -,

1
J(n) | 5 31 1 1 o o o S 0 0
1

M3 1 1 1 1 o 0 0 o 0
1

J(n) | 1 1 1 1 1 o 0 0 0o 0 5

Buna gore k=1 olmasi durumunda Jacobsthal k-sayilari, klasik J, Jacobsthal

sayilarma doniigiir. Bu durumda,

bagntis1 yazilabilir.

n

J(()=d+3,+3;+... 4+, =

i=1

4.2. Jacobsthal F Matrisinin Baz1 Ozellikleri

n

|

2J

n+1 n

J, 23,

J,+23.,
Jn—l + 2‘]n—2

} matrisi, tekrarl bagint1 yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir.

23, ,+4d, ,
2), ,+4J,

|

|

J

n

J n-1

2J
2]

n-1

n

-2

n+2

2

1
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yanll

Fn — anl+2Fn72 (4)
yazilarak,

Fn_2=%(Fn_Fn_1) (5)

bagmtisi elde edilir. Simdi, F matrisinin F"F™ =F"™" ¢zelliginden yararlanarak,

F" matrislerinin (n=0,$L$2,...) (4) ve (5) tekrarli bagintilar1 yardimiyla elde

ediligini tablo halinde yazabiliriz. Bu tabloda, F" matrisleri dogrudan, F™"

matrisleri ise F" matrislerinin tersleri olarak bulunur.

Tablo 4.2. Jacobsthal F" matrideri

10 12 32
F" 01 10 1 2
F" 10 1/0 2 12 -2 11-2 6 1l/6 -10 1j-10 2

0 1| 2|1 -1] 22|-1 3| 2|3 5| 2|5 1 Sl -2z

n=2k durumunda, F" matrisinin tersini bulmak icin, F" matrisinin kdsegen
elemanlari olan J,, ve J, , yer degistirir ve J, kdsegen elemanlari da zit isaret alir.

Bdylece n= 2k oldugunda F" matrisinin tersinin,

sz:i|:2‘]2k1 _Z‘Jzk}

_‘]Zk J 2k+1
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seklinde oldugu goriilir. n=2k+1 durumunda, F" matrisinden F™" matrisini ele
etmek icin, J,,, ve J ; kdsegen elemanlar1 yer degistirmelidir ve ters isaret

almalidir. Yani,

F—(2k+1) _ 1 |:_2‘J2k 2‘]2k+1i|

T A2k+l
2 ‘]2k+1 _J2k+2

olmalidir.

4.3. Jacobsthal k- Sayilar I¢in Urete¢ Matris

12
Tanim 4.1. Verilen bir k>0 tam sayis1 ve F =[1 Oj meatrisi igin Jacobsthal k -

matrisini agagidaki sekilde tanimlayalim.

PP 12000

L s 120 o010 00100

Ho=[1], H, = H,=[0 0 1[,H,= H,=[0 0 0 10
10 0001

100 00001
1000

10 0 0 O]

bicimindedir.



Teorem 4.1. n>k+1 igin

J(n+1) 23 (n) ... 23 (n-k+1)
J(n—k+1) 23, (n-k) ... 2J,(n-2k+1)

n_
K =

3 20,(n-1) .. 23,(n-K)

dir.
Ispat. Tiimevarim yardimiyla,
k=2 igin,

0] [1(2) 25() 23,(0)
1= 3,(0) 2,(-1) 23,(-2)
0] |3,(1) 23,(0) 23,(-2)

dir. Bu matrisin karesini alirsak,

1 2 0|1 20] 122 ,(3) 23,(2) 23,(1)
H7=|0 0 1||0 0 1|=|1 0 0|=|J,(1) 2J,(0) 2J,(-1)
1 0 0J[1 0 0] [12 0] [J,(2) 23,(1) 23,(0)

elde ederiz. Gergekten,

Je(n)=3,(n-1)+2J,(n—k-1)

ve

48
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dir. Ayrica,

J(~k=1)= 3, (-k-2)=...= J, (-2k +1) =1

yardimryla,

1 2 2][1 2 2] [5 6 2] [J,(5) 23,(4) 23,(3
Hy=H;H;=|1 0 0|1 0 O|=|1 2 2|=|J,(3) 23,(2) 23,(1)
12 0|1 20| (322 ,(4) 23,(3) 23,(2)

elde ederiz. Gergekten, tekrarli bagmti yardimiyla,

3,(4)=3,(3)+23,(1)=1+2.1=3

ve

J,(5)=J,(4)+23,(2)=3+21=5

olur. Benzer sekilde, k =3 i¢in,
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1 2 0 0] [3,(2) 23,(1) 23(0) 23(-1)
L |00 10| |3(-1) 23,(-2) 23,(-3) 23,(-4)
10 0 0 1| | 3,(0) 23,(-1) 23,(-2) 23,(-3)
100 0] | J,(1) 23,00 23(-1) 23,(-2)

dir. Bu matrisin karesini alirsak,

1 2 2 0] [3,(3 23(2) 23(1) 23,(0)
h2_|0 0 0 1) 1%(0) 2%(-1) 2%(-2) 23(-3)
11 0 0 0 |J(1) 23(0) 23,(-1) 23,(-2)

120 0] [3(2) 23,(1) 23,(00 23,(-2

3 2 2 2] [3,(5 23(4) 23,(3) 23(2)
he |12 00| |3(2) 25(1) 2%(0) 2%(-1
11 2 2 0] [J(3) 23(2) 23,(1) 23,(0)

12 2 2] [3,(4 23,3 23,(2) 23,(1

oldugundan,

J5 (5) =J, (4) +2J; (1)

olup,

bulunur. Ayrica,
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oldugundan,

dir. Bu sekilde devam edilerek, H; matrisleri igin,

J(n+1) 2J.(n) ... 23 (n-k+1)
J(n—k+1) 23, (n-k) ... 2J,(n-2k+1)

n_
K =

J(n) 23, (n-1) ... 23,(n-k)
yazilabilir. n+1igin H = H;.H, yazlabileceginden ispat kolayca goriiliir.

(1) ve (2) esitlikleriyle tanimlanan Jacobsthal k-sayilar dizisinin katsayilarindan

olusan ve Jacobsthal k-matrisi olarak adlandirdigimiz (k+1)x(k+1) boyutlu H,

matrisinin tanimindan,

J(n+l) 1 [1 2 0 0 ... 0 0] J.(n)
Je(n-k+1)| |0 0 1 0 ... 0 0| J.(n-k)
J(n-k+2)| |0 0 0 1 ... 0 OfJ(n-k+1) ©)
J(n-1) 0000 ..0 1| J(n-2)
J(m ] [1 000 ..0 0] J(n-1

esitligini yazabiliriz. Yukaridaki (k+1)><(k+1) boyutlu H, matrisine B diyelim.

Jacobsthal k -sayilarinm olusturdugu H,;' matrisini ise C, = [C”.] ile gosterelim.
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J (n+1) 23 (n) ... 23, (n-k+1)
c [ ] (n- k+1) 2Jk(:n—k) 2 2Jk(n—:2k+1) 7)
Jk(n) 23, (n-1) ... 23(n-k)
(6) esitligini k+1 siitun genisletirsek,
- (n+1)  23.(n) ... 23, (n-k+1)
J(n—-k+1) 23 (n-k) ... 2J,(n-2k+1)
() 23 (n-1) ... 23,(n-k)
(1200 ... 0] J(n) 23(n-1) .. 23(n—k)
|00 10 0 I (n-k) 23, (n-k-1) ... 2J(n-2k)
100 0 .. 0] J(n-1) 23(n-2) .. 2J(n-k-1)
yani,
C,=BC., (8

matris esitligini elde ederiz. Bu esitlik yardimiyla asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2. B ve C, swrasiyla (6) ve (7) esitliginde verilen matrisler olmak iizere

n>1 tam sayilar1 i¢in,

C,=8B"

esitligi gegerlidir.

Ispat. (8) esitliginden C_ = BC_, oldugunu biliyoruz. Bu ifadeyi daha agik bir

sekilde yazacak olursak,



C, =BC,
C, = BC, = BBC, = B’C,

C, = BC,=BBC, = B'C,

Cm+1 = BC:m = BmCl

elde ederiz. Jacobsthal k -sayilarinin tanimindan,

(2 23, .. 23(2-K)
3 (2-K) 23,(1-K) ... 2J,(2-2K)

C =

Jk.(l) 2Jk'(0) 2Jk(i—k)
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1200 ..0
0010 ..0

1000 ..0

bulunur. J, (—k) =% oldugundan, bu iki matrisin karsilikli elemanlari esit olup,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3. C, matrisi,

Jo(n+1) 2J,(n)

c - J (n-k+1) 2J,(n-k)

n

Jk'(n) 2Jk(.n—1)

seklinde verilmis olsun. O halde,

23, (n-k+1)
23, (n—2k+1)

23, (n-K)



1 , k=0 ise
detC,=<-2 , k=1 ise

2 , diger durumlarda

dir.

Ispat. Teorem 4.2'ye gére C_ = B" oldugunu biliyoruz.

detB = :

olmak Uzere,

detC, = det B" = (det B)"
oldugundan ispat kolayca goriiliir.

Teorem 4.4. k>0 tam sayis1 ve

Je(n+1) 23, (n) ... 23, (n-k+1)

c - Jo(n-k+1) 23 (n-k) ... 2J,(n—-2k+1)

n

5 20.(n-1) .. 23,(n-K)

matrisi igin,
Cn = Cn—l + 2Cn—k—l

tekrarl bagintisi yazilabilir.
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Ispat. C_ matrisinin her bir elemanin tekrarli bagintisin1 yazmak suretiyle,

Jo(n+1) 23.(n) ... 23 (n—-k+1)
Jo(n-k+1) 23 (n-k) ... 2J,(n—-2k+1)

5 20,(n-1) .. 23,(n-k)

J(n)+23,(n-k) 2(3, (n-1+23, (n-k-1)) ... 2(J(n-k)+2J,(n-2k-1))
J (n-k)+23, (n-2k-1) 2(J (n-k-1)+2J,(n-2%k-2)) ... 2(J,(n-2k)+2J,(n-2k-1))

Jk(n—1)+2:Jk(n—k—l) 2(Jk(n—2)+éak(n-k—2)) 2(Jk(n—k—1)+.2.]k(n—2k—2))

() 2,(n-) . 23 (n-k) J(n-k) 23 (n-k-1) ... 2J,(n-2k-1)
J(n-k) 23 (n-k-1) ... 2J,(n-2k) i Jo(n-2k-1) 2J,(n-2k-2) ... 2J,(n-2k-1)

Jk(ﬁ-l) 2Jk(.n—2) 2Jk(n.—k—1) Jk(n;k—l) 2Jk(n;k—2) 2Jk(n—'2k—2)

= Cn—l + 2Cn—k—l

elde edilir.

4.4, Genellestirilmis k- Basamak Jacobsthal Sayilarn ve Uretec Matris

12
Tamim 4.2. Verilen bir k (k=l2,...) sayisi ve F :L O} meatrisi i¢in,
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seklinde tamimlanan kxk boyutlu kare matrise genellestirilmis Jacobsthal matris

denir.

k=1,2,3,4,5 icin F matrisleri sirasiyla,

P 12111

- 121 500 10000

F=[1. F,= ,F,=|1 0 0|, F = ,F,=/01 000
10 0100

010 0010 00100

00010

bicimindedir.
Genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayilarinin dizisi [21]'de 1-k <n<0 igin,

1, i+n=1 ise
0, diger

baslangi¢ kosullari ile, 1<i <k ve n>0 igin,

=3 t20 o+ st 9)

in

olarak tanimlanmistir. Burada J; i-inci genellestirilmis k-basamak Jacobsthal
dizisinin n-inci terimini gostermektedir. $imdi (9) ile tanimlanan J; , say1 dizisine

birkag 6rnek verelim. n=3 segelim. O halde, i =1 veya i = 2 segilebilir. i =1 olsun.

k=2i¢in J,;=J,,+2J,,
=, +2,,+2(3,+23, )

=J,+23, 4 +23,+2(J,,+23, )
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=1+2.0+2.1+2(1+2.0)

=5

k=3icin J,=J,,+2J,,+J,,
=J+20,+d,  + 2(31,0 +2J, ,+ JH) +J1,
=Jio+23, 4+ ,+2] 0+, + 2(;|LO +2J, ,+ JH)+ o

=1+2.0+0+21+0+ 2(1+ 2.0+ 0)+1

=6

olarak bulunur. k =2 ve i =1 alindiginda, genellestirilmis k -basamak Jacobsthal
dizisi {J,,}, klasik Jacobsthal {J,} dizisi olur. (9)'da verilen tanimdan,

J 06010 ..00 Jino (10)
N A 0 00 ... 0 O} Jinwe
_‘]i,n—k+2_ _O O O 1 o__Ji,n—k+1_
esitligi yazilabilir.
121 ... 1 1]
00 ... 0
10 ..00
. (11)

Yukaridaki (11) denklemindeki kxk companion matrisine D denirse, (10) esitligini

bu kez k sltun icin genellestirebiliriz. Yani,
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Jl,n+l ‘]2,n+1 Jk,n+l 1 2 1 1 l 1n ‘]Z,n ‘]k n

Jin N Y 100 ... 00| Jpy oy o s

‘Jl,n—l Jz,n—l e ‘]k,n—l =010 ..00 ‘Jl,n—z ‘]2,n—2 cee Jk,n—z (12)
_‘]l,n—k ‘]Z,n—k ‘]k,n—k i _0 00 ..1 0_ _‘]1,n—k+1 ‘]2,n—k+1 tt 'Jk,n—k+1_

matris esitligi elde edilir. k-boyutlu A, matrisi agagidaki gibi tanimlanirsa,

‘Jl,n ‘]Z,n ‘]k,n
‘Jl,n—l ‘]2,n—1 ce ‘]k,n—l
A. = ‘]l,n—2 ‘]2,n—2 ‘]k,n—2
_Jl,n—k+l ‘]Z,n—k+1 ce ‘]k,n—k+1_
(12) esitliginin,
A..=DA, (13)

olarak yazilabilecegi [21] de gbsterildi. BOylece, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.5[21]. D ve A, sirasiyla (11) ve (12)'deki gibi olsun. O halde 2<k <n

kosulunu saglayan n ve k dogal sayilar1 icin A, = D™ dir.

Ispat. (13) esitligi yardimiyla,

A..=DA, =DDA,,

yazilabilir. Bu islem (n —1) kez tekrarlandiginda,
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A =DA

A =DA =DA

A =DA =D'A

A,;=DD"'A =D"A (14)

elde edilir. Genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayilarinin tanimindan,

1 2 1 ... 1 1]
‘]1,1 J2’1 cee Jk,l
00 ..00
de Je o o
A= : : .. : =0 1 0 ... 0 0|=D
‘J1,2—k Jz,sz Jk,z—k _6 0 0 1 (.)_

oldugu goriiliir. Boylece (14) esitligi,

A.H_l — DnA_ — DnD — Dn+l

olarak elde edilir.

Teorem 4.6 [21]. A, matrisi,

Jin N N
‘Jl,n—l ‘]2,n—1 ce ‘]k,n—l
A. = ‘]l,n—z ‘]2,n—2 ‘]k,n—2
L Jl,n—k+l J2,n—k+1 ce Jk,n—k+1_

seklinde verilsin. O halde,
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-2, k=2 ise
det A = 1, k tek ise
(—1)", k cift ise

dir.

Ispat. Teorem 4.5 egére A, = D" oldugunu biliyoruz. Buradan,

detD=0 1 ... 0 O

olmak Uzere,
det A, =det(D")=(detD)"

dir. Ayrica k boyutlu D companion matrisinin determinanti detD:(—l)k+1

oldugundan,

1.k tek ise

det A =
A (-1)",k cift ise

bulunur.

Teorem 4.7 [21]. J; , n-inci genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayis1 olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler gecerlidir.
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‘Jl,n+1 = ‘]1,n + ‘J2,n
‘]2,n+1 = 2‘]l,n + ‘]3,n

‘]i,n+1 = Jl,n + Ji+1,n , 3<i<k-1

J J

k,n+1 = 1n

Ispat. Teorem4.5egore, A ., = A A oldugunu biliyoruz. O halde,

‘]1,n+1 ‘]2,n+1 ‘]k,n+1 ‘Jl,n ‘]2,n ‘Jk,n 1 2 1 1 1
o Jon e din Jna dons o+ Jna ||I2 00 ... 00
s dona oo Jena =] dine Jans o Jn |01 0 .. 00
_‘Jl,n—k ‘J2,n—k ‘]k,n—k_ _‘]l,n—k+1 J2,n—k+1 ‘Jk,n—k+l__0 O 0 1 O_

yazilir. Boylece, matris ¢arpimi islemiyle,

‘Jl,n+1 = ‘]1,n + ‘J2,n
‘]2,n+1 = 2‘]1,n + ‘]3,n

3= di+d

in+l

, 3<i<k-1

i+1,n

‘Jk,n+1 = ‘Jl,n

oldugu goriiliir.

4.5. Genellestirilmis k -Basamak Jacobsthal Matrisinin (")zdegerleri

Burada Binet formiilli, genellestirilmis Jacobsthal sayilari i¢in elde edilecektir.
Jacobsthal sayilarmin karakteristik denklemi x*—-x—2=0 seklinde olup, bu

denklemin kokleri & =2 ve g =-1 dir. Jacobsthal sayilar1 i¢in Binet formiilii,
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3 =P (15)

dir.

Simdi Jacobsthal sayilarmin Binet formiilii olan (15) esitligi, genellestirilmis K-
basamak Jacobsthal sayilari igin matris yontemleri kullamlarak elde edilecektir.
Companion matrislerden faydalanarak, D matrisinin karakteristik denkleminin,

genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayilariin karakteristik denklemi olan

X< xkt_oxk 2 xS —x-1=0

seklinde oldugu soylenebilir. Bundan yararlanilarak, oncelikle D matrisinin 6z

degerlerinin katlilig1 incelenecektir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.8 [22]. Her k>3 tam sayis1 igin X" —2x* — X'+ x*?+1=0
denkleminin katli kokii yoktur.

Ispat. Companion matrislerin  6zelliklerinden, D matrisinin  karakteristik
polinomunun, ayni zamanda genellestirilmis basamak Jacobsthal sayilarinin

karakteristik polinomu oldugunu biliyoruz. Yani,

f(X)=x—x"-2x?-x"°-...-x-1=0

ifadesi, ayn1 zamanda genellestirilmis basamak Jacobsthal sayilarmin da karakteristik

denklemidir. k>3 igin x=1"in, f(X) polinomunun k&kii olmadig1 agiktrr.

909 =(x-1)  (x)

olarak alinirsa,
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g(x)=(x=1) f (X)=(x-1)(X =X =2xZ X3 — . —x-1)

— Xk+l _ 2Xk _ Xk—l + Xk—2 +1

oldugu kolayca goriiliir. Buradan, k>3 ve f(l);tl oldugundan 1, g(X)’in bir

kokiidiir, ancak katli kokii degildir. « =0 ve a =1 olmak Uzere a ’nin g(X) "in bir
katli kokii oldugunu kabul edelim. ¢’ nin kath kdk olmasi igin gerek ve yeter sart

g(a)=0ve g'(a)=0’drr. a kath kok oldugundan,

g(a)=a“"-2a"—a" +a"?+1

=ak_2(a3—2a2—a +1)+1:0
ve

9'(a)= (k+1)05k —2k05k’1—(k—1)05k’2 +(k—2)ak’3

=a"?®[(k+1)a’ - 2ka’ —(k-1)a +k-2]=0

olmalidr. Buradan, « #0 oldugundan, (k +1) a®—2ka? - (k —1)0( +k-2=0"drm.

Bu ifadenin kokleri,
a=28k® —612k — 432k* - 216
ve

b=-147k* +126k*® +1149k* + 1164k + 336

olmak Uzere,



‘7 3(k+1 2 " e
(k+1) a+12%k+¢5)
S
NI
ve
a2,3:_3 kel 1 + 1/3+2k
(k+1) (a+12%k+%)
NN
y
V3. (a+12\/5k+\/5)3 14k? -6 A
+ +
2 2 (a+12\/5k+\/5)]/3

dir. ¢;’lerin her birinin digerinden farkli oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla,

0=-g(a)=a? (—ozi3 +2a! +a —1)—1

=Ug -1
dir. k=3 ve 1<i <3 segersek,

0=—g(a,)= al(—af +2a’ +ay —l)—l

=U,,—-1=0
ve U, = —0,8445476618 # 1 olup bu ise ¢eliskidir. Benzer olarak «, igin,

0=—g(a2)=a2(—a23+2a22+a2—1)—1

=U;, -1
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ve Uy, =1,172273831+0,3253556687i # 1 olup bu da geliskidir. Yine benzer sekilde

a, igin,

0=-g(a;)= as(—ag +2af +a, —1)—1

=Us; -1

ve U,,=1,172273831-0,3253556687i #1 olup celiskidir. Bu ii¢ ¢eligkiden dolay1,

g(Xx)=0 denkleminin kath koke sahip olmadifi gdriilir ve bdylece ispat

tamamlanir.

Sonug itibariyle x —x**—2x? - x“*—...—x-1=0 denklemi k>3 i¢in kath koke
sahip degildir.

4.6. Genellestirilmis k -Basamak Jacobsthal Sayilar icin Binet For miili

f (i) =222 2%~ —1-1 polinomu, genellestirilmis k -basamak
Jacobsthal sayilarinin karakteristik polinomu oldugundan, f (l) genellestirilmis k -
basamak Jacobsthal matrisi D 'nin de karakteristik polinomudur.

Simdi A, 4,,...4, ’lar genellestirilmis k -basamak Jacobsthal matrisi olan D
matrisinin 6zdegerleri olsun. O halde Teorem 4.8'e goére, genellestirilmis k-
basamak Jacobsthal sayilarmin karakteristik denkleminin kath kokii olmadigindan,
bu denklemin tiim kokleri birbirinden farklidir. Dolayisiyla genellestirilmis Kk -
basamak Jacobsthal matrisi olan D matrisinin 6zdegerleri birbirinden farkli olur.
Boylece D matrisinin kdsegenlestirilebilir oldugu soylenebilir. O halde, asagidaki
matrisler yardimiyla genellestirilmis k-basamak Jacobsthal sayilari icin Binet
formiilU elde edilecektir.
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k x k boyutlu Vandermonde matrisi [21] de,

Mer A 41
/12,k-1 /Iz,k-z 4, 1
V= //13,.k—1 A’S,k—z /13 1
A Akea o

biciminde idi. Ayrica W, ; ; kx1 boyutlu siitun matrisi,

ﬂ'.t,mk—i
— ﬂ’z,mk—i

W,

Ak,mk—i

seklinde ve V,; , V kare matrisinin j-inci sitununun w,; situn matrisiyle yer

degistirmesiyle elde edilen kare matris olmak Uzere genellestirilmis Kk -basamak

Jacobsthal sayilar1 i¢in Binet formiilii agagidaki gibi verilmistir.

Teorem 4.9 [21]. J i -inci genellestirilmis k -basamak Jacobsthal dizisinin n-

ni !

inci terimi olmak Uzere 1<i <Kk igin,

;L det (V)
n-i+1,j — F(V)

dir.

Ispat. D  matrisinin  6zdegerleri birbirinden farkli oldugu i¢in, D
kosegenlestirilebilirdir. Ayrica V' = E denirse, E terdenehilir olur. E terdenebilir

ve D kosegenlestirilebilir oldugundan,
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E'DE=

yazilabilir. Bu durumda, D matrisinin A matrisine benzer oldugu sdylenebilir.

Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan D"E = EA" elde edilir. Ayrica
A =D" oldugundan, @ ; A matrisinin i-inci satir j-inci siitun elemamni

gostermek lizere asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

ailﬂl,k—l + ai221,k—2 T tq = ﬂl,mk—i

ailﬂ’Z,k—l + ai2ﬂ”2,k—2 tota = ﬂ”2,n+k—i

ailﬂ’k,k—l + ai2ﬂ'k,k—2 Tt = ﬂ’k,mk—i

Buradan her bir j=1,2,...,k igin,

det(V;, )

A det(v)

elde edilir. Burada &; = J

nis1; ©ldugundan ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1 [21]. J,, , n-inci genellestirilmis Kk-basamak Jacobsthal sayisimni

gostermek Uzere,

dir.
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Ispat. & , A, matrisinin i-inci satir j-inci siitun elemani olmak {izere i=1 ve

j = k alinirsa bir onceki teoremden sonug kolayca goriiliir.

Boylece 1<i<k kosulunu saglayan her i tam sayisi i¢in, genellestirilmis K-
basamak Jacobsthal sayilarmin genellestirilmis Binet formult verildi. Gergekten,
k=2 olarak alinirsa, genellestirilmis k-basamak Jacobsthal sayilari, Jacobsthal

sayilarna indirgenir. Bu durumda,

e
A, 1 1 1

ve

o217t [3,.. 29,
A]:D = =
10 J. 23,
olmak Uzere,

DE=EA

esitligi saglanir. Burada A kdsegen matrisi,
0

A= A
0 4

olup, 4, ve 4, ise Jacobsthal sayilarmin karakteristik denklemi olan x*—x—-2=0

denkleminin kokleridir. D matriss A matrisine benzer olup, benzer matrislerin

kuvvetleri de benzer oldugundan D"E = EA" esitligi saglanir. Boylece,
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Ja 2 || A A _|A A4 O
S S

matrislerinin esitliginden,

Juaha+ 23, =2

J A +2) =i

n+l

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi bir Cramer sistemi

olup, Cramer yontemi ile ¢oziimii yapilirsa,

ﬂl Alm—l
Ve A AA(B-A) -
" /11 2 2(/11_/12) /11_/12
A, 2

olur. Bdylece n-inci Jacobsthal sayis1 igin Binet formiilii,

J j’ln _ﬂ'zn

" j'1_/12

olarak elde edilir [21].

4.7. Genellestirilmis Jacobsthal Say1larinin Toplamlarimin Matris Yontemleriyle

Hesabi

Burada D matrisinden yararlanilarak yeni bir matris tanimlanacak ve bu matrisin
kuvvetleri alinarak genellestirilmis Jacobsthal sayilarinin toplamlar: elde edilecektir.

Genellestirilmis k -boyutlu Jacobsthal matrisi olan D matrisi [21]'de bir boyut

genisletilerek,
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100 0
1

T=|0 D

_0 -

1 0 O 0
S,
W, = S A,
_Sn—k+1 a

seklinde tamimlandi. Burada S, , genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayilarmin

1'den (n+1) e kadar toplami, yani

7
L

T
o

dir. J,, =J,,1, oldugundan,

Y+l
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elde edilir. Dolaysiyla asagidaki tekrarli bagintinin yazilabilcegi [21]'de

gosterilmistir.

olur. Boylece tiimevarim hipotezinden,
Wn — VVlT n-1

esitligi elde edilir. 1<i <k igin T, =0 oldugundan ve genellestirilmis k -basamak
Jacobsthal sayilarinin tammindan W, =E elde edilir ve genel olarak W, =E"

bulunur. O halde genellestirilmis k-basamak Jacobsthal sayilarmin toplamlari i¢in

tirete¢ matris elde edilmis olur. W,, W, ile matris ¢arpim iglemi altinda degismeli

olup W

n+1

=WW, =WW, dir [21]. Boylece genellestirilmis k-basamak Jacobsthal

sayilarmnin toplami,
k
§,=1+S,,+25,,+) S,
i=3

olarak elde edilir. Ayrica,
S =Jdnt+Su

oldugundan Jacobsthal sayilarinin toplama,

§ g -3+l
! 2

olur [21].
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4.8. Genellestirilmis k-Basamak Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas Sayilarinin
Ureteg Fonksiyonlar

Emrah Kilig, [9] calismasinda genellestirilmis Pell sayilar1 i¢in iirete¢ fonksiyon elde
etti. Simdi, bundan yararlanarak genellestirilmis k-basamak Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas sayilari igin iireteg fonksiyonlari elde edecegiz.

Katsayilar1 genellestirilmis Jacobsthal sayilar1 olan,
Fo(X) =1+ X5 + X D50 + Xy oot XTI A X Ty o B X+

fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.10. Genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayilarmin iireteg¢ fonksiyonu,

1-x=2¢ = —...—x) "
( )

Fe(x)
dir.
Ispat.

(1-x-2¢ = —...=X) R (x)

_ 2 k-1 n-1
SEUDE S TR D QNN SIS D SN NS SN 2 Sl R o

2 3 k n
X =Xy =Xy = =X e =X
2 3 4 k+1 n+l
—2X°d 2%, = 2X g = 2XT  — 22X
3 4 5 k+2 n+2
D SUPED GVANED SUNE-TIED SNV IE O N R

k k+1 k+1 2k-1 n+k-1
X =X Ty =Xy o XT T X
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esitligini elde ederiz. Gerekli katsay1 diizenlemeleri yapildiginda,

(1-x-2¢ = —...=X) R (x)
= ‘Jl,k +('J2,k - Jl,k)x+(‘]3,k - ‘]2,k - 2‘]1,k)X2 +(‘]4,k - ‘]3,k - 2‘]2,k - Jl,k)X3 +...
+('Jk,k - 'Jk—l,k _Z‘kaz,k T T ‘]l,k)xk_1+(‘]k+l,k _'Jk,k _2‘]k—1,k T T ‘]l,k)xk +...

(o= Tnak =2y g == o ) X
olur. Genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayilarmin tanimindan yararlanarak,
(1-x=2x =X .= X)F (x)=J,, =1

oldugu goriiliir. Buradan genellestirilmis k-basamak Jacobsthal sayilarinin iireteg

fonksiyonu F () ,

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Emrah Kilig, [9] calismasinda, genellestirilmis k-basamak Pell sayilarmin iireteg
fonksiyonunu vererek, bunun iistel fonksiyon cinsinden ifade edilebilecegini
gostermisti. Benzer diisiinceyle, genellestirilmis k -basamak Jacobsthal sayilarini da

ustel fonksiyon cinsinden ifade etmek mumkunddr. Teorem 4.10’dan yola ¢ikarak

F. (X) fonksiyonunu {istel fonksiyon cinsinden asagidaki teoremle ifade edebiliriz.
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Teorem 4.11. Genellestirilmis Jacobsthal sayilarinin iireteg fonksiyonu F, (X)

olmak Uzere,

n=1 n

SO

dir.

Ispat.0< f (X)<Licin f(X)=X+2x*+X’+...+X ve g(X)=1+2X+X*+...+ X"

olsun. Bu durumda f (x)=xg(x) olur. F (x) ve f(X)’i gdz 6niine alarak,

-1
Re(x)= (1~ (x) (16)
yazabiliriz. BOylece (16) esitliginin her iki yaninin dogal logaritmasi alinarak,

InF, (x)=In(1-f (x))"

=—In(1- f (x))

elde edilir. Bu fonksiyon Maclaurin serisine agilirsa,

Ian(x):—[—f (x)_%fZ(x)_%fs(x)_...-%f“(x)-...j
- 1 (x)+%fz(x)+%f3(x)+...+%f”(x)+...

=(1+2x+ X +..+ xk‘l)x+1(1+ 2%+ X7 ..+ X)X
2

n

+l(1+2x+x2+...+x"‘l)x3+...+£(1+2x+x2+...+xk‘l)x +...
n
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bulunur. Son esitlikte g (X) degerleri yerlerine yazildiginda,

InF ()= xg(x)+%ngz(x)+%x3g3(x)+...%x”g”(x)+...

elde edilir. Boylece,
0 Xn n X

=1 n

veya

olur ki bu da istenendir.

Simdi, genellestirilmis k -basamak Jacobsthal-Lucas sayilari igin tirete¢ fonksiyonu
elde edelim. Bunun ig¢in, ilk olarak, genellestirilmis k-basamak Jacobsthal-Lucas
saytlarmin  tammimi  verelim. Genellestirilmis  k-basamak  Jacobsthal-Lucas

sayilarinin dizisini 1-k <n<0 igin,

_ 1, i+n=1 ise
hin= 2, diger

baslangi¢ kosullari ile, 0<i <k ve n>0 icin,

ji,n = ji,n—1+2ji,n—2 + ji,n—3+"'+ ji,n—k
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bi¢ciminde tanimlayalim. Simdi katsayilar1 genellestirilmis Jacobsthal-Lucas sayilar1

olan,

. . 2. 3 k-1 - K : n:
Gk(x)=1.101k+x11yk+x Jo F X gt X i F X d e X e

fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore genellestirilmis k -basamak Jacobsthal-Lucas

sayilarmnin iirete¢ fonksiyonunu bulmak i¢in asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.12. Genellestirilmis  k-basamak Jacobsthal-Lucas sayilarinin iireteg
fonksiyonu

2—X

G, (x)=

(%) 1-x—2X =X —...— X"
dir.
Ispat.
(1-x-2¢ = x* -...=x*) G, (X)
= Jox F Xk F ok F oo F X g ot X o e
“Nox = X ik = Xho == X = =X =
2% ok = 2C i = 2X oy = = 22X — = 22X~
X o =X = X hoe = = X =X

k+2 & n+k ;

k k+1 2k
—X ]o,k_x Jl,k_x J2,k_"'_X Jk,k_"'_x Jn,k_"'

esitligini elde ederiz. Gerekli katsay1 diizenlemeleri yapildiginda,
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(1-x-2¢ =X -...=x“) G, (X)
3

= jo,k +(j1,k - jo,k)x+(j2,k - jl,k _2jo,k)X2+(j3,k - jz,k _2j1,k - jo,k>X ...

k

+( jk—l,k - jk—2,k _2jk—3,k T jo,k)xk_l+( jk,k - jk—l,k _ijfz,k T jo,k)x T

n

+( jn,k - jn—l,k _2jn—2,k e jn—k,k)x t...

olur. Genellestirilmis  k-basamak Jacobsthal-Lucas sayilarinin  tanimindan

yararlanarak,

(l—X—2X2—X3—...—Xk)Gk(X): jo,k +(j1,k_ jo,k)x

=2-X

oldugu goriiliir. Buradan genellestirilmis k -basamak Jacobsthal-Lucas sayilarinin

ireteg fonksiyonu G, (X)

2—X
Gk(X):l—x—2x2—x3—...—xk

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Emrah Kilig, [9] c¢alismasinda genellestirilmis k-basamak Pell sayilar1 ve
genellestirilmis K -basamak Pell matrisini tanimlayarak, bu matrisin 6zdegerleri ile
genellestirilmis k -basamak Pell sayilar1 arasindaki iligkiyi vermistir. Simdi, bundan
yararlanarak, genellestirilmis k-basamak Jacobsthal matrisi D’'nin karakteristik
denklemi Ak —a%*—22%2_ . —1-1=0 olmak fizere, genellestirilmis k-basamak
Jacobsthal sayilari ile genellestirilmis k-basamak Jacobsthal matrisinin 6zdegerleri
arasindaki iliskiyi verecegiz. Bunun i¢in; asagidaki kxk boyutlu genellestirilmis K -

basamak Jacobsthal matrisini g6z oniine alalim.
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Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.13. D matrisinin karakteristik denkleminin herhangi bir koki A ve

n>k>3ise

dir.

Ispat. Ispat1 n iizerinden tiimevarim kullanarak yapahm. n>k >3 olacak sekildeki

n ve k tam sayilar1 i¢in ilk olarak n=k =4 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

genellestirilmis  k-basamak Jacobsthal sayilar1 igin J ,=J,,, esitliginden

yararlanilarak,

4 N
A'=3,2%+ 23,20+ ) 3, A"

-3
=A%+ 23,47+ 3,4+,

=234+22%2+21+1

elde edilir. O halde n=k=4 igin k-basamak Jacobsthal sayilarinin karakteristik
denklemi bulunur ki, bu da iddianin dogru oldugunu gosterir. Simdi n (n > k) icin

ifadenin dogru oldugunu kabul edelim. n+1 i¢in de dogru oldugunu gdsterecegiz.
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i=3

k .
AL ng = (Jn_kmz“ +23, 1A+ Z Jo j/zk*' j/l

olup kabuliimiiz geregi,

A= (3 AT+ 20 AP g A T oA+ ) A

k k-1 k-2 2
= Jn—k+1,12' + 2‘]n—k+1,2/1 + ‘Jn—k+1,3ﬂ“ +.o.t ‘]n—k+1,k—12' + ‘]n—k+1,kﬂ’
elde ederiz. Ayrica, A% = 2" +24%? + ...+ 1 +1 oldugundan,

A" =3 A 420 AT I A T+ A A
= ns (ﬂ"‘l +202 4.+ +1) +23 o AT I A+ dnend
= oA 423 AT A T T A
423 oA T d A T A I oA F e
= (I + 2dn 12 ) A7 (20 s+ Jins) A

+ ( ‘]n—k+l,1 + ‘]n—k+l,k ) j’ + ‘]n—k+1,1
sonucu bulunur. Ayrica, Teorem 4.7’ ye gore,

Jpgy =3, +3

n+1,i n,i+1

‘Jn+1,1 = 2‘Jn,1 + ‘]n,2
oldugundan,

Joki1t 230 ka2 = dnkias t nenn t dniinz

= ‘Jn—k+2,l + ‘Jn—k+1,2
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= 2‘]n—k+1,1 + ‘Jn—k+l,2

= ‘Jn—k+2,1

2‘Jn—k+1,1 + ‘Jn—k+1,3 = ‘Jn—k+1,1 + ‘Jn—k+1,l +J n—k+1,3

‘Jn—k+l,1 + ‘Jn—k+2,2

=2J n—k+2,2

‘]n—k+l,l + ‘Jn—k+l,k = ‘]n—k+2,k+1
esitliklerini buluruz. Boylece,

n+l _ k-1 k-2 2
ﬂ’ - ‘]n—k+2,1ﬂ’ + 2‘]n—k+2,2ﬂ“ +...t+ ‘]n—k+2,k—2ﬂ’ + ‘]n—k+2,k—1/’L + ‘]n—k+1,1

esitligini elde ederiz. Teorem 4.7'ye gore, her pozitif n tam saywsiigin J ,, =J,,

olup, J ok = Jnyry Yazarek,

n+l _ k-1 k-2 2
ﬂ' - ‘]n—kﬁ-z,l/1 + 2‘]n—k+2,2ﬂ‘ +...F Jn—k+2,k—22“ + ‘]n—k+2,k—1ﬂ' + Jn—k+2,k

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizileri ele alindi. Bu say1 dizilerinin
birgok 0Ozelligi incelendi. [12] ve [13]’de tamimlanan Jacobsthal F matrisi ile
Jacobsthal-Lucas E matrisinin bu dizilerle baglantisi verildi. Jacobsthal dizilerinin
genellestirilmeleri ve 06zellikleri incelendi. Genellestirilmis Jacobsthal dizilerinin
Binet formiilleri, 6zdegerleri, toplam formiilleri, iirete¢ matrisleri ve {ireteg
fonksiyonlar1 c¢alisildi. Bu o6zellikler kullanilarak benzer ozellikler elde edilebilir.
Ayrica, Jacobsthal sayilarini eleman olarak igeren bazi 06zel matrislerin
determinantlar1 ve normlar1 arastirilabilir. Bu sayilar i¢in verilen genellestirilmelerin

turevleri ve integralleri ele alinabilir.
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